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“Raciocinio matemdtico pode ser considerado
um tanto esquematicamente como o exercicio de
uma combinacao de duas instalagoes , o que po-

demos chamar de intuicao e criatividade”.

Allan Mathison Turing.



TOPICOS DE ALGEBRA APLICADOS NOS EXAMES
MILITARES

Resumo

Este trabalho aborda de uma maneira pratica, mas sem desprezar a construcao do conheci-
mento, os assuntos mais recorrentes dentro da Algebra na Educacdo Basica. Com o intuito
de trabalhar essa parte da Matemaética, o trabalho apresenta aspectos que vao deste um apa-
nhado histérico e uma apresentacao da linguagem algébrica até as operacoes como adicao,
subtracao, multiplicacao, divisao, potenciacao e radiciacao de termos e expressoes algébri-
cos. Além de tratar de equagoes do 1° e 2° graus e polinomios voltado, especialmente, para
expressoes do 3° grau. E ainda, uma repleta selecao de exemplos e aplicagoes em exames mi-

litares, todos devidamente resolvidos e explanados, em sua maioria, de maneira clara e concisa.

Palavras-chave: Algebra, Expressdes algébricas, Produtos notéaveis, Fatoracdo algébrica,

Fracoes algébricas, Radicais algébricos, Equacoes, Polindmios.



ALGEBRA TOPICS APPLIED IN MILITARY EXAMS

Abstract

This work addresses in a practical way, but without neglecting the construction of kno-
wledge, the most recurrent subjects within Algebra in Basic Education. In order to work on
this part of Mathematics, the work presents aspects that range from a historical overview and
a presentation of algebraic language to operations such as addition, subtraction, multiplica-
tion, division, potentiation and radicalization of terms and algebraic expressions. In addition
to dealing with 1st and 2nd degree equations and polynomials, especially for 3rd degree ex-
pressions. And yet, a full selection of examples and applications in military examinations, all

duly solved and explained, mostly, in a clear and concise manner.

Keywords: Algebra, Algebraic Expressions, Remarkable Products, Algebraic Factoring,

Algebraic Fractions, Algebraic Radicals, Equations, Polynomials.
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Capitulo 1

Introducao

Entender, compreender e manipular a Mateméatica para uma boa parte da sociedade é
algo, até certo ponto, extraordinario. Tais individuos apresentam uma habilidade para pou-
cos e sao considerados “acima da média”. De certo modo, essa visao, de imediato, gera a
conclusao de que as pessoas que sentem dificuldade na disciplina seriam “abaixo da média”
ou pelo menos, nao estariam no mesmo nivel desses individuos. Mas até que ponto essa visao
pode prejudicar o ensino de Matematica? Bloquear a aprendizagem de Aritmética, Algebra e
Geometria? Questionamentos como esses levam professores e educadores da area a desenvol-
verem pesquisas e estratégias que respondam e corrijam esse e muitos outros pensamentos, a
priori, questionaveis. Na tentativa de contribuir positivamente com o ensino de matematica,
em particular no Algebra, faz-se de bom grado o presente trabalho. No Brasil o ensino da
Algebra na Educacio Basico é visto como algo necessario e fundamental, mas para os profes-
sores, funciona mais como um processo mecanico e que gera um baixo rendimento dos alunos,

como destacado pelos Parametros Curriculares Nacionais — PCN.

O estudo da Algebra constitui um espaco bastante significativo para que o aluno
desenvolva e exercite sua capacidade de abstragao e generalizagao, além de lhe
possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta para resolver problemas. En-
tretanto, a énfase que os professores dao a esse ensino ndo garante o sucesso dos
alunos, a julgar tanto pelas pesquisas em Educagao Matemaética como pelo de-
sempenho dos alunos nas avaliagoes que tém ocorrido em muitas escolas. Nos
resultados do SAEB, por exemplo, os itens referentes a Algebra raramente atin-
gem o indice de 40%, de acerto em muitas regides do pafs. Isso faz com que os
professores procurem aumentar ainda mais o tempo dedicado a este assunto, pro-
pondo em suas aulas, na maioria das vezes, apenas a repeticao mecinica de mais
exercicios. Essa solugao, além de ser ineficiente, provoca grave prejuizo no trabalho

com outros temas da Matemética, [11].
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Além do mais, os professores do Ensino Fundamental acabam extrapolando topicos que

vao além do nivel requerido, com o intuito de compensar algo nao satisfatorio.

Existem também professores que, na tentativa de tornar mais significativa a apren-
dizagem da Algebra, simplesmente deslocam para o ensino fundamental conceitos
que tradicionalmente eram tratados no ensino médio com uma abordagem excessi-
vamente formal de fungoes. Convém lembrar que essa abordagem nao é adequada
a este grau de ensino. Para uma tomada de decisdes a respeito do ensino da Alge-
bra, deve-se ter, evidentemente, clareza de seu papel no curriculo, além da reflexao
de como a crianca e o adolescente constroem o conhecimento matematico, princi-
palmente quanto & variedade de representacoes. Assim, é mais proveitoso propor
situacoes que levem os alunos a construir nogoes algébricas pela observacao de
regularidades em tabelas e graficos, estabelecendo relagoes, do que desenvolver o
estudo da Algebra apenas enfatizando as manipulacoes com expressdes e equacoes

de uma forma meramente mecéanica, [11].

Algebra, na vivéncia cotidiana se apresenta com enorme importancia enquanto linguagem,
como na variedade de graficos presentes diariamente nos noticiarios e jornais, e também
enquanto instrumento de calculos de natureza financeira e pratica, em geral. No ensino bésico,
esse tema trata de nimeros e variaveis em conjuntos infinitos e quase sempre continuos, no
sentido de serem completos. Os objetos de estudo sao os campos numéricos dos ntimeros reais
e, eventualmente, os nimeros complexos e as fungoes e equagoes de varidveis ou incognitas

reais.

Partindo dessas premissas, o trabalho visa uma aplicabilidade em questdes de exames
militares, uma vez que esses certames exigem questoes de um nivel, relativamente, mais
elevado e sdo os que mais contemplam esses topicos da Algebra. Além do mais, considerando
que o aluno da rede publica, em sua maioria, possui pouco acesso a esses tipos de questoes,

o que gera um déficit na preparacao daqueles que almejam ingressar no ensino militar.

O ensino militar, das forgas armadas, no Brasil é um ensino extremamente valorizado.
Uma prova disso é o resultado dos alunos pertencentes as escolas militares nas Olimpiadas de
Matematica. Entretanto, o ensino militar é ainda mais abrangente e nao se resume apenas
ao Ensino Basico, hoje a educacao militar permite que os jovens tenham acesso ao Ensino

Técnico e Superior, seja no Exército, Marinha ou Aeronautica.

Concursos de admissoes aos 13 Colégios Militares(CM) administrados pelo Exército, ao

Colégio Naval(CN) e a Escola Preparatoria de Cadetes do Ar(EPCAr) sao alguns concursos

14



que abrangem o Ensino Fundamental, seja para cursar ou ingressar no mesmo. A Escola Pre-
paratoria de Cadetes do Exército(EsPCEx), Escola de Especialistas de Aeronautica(EEAT),
a Academia da For¢a Aérea(AFA) e a Escola de Sargentos das Armas(EsSA), sao concursos
que abrangem o Ensino Médio e Técnico. E ainda, a Escola Naval(EN), Instituto Militar
de Engenharia(IME) e Instituto Tecnologico da Aerondutica(ITA), permitem o ingresso no

Ensino Superior.

Proporcionar aos alunos da Escola Publica um material adequado para assimilar e fixar
conhecimentos de Algebra, bem como ferramenta preparatéria para exames militares. Sao

objetivos, especificos, do trabalho:

1. Apresentar um material que contribua com o ensino da Algebra;

2. Rever topicos de Algebra, como Produtos Notaveis, Fatoracio, Radicais e Fracoes Al-

gébricas;

3. Inserir técnicas que auxiliem no equacionamento de problemas baseadas em equacoes

do 1° e 2° grau e, ainda, sistemas de equagcoes;

4. Apresentar conceitos sobre expressoes algébricas e polindmios, em particular para po-

lindmios do 3° grau.

5. Coletar questoes de exames militares que abordem os topicos de algebra citados.

No presente trabalho, realiza-se uma pesquisa e revisao bibliografica, a respeito dos mate-
riais disponiveis envolvendo tépicos de Algebra, visando elaborar um material com questdes
resolvidas de exames militares voltado a alunos do Ensino Basico da rede publica. O tra-
balho apresentara os principais topicos de Algebra encontrados nos principais exames, como

Produtos Notaveis, Fatoracao, Radicais e Fracoes algébricas, Equacoes e Polindmios.
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Capitulo 2

Introducao a Algebra

2.1 Aspectos Historicos

A Algebra como se conhece hoje, passou por diversas adaptacoes e modificacbes, mudancas
essas, construidas ao longo de anos, através de diversas civilizagoes. H& relatos de problemas

algébricos, no Egito, Babilonia, Grécia Antiga e Europa Medieval.

Problemas do Egito Antigo, mostravam que além da Aritmética, existia uma preocupagao
com problemas algébricos referentes a equacoes lineares. Havia uma preocupacao com a
resolucao de equacoes do tipo x + ax = b e x + ax + bx = ¢, onde a,b,c eram conhecidos e a
incégnita x era chamada de “aha” Um exemplo, quando se pede o valor de “aha” sabendo que
“aha” mais um sétimo de “aha” da 19, [3]. A solucdo se baseava no “método da falsa posi¢ao”,

um método equivalente por tentativas, a grosso modo. Muitos problemas com célculos de

“ bbl

aha” | muito provavelmente, voltado aos jovens egipcios, eram comumente encontrados no

papiro de Rhind.

Um certo niimero de papiros egipcios de algum modo resistiu ao desgaste do tempo
por mais de trés e meio milénios. O mais extenso dos de natureza matematica é
um rolo de papiro com cerca de 0,30 m de altura e 5 m de comprimento, que esté
no British Museum (exceto uns poucos fragmentos que estdo no Broklyn Museum).
Foi comprado em 1858 numa cidade & beira do Nilo, por um antiquério escoceés,

Henry Rhind, [3].

Os babilonicos para resolver problemas algébricos, consideram tutil uma tabulacao de valo-

res de n® + n? para valores inteiros de n. Outro fato interessante, mostrava que os babil6nios
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possuiam mais interesses em resolver problemas relacionados a equacoes quadraticas do que

as equacoes lineares, tao estimada pelos egipcios. Tal fato, refletia um certo desprezo dos

babilonios em relacao as equagoes lineares.

Muitos textos de problemas do periodo babilonio antigo mostram que a solugao
da equagdo quadratica completa nao constituia dificuldade séria para os babilo-
nios, pois tinham desenvolvido operagoes algébricas flexiveis. Podiam transportar
termos de uma equagao somando iguais a iguais, e multiplicar ambos 0os membros

por quantidades iguais para remover fragoes ou eliminar fatores, [3].

Na Grécia Antiga, trabalhou-se com a chamada algebra geométrica, na qual eles eram

capazes de resolves equacoes quadraticas pelo processo conhecido como “aplicacao de areas”.

Nesse periodo que surgiu alguns dos produtos notaveis conhecidos hoje, como o quadrado da

soma, (a + b)? = a® + b*> + 2ab e o produto da soma pela diferenga advindos da aplicagao de

areas.

A Algebra geométrica grega parece, excessivamente artificial; aos que a usaram e
tornaram-se habeis no trato de suas operacgoes, deve ter parecido um instrumento
conveniente. A lei distributiva a(b + ¢+ d) = ab + ac + ad era sem duvida muito
mais evidente para um estudioso grego do que para um estudante que se inicia em
Algebra hoje, pois o primeiro podia facilmente representar as areas dos retangulos
nesse teorema, que diz simplesmente que o retangulo sobre a e a soma dos seg-
mentos b,c,d é igual a soma dos retangulos sobre a e cada um dos segmentos b,c,d

tomados separadamente, [3].

Na Europa Medieval, destaca-se a Ars Magna de Cardano que a época foi considerado

algo tao notavel e impactante que o ano de 1945, tomado como o inicio do periodo Moderno

da Matematica. Surgia assim um método capaz de resolver equagcdes ciibicas e quarticas.

Entretanto, Geronimo Cardano(1501-1576) admitiu que as ideias encontradas em sua obra

eram sugestoes de Tartaglia e Ferrari, respectivamente as solucoes das equacoes ctibicas e

quarticas.

[...] Cardano ndo foi o descobridor original da solugdo quer da ctbica quer da
quartica. Ele préprio admitiu isso francamente em seu livro. A sugestdo para
resolvera a ctubica , ele afirma, lhe tinha sido dada por Niccolo Tartaglia(cerca de
1500-1557); a solucdo da quartica tinha sido descoberta primeiramente pelo antigo
amanuense de Cardano, Ludovico Ferrari(1522-1565). O que Cardano deixou de
mencionar na Ars Magna foi o solene juramento que havia feito a Tartaglia de nao

revelar o segredo, [3].
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A Algebra evoluiu ainda mais, tanto que, hoje em dia, ha uma certa diferenca entre a
Algebra Antiga (Elementar) e a Algebra moderna(Abstrata), do qual o presente trabalho

considerou apenas os aspectos historicos mais pertinentes a Algebra elementar.

2.2 Linguagem Algébrica

A Algebra é uma das subareas mais importantes da Matematica. Isso é algo inquestionavel
para alguns matematicos, amantes e até curiosos. Mas compreender a linguagem algébrica é
algo que poucos conseguem entender dentro do ambito escolar, por motivos diversos que vao
desde a abordagem adotada pelo professor, quanto por um processo mecanico de repeticao

cultivado pelos alunos.

Segue um quadro abaixo, retirado do livro didatico, apresentado por [12]:

Linguagem

Operagao s Lin em comum i
BT matemitica ERaF Lelturs
Soma indicada dos nimeros x e dois
X 2 ou x mais dois
soma indicada do nimero x com o nimero dois.
Adigao

Soma indicada dos nimeros a e b
a+b ou a mais b
soma indicada do nimero a com o ntimero b.

Diferenga indicada dos nimeros x e cinco
Subtragdo xX—35 ou X menos cinco

diferenga indicada do niimero x com o niimero cinco.

Produto indicado dos nimeros dois e x

2.x ou .
7% ou dois x
Aol i o dobro do nimero x.
Multiplicagdo
a.b ou T s
ik Produto indicado dos niimeros a ¢ b. ab
. : e " N x dividido por
x:3 ou Quociente indicado dos nimeros x e trés M P
Divisao X ou i
. ou
3 a terga parte do nimero x.

X sobre trés

A segunda poténcia do nimero a
Potenciagio a? ou a dois
0 quadrado do nimero a.

Radiciagio

4

Raiz cibica do nimero y.

Adigio e 2% + 3y Soma indicada do dobro do mimero x com o triplo Dois x, mais
multiplicagao & % | do nimero y. trés y.
Subtragio,

multiplicagdo 3a® — b*
¢ potenciagao

Diferenga indicada do triplo do quadrado do niimero | Trés a dois,
a com o cubo do nimero b. | menos b trés.

Figura 2.1: Quadro apresentando a no¢ao da representacao e leitura de expressoes algébricas,

I2].
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No quadro percebe-se uma clara preocupagao de apresentar a linguagem algébrica, bem
como certas operagoes estao inseridas nas expressoes algébricas para que, em linguagem ma-
tematica e comum, tenha-se uma leitura coerente dessas expressoes. Ha uma preocupacao

com a linguagem algébrica e com o seu entendimento.

2.2.1 Expressoes e termos algébricos

Para tentar compreender um pouco mais a linguagem algébrica, segue alguns exemplos

interessantes:

Exemplo 1. Uma locadora de bicicletas esta fazendo muito sucesso. Ao alugar uma bicicleta

pela primeira vez, o cliente paga uma taza inica, que é acrescida ao valor didrio do aluguel.

Ajude o planeta a ser
mais saudavel!

E, de “quebra”, economize combustivel,
alugando uma bicicleta.

Figura 2.2: A bicicleta é o meio de transporte terrestre mais usado no mundo, figura retirada

do livro didatico, [5].

Considere a tabela a sequir:

Nimeros de dias | Calculo do aluguel | Valor a ser pago
1 8+5.1 13
2 8+5.2 18
3 8+5.3 23
5 8+5.5 33
10 8+5.10 58

Para um nidmero qualquer de dias: Aluguel = 8 + 5.(ndmero de dias).

Comentario/Resolucao 1. No lugar da expressio "nimero de dias" atribui-se uma letra
em seu lugar, uma vez que € comum na Algebra sempre que uma palavra ou expressao se repete
constantemente, usa-se uma letra que substitua a mesma. No caso, substituindo "numero de

dias"por n, resulta em: 8 + 5.n ou 8 + 4n.
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Exemplo 2. Um dos resultados mais importantes da geometria € o Teorema de Pildgoras que
relaciona as medidas dos trés lados de um tridngulo retangulo. "Em um tridngulo retingulo a

medida da hipotenusa ao quadrado € iqual a soma dos quadrados das medidas dos catetos”.

" "Em um tridngulo retangulo a medida da hipotenusa ao quadrado
- éigual a soma dos quadrados das medidas dos catetos"

Figura 2.3: Pitagoras e a representacao grafica de seu teorema.

Comentario/Resolucao 2. No tridngulo, a é a medida da hipotenusa enquanto b e ¢ sao
as medidas dos catetos. Substituindo as medidas por suas respectivas letras representativas,

seque que a® = b* + c2.

Exemplo 3. A paridade dos nimeros inteiros(Z) consiste em classificar esses nimeros em
dois subconjuntos proprios: nimeros pares(P) e impares(1). Um problema aritmético simples,
porém interessante, consiste em analisar a soma de dois numeros inteiros de mesma paridade.
No caso, um nimero par € aquele inteiro que deiza resto 0 na divisao por 2, enquanto que um

numero impar € aquele que deiza resto 1 na divisao por 2.

Z

® Um nimero inteiro m € dito par se existir um nimero inteiro k de
modo que m = 2k.

® Um nimero inteiro m é dito impar se existir um nimero inteiro k
de modo que m=2k+ 1.

® Dois numeros inteiros m e n tém a mesma paridade se forem
ambos pares ou ambos impares. Caso contrario, m e n tém paridade
oposta.

Figura 2.4: Diagrama representando a particao dos inteiros em nimeros pares e impares

Comentario/Resolucao 3. Sejam dois nimeros pares, por exemplo, m = 2k e n = 2l
cujo soma € m + n = 2k + 21, logo, m + n =2(k + 1). E sejam, ainda, dois nimeros

impares, representados por M = 2p + 1 e N = 2q + 1, de modo que, para a soma vale,

20



M+ N=2p+ 1+ 2q+ 1=2p + 2q + 2, portanto, M + N = 2(p + q + 1). Daj,

resulta que a soma de dois nimeros de mesma paridade € sempre par.

Fica bastante evidente, nos exemplos apresentados que a linguagem algébrica figura em
situagoes do cotidiano, bem como em problemas geométricos e aritméticos. E sentencas como,
8 + 5n,b*+c%, n + me2p + 2q + 2 sio conhecidas como expressdes algébricas e os

termos que a compoem sao chamados de termos algébricos.

Abaixo, segue algumas defini¢oes para uma expressao algébrica:

Definigao 2.2.1. Ezpressao algébrica € aquela que envolve numerais e numerais literais(letras),

ou entio apenas numerais literais(letras) agrupados através de sinais que indicam operagoes,

[12)].

Definicao 2.2.2. Fzxpressao algébrica € uma expressao que envolve nimeros, letras e as ope-

ragoes indicadas entre eles, [].

Definicao 2.2.3. Fzxpressao algébrica é uma expressao matemdtica na qual a varidvel ou va-
ridveis definem as operacoes aritméticas(adi¢ao, subtragao, multiplicacao, divisao, poténcia de
expoente inteiro e raiz aritmética) em um ndmero limitado de combinacées dessas operagoes,

[1].

Nas definicoes apresentadas, embora algumas se completem e representem a mesma ideia,
h& certas denominacoes distintas. Em sintese, uma expressao algébrica é aquela que apre-
senta termos formados por niimeros reais ou literais(letras) envolvidos em operagoes aritméti-
cas(adicao, subtracao, multiplicaco, divisdo, poténcia de expoente inteiro e raiz aritmética)
de modo que essas letras ou literais sao ditas variaveis dessa expressao. Por exemplo, 8 4+ 5n
¢ formada por nameros e literais tal que n é a variavel da expressdao. Mas, b? +c? ¢ formada

apenas por literais e suas variaveis sao b e c.

Toda expressao algébrica é formada por termos, isto é, parcelas da soma das expressoes

algébricas. Assim, segue algumas defini¢oes para termo algébrico:

Definigao 2.2.4. Termo algébrico é o produto de um nimero(chamado de coeficiente do

termo) por poténcias de expoentes racionais de varidveis, [9].

Definicao 2.2.5. Termo algébrico € cada uma das partes de uma expressao algébrica separada

pelos operacionais + (mais) ou —(menos), [9].
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A partir das definicoes apresentadas, fica bem claro que um termo algébrico é uma parcela
da soma ou subtracao de uma expressao algébrica, de modo que esses termos resultam de
um produto entre nimeros reais(coeficientes dos termos) e literais ou variaveis de expoente

racional (inteiro ou fracionario). Por exemplo, em az®+by°+1 os termos sao az®, by® e 1(termo

3v+4y — 2 3T

kil Rkl 0s termos sao —, A 4(termo algébrico constante) e
vy

—z

2 ~ . . _3 _2 _ .
—: em 2x%y3 a expressio é o proprio termo algébrico; em ax~™1 + by~ 3 +ab~! 0s termos sdo
Y

algébrico constante); em

ar~i, by~s e ab L.

2.2.2 Classificacao das expressoes algébricas

Uma expressao algébrica pode ser classificada em dois grupos, de acordo com [I] e [12]:

I. Expressoes algébricas racionais sao aquelas que as varidveis apresentam expoentes
inteiros, isto é, nao se encontra sob um radical. Essas expressoes podem ser racionais
inteiras(variaveis de expoentes positivos - nao apresentam variaveis no denominador)
ou racionais fracionarias(variaveis de expoentes negativos - apresentam variaveis no

: 2 3 5 2 3 4 s ~ .
denominador). Por exemplo, 7a* + y, ax® + by> + 1 e gx + ?y sa0 expressoes racio-
is intei 3 9 SrH+dy—z p ¢ - N o
nais inteiras, enquanto que 2z°y <, ————— e — — — + pqg Sa0 exXpressoes racionais

Y q
fracionarias.

II. Expressoes algébricas irracionais sao aquelas em que pelo menos uma variavel apre-
senta expoente fracionério, isto ¢, se encontra sob um radical. Essas expressoes podem
ser irracionais inteiras(variaveis de expoente fracionario positivo - ndo apresentam va-
riaveis sob radical no denominador) ou irracionais fracionarias(variaveis de expoentes
fracionarios negativos - apresentam variaveis sob radical no denominador). Por exem-

3vVr 4+ Yy + 1 P q

e —_—

5 379 + 1 sao expressoes irracionais inteiras, enquanto

z? _3 _2 _1 2 3y . L. . .
que — +y, ax” 1 + by~ 3 +ab”" e {// — + == sao expressoes irracionais fracionarias.
VY 3y 2z

plo, 2ac3y§,

Observagao 2.2.2.1. Em algumas ocasioes torna-se valida a notagao @Q(yy.), adotada por
[1], para representar wma expressio algébrica de varidveis x, y e z. Por exemplo, Qapzy) =

ar 14+by 5 +ab e Qay) = 2035 .
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Observacao 2.2.2.2. FExistem expressoes nao algébricas conhecidas como transcendentes.
As principais expressoes transcendentes sao as expressoes erponenciais - aquelas que apre-
sentam no expoente uma varidvel ou nidmero irracional, como por exemplo, a:\/g7 25T ¢ 5% qs
expressoes logaritmicas - aquelas definidas por logaritmos, como por exemplo, log (z* — 1),

X ~ . Ly - .
In (— e logs 23; as expressdes trigonométricas - aquelas que envolvem operadores trigo-
Y

nométricos, como por exemplo, cos + siny, cos*(3x — 1), tanx + n .
anx

2.2.3 Expressoes especiais: monomios e polinémios

O importante conceito dentro das expressoes e termos algébricos ¢ um caso particular

conhecido como monémios e polinémios. Assim, tem-se a seguinte concepgao:

3

I. Mono6émio é um termo algébrico racional inteiro. No caso, ax® é um monoémio, enquanto

2 ~ ~ N
que 2b3y~2 e 223y5 ndo sao monodmios.

II. Polindmio é uma soma de monoémios. No caso, ax? + by, 3 + 2y + 4% e a+ 3a® + 5a> +
7a* 4 11 sdo polindmios. Os polindmios recebem denominacoes baseado na quantidade
de monoémios que formam os mesmos, assim um binémio é formado por dois monoémios
distintos, um trinémio é formados por trés mondémios distintos e um polinémio é a
denominacao geral para expressoes formadas por quatro ou mais mondémios distintos.
No caso, ax? 4 by é um bindmio, 23 4+ xy + y? é um trinémio e a + 3a® + 5a® + 7a* + 11

é um polinomio.

2.3 Calculo algébrico

O célculo algébrico aproveita a linguagem algébrica para tratar efetivamente como funci-
onam as operacoes de adicao, subtragao, multiplicacao, divisao, potenciacao e raiz aritmética

entre termos ou expressoes algébricas, bem como mondémios e polindbmios.

Além de explorar o conceito e o calculo de grau de uma expressao ou termo algébrico, o
valor numérico de algumas expressoes ou termos, quando as varaveis assumem certos valores

reais.
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2.3.1 Calculos basicos: adicao, multiplicacao e potenciacao

A seguir, tem-se as principais propriedades e caracteristicas entre vartdveis ou literais
simples(termo adotado para um termo algébrico de variavel tinica, com coeficiente e expoente

unitarios) ou niimeros reais, referentes as operagoes de adi¢ao, multiplicacdo e potenciacao.

Adicao

A adicao de variaveis(ou literais) segue a mesma ideia basica da Aritmética: juntar, reunir
ou agrupar quantidades ou valores. Entretanto, para o calculo algébrico essa ideia esté restrita
a quantidades de um mesmo grupo de variaveis ou literais. Por exemplo, = + x, 2y + v ou
3z 4+ 5z + z, sao somas de variaveis de um mesmo grupo, ao contrario das expressoes, r + y

ou 3y + 4z que visa a soma de variaveis de grupos diferentes.

Assim, sejam a, b e ¢ variaveis ou literais simples, tem-se as seguintes propriedades:

i) Comutatividade: para a, b é valido que a +b =0+ q;
ii) Associatividade: para a,be cévalidoquea+ (b+c¢)=(a+b)+c=a+b+¢

iii) Elemento neutro: para a, existe um termo 0(termo constante nulo), tal que a + 0 =

0+a=a

iv) Elemento oposto: para a, existe um termo —a(termo simétrico ou oposto), tal que

a+(—a)=0.

. 5 4 .
Exemplo 4. Considere os termos 2z, 4y, 5z, 10xy, 2522 e 5:6 Obtenha os sequintes itens

abaizo:

a) 2x + 4y
b) 10xy + 4y
c) bz+1

5)
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Comentario/Resolucao 4. Tem-se, em (a) 2x + 4y = 4y + 2x, isto €, a soma € indefi-

nida e inalterdvel, resultado esse da impossibilidade de se somar varidveis distintas(grupos

diferentes); em (b) 10xy + 4y = 4y + 10xy, pelo mesmo motivo anterior, uma vez que ape-

sar dos termos possuirem a mesma varidvel y, um dos termos carece da varidvel x; em (c)

5241 =145z, pelos mesmos motivos anteriores, mas nesse caso a impossibilidade se dd por

um termo de varidvel z e um nimero real(termo algébrico constante - sem varidveis); em (d)
5 11

2z + gx = gx + gx = gx, 0 unico caso em que hd possibilidade de soma, pois 0s termos

apresentaram a mesma varidvel.

Os resultados acima podem parecer estranhos a principio, talvez pela transicao entre a
Aritmética e a Algebra, mas a situagao seguinte procura elucidar um pouco mais os exemplos

apresentados.

Imaginem a seguinte situagao: Um casal resolve fazer um piquenique em uma praca de
Belém. Dentre varias coisas, o rapaz leva 3 magas e a moga 5 laranjas. Quantas frutas o
casal possui? Uma resposta bastante facil, pois 3+ 5 = 8, logo o casal possui 8 frutas para o
piquenique. Do ponto de vista aritmético, quando se trata de juntar quantidades a resposta
estd correta. Mas se levar em consideracao o tipo de cada fruta, a resposta vai ser 3 macas e
5 laranjas, ou ainda, 5 laranjas e 3 macgas. Nesse, caso a situacao ¢é tratada do ponto de vista
algébrico, pois ha 3 "varidveis macas"e 5 "varidveis laranjas", isto ¢ , um calculo é do tipo

3m + 5l = 5l + 3m, cujo resultado é invariavel!

Agora, considere que a situacao fosse o mesmo casal anterior no piquenique, onde o rapaz
leva 4 macas e a moca, outras, 6 macas. Quantas frutas o casal possui? Novamente, tem-se
446 = 10, logo o casal possui 10 frutas para o piquenique, do ponto de vista aritmético. Mas
esse resultado nao destoa tanto do ponto de vista algébrico, pois ha 4 "variaveis macas"e outras

6 "varidveis macas", resultando em 10 "varidveis magcas", ou seja, segue que 4m + 6m = 10m.

Outro ponto a considerar é que a soma consiste em englobar a subtracao, pois para dois
termos do tipo x e y, é valido que x — y = x 4+ (—y)(a subtragao é a soma de um termo com
0 oposto de outro). Por exemplo, + —y = z 4 (—y) é um resultado indefinido e inalteravel
por se tratar de variaveis distintas, mas bx — 2z = bz + (—2x) = 3z, pois as variaveis nao sao

distintas.
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Multiplicagao

A multiplicacdo de variaveis(ou literais) segue a mesma ideia basica da Aritmética: soma
de parcelas iguais. Por exemplo, = + 2 + x + x = 4.2(soma de quatro parcelas idénticas do

termo ).

A multiplicacao entre duas variaveis ou literais simples e a multiplicacao entre um ntimero
por variavel ou literal simples é, também, indefinida e inalteravel, porém é representada pela
justaposicao dos fatores envolvidos, por exemplo a.b = ab ou 3.2 = 3x. Essa representagao é
uma vantagem na escrita, pois diferentemente da Aritmética que tem, por exemplo, 3.4 = 12,

esse resultado ¢ totalmente incoerente com a justaposicao dos fatores, no caso, 3.4 # 34.
Sejam, a, b e ¢ literais ou varidveis simples, tem-se as seguintes propriedades relacionadas

a multiplicagao:

i) Comutatividade: para a, b é valido que ab = ba;
ii) Associatividade: para a, b e ¢ é valido que a(bc) = (ab)c = abe;

iii) Distributividade em relagdo a soma e subtragdo: para a, b e ¢ é valido que

a(b =+ c) = ab + ac;
iv) Elemento neutro: para a, existe um termo 1(termo constante unitario), tal que al =
la = a;

v) Elemento inverso: para a, existe um termo a~!(termo inverso), com a # 0, tal que

1

aa ' =a!

a=1.

Exemplo 5. Considere os termos x, 4y, 5z, 2xy e 25y. Obtenha os sequintes itens abaizo:

a) x4y
b) 2xy.5z
c) 4y.25y

Comentario/Resolugdo 5. Tem-se, em (a) x.4y = 4xy, o resultado é o produto dos co-
eficientes de cada um dos termos(l e 4) justaposto as varidveis envolvidas(x e y); em (b)
2zy.5z = 10xyz, pela mesma justificativa anterior, isto é, o resultado é o produto dos coe-

ficientes de cada um dos termos(2 e 5) justaposto as varidveis envolvidas(z, y e z); em (c)
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4y.25y = 100y?, o resultado € o produto dos coeficientes de cada um dos termos(4 e 25) justa-

posto a uma poténcia da varidvel y, uma vez que houve um produto entre varidveis tdénticas.

Um ponto a considerar é que a multiplicacao engloba a divisao, pois para dois termos z e
x 1
y, é valido que — =z (—) (a divisdo é o produto de um termo com o inverso de outro, desde

Y Yy
que y nao assuma valor nulo).

Potenciacao

A poténcia de variaveis(ou literais) simples segue a mesma defini¢ao aritmética para ni-
meros reais, isto €, uma multiplicagdo de n fatores iguais, comn € N (N=0,1,2,3,...) . Por

exemplo, seja a variavel x, entao 2" = gxx ... xT.
(bl e

n fatores

Da nocao de poténcia, algumas consequéncias podem ser consideradas. Dai, adota-se que

0" =0, 2° =1 e 0 nao se define, [9].

Sejam, a, b literais ou variaveis simples e m, n expoentes inteiros(m,n € Z, com n > 1),

tem-se as seguintes propriedades relacionadas a potenciagao:

1\ 1
i) Expoente negativo: para a e m(m € Z7 ), é valido que a™™ = <—> = —;

.o . s o 4 . m
ii) Expoente fracionario: para a e m,n é valido que a~ = /a™;

iii) Poténcia de poténcia: para a,b e m,n é valido que (a™)"

iv) Produto de poténcias: para a,b e m,n, se

¢ as bases sao iguais a™a" = ™",

o 0s expoentes sao iguais a™b™ = (ab)™;

v) Quociente de poténcias: para a,b e m,n, se

m
a m—n

¢ as bases sdo iguais — = a™™";
a

m

~ . . aym™
¢ 0s expoentes sao iguais — = (—) .
bm b

Exemplo 6. Considere os termos 3, 3y?, 52*, 22%y~2 e 6yz”. Obtenha os sequintes itens

abaizo:
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a) x3.3y?
b) x3.3y%.22%y 2

¢) 52%.6y2"

6y27
312

d)

Comentario/Resolucio 6. Tem-se, em (a) x°.3y* = 32°y?, o resultado é o produto dos
coeficientes de cada um dos termos(1 e 3) justaposto as poténcias das varidveis envolvidas(z?
e y?); em (b) 23.3y%. 227%™ = 62%y° = 622, pela mesma justificativa anterior, isto €, o
resultado é o produto dos coeficientes de cada um dos termos(1, 3 e 2) justaposto ao produto
das poténcias das varidveis envolvidas(x? e y*,y=2); em (c) 52*.6yz" = 30yz't, o resultado é
o produto dos coeficientes de cada um dos termos(5 e 6) justaposto ao produto das poténcias
6y227 =2y~ 127, o resultado é o quociente dos coeficientes de

3y
cada um dos termos(6 e 3) justaposto ao quociente das poténcias das varidveis(y,y® e 27).

das varidveis(y e z*,27); em (d)

Exemplo 7. Operacoes com Mondmios. Considere as sequintes operacgoes envolvendo

monomios:

3
a) 0,3xy + ny + 15ab = 0, 3zy + 0, 7T5zy + 15ab = 1,05xy + 15ab

3 4 73 5 4 21 20
b) 2aBe? — SaBy? = L 23,2 S T L B B .
) 5TV ST =5 57 357 Y T35t Y

c) Vw21 2y%2% = 2¢/B5uwy?(242°) = 2v/bw’y?2?

dab 8 9
d) M =0,9 <2> (x_) =0, 9b23
a

6axt 26

1 3,2
357 Y

2:

Comentario/Resolucao 7. Observe que em (a) e (b), os cdlculos envolvendo soma e subtra-
cao sao obtidos se 0s termos envolvidos sao termos semelhantes - apresentam as mesmas
varidveis nas mesmas poténcias, no caso opera-se com 0s coeficientes mantendo as poténcias
das varidveis dos termos semelhantes. Em (c¢) e (d), os cdlculos de produtos e quocientes
ocorre nos coeficientes e nas varidvers dos termos que ficam justapostas no caso de serem
distintas ou aplica-se as propriedades de poténcias casa sejam idénticas. Isso, para quaisquer

coeficientes reais(inteiros, racionais e irracionais).

Exemplo 8. Operacoes com Polinémios. Considere as sequintes operagoes envolvendo

polinémios:
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a) (1,3az*+5,20x+1, 5abx—0,05)+(0, 35ax?+0, 25ab+1,2) = (1, 3ax*+0, 35ax?)+5, 2bx+
1,5abz + 0, 25ab+ (1,2 — 0,05) = 1,65az* + 0, 35azx? + 5, 2bx + 1, 5abx + 0,25ab + 1,15

b) (4my+5m?—20n)—(my—m2>+10m—4) = (4dmy+5m*—20n)+(—my+m?—10m+4) =
(4my — my) + (5m? + m?) — 20n — 10m + 4 = 3my + 6m?* — 20n — 10m + 4

¢) (ax + 3a — b)(2azx + 5a + b) = (ax + 3a — b)2az + (ax + 3a — b)5a + (ax + 3a — b)b =
2a?2% + 6a*x — 2abx + Sa*z + 15a* — Hab + abx + 3ab — b* = 2a*z* + (6a*z + ba’z) +
(—2abx + abx) + 15a% + (—5Hab + 3ab) — bv* = 2a*x? + 11a*x — abx + 15a® — 2ab — b*

?+a*+2ar+br+ab (r+a)(r+a+b) z+a 1 +1
= = = -2+ -a

d = =
) 6z + 6a + 6b 6(z+a+0b) 6 6 6

Comentario/Resolugao 8. Observe que, em (a) a soma dos polindmios ocorreu a partir da
reducao dos termos semelhantes de cada um dos polinémios envolvidos e aos nao semelhantes
restou, repeti-los no resultado, uma vez que essa soma € impossivel; em (b), a subtragcao ocor-
reu de maneira semelhante ao item anterior, com o diferencial que houve o ajuste de converter
a subtragcao em soma, pois para termos do tipo x ey quaisquer, é valido que v —y = x+ (—y);
em (c¢) o produto ocorreu aplicando sucessivamente a propriedade distributiva em relagio a
soma, isto €, para termos do tipo x, y e z quaisquer x(y + z) = xy + xz, sequido da redugdo
dos termos semelhantes; em (d) a divisao dos polinémios se deu pela fatoragao dos mesmos
sequido da simplificacao dos fatores idénticos, tais técnicas de fatoracdo e outros conceitos
sao essenciais para realizacao da divisao de polindmios, mas isso serd detalhado em capitulos

posteriores.

Exemplo 9. Considere os sequintes polinomios: Q(zy.) = ©° + 2%z — xy® — y*z + 2® — 2,
Ry = ?—ye Say,z) = 5T + 5z + 5. Determine:

0) Quyz) + By

b) Q(m,y,z) - S(:r,y,z)

¢) Rzy)-Sy.)

d) Q(m,y,z)
Stay,2)
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Comentario/Resolucao 9. Tem-se:

a) Quynt+Rey = (BP+riz—zy’—y?z+2?—y?)+(2?—y?) = 3 +az—ay? —y? 24222 —2y?

b) Quuyz) — Sy = (@2 + 2?2 —ay? —y?z+ 2> —y?) — (bx + 52 +5) = 2* + 2%z — xy? —
vz +a? —y* —b5r—52—-5

¢) Rizy)-Swyz) = (2 —y?)(be+52+5) = 2?(bx +52+5) —y*(5e + 52 +5) = ba’® 4 5a?z —
5xy* — 5y%z + 5?2 — 5y?

Quys _ @+ 2z -y’ —y’z4a? —y* (@ —y)@t+2+1) 1, 1,
Sty 22— g2 5(r + 21 1) 50 57

d)

Um importante conceito relacionado aos monomios e polindmios ¢ o grau dessas expres-
soes. O grau de um polindémio é uma caracteristica exclusiva dos polinomios relacionado aos

expoentes de suas variaveis.

O grau, dependendo da expressao algébrica considerada, pode ser;

[. Grau Relativo: Para um mondmio o grau relativo é aquele referente a uma tnica
variavel. Para um polindémio é o maior expoente da referida variavel. Por exemplo, no
mono6mio 3xtwz" o grau relativo da variavel z é 4, da variavel w é 1 e da variavel z é 7.
Mas no polinémio az3b+ a°h* 4+ 3bx + 11a — 1 o grau relativo da variavel a ¢ 5(no termo

a’b?), o grau relativo da varidvel b ¢ 2(no termo a’b?) e o grau relativo da variavel z ¢

3(no termo az®b).

[. Grau Absoluto: Para um monomio é a soma dos graus relativos de todas as varidveis
do termo. Para um polindbmio é o maior grau absoluto dos termos do polinémio. Por
exemplo, no mondémio 3z*wz" o grau absoluto vale 4 +1 + 7 = 10. Mas no polinémio
ax®b + a’b? + 3bx + 11a — 1 o grau absoluto do termo az3b é 5, do termo a®b? é 7, do
termo 3bx é 2, do termo 11la é 1 e do termo 1 é 0. Logo o grau absoluto do polinémio

ax®b +a’b? +3bxr +1la—1¢é 7, pois 7>5>2>1> 0.

2.3.2 Calculo do valor numérico de expressoes algébricas

Denomina-se valor numérico de uma expressao algébrica o valor que ela assume quando

as variaveis(ou literais) sao substituidas por determinados valores numéricos(valares reais).
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Exemplo 10. Considere a expressao v a? + 2ab + 1, qual o seu valor numérico quando a = 4
eb=17¢

Comentario/Resolucdo 10. Para os sequintes valores atribuidos as varidveis a e b a ex-

pressao v a? + 2ab + 1 assumira o sequinte valor

Va2 +2ab+1=+v42+24.1+1,

= V16+8+ 1,

Exemplo 11. Seja Qi y.) = b2® + 2%z — zy® — 1. Que valor assume essa erpressio se

1
x:y:\/gez:§?

Comentario/Resolucdo 11. Para os seguintes valores atribuidos as varidveis x, y e z a

expressao 5x° + 1?2 — zy? — 1 assumira o sequinte valor

5a° 4+ a2z — 2y — 1 =5.(V3) + (V3)2

= 5.3V/3 +3. (%) - (%) 3-1,

—15vV3+1—-1—-1=15V/3—-1.

Exemplo 12. Seja 23 —y* + 2y —y 2 +y 3. Que valor assume essa expressio se v =1y = 59

a

N | —

Comentario/Resolucao 12. Para os sequintes valores atribuidos as varidveis v =y =

expressao 3 — y* + xy — y~2 + y~2 assumird o sequinte valor

v (-0 (-0 ()

1

- __22 23
4_'_4 +
— 448,

,.;;
oo| =
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2.4 Aplicacoes nos Exames Militares

1. (CFN-2006) Quanto deve ser subtraido de 10a?b, para que o resultado seja 13a2b.
a) —23a*b. b) —3a®b. ¢) —3a’h?. d) 23a*b. e) 23a’b?.

Solugao 1. Uma simples subtracao de dois mondémios, onde o problema pede o termo
que resulte em 13a®b. Assim, basta fazer 10a?b — 13a*b = —3a?b. Isso justifica-se, pois

10a?b — (—3a?b) = 10a*b + 3a*b = 13a?b.

Alternativa, (b).

2. (EAM-2014) Analise a figura a seguir.

2¥Y+Z

Suponha que o terreno comprado por um proprietario tenha a forma da figura acima e
suas medidas sejam representadas, em unidades de comprimento pelas variaveis X, Y e

Z. A expressao algébrica que representa o perimetro desse terreno é:

a) 2X +3Y + Z.

b) 3X +4Y +27.

¢) 3X +3Y + Z.

d) 3X +2Y +3Z7.

e) 4X +3Y +27.
Solugao 2. O perimetro da figura é dado por2Y +Z+7Z+Y +X+X+Y + X, reduzindo
os termos semelhantes, seque que 2Y + Z+Z+Y + X+ X +Y + X =3X +4Y +27.

Alternativa, (b).
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3. (CFN-2008) As dimensoes de um paralelepipedo retangulo sdo 3z, y, (z + y) unida-
des de comprimento. Qual o polindbmio que representa o volume desse paralelepipedo

retangulo?

a) x%y + 3xy.

b) 3z%y + wy.

¢) 3zy* + 3zy.

d) 3z%y + 3y

e) 3z%y* + 3zy.
Solucao 3. O volume de um paralelepipedo retingulo é o produto entre suas trés di-
mensoes, isto €, 3r.y.(x +vy) = 3xy.x + 3zy.y = 3x%y + 3vy°.

Alternativa, (d).

4. (EAM-2006) Observe a figura.

Nela, ABCD & um trapézio e CDEF, um quadrado. Sabendo que AB = AD = z e

BC =z + 3, qual a expressao que representa a area da figura?

Ax® + 3z +6
a) ————.
2
4% + 15z + 18
5 .
472 + 3 + 18
5 .
2022 + 3z
5 .
8x% + 3z
e) ———.
2

b)

c)

d)

Solugao 4. Para calcular a altura do trapézio retangulo, traca-se ela no ponto D, de
modo que se tenha um tridngulo retingulo. Pelo Teorema de Pitdgoras se obtém a drea

do quadrado dada por A; = DC.
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Assim,

DC?* =22 +32=22+9=A,.

(AD + BC).AB
: .

A drea do trapézio é Ay =

(r+x+3)r (2r+3)r 22°+3x
A2 = 2 -2 2

Portanto, a drea da figura é A = Ay + As, isto é,

2x2+3x_2z2+18+2$2+3$_4x2+3x+18

A=A+ Ay =22
1+Ay=2"+9+ 2 2 5

Alternativa, (c).

. (EsSA-1981) Sendo Py = 2% + 222 — w4+ 1; P, =6 — 5z + 323, P3 = 223 + 222 +22. O
resultado de P, — P, + Ps:

a) 222 + 5z + 5.

b) 623 + 42% — 3z + 7.

¢) 4% + Tz — 5.

d) —2® -9z + 7.
Solugao 5. Para calcular o valor de P, — Py + P3, basta substituir expressao por cada
polindomio e reduzir os termos semelhantes da expressao algébrica resultante. Assim,

Assim,

P~ P+ Py=2"4+22 —2+1— (6 -5z + 32%) + 22° + 22% + 2x,
=342 —x+1—6+5x — 323 + 223 + 222 + 2z,
= 02 + 42 + Tz — 5,

=422+ Tx — 5.

Alternativa, (c).
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6. (EsSA-1983) A diferenga entre 2% — 5z + 3 e 202 — 61 + 2 é:
a) —1lx+5. b) v+ 1. c) x+5. d) 11z — 5.

Solugdo 6. Assim, 222 — 51+ 3 — (22% — 62 +2) = 222 — 5z + 3 — 22° + 62 — 2, reduzindo

0s termos semelhantes, tem-se que a diferenca vale v + 1.

Alternativa, (b).

7. (EsSA-1986) Efetuando a expressao (z" + z — 1)(z"~! — 1), obtemos:

a) 2t — 7l — w4 1.

b) 22"t 22" + 1 — 1.

¢) 2?72 "t — 20 + 1.

d) z*=t — 22771 — 22 — 1.

e) ¥+ — 7l 44 1.
Solugao 7. Para calcular o produto basta aplicar a propriedade distributiva da multi-
plicacao em relacdo a soma algébrica. Assim,
Assim,

"+ -1 1) =@"+x—1Da2" ' - 1.(a" + 2 1),

1

=" vt -1 - — x4 1,

:[E2n_1+$n—$n_1—$n—l’+17

S L

Alternativa, (a).
1
8. (CFN-2016) Simplifique o radical —+/12z3y5.
Y
a) 6x\/2xy. b) 3y/3zy. c) 2x+/6zy. d) 2y/3zy. e) zv/3xy.

Solucao 8. Para simplificar o radical, basta aplicar as propriedades de potenciacdo

algébrica e lembrar que \/r = 3.
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10.

Assim,
1 1
—/122% = —/(4z2y").(3
A o (4z%y*).(3zy),
1
= x—y\/ 4dx2y*.\/3xy,

1 1
= — 2(2*y*)2./32y,

1Y

= Z%.Zz’yz.\/ 3xy = 2y+/3xy.

Alternativa, (d).

b)ab
. (EAM-2009) O valor de ¢ w paraa=12eb=06 ¢
V-

a) b. b) 6. c) 7. d) 8. e) 9.

Solugao 9. Sendo a =12 e b = 6, basta substituir esses valores na expressao dada.

Assim,

Qﬂa+mw_hVQ2+®126
a—b 12—-6 '

/18126
6 b
= /216 = 6.

Alternativa, (b).

sSA- valor numérico do polinémio z°y + x°y* — zy’, paraz = —1l e y = —2,
EsSA-1988) O val érico d linomio z3y + 2%y* — x93 ley 2

é:

a) 4. b) 2. c) 0. d) —2. e) —4.
Solucgao 10. Sendo x = —1 e y = —2, basta substituir esses valores na expressao dada.
Assim,

2y + 2y’ —xy’ = (=1)°.(=2) + (=1)*.(=2)* = (=1).(=2)°,
= (—1).(=2) + 1.4 — (—1).(=8),

—24+4-8=-2.

Alternativa, (d).
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Capitulo 3

Produtos Notaveis e Fatoracao

O presente capitulo tratara dos principais produtos notaveis e os casos mais comuns de

fatoracao das expressoes algébricas.

3.1 Produtos Notaveis

Importante conhecimento, dentro das expressoes algébricas, os produtos notéveis repre-

sentam a "padronizacao'"do calculo de produtos entre binémios ou trinémios.

"Os matemaéticos estao sempre atentos a regularidades que aparecem em situacoes numé-
ricas, geométricas e nas expressoes algébricas. Muitas descobertas matematicas se deram pela
percepcao de padroes, regularidades e conexdes entre niimeros, algebra e geometria", [2],2015,

p- 108.

Dentre os produtos notaveis, os que mais destacam-se sao o produto da soma pela diferenca
de dois termos, o quadrado da soma e diferenca de dois termos, o cubo da soma e diferenca
de dois termos, o produto de Stevin, bem como, o binémio de Newton.

3.1.1 Produto da Soma pela Diferenca de Dois Termos

O produto da soma pela diferenca de dois termos ou produto de um binémio soma

pelo seu binémio diferenca, [12]. Consiste num produto do tipo (a + b)(a — b).
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Proposicao 1. O produto da soma de dois termos pela diferenca desses mesmos termos é

wgual ao quadrado do primeiro termo menos o quadrado do sequndo termo.

Demonstracao Considerem o produto (a4 b)(a —b) , segue:

(a+0b)(a—b)=(a+b)a— (a+b)b,
=a’+ab—ab—b,

=a’ — b

Embora considere-se o produto da soma pela diferenga de dois termos, o raciocinio é valido
para expressoes com mais de dois termos, como por exemplo, trés termos, (a+b+c)(a+b—c) =
[(a+b) + c|[(a+0b) —c] = (a+b)> — c* ou quatro termos, (a +b+c+d)(a+b—c—d) =
[(a+D)+ (c+d)][(a+D) — (c+d)] = (a+b)?— (c+d)>

O produto da soma pela diferenca de dois termos apresenta uma representacao geométrica

interessante, sugerida por [2].

a-b JE——
b 1
= : e
/” .'T; » :
a-b L’ a-b A a P
4 '—' //
e & 1 L’ a-b
. o
b a a-b ':’/
) a
a
@ 1y uy;

Figura 3.1: Representacdo geométrica do produto da soma pela diferenca de dois termos,

baseada em [2].

Na Figura 2.1, (I) representa um retangulo de lados medindo a + b e a — b, com um corte
conveniente e de area A = (a+b)(a —b); (II) o retangulo foi desmembrado em dois trapézios
retangulos congruentes; (I11) os trapézios foram unidos pelo corte, de modo a formarem um
hexdgono nao convexo, cuja area é a diferenca entre os quadrados de lados medindo a e b,

isto ¢, a area é A = a® — b,
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3.1.2 Quadrado da Soma e Diferenca de Dois Termos

O quadrado da soma de dois termos ou quadrado de um binémio soma, [12]. Consiste

numa expressao do tipo (a + b)2.

Proposicao 2. O quadrado da soma de dois termos € igual ao quadrado do primeiro termo,

mais o quadrado do sequndo termo, mais o dobro do produto entre esses termos.
Demonstracao
Considerem o produto (a + b)(a +b) = (a +)? , segue:
(a+b)* = (a+b)(a+b),
= (a+b)a+ (a+b)b,
= a® + ba + ab + b?,
= a? 4 b* + 2ab.

Embora considere-se o quadrado da soma de dois termos, o raciocinio é valido para mais de
dois termos, como por exemplo, trés termos, (a+b+c)* = [(a+b)+c]* = (a+b)?+c*+2(a+b)c =
a? 4+ b* + 2ab + * + 2ac + 2bc = a® + b + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac.

Assim, como o produto notével anterior, o quadrado da soma de dois termos apresenta

uma representacao geométrica interessante, sugerida, novamente por [2].

I
1
: a a
a a :
1
1
: L
] T - = = +-----
1
b b :
° -— ; b b
a b ’ @ b [l |
—
a b
0] (an iy

Figura 3.2: Representacio geométrica do quadrado da soma de dois termos, baseada em [2].

Na Figura 2.2, (I) representa um quadrado cujo lado possui medida a + b , no caso o lado

do quadrado ¢ a soma dos segmentos adjacentes de medidas a e b, cujo area vale A = (a+0)?;
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(IT) o quadrado foi dividido em quatro areas a partir dos pontos de jungdo dos segmentos
adjacentes; (I1I) o quadrado maior se mostra uma uniao de dois quadrados de lados medindo,
um a e outro b, de areas A, = a? e Ay = b* e dois retangulos de lados a e b, de areas

As = Ay = ab, isto é, a drea é A=A, + Ay + A + Ay = a®> + b* + 2ab.

O quadrado da diferenca de dois termos ou quadrado de um binémio diferenca, [12].

Consiste numa expressao do tipo (a — b)%.

Proposicao 3. O quadrado da diferenca de dois termos € igual ao quadrado do primeiro

termo, mais o quadrado do seqgundo termo, menos o dobro do produto entre esses termos.
Demonstracao
Considerem o produto (a — b)(a —b) = (a — b)? , seque:
(a—b)* = (a—b)(a—1b),
= (a—b)a— (a —b)b,
= a? — ba — ab + b,

= a? +b* — 2ab.

Embora considere-se o quadrado da diferenca de dois termos, o raciocinio ¢ valido para

expressoes contendo diferenga com mais de dois termos, como por exemplo, (a+b—c—d)* =

[(a+b)—(c+d)]* = (a+b)*—(c+d)*—2(a+b)(c+d) = a*+b*—*—d*+2ab—2ac—2ad —2bc—2cd.

O quadrado da diferenca de dois termos nao apresenta uma representacao geométrica

adequada.

Exemplo 13. Demonstre as identidades de Legendre:
i) (a+0)2+ (a—b)*=2(a®+b?);
i) (a+b)* — (a —b)* = 4ab .

Comentario/Resolucdo 13. Para demonstrar uma identidade, uma das opgoes, consiste

em desenvolver um lado da igqualdade até obter o outro.
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Para demonstrar (i), desenvolve-se os quadrados da soma e diferenca no primeiro lado da
identidade, (a +b)? + (a — b)? = a® + b* + 2ab + a® + b* — 2ab = 2a* + 2b>. Da propriedade
distributiva do produto em rela¢io a soma, seque que 2(a®+b?) = 2a*+2b%. Assim, percebe-se
que (a+0)* + (a — b)? = 2(a® + b?).

Para demonstrar (ii), desenvolve-se, novamente, o0s quadrados da soma e diferenca no
primeiro lado da identidade, (a + b)* — (a — b)? = a® + b*> + 2ab — (a® + b* — 2ab) = a® + V* +
2ab — a?® — b* + 2ab = 4ab. Portanto, (a +b)* — (a — b)? = 4ab.

4 . 4 +0b
Exemplo 14. Dados a,b nimeros reais positivos, demonstre a desigualdade a4 5 >+Vab. A

conhecida desigualdade entre as Médias Aritméticas e Geométricas, para dois termos.

Comentario/Resolugao 14. Para todo nimero real z, tem-se que > > 0. Tomando x =
a — b, entao,

(a—b)*>0,
e desenvolvendo o quadrado da diferenca de dois termos tem-se
a? 4+ b*> —2ab > 0.
Somando 4ab em cada lado da desigualdade, seque que
a? + b% + 2ab > 4ab,

como a® + b* + 2ab = (a + b)? e, ainda, dividindo cada lado da desigualdade por 4, resulta

b2
<a—2 ) > ab.

Extraindo a raiz quadrada de cada lado da desigualdade, uma vez que ab > 0, resulta em

2
@zm;ﬂ;bzm

para, finalmente, verificar a desigualdade entre as Médias Aritméticas e Geométricas, para

dois termos

3.1.3 Cubo da Soma e Diferenca de Dois Termos

O cubo da soma de dois termos ou cubo de um binémio soma, [12]. Consiste numa

expressao do tipo (a + b)3.
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Proposicao 4. O cubo da soma de dois termos € iqual ao cubo do primeiro termo, mais o

cubo do segundo termo, mais o triplo do produto entre os termos e a soma desses termos.
Demonstragao

Considerem o produto (a + b)® = (a + b)(a +b)? , segue:

(a+b)* = (a+b)(a® +b* + 2ab),
= (a +b)a® + (a+ b)b* + (a + b)2ab,
=a® + ba® + ab® + b® + 2a*b + 2ab*,
=a® + b + 3a*b + 3ab?,
mas da propriedade distributiva do produto em relacdo a soma, tem-se que 3ab(a + b) =

3a%b + 3ab®. Daf,
(a+b)* = a® + b* + 3ab(a + b).

Seguindo o mesmo raciocinio dos outros produtos anteriores com mais termos, como por
exemplo, trés termos segue (a+b+c¢)® = [(a+b) +c]® = (a+b)* + 3+ 3(a+b)c[(a+b)+ ] =
a® + 0% + 3ab(a +b) + ¢ + 3(ac + bc)(a + b+ ¢) = a® + b + 3a®b + 3ab* + & + 3(a*c + abe +
ac® + abc + b*c + bc?) = a® + b + ¢ + 3a®b + 3a*c + 3b%a + 3b%c + 3c¢*a + 3c¢*b + 6abe.

Exemplo 15. Considere o cubo da soma de trés termos:

i) Prove que (a+b+c¢)* =a®>+ 0>+ +3(a+b)(b+c)(a+ c);

a® + b3+ ¢

i) S b+ c =0, determi
i) Sea+b+c=0, determine Tabe

Comentario/Resolucao 15. Para provar (i), sabe-se
(a+b+c) =a®+b>+c + 3a®b + 3a’c + 3b%a + 3b*c + 3c%a + 3¢%b + 6abe,

entdo basta verificar que 3(a+0)(b+c)(a+c) = 3a®b+ 3a*c+ 3b%a + 3b*c+ 3c*a + 3c*b + Gabe.
De fato, pois

3(a+b)(b+c)(a+c) = 3(ab + ac + b* + be)(a + c),
= 3(a*b + abc + a’c + ac® + ab® + b*c + abc + bc?),

= 3a’b + 3a%c + 3b%a + 3b%c + 3c%a + 3¢%b + Gabe.
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Para determinar (ii), seque do item anterior, que (a+b+c)® = a®+ >+ +3(a+b)(b+
¢)(a+c). Mas como,a+b+c =0, entao a+b=—c, b+c= —a ea+c= —b, seque que
0% = a4+ b + & + 3(—c)(—a)(—b), de modo que, a® + b* + ¢* = 3abc.

Portanto,
al+ b+ 3 _ 3abc 3

4abc " dabe 4

O cubo da diferenca de dois termos ou cubo de um binémio diferenca, [12]. Consiste

numa expressao do tipo (a — b)3.

Proposicao 5. O cubo da diferenca de dois termos € igual ao cubo do primeiro termo,menos
o cubo do sequndo termo, menos o triplo do produto entre os termos e a diferenca desses

termos.
Demonstragao
Considerem o produto (a — b)® = (a — b)(a — b)? , segue:
(a —b)* = (a — b)(a* + b* — 2ab),
= (a—b)a® + (a — b)b* — (a — b)2ab,
= a® — ba® + ab® — b — 2a*b + 2ab?,
=a® — b — 3a%b + 3ab?,
mas da propriedade distributiva do produto em relacdo a diferenca, tem-se que —3ab(a —b) =

—3a?b + 3ab?. Dai,
(a—b)* =a*—b>— 3abla — b).

3.1.4 Produto de Stevin

Simon Stevin, fisico, engenheiro e matematico holandés (1548 - 1620). A ele é atribuido o

produto do tipo (z + a)(z 4+ b) ou do tipo (z + a)(z + b)(x + ¢).

Proposicao 6. O produto de Stevin, para dois bindmios do primeiro grau, resulta num trino-

mio do tipo z* + (a + b)x + ab.
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Demonstracao
Considerem o produto (x + a)(x +b) , seque:

(x+a)(x+b)=(x+a)z+ (v+a)b,

= 2% + az + bz + ab,

mas como, x(a+b) = ax+bxr = (a+b)z, pela distributividade do produto em rela¢io a soma

e pela comutatividade do produto. Segue:

(z +a)(z+0b) =2°+ (a+b)x + ab.

Pode-se observar que do produto de Stevin, para dois bindémios, resulta em alguns dos
casos notaveis anteriores, produto da soma pela diferenca de dois termos ou quadrado da
soma ou diferenca de dois termos. Basta tomar, por exemplo, t = A, a = B e b= —B, para
se obter o produto da soma pela diferenca de dois termos e x+ = £B e a =00 = A, para o

quadrado da soma ou diferenca de dois termos.

Proposicao 7. O produto de Stevin, para trés bindmios, resulta num polinémio do tipo x> +

(a+ b+ c)x® + (ab + ac + be)x + abe.
Demonstracgao

Considerem o produto (x + a)(z +b)(x +¢) , seque:

(x+a)(x+b)(z+c) = [2*+ (a+b)x + ab](z + ¢),
= [2* + (a + b)x + ablx + [2° + (a + b)x + ablc,

=2® + (a + b)2® + abx + z*c + (a + b)cx + abe,

mas como, z%[(a + b) + ] = (a + b)a? + cx® = (a + b+ ¢)x?, pela distributividade do produto

em relacao a soma, pela associatividade da soma e pela comutatividade do produto. Seque:
(z+a)(z+b)(z+c)=2"+ (a+ b+ c)x® + abx + acx + bex + abe,
e ainda que, x(ab + ac + bc) = abr + acx + bex = (ab + ac + be)x, pela distributividade do

produto em relacao a soma e pela comutatividade do produto.
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Portanto,

(x4 a)(x+b)(z+c) =2+ (a+ b+ c)x® + (ab+ ac + be)x + abe.

Novamente observa-se que do produto de Stevin, para trés binémios do primeiro grau,
resulta em dois casos notaveis anteriores, o cubo da soma ou diferenca de dois termos. Basta
tomar, por exemplo, x = A, a = b = ¢ = B, para se obter o cubo da soma de dois termos e

r=Aea=0b=c=—B, para o cubo da diferenca de dois termos.

O produto de Stevin, na verdade, é algo mais geral e resulta em qualquer produto de n
n

binémios do primeiro grau, da forma (z+a;), isto é, (z+ay)(z+as) ... (x+a,) = H(x +a;).
i=1
Resultando num polindémio, em x, de grau "n", contendo "n + 1"termos. Mas esse topico tera

relevancia em outro capitulo.

3.1.5 Binotmio de Newton

O binémio de Newton é toda poténcia "n"de um binémio (z+a). Ou seja, toda expressao

do tipo (z +a)",Vn =0,1,2,3,....

O binémio de Newton pode ser entendido como um caso particular do produto de Stevin
n

geral, quando toma-se a; = a, assim H(x +a)=(z+a)".
i=1

O desenvolvimento de (x+4a)", quando n = 0, 1,2, 3, sao casos particulares bem conhecidos

i) (z+a)? =1, pois toda poténcia de expoente nulo vale 1;
ii) (z +a)', pois toda poténcia de expoente unitario resulta na propria base;
iii) (z 4 a)* = 2* + 2za + a?, resultado de um quadrado da soma de dois termos;

iv) (z +a)® =23 + 3xa® + 32%a + @3, resultado de um cubo da soma de dois termos.
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O desenvolvimento de (z + a)" , paran =4 e n = 5. E dado por:

(z +a)* = [(2* + a®) + 2ax]?,
= (2 + a®)* + (2a2)?® + 2.2ax(2* + a?),
=2t + a* + 2a°2% + 4a*2” + 4dax® + 4a3x,
= 2' + 4230 + 62%a® + 4za® + o,
e, ainda,
(z+a)” = (v +a)(z +a),
= (2° + a* + 2ax)(2* + 3za® + 32%a + a*),
= 2?(2® + 3za® +32%a+a®) + a*(2° +3xa® +3v%a+a®) + 2ax (2’ +3va* +32%a+a),
= 2°+32%a® + 3rta+2%a® +a* 2P+ 3xa* + 3020 + a° 4+ 2a2* + 6220 +62°a® + 24w,
= 25 4 5za* + 102%a® + 102%a® + 52ta + o°.
Pode-se notar um certo padrao nos resultados das poténcias dos bindémios, nos exemplos

anteriores ficou perceptivel que:

i) todo termo da expansdo binomial é um produto de fatores x ou a;
ii) todo termo é um produto do tipo zPa? , tal que p+ ¢ = n;

ili) toda expansao binomial possui n + 1 termos.

Assim, para desenvolver a expansao binomial recorre-se a Analise Combinatoéria que, por

mais surpreendente que seja, auxilia no calculo pretendido. Onde, tem-se que P2 =
n n!

( ) = CET representa o niimero de sequéncias de n elementos com p e (n—p) repetigoes.
p n—p)p:

Por exemplo, considere que em uma urna ha 3 bolas vermelhas e 2 bolas amarelas. Elas sao
extraidas uma a uma sem reposicao, qual o nimero de sequéncias possiveis? A resposta é

5 5! 120
obtida por Pg”Q = (3) — = 10.

T30 6.2

Aplicando esse conceito ao Bindmio de Newton, tem-se um exemplo bem conhecido, o
cubo da soma de dois termos, no caso (r+a)® = (r+a)(z+a)(z+a) = 23+ 3z%a+ 3ra® + a?.
Todo termo da expansdo contém fatores x ou a. Quantos termos sao do tipo z.x.x = 237
Isso equivale calcular uma sequéncia de trés termos, com trés elementos repetidos z(zero ele-

. 3 3! . .
mentos a), isto é,1 = P??’O = (0) =03 T 16 Quantos termos sao do tipo z.z.a = z%a?
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Isso equivale calcular todas as sequéncias de trés termos, com dois elementos repetidos = e

. 3 3! 6 - .
um a, isto é, Py = (1) =15 =13 = 3. Quantos termos sdo do tipo z.a.a = xza?? Isso
equivale calcular todas as sequéncias de trés termos, com dois elementos repetidos a e um =,
3 3! 6
isto &, Py = (2) =90 =12 3. Quantos termos sdo do tipo a.a.a = a®*? Isso equivale

calcular uma sequéncia de trés termos, com trés elementos repetidos a(zero elementos z), isto

3\ 3 6
P P33 _ _ v
e (3) =301~ 16

Como cada termo é da forma x%a”, com p+q = n, entao, todo termo é da forma K.x" PaP,
onde K é o coeficiente do termo que resulta da reducao dos termos semelhantes oriundos da
distributividade do produto em relacdo a soma do binémio, uma vez que (x + a)” equivale a
um produto de n fatores de (z + a). Logo, K serd um coeficiente que indica a quantidade de

sequéncias com um determinado ntimero de elementos x ou a.

De maneira geral, considerando que todo termo 2" Pa” pode ser escrito como uma sequén-
cia de fatores zz ... zxaa...a, contendo (n — p) termos x e p termos a. Dai, cada termo pode
ser calculado como o nimero de sequéncias que satisfazem a condicao dada. Por exemplo, "
possui n termos x e nenhum termo a, logo existe uma tnica sequéncia desse tipo dada por
pr0 = (g), xa™! possui um termo z e (n — 1) termos a, logo o niimero de sequéncias desse

n

tipo ¢ dada por P11 = (1

),xza”_z possui dois termo z e (n — 2) termos a, logo o niimero

. . , _ n . . ,
de sequéncias desse tipo é dada por P>" 2% = <2), e assim por diante, até o termo a” que

nao possui termo x e possui n termos a, logo existe uma tnica sequéncia desse tipo dada por

pron = (Z) i}

Portanto, a expansdo geral da poténcia n do binomio (x + a) é dada por:

(x +a)" = (g) "+ (T) " a+ ..+ (n i 1) za™ ! + (Z) a" = pzo (n ﬁp) x" PaP.

Antes da proposi¢ao seguinte, segue um importante resultado.

1
Lema 1. Para todo m,n naturais, vale a Relacao de Stifel (m + ) = ( " 1) + (m)
n n— n
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Demonstracao

Seque que
m m m! m!
+ = + ,

<n—1> (n) (m—n+D(n—1!"" (m—n)l(n)
B m! n m! m—n-+1
Tt D)=l m—n)l) m—nt1
B mln m!(m+1—n)
~ (m—n+1)n! * (m—n+1)n!’
B mln m!(m+1) —mln
 (m—n+1)n! (m—=n+1)n! "’

(m+1)!

C (m—n+1)n!

m+1 (m+1)!
Como, = , Seque que
n (m—n+1)n!

("= () ()

n
~ n _
Proposigao 8. Para todo n natural resulta que (x + a)" = ( )x" PaP.
p=0 n=r
Demonstragao
Embora seja conhecida a expansao do Binémio de Newton se faz necessdrio verificar a
validade da proposicdo para todo n natural. A demonstracao se dard pelo Principio da

Inducédo Finita, para um melhor aprofundamento, consulte [§], p.24-3/.

(x+a) = (é>x+ G)a:x+a;

logo, a afirmacao € verdadeira para n = 1.

Paran = 1, tem-se

Supondo, entao, que a formula seja vdlida para n =k > 1. Tem-se que

(z +a)"™ = (v +a)(z + a)F,

=z(z 4+ a)" + a(z + a)",

Lk "k
. k— k—p p.
—x;<k_p>x pap+apzo(k_p):r PaP,
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mas expandido, separadamente, cada somatorio e aplicando a propriedade distributiva do

produto em relacao a soma para cada termo da expansao, resulta em

k
k k k k k
xp; (k_p>xk_pap:x {(()xk#— <1)xk_1a+...—|— (k:— 1)xak_1+ (k)ak} ,
AW kY & k 2 k-1 k k
—(O)x +(1)$a+...+ k_lxa + kxa,
e ainda,

k
k k k k k
ag <k >xkpap:a[(0>xk+<1)xk1a+...—|—(k 1)xak1+<k)ak1,
_p _—
=0
AW K\ k-1 o k k kY ki1
—(0):1: a+(1>x a” 4+ ...+ b1 ra” + I a’ .

Somando os termos resultante de cada expansao e agrupando os termos semelhantes ,

resulta

(T 1 TS VN T 1, WG W P

mas como, cada agrupamento € resultado da propriedade distributiva do produto em relacao

a soma, isto €, em geral {(k —p) + (k —p)] rkrap = (k —p) 2F PP (k —p) ack_pap,
p p—1 p p—1
logo,
k k+1 k k k k k k k k+1
(O)x +{(1>+<0)}xa—l—...+ I + k1 xra” + 2 a” ",

aplicando, reiteradamente a relacao de Stifel, seque que

(O>x —i—( 1 )ma+...+ I ra” + ka ,
lembrand E\ (k+1 B\  (k+1 '
e lembrando que 0) = 0 e p) = i , entao
k+1 k+1 k+1 E+1
k+1 k+1 k k k+1
(r+a) —( 0 )x —l—( ) )$a+...—|—( i )xa +<k+1)a :

Aplicando o somatorio, resulta justamente na erpressao para n =k + 1, isto €,

k+1
(.% + a)k—H _ Z (k _]T——; 1 )wkﬁ-l—pa;ﬂ’
-Pp

p=0

como se pretendia verificar, [8].
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Apesar da expansao binomial ser um resultado bastante importante, ainda assim nao é
um processo pratico. Para auxiliar, um complemento bastante interessante ¢ o Triangulo
Aritmético de Pascal. Trata-se de uma tabela disposta em forma triangular que dispoe

dos coeficientes binomiais.

(0
(3) ()
(2 () (o)
() 3 Gy S

Figura 3.3: Triangulo de Pascal com os coeficientes binomiais, [4]

O que torna mais pratico o calculo da expansao binomial é justamente a forma do Triangulo
de Pascal que apresenta o resultado dos coeficientes binomiais, uma vez que a partir de

propriedades bem simples consegue-se uma construcao relativamente facil desse triangulo.

Figura 3.4: Triangulo de Pascal com coeficientes resolvidos, [4]

Para construcao do Triangulo de Pascal segue as seguintes propriedades:

i) Em cada linha do tridngulo, o primeiro e o tdltimo elemento valem 1. Isso se justifica

pelo fato do primeiro elemento ser (g) =1 e o ultimo (n) =1,vn=0,1,2,3,..;
n

ii) A partir da terceira linha(exceto primeiro e tltimo elemento de cada linha) é a soma

dos dois elementos da linha anterior, imediatamente acima dele. Isso se justifica pela

Relagao de Stifel, (m + 1) = < m > + (m),
n n—1 n
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iii) Numa linha, dois coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sao iguais. Isso se

.. n n n!
justifica por ( ) = ( ) = —
p n—p) (n—p)p

Exemplo 16. Calcule a seguinte poténcia (z +5)".

Comentario/Resolucao 16. O que torna prdatico expandir essa poténcia é obter a linha dos
coeficientes binomiais sem a necessidade de ter que calcular cada binomial individualmente.

Para isso, recorre-se ao Tridngulo de Pascal:

Assim, o desenvolvimento de (x +5)" resulta em

N7, (.6 ™ se2  (TNoars, ("Nosea  [(TNo2es, (T\.ne, [T\er
(O>x+(1)x.5+(2)x.5+ 3$.5+ 4x.5+ 5:):.5+ 6x.5+ 75,

E como os coeficientes binomiais do desenvolvimento apresentam, respectivamente, o0s

valores da oitava linha do Tridgngulo de Pascal, resulta

(x+5)" =127 +7.255+21.2°.5% + 35.24 5% + 35.2% 5% + 21.4%.5° + 7.2.5° + 1.57,
=" 4+ 7.2%5 4 21.2°.25 + 35.2%.125 + 35.2%.625 + 21.22.3125 + 7.2.15625 + 78125,

= 2" + 3525 + 52525 + 43752% + 2187522 + 6562522 + 109375z + 78125.

Embora, seja um resultado, de certo modo, trabalhoso €, ainda, o método mais prdatico e

recomendado em situacoes semelhantes a essa poléncia.
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1\°?
Exemplo 17. Calcule o termo independente no desenvolvimento da poténcia de (x2 + —) )
x

Comentario/Resolucdo 17. Para calcular o termo independente, basta perceber que todo
. n _ . .
termo tem a sequinte forma geral, ( )xn PaP decorrente da expansao em somatorio (x+a)™” =
. p
Z ( " )x”_pap .
p=0 nep
Assim,
") @y Yo (7w (1Y
p x p x)
Para ter um termo independente deve haver o cancelamento do termo x que ocorrerd se o0s
expoentes forem iguais, isto €, 2n —2p = p, acarretando em, 2n = 3p. Dai, n =9 e, 3p = 2.9,
de modo que p =6 . Logo,

<9>(x2)3 <1)6: O ow L O 9876 o

6 x 51417 6 T 5l4l T 4321

Portanto, o termo independente da expansao vale 126.

1 1 ) 1
Exemplo 18. Sex + — = * \/_ Entdo o valor de x*%° + —
x 2 2:2000

€ igual a?

Comentéario/Resolugio 18. O raciocinio se baseia no fato de que 2000 = 53.2%. Primeira-

1\° 1
mente, procede-se calculando a poténcia (Qc + —) para se obter o valor de 2°+—. Tomando,
x

x5
1++5
2 5
< 1)5 (1 + ﬁ) ;
xr -+ — = =a.
T 2
Pela sexta linha do Tridngulo de Pascal, seque que

1\’ 1 1\* , (1) 1 1\°
(x+—) = 12° + 52* (—)+10x2 (—) + 1023 (—) + bz (—>+1(—) ,
i T T T X T

5 3 1 1 1
=2’ +52° + 10z + 10— + 5— + —,
x 3 b

5 1 5 1 1
=2+ —=+5(x+—= | +10(z+—).
xd 3 x

NNy 1 1 s 41
Como \v+—) =a"+ (=) +3x (=) |z+ =), segue que, a° = z° + — + 3a e,
x x x x x

consequentemente, 13 + — = a® — 3a. Dai,
x

= a, seque
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x5+%: (x+é)5—5(x3+;3>—10( 1),
=a’ -5 (a® — 3a) — 10a,
=a® — 5a® + 5a,
=a(a* —5a° +5),
=a(a® (a® —5) +5).

2
1++/5 ) (1+\/5> 1+5+2V5
9 € como a” = 9 :T:

() ((57) )
() (%)
(
(

1
Assim, x° + — ficou em fungao de a =
x

6+2v5 3++5
4 92

, Seque que

1+\f

]_
5

1+\f

)

3\/5—21+5—7f> ]

)
)
_ 1+f>
)
)

(1 + NG 16 — 4/5 ) ]
1
T2
1 1
Toma-se, agora x° + — = b= -2 E, de modo andlogo ao que se obteve z° + — =
x x

_ 1\’ 1\’ 1
a(a®(a®* —5) +5) a partir de (m + ;) . Tem-se, (m5)5+(;> :x%—i—ﬁ =b(b* (V> —5) +5).
Assim,
1
P = (-2) [(-2 (-2 ~5) + 5],
= (=2)[4(4 =5) + 5],
= (=2)[4(-1) + 5],
=(=2)(-4+5)=(-2).1=-2
. . . . 1
Assim, tem-se ainda, pelo procedimento anterior, que x'*® 4 —5s = —2. Elevando ao
x

quadrado a erpressao anterior,
1\? 2 12 1
125 (125 125
< + x125> - (x ) + (xl +2 2125 =
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1 1
¢(—2)2:x250+ﬁ+2jx250+ﬁ:4—2:2.

Novamente, elevando ao quadrado a ultima expressao,

250 1 2_ 250 2 12 22501
x +x250 _(x )+ 2250 + 2z :z;250:>

1 1
2 500 500 _ _
= 2=z +—I500+2:>x +_x50074_272'

1

Assim, por repeticao dos processos anteriores, seque que 1290 + —5000 = 2.
x

3.2 Fatoracao Algébrica

A fatoracao de termos algébricos consiste numa importante ferramenta da Algebra para
que uma expressao algébrica seja expressa como um produto de bindmios e trinémios, ou
ainda, polinémios mais simples que a expressao algébrica original. Dai, pode-se entender

algumas das defini¢oes a seguir:

Definicao 3.2.1. Fatoracdo é a operacdo que permite transformar uma expressao num pro-

duto indicado equivalente a esta expressao, [12)].

Definicao 3.2.2. Fatorar um polinémio € transforma-lo num produto de polindmios de grau

menores que o grau do polinomio original, [9].

Definicao 3.2.3. Fatorar um polinémio escrito como expressao algébrica consiste em transforma-

lo em um produto de polinomios, [J].

No que concerne a fatoracao, as principais técnicas, métodos ou casos de fatoragao sao:
evidenciacao e agrupamento, diferenca de dois quadrados, soma e diferenca de dois cubos, o

trindomio do segundo grau.

3.2.1 Evidenciacao e Agrupamento

Evidenciagao, [9] ou Fator Comum em Evidéncia, como o proprio nome sugere

consiste em evidenciar o fator comum de cada termo da expressao algébrica considerada.
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Para fatorar por evidenciagao, recorre-se a propriedade distributiva da multiplicacdo em
relagdo a soma (ou diferenca). E uma vez identificado o fator comum, o outro fator resulta
da expressao algébrica no qual cada termo da mesma encontra-se divido pelo fator comum

identificado. Assim o fator comum ¢é evidenciado na expressao algébrica.
Exemplo 19. Considere a expressao ax® + 2bx + x. Encontre sua fatoracao.

Comentario/Resolucao 19. Nessa expressio, o fator comum € o termo x, logo ele serd o

fator evidenciado. Daf,

ar® 2bx

—_—t —+ ) = 20+ 1).
x(x+x+x) z(ax +2b+ 1)

Exemplo 20. Demonstre a sequinte identidade de Cauchy:
(a+0b)* — (a® +b*) = 3ab(a + b).

Comentario/Resolucao 20. Para demonstrar essa identidade, desenvolve-se o cubo da

soma no primeiro lado da identidade. Dai,
(a+b)* — (a® +b*) = a® + 3a®b + 3ab® + b* — a® — b* = 3a®b + 3ab?,

nota-se que o termo 3ab € fator comum no bindémio resultante, logo

3a’b  3ab?
b)? — (a® +b%) = 3ab | =—=
(a+8)" = (@ +b) =3a <3ab * 3ab

) = 3ab(a +b).

Agrupamento ou Grupamento, [9] consiste na aplicacao reiterada da Evidenciagao.
Aplica-se a Evidenciacao a grupos de termos da expressao algébrica e cada fator comum do

grupo expoe um novo fator comum, que novamente evidenciado, completa a fatoracao.
Exemplo 21. Considere a expressao ax® + 2bx* + abx + 2b°.

Comentario/Resolucao 21. Nessa expressio, o fator comum aos dois primeiros termos é

x? e dos dois termos restantes € b, logo tem-se x*(ax + 2b) + b(ax + 2b). Nota-se que na

expressao resultante expoem-se um novo fator comum, a expressio (ax + 2b), dai, acarreta

em (ax + 20)(x? + b).
Exemplo 22. Demonstre a identidade de Bramagupta-Lagrange:
(a® 4+ b*)(c* + d*) = (ad — bc)? + (ac + bd)>.
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Comentario/Resolucao 22. Para demonstrar uma identidade, uma das opgoes, consiste
em desenvolver um lado da igualdade até obter o outro. Entao, desenvolvendo o sequndo lado

da 1gualdade, seque
(ad — bc)* + (ac + bd)* = (ad)? + (be)? — 2abed + (ac)? + (bd)? + 2abed,
pelo quadrado da soma e diferenca de dois termo;
(ad — bc)* + (ac + bd)* = a®d* + b*c® + a*c* + b*d?,
cancelando os termos simétricos e desenvolvendo as poténcias;
(ad — be)? + (ac+ bd)* = a®(d® + ) + b*(* + d?) = (a® + b*)(* + d?),

finalmente, por fatoracao, por Agrupamento demonstra-se a identidade.

3.2.2 Diferenca de Dois Quadrados

Diferenca de Dois Quadrados nada mais é do que a reciproca do produto da soma
pela diferenca de dois termos. Assim, num binoémio diferenca, cujo termos sao quadrados
perfeitos, este resulta num produto de dois binémios, um do tipo soma e outro diferenca, das

raizes quadradas dos termos do binomio inicial. Em sintese, se a? — b* = (a + b)(a — b) .

Proposigao 9. Todo binémio a®> — b?, resulta num produto do tipo (a + b)(a — b).
A demonstracio € andloga a proposicao 1.
Exemplo 23. Considerem a expressao 4x* — 1, qual sua fatoragao?

Comentario/Resolugdo 23. como ambos os termos sio quadrados perfeitos, seque que
Vgt =222 e /1 = 1. Portanto, 42* — 1 = (22% 4+ 1)(222 — 1) .
Exemplo 24. (OCM-1985) Encontre o quociente da divisao de a'?® — b'?® por

(% 4+ %) (@® + b%)(a'® 4 0'°)(a® + b°)(a* 4 b*)(a® + V) (a + D).

Comentéario/Resolugido 24. Tomando o quociente por Q e lembrando que a'*® — p1?8 =

(a64 + b64)<a64 . b64)7 a6 _ pot — (a32 + b32)(a32 . b32) e a® — b2 = (al® + b16)(a16 . blﬁ) $Go
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diferencas de dois quadrados, seque que

ql28 _ pl28
© = T (0 £ ) (a1 + b0) (a8 + ) (@t + ) (@ + ) (a +5)’
_ 64 (a64 _ b64)
a5t (0% + 6%2) (a6 + b16)(a® + b%)(a* + b*)(a® + b?)(a + b)’
_ (a64 _ b64)
o (a32 + 632)((116 + blG)(as + bB)(a4 + b4)(a2 + b2)(a + b)’
B CL32 (CL32 - b32)
"~ (o™ (a6 + b16) (a8 + b)(a* + b%)(a® + ) (a + b)’
(CL32 _ b32)

- (a6 + b16)(a® + b8)(a* + b*)(a® + b?)(a + b)’
(@l T(a — 1)
a'f (a8 + b%)(a* + b*) (a2 + b2)(a + b)’
B (a16 _ b16)
(a4 b8)(at + bY)(a% + b2)(a + D)’

Mas, a'® —b' = (a® +0°)(a® —1®) , a® — 8% = (a* +b*)(a* —b*), a* —b* = (a® +1?)(a® — V?)

e a’> —b* = (a+b)(a—b), ainda sao diferencas de dois quadrados. Logo, efetua-se, ainda, a

simplificacao
Q _ (a16 _ b16)
(a8 +b%)(a* + ") (a2 + b%)(a+b)’
L e )
(B35 (at + b*) (a2 + b2)(a + D)’
_ (a8 _ bS)
~ (at +bY) (a2 + b)) (a + D)’
(et b
(a2 +t*)(a? + b?)(a + D)’
B (a4 . b4)
(a2 +b?)(a+b)
(e~ 1)
(24 (a+0b)
Portanto,
ol @B _letta-b

a+b a+tb

3.2.3 Soma e Diferenca de Dois Cubos

A soma e diferenca de dois cubos é uma expressao que admite fatoracao.
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A soma de dois cubos, consiste num bindmio soma no qual cada termo esta elevado ao

cubo. Sua fatoracao é um produto entre um binémio por um trinoémio.

Proposigao 10. Todo binémio do tipo a®>+b%, resulta num produto do tipo (a+0b)(a*—ab-+b?).
Demonstragao

Na expressao a® + b | soma-se e subtrai-se 3ab(a +b), dai
a® +b* = a® + b + 3ab(a + b) — 3ab(a + b),
sabe-se que (a + b)® = a® + b> + 3ab(a + b), entao
a® +b* = (a+b)* — 3ab(a + ),
evidenciando (a+0b) no sequndo lado da igualdade e, ainda que, (a+b)* = a®+b* +2ab, seque

a®+b* = (a+b)[(a+b)* — 3ab],
= (a+ b)(a® + b* + 2ab — 3ab),

= (a +b)(a® — ab+ b?).

Portanto,

a® +b* = (a+b)(a® — ab+ b?).

A diferenga de dois cubos, consiste num binémio diferenca no qual cada termo esté

elevado ao cubo. Sua fatoracao é, também, um produto entre um binémio por um trinoémio.

Proposigao 11. Todo binémio do tipo a®>—b3, resulta num produto do tipo (a—b)(a*+ab+0?).
Demonstracgao

Na ezpressio a® — b® , soma-se e subtrai-se —3ab(a —b), dai
a® —b* = a® —b* — 3ab(a — b) + 3ab(a — b),
sabe-se que (a — b)? = a® — b® — 3ab(a — b), entao

a® —b* = (a —b)® + 3ab(a — b),
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evidenciando (a — b) no sequndo lado da igualdade e, ainda que, (a — b)*> = a* + b* — 2ab,

segue
a® —b* = (a — b)[(a — b)* + 3ab],
= (a — b)(a® + b* — 2ab + 3ab),
= (a —b)(a® + ab + b?).
Portanto,

a® —b* = (a — b)(a® + ab + b?).

Exemplo 25. Fatore o binémio a® — b°.

Comentario/Resolugao 25. Como a® = (a®)? e 1% = (b*)2, ambos os termos sio quadrados
perfeitos, seque que a®—b° = (a®)? — (b®)* = (a® +b3)(a® — b?), pois trata-se de uma diferenca

de dois quadrados.

O produto da soma pela diferenca resultou, numa produto da soma de dois cubos pela

diferenca dos cubos desses mesmos termos, logo,
a® —b° = (a® + %) (a® — b%),
= (a+b)(a® — ab+ b*)(a — b)(a® + ab + b?),

= (a* — b*)(a® — ab+ b?*)(a® + ab + b?).

3.2.4 Trindmios Quadrados

Considera-se um triné6mio quadrado ou trindmio do 2° grau toda expressao da forma
ax®+bx +c. E caso, seja possivel fatorar essa expressao, entao dois casos podem ocorrer: um

trinomio quadrado perfeito(TQP) ou um produto de Stevin para dois binomios.

Um Trindmio Quadrado Perfeito é sempre uma expressao que pode ser fatorada, pois

deriva de um quadrado da soma ou diferenca de dois termos.

Proposigao 12. Todo trinémio da forma ax® + bx + ¢ é um trindmio quadrado perfeito se

b = dac, [1] .
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Demonstracao

Para que a expressao ax?+bx+c , seja um trindmio quadrado perfeito deve-se ter a = A2,
b=42AB e¢c= B?, dai
b=+2AB,

elevando ao quadrado os dois lados da igualdade, seque
b> = 4(AB)? = 4A’B?,
substituindo os valores de A? e B? nessa ultima expressao, resulta
b* = 4ac.
|

Coroléario 1. Se o trinémio ax®+bx+c é um trindmio quadrado perfeito, entio sua fatoracio
¢ do tipo (\/ax ++/c)?.
Demonstragao

Como o trinémio ax® + bx + ¢ € um quadrado perfeito, logo ¢ valido
b’ = dac = b= +V4ac.
Portanto,

az? + bx + ¢ = azx? £ Vdacz + ¢,
= ax® £ 2\/acx + ¢,
= (Vaz £ /¢).

|
. o "y . b’ +b
Exemplo 26. (OCM) Prove que ndo existem inteiros positivos a e b tais que o =4.
a?+a
.. ~ 0> +b 2 2
Comentério/Resolucdo 26. Tem-se que — T 4= b"+b=4a”+4a. Somando 1 em
a’+a

cada lado da igualdade, resulta que b* +b+1 = 4a® + 4a + 1. Mas como, 4a® + 4a + 1 é um
trindmio quadrado perfeito. Entio, b* +b+ 1= (2a + 1)%

Por outro lado, V> < V> +b+1 < b*+2b+1 = (b+ 1), pois (20)* = 4.0*.1 = 4b*. Dai,

resulta que b* < (2a+1)* < (b+1)%. E, como b e b+ 1 sdo inteiros positivos e consecutivos
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nao hd nenhum inteiro quadrado perfeito situado entre o quadrado desses termos. Logo, nao

2+b
=4, [

2+a

existe inteiros na
a

Exemplo 27. Demonstre que cada termo da sequéncia A = 111---11, tendo 2m algarismos

e B=444---44, tendo m algarismos na soma A+ B+ 1 € um quadrado perfeito.

Comentario/Resolugao 27. Lembrando que a soma dos termos de uma progressao geomé-
a.(¢" — 1)

nfl)

trica finita (a,aq,aq?, aq?, - ,aq € dada por Tem-se que A = 111---11 =

1+1.10+1.10° + --- 4+ 1.10>™ ! ¢ uma soma de P.G. de 2m termos, a =1 e ¢ = 10. Logo,
1102 —1) 102" —1 , L
A= = . Mas, B=444---44=4+4.10+4.10°+---4+4.10™"" € uma

10—-1 9
4.(10m -1 4.10m — 4
soma de P.G. de m termos, a =4 e ¢ = 10. Logo, A = ( ) = .

10-1 9
Tem-se que
102™ — 1 4.10m — 4

A+B+1= 09 + 09 +1,

C10*" —144.10"—4+9

= 5 7

100%™ +4.10™m 4+ 4

= 5 .

Como, (4.10™)% = 4.10*™.4 = 16.10°™, seque que A+ B + 1 ¢ um quadrado perfeito, isto
10m™ + 2
6 A+B+1— ( i

2
3 ) , para todo m, logicamente, natural.

Exemplo 28. Sendo n > 1 um inteiro tal que N = 111...1144...44. Prove que v'N ndo ¢é

n 2n
racional.

Comentario/Resolucao 28. Lembrando da paridade dos nimeros inteiros, isto €, um ni-
mero € par ou impar. Pode-se verificar que o quadrado de um nimero inteiro dividido por
4 s6 pode deizar resto 0 ou 1. De fato, sejam os inteiros 2k e 2k + 1 com (2k)? = 4k*(o
quadrado de wm nimero par deiza resto 0 na divisdo po 4) e (2k+1)? = (2k)> +12 +2.1.2k =
4k* + 4k +1 = 4(k* + k) + 1 (o0 quadrado de um niimero impar deiza resto 1 na divisao por 4).

Para provar que vV N nao € racional, basta verificar se N ¢ um quadrado perfeito ou nao.

_ — — 2 2n—1 2n 2n+1
Tem-se que N = 111...1144...44 =4+ 4.10+4.10°+---+4.10 + 1.10°" + 1.10 +

n 2n
c 41103 =44+ 4104+ 4107 + - - + 4107+ 10" (1 4+ 110+ - - - + 11077 )
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Como 4 +4.10 + 4.10%2 + - - - 4+ 4.10>"! pode ser considerado a soma de uma P.G. de 2n
termos, a =4 e q=10. E, ainda, 1 +10+1.102 +--- +1.10"! pode ser considerado a soma
de uma outra P.G. de n termos, a =1 e ¢ = 10, seque que

4102 —1) o 1.(10" —1)
o—1 Moo

102" — 1 10" — 1
=4 [ —— 102",
() o (M),

— 4, ((mn s 1)9(10n — 1)) + 10", (10n9_ 1) :

N =

_ (10”9— 1) (4.(10" + 1) + 10*"),

102" +4.10" + 4
:<1on—1>< +9 +).

Sendo 10?" + 4.10" + 4 um quadrado perfeito, pois (4.10")? = 4.10*".4 = 16.10*", tal que
10" +2\?
Nz(lO”—l)( 0"+

. Agora, basta verificar que (10" — 1) nunca € um quadrado perfeito
paran > 1. De fato, pois (10" —1) deiza resto 3 na divisao por 4 e nao existe quadrado perfeito
sessa situacdo, como foi inicialmente demonstrado. Para verificar que 10" —1 deixa resto 3 na
divisao por 4, basta escrevé-lo na forma 4k+3, para algum k inteiro. Isso € verdade, pois para

n>1, tem-se 10" —1=2"5"—1=222""25"—44+3=42"25"—44+3 =4.(2"25"—1)+3.

Exemplo 29. Seja D = a? + b + 2, sendo a e b inteiros consecutivos e ¢ = ab. Mostre

que D € sempre um inteiro impar.

Comentario/Resolucdo 29. Como a e b sao inteiros consecutivos, pode-se escrever, por

exemplo, b= a + 1. E ainda, que ¢ = ab = a(a + 1). Logo,

D =+/a?+ (a+1)2+ [a(a+ 1)]2,

= /a2 + (a2 + 12 4+ 2.1.a) + a%(a + 1)2,

=+va2+a2+2a+1+a%(a+1)2

=/2a2+2a+ 1+ a2(a+1)2

=a2(a+1)2+2a(a+1) + 1.

E como, a*(a+1)*> +2a(a+ 1) + 1 é um trinémio quadrado perfeito, pois [2a(a + 1)]* =
4.0’(a+1)%21 =4a®(a +1)%, seque que D = \/lala+ 1) + 12 =ala+ 1) + 1.
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Lembrando da paridade dos numeros inteiros, o produto de dois niumeros inteiros conse-
cutivos € sempre par, pois um € par e o outro € necessariamente impar e vice-versa, logo

ala+1) = 2K, para algum K. Dai, D = a(a+1)+1=2K + 1 é um nudmero inteiro impar.

Caso o trindomio nao seja um quadrado perfeito, entao sua fatoracdo serd um produto de

Stevin do tipo (v + a)(x + b).

Proposicao 13. Todo trinémio nao quadrado perfeito da forma x? + bx + ¢ € uma expressao

cujo fatoragdo € do tipo (x +m)(x +n) comb=m+n e c=mn.
Demonstracao
Para que a expressio x2 + bx + ¢, resulte de um produto de Stevin, deve-se ter b= m+n
e c=mn, dai
2 2
z°+br+c=2"+ (m+n)r+mn,
:x2+xm—|—xn+mn,
=xz(x +m) +n(z+m),

= (x +m)(x + n),
]

Coroléario 2. Todo trinémio nao quadrado perfeito da forma ax® + bx + ¢ é uma expressao

cujo fatoragao é do tipo a(x + ar)(x + as).
Demonstracao

No trinémio ax® + bx + ¢ , divide-se o mesmo por a, logo

ar? + br + ¢ 5 b c
R R Rt E
a a a

c o :
Tomando agora, P a; +as e P aias, pela proposicao anterior, resulta

b c
>4 —x+ — = (2 4+ a)(x + ay),
a a
multiplicando cada lado da igualdade por a, tem-se que

az® +bx 4 c = a(z + a;)(z + ay).
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Exemplo 30. Fatore, se possivel, o trinomio x2 + 4x — 21.
Comentario/Resolugao 30. Como (4z)* = 162% # 4.2%.(—21) = —842?%, a expressio naio
¢ T.QQ.P., logo deverd ter uma fatoracao oriunda de um produto de Stevin.

Considerando que o x* + 4x — 21 admite uma fatoracio do tipo (x + m)(x +n). Entao,
—21 = 3.(=7) = (—3).7 = 21.(—-1) = (—21).1. Assim, os unicos fatores que resultam em

soma sao tais que 4 = (=3) + 7. Logo, m = —3 e n =17, ou vice-versa.

Portanto, vale a fatoracio, ¥ + 4z — 21 = (x + 7)(z — 3).

Exemplo 31. Fatore, se possivel, o trinomio 2z% 4 16x + 30.

Comentéario/Resolugao 31. Considerando que o 2x? + 16z + 30 admite uma fatoracio do

tipo a(z + a1)(z + ag). Entao, 22* + 16x 4+ 30 = 2(z* + 8z + 15).

Da expressio, 1 + 8x + 15. A soma deve ser 8 e o produto 15. Assim, 15 = 15.1 = 3.5.

Desses fatores os unicos que resultam em soma 8 sao 3 5. Dai, a; = 3 e ay = 5 ou vice-versa.

Portanto, a fatoragio do trinémio é 2(x + 3)(z + 5).

Exemplo 32. Fatore, se possivel, o trindmio a’z? + Ta?bx + 12a%b2.

Comentéario/Resolugao 32. Considerando que o a*z*+7a*bx+12a*b* admite uma fatoracao

do tipo a(z + a1)(x + az). Entao, a*x® + Ta*bx + 12a%0* = a?(x® + Tbx + 12b%).

Da expressdao, x* + Tbx + 120%. A soma deve ser 7b e o produto 12b*. Assim, 120* =
12.0% = 3.4b* = 2.6b? sdo algumas das fatoracoes com o fator b*. Entretanto, nenhum desses
fatores pode resultar em 7b. No caso, deve-se ter fatores do tipo 12b* = 2b.6b = 12b.b = 3b.4b.
Desses fatores os tinicos que resultam em soma Tb, sao 3b e 4b. Dai, a; = 3b e ay = 4b ou

ViCe-versa.

Portanto, a fatoragao do trinémio é a*x? + Ta’bx + 12a*0* = a®(x + 3b)(z + 4b).
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3.3 Aplicacoes nos Exames Militares

11.

12.

(EsPCEx-2004) Dados os nimeros ¢ = V3 — 1, b = v/3+ 1 e ¢ = 0,1333..., pode-se

afirmar que:

a) ab é um numero irracional.

b) (a — b)c é um namero irracional.
¢) (a+ b)c & um namero racional.
d) be & um ntimero racional.

e) abc € um numero racional.

Solugao 11. Inicialmente o numero ¢ = 0,1333... equivale a uma fracao, tal que ¢ =

0,1+0,0333... = 0,1+ (0,1).0,333 —1+11—2 A laca
, , .o =0, 1).0,333.. = 5+ 155 = 5 gora, em relagcdo aos
numeros a e b, consideram-se trés resultados baseados nas alternativas, a — b, a +b e

ab. Assim,

a—b=vV3-1-(3+1)=vV3-1-V3-1=-2,
a+b=vV3-1+V3+1=2V3,

e finalmente a.b que representa um produto da soma pela diferenca de dois termos apli-

cados a aritmética, isto é,
ab=(V3-1)(V3+1)=(3)?2-12=3-1=2,

logo, a.b é racional, (a — b)c é racional, (a + b)c é irracional, bc € irracional e abc =

2 4
(ab)c = 2.1—5 =T é racional.

Alternativa, (e).

(CM /Brasilia-2009) Considere a expressao x = <\/10 + \/1_9) <\/10 - \/E> O valor

positivo de = é

a) 9. b) 19. ¢) 29. d) 39. e) 9.

Solugdo 12. Com, = = (V10+19) (VI0=V19) = 1/(10+vI9) (10 - v19).
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Dat,

Alternativa, (a).
13. (EsSA-1996) A expressio (a + b)%*(a — b)? é equivalente a:
a) a' — bt
b) a* + b
¢) a*+ 2a%b?* + b
d) a* — 2a2% + 1.
e) a* — 2a%h? — bt
Solugdo 13. Inicialmente, tem-se (a + b)*.(a — b)*> = [(a + b).(a — b)]*. Daf,
(a+b)%(a—b)* = (a* — b*)?,
= (a®)* + (b)* — 2.a%.7,

= a* — 2a%0% + b*.

Alternativa, (e).

14. (ITA-2005) O menor inteiro positivo n para o qual a diferenca v/n —+/n — 1, fica menor

que 0,01 é
a) 2499. b) 2501. c¢) 2500. d) 3600. e) 4900.

Solugdo 14. Da questio, tem-se /n —/n—1 < 0,01 = /n — 0,01 < /n—1.
Elevando ao quadrado, a segunda expressdo, segue que (/n —0,01)% < (v/n—1)2 =
(vV/n)?—=2.0,01./n+(0,01)2 < (vn — 1) = n—0,02/n+0,0001 < n—1 = —0,02/n+
0,0001 < —1.
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Multiplicando a desiqualdade resultante por —10000 para deizar os valores inteiros,
(—10000).(=0, 02y/n + 0,0001) < —1.(—=10000)
e, ainda, alterar o sentido da mesma, entao,
200/ — 1 > 10000 = 200y/n — 1 + 1 < 1000 + 1 = 200y/n < 1001 =

1 1
—.200v/n < 1001.— = > 50,005 = > 50,005 =
260 v 200 v ’ Vi ’

= (v/n)* > (50,005)* = n > (50,005)°.

=

Como, n > (50,005)? > 2500, ou seja, o prozimo inteiro é n = 2501.

Alternativa, (b).

. (ON-2002) Se 2 < x < 3, entdao /& +2v/x — 1 — /x — 2y/x — 1 ¢ igual a:
a) 2. b) x. c) 2v/x — 1. d) 2/z. e) 3.

Solucao 15. Tomando N = \/{E + 2y —1-— \/x —2v/x — 1 e elevando ao quadrado,

2
)

N2:<\/x+2\/r—\/x—2\/m>

= < x+2\/ﬁ>2+ (\/x—2\/ﬁ)2—2\/x+2\/ﬁ\/x—2\/ﬁ,
—o VT Tha -2/ 1-2\/(e+ 2z 1) (e - 2va — 1),

= 2r — 2\/:1;2 — (2\/xT1)2,

=2x — 2¢/2? —4(x — 1),

=2x —2Vz? — 4z + 4.

Mas como, (v —2)? = 2% — 4x + 4, entao,

N? =2z —2¢/(z — 2)?,
=2z —2(z — 2),

=2 —2r+4=4=N*=4=N=2.

Portanto, \/l’ +2vVr —1— \/JI —2Vr—1=2.

Alternativa, (a).
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16.

17.

(EEAr-2002) Se k = V3 4+ V5 entao /15 é igual a

2 _ 2 2 2
a)k‘ 8 b)k_' c) k? —8. d) k2.
2 2

Solucgdo 16. Considerando a expressio k = /34 /5, eleva-se, ao quadrado, cada lado
da igualdade, de modo que o lado direito da igualdade resulta num quadrado da soma

de dois termos:

k= (V3+V5)2=(V3)2+ (V5)* +2vV3V5 =

= k?=3+5+2V35=28+2V15,

logo,
k2 =8 +2V/15,

subtraindo 8 e depois dividindo por 2, em cada lado da igualdade , resulta

k? -8
VIE="———

Alternativa, (a).
1 R
(AFA-1999) Se = + — = 2, entdo, 2° + — ¢
T T

a) 1. b) 2. c) 6. d) 8.

1
Solugao 17. Elevando ao cubo cada lado da igualdade x + — = 2, seque que
x

pelo cubo da soma de dois termos,

. (1) 1 1 , 1 1
4| -] +3x| - )|zt - ) =8="+ 5 +3x-2=8=
Xz Xz T Xz x

1
logo, 3 + e 2.

Alternativa, (b).
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18.

19.

1\° 1
(CM/Rio de Janeiro-2007) Se (n - —) =5, entdo, n® + — vale:
n n

a) 9. b) 5v/5. c) 18. d) 27. e) 125.

1\2
Solucgao 18. Resolvendo (n + —) =5, seque que
n

1)’ , (1)’ 1 , 1
n+—) =5S=n"+(-) +2x (- | =0=n"+—5+2=5,
n n w n

1
e subtraindo 2 de cada lado da igualdade, resulta em, n® + — =3
n

1
FElevando ao cubo cada lado da igualdade resultante n? + — =3, seque que
n

1\3
(n2 + —2> = 33,
n
pelo cubo da soma de dois termos,

5 1\? 1 1 1 1
(n2) + (E) +3.n2<ﬁ) <n2—i— —) = 27:>n6+$+37%.%—z.3: 27T =

Alternativa, (c).
(EsPCEx-2016) O valor da expressao
E =1(999)° 4+ 5.(999)* + 10.(999)® + 10.(999)* + 5.(999) + 1 ¢ igual a
a) 9.10%, b) 9.10°. ¢) 1015, d) 999999. e) 999.10'5.

Solugao 19. Sendo,E = (999)° + 5.(999)* + 10.(999) + 10.(999)2 + 5.(999) + 1 pode
ser escrita como, E = (999)°+5.(999)%.1+10.(999)3.12 4 10.(999)%.13 + 5.(999).1 + 1°.
Tal expressio equivale a sexta linha do Tridngulo de Pascal para o binémio (999 + 1)°.

Assim,

(999 4 1)° = 1000° = (10%)® = 10%°.

Alternativa, (c).
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1 18
20. (EsPCEx-1997) O termo independente no desenvolvimento de (—2 - (75) é:
T

a) 153. b) 261. ¢) 149. d) 457. e) 361.

2

1 18
Solucao 20. O termo geral desse bindémio de Newton, (— — \‘VE) , € dado por,
x

IS

Para que seja o termo independente, deve-se ter 36 —2p = 2 = 2—1—2}? =36—2p+2p =
9p 4 9p 4
— =36= —.— = 36.- = p=16.
1 9 4 o 7P
18 18! 18.17
Portanto, o valor de p = 16, resulta no coeficiente, (16) =T~ 9 153.
Alternativa, (a).
) 32 2m\ " .
21. (ITA-1994) No desenvolvimento de A = - + —~ ) » arazao entre a parcela con-

16,,,2

tendo o fator a'®m? e a parcela contendo o fator a'*

m3 ¢ igual a G Se a e m sao

niimeros reais positivos tais que A = (m? + 4)° entdo:

) _ D
b) am = c) a—l—m:§. d) a+m=5. e) a—m= .

) 2
a) am = —.
3

= . 162 10 3@2 8 2m 2
Solugao 21. O termo que contém a °m~ resulta de 3 — — |, tal que

2 3
10\ /3a2\® /2m\? 10! 6561a'® 4m? 90 6561a'® 4m?  32805a'0m?
8 2 3) 82" 256 9 27 256 9 64
10\ /3a2\" [2m\°®

E o termo que contém a**m? resulta de (7) (%) . (?m) , de modo que

10\ /3a2\" /2m\*® 10! 2187a™ 8m® 720 12154 8m®  1215a"m?

7 2 3 /) 73 o128 21 60 2 27 2
Da razao entre esses termos, tem-se

32805a'%m?

64 9 32805a'0m? 2 9 27a’m ™! 9 a® 2
ﬁ:—? . 143:—:>—:—:>—:—
1215a*m 16 64 1215a'*m 16 32 16 m 3

2

3 2 9 10 3 2 9 10
Ainda, tem-se | — + =) = (m? +4)° = ¢ L) = (m?+4)> =
2 3 2 3
3a>  2m)\’
(% + ?m> =m?+4. E como, 3a*> = 2m, entao
om  2m\’ ? 25m> 25m>
(55) —ta= () i B matea s Bt
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22,

23.

3 3 3 5
Sendom:§:>3a2:2.§:>a2:1:>a:ﬁ:1. Portanto,m+a:§+1:§.

Alternativa, (c).

1\ 8
(AFA-1990) No desenvolvimento do binémio <x - —) , 0 valor do termo independente
x

de z é:

a) —70. b) —35. ¢) 35. d) 70.

_ o 1\ .
Solucao 22. No binémio de Newton, (x — —) , 0 valor do termo independente € dado
x

8\, s, (1Y
ela expressao, (x) — .
P x

Para que seja o termo independente, deve-se ter 8—p=p=8—p+p=p+p=2p=

1 1
8= =2p=8.-=p=4.
g P = oy TP

=70. Como o

8) 8l 8765

4) 44l 4321
termo negativo do bindmio apresenta expoente impar, o coeficiente € positivo.

Portanto, o valor de p = 4, resulta no coeficiente, (

Alternativa, (d).

12
/3 5
(ITA-2004) O termo independente de x no desenvolvimento de Ve _ o2
Sa 3V

é

3 3 3 ) 5 3
a) 729/45. b) 972+/15. 0 891\3/; Q) 376§/; e) 1653/75.

Solugao 23. Primeiramente, deve-se simplificar cada termo do binomio. No caso,

o N% e

O termo geral € dado por
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Para que se tenha um termo independente, tem-se

1 1 p—12 p p—12 P
——(12—=p)=—=p= = —= = 0. =—-b=>2p-24=—-p=
g(2=p)=—5p=> "3 6 3 gh= P
1 1
2p+p:24:>3p:24:>§.3p:24.§ =p=_8.
4 8 4 8
Portanto. { 12 3 <N W 12! 3 \3/3
ortanto, tem-se -] \z=3 ) . - . = —. -1 . -1 =
’ 8 5 3 84! 5 3
12.11.10.9 9 25V25 105 V25
4321 25 g9 Y9
- . ‘ . i V3 o /25
Para eliminar o radical do denominador, multiplica-se a fragao por —=, isto €, 495. —= =
V3 V9
V25 /3 V75
19598 V3 105 V5 _ 57,
V9 V3 3

Alternativa, (e).

24. (EsSA-2004) Sendo = = 19 e y = 81, entdo a expressio (r+y)*+ 2% —y* +2x é divisivel

por:

a) 2,19 e 81,

b) 2,19 e 101.
d) 19, 100 e 101.

)
)
c) 2,81 e101.
)
e)

81, 100 e 101.

Solucao 24. Fatorando, por diferenca de dois quadrados e evidenciacao, seque

(z+y)’+2° -y +2z=[(z+y) —y*] + 2z +2?),
=@+y+y)@+y—y) +z2+2),
=2y +a)r+x(2+x),
=z2y+z+2+2x),

=z2y+2x+2)=2x(y+x+1).

Substituindo os valores numéricos na expressao fatorada, 2x(y + x + 1) = 2.19.(81 +

19+ 1) = 2.19.101.

Alternativa, (b).
25. (EsSA-1992) A forma simplificada da expressio (z —y)? — (x + y)(z — y) é:
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26.

a) —21y. b) 22% —2zy. )

Solucdo 25. Tem-se, (v —y)*—

(z+y)(z—

2xy. d) y* — 2zy.

Assim, por diferenca de dois quadrados, seque

(z—y)?—(z+y)(z—y

Alternativa, (d).

1

(CN-2001) O valor de (a2 + a%b%>

Alternativa, (e).

)=(z—y)’ 2"+,
=(@-y+a)(r-y—2)+y,
= (22)(-y) +v",

=y* —2zy = y(y — 22).

1

(b2+a3b%)
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e) 2y(y — x).
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27.

28.

29.

(EsSA-1984) A forma fatorada da expressdo ax — ay + 2z — 2y é:

a) (a+2)(z+y).
b) 2(z —y).
¢) (a+y)(z—2).
d) (a+2)(z—y).
Solugdo 27. Tem-se por agrupamento,

ar —ay + 2z — 2y = a(r — y) + 2(z — y),

= (v —y)(a+2).

Alternativa, (d).

(EsSA-2002) A expressao algébrica X2 —Y? — Z2 4+ 2YZ + X +Y — Z admite como
fator
a) —X+Y+2Z+1
b) X-Y—-Z+1.
¢) X+Y —-Z+1.
d) X-Y+Z+1
e) X+Y+Z+1.
Solugao 28. Tem-se por T.Q.P., pois em —Y? — Z* + 2Y Z € fato que (2Y Z)* =
4.(=Y?)(=2%) = 4Y? 22, diferenca de dois quadrados e evidenciagao, que
X2 Y224 Z 4+ X+Y - Z=X - (Y’ + 22 -2Y D)+ X +Y - Z,
=X*- (Y -2 +X+Y —Z,
=X+Y-2)X-Y+2)+X+Y - Z,
=(X+Y-2)(X-Y+Z+1).
Alternativa, (d).
- ! 212 | 34 8 9 .
(CN-1992) O valor numérico da expressdo a* — 2a°b* + b* para a = 7 © b= T7 & um

nimero N tal que:
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30.

Solugao 29. Como a expressio é um T.Q.P., pois (—2a?b?)? = 4.a*.b* = 4a*b*. Entao,
at —2a%b? + bt = (a® — b?)2.

2
8\° [9Y) 64 817
Substituindo os valores numéricos de a e b seque, [(1—7) — (1—7) ] _<@_@> =
—-17\* _ /-1\* 1
289 )\ 17 /) 289
1
Portant do — = 0,00346....
ortanto, sendo oo ,
Alternativa, (c).

(CN-2016) Sejam z e y nimeros reis tais que zy = 2v/3. Sendo assim, o valor minimo

de 28 + 98 ¢

a) multiplo de 18.

o

um numero primo.

oL

)
)

¢) divisivel por 5.
) divisivel por 13.
)

e

par maior que 30.

Solugao 30. Como x® e y® sao miimeros reais positivos. Seque que (2% — y8)2 > 0. Dag,

seque que 216 4+ y'% — 22ty* > 0. Somando 42%y® em cada lado da desigualdade, entao,
210162808 > 0 = 216 1y 16988 4 4808 > 04425yS = 21044104205y > 4aSyP.

Fatorando o lado esquerdo da ultima desigqualdade e extraindo a raiz quadrada de cada

lado, seque

(x8+y > datyt =/ (a® +48)° > VVAxSyS = 2® + 8 > 22yt = 2 (ay)t
Como, xy = 2v/3, entdo, 25+ y8 > 2 (2\/5)4 = 2.16.9 = 288.
Alternativa, (a).
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31.

32.

(CN - 2017) Sejam a,b e ¢ nimeros reais tais que a® + b*> + ¢ — 4a + 2b — 2c¢ + 6 = 0.
Sobre a,b e c sao feitas as seguintes afirmacoes:

I. a’ < b%
II. & =1;
I b0 = (—c)b;

IV.a>b>c;

Sendo assim, é correto afirmar que a quantidade de afirmativas verdadeiras é
a) 0; b) 1; c) 2; d) 3; e) 4.

Solugao 31. Primeiramente, agrupando os termos de a*> +0* +c®> —4a+2b—2c+6 =
0= (a®>—4a+4)+ (V> +2b+ 1)+ (2 —2c+ 1) = 0, onde cada trindmio destacado ¢
um T.Q.P., pois (—4a)? = 4.a> 4, (2a)* = 4.b°.1 e (—2¢)? = 4.c*.1. Dai,

(> —4a+4)+B*+20+1)+(*—2c+1)=0= (a—2)*+ (b+1)>+ (c—1)> =0.

Como a soma de trés quadrados resulta nula, isso so ocorrerd se cada um desses qua-
drados também for nulo, isto €, os valores numéricos que a, b e ¢ assumem sio dados

por 2, —1 e 1, respectivamente.

Com o0s valores de a, b e c € fdcil jugar os itens:
(I) 271 = % e (=1)? =1, verdadeiro;

(I1) 1-9* = 11 = 1, verdadeiro;

(I) (-1)2 =1 e (—=1)"' = -1, falso;

(IV) 2> —1 > 1, falso.

Alternativa, (c).

(IME-1981) Mostre que que o nimero 4444 ...48888...89 é um quadrado perfeito.
—— ——

n vezes (n-1) vezes

Solucao 32. Para provar o que se pede, uma das maneiras € toma-lo como uma soma

de outros trés numeros, isto é, A =4444...4, B =8888...8 e 0 1.
—— ——

2n vezes n vezes

4(10%" —1 4(10%" —1
Como A = 44244. A4 =4+410+4.10*+- - +4.10*"1 = (10 — ) = ( 5 ) por

ser a soma de uma P.G. de 2n termos, com a =4 e ¢ = 10. E, ainda, B = 4444 ...4 =
—_—

n vezes
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410" — 1) 4(10" —1
4441044102+ +4.10"1 = <18 1 ) _ A 09 )

P.G. den termos, com a =4 e g =10, seque que

por Ser a soma de uma outra

N=A+B+1,
40107 — 1) 4(10" — 1)
= 1
9 L R
410" —4 410" —4 9

9 Tt Tty
410%™ —444.10" —4+9
_ 5 ,
4107 4+ 410" + 1
_ 5 ,

4.10%" + 4.10" + 1

5 e um T.Q.P.,

E sendo (4.10")2 = 16.10*" = 4.4.10*".1, a exzpressdo

2.10" -1
3

2
) ¢, realmente, um quadrado perfeito.

tal que N = (

33. (IME-2004) Demonstre que o nimero 111...1222...25 é quadrado perfeito.
—_—

(n-1) vezes 1 vezes

=4 - f— f— 2 PRP n
Solugao 33. Tem-se que N = 111...1222...25 = 5+ 2.10 4+ 2.10° + + 2.10" +

(n-1) vezes 1 vezes

1.10" " + 11072 + ... 41,1021,

Como 2.10 + 2.10% + --- + 2.10" ¢ a soma de uma PG de n termos, com a = 2.10 ¢
q = 10. E ainda, 110" 4+ 1.10""2 + - - + 1.10**"! ¢ a soma de uma PG de (n — 1)

termos, com a = 1.10"*" e ¢ = 10, seque que

2.10(10" — 1)

110" (10"t — 1)

N =
T
45 20.10" — 20

10—-1 ’
102n _ 10n+1

9" T 9
45 20.10" — 20

9 )
10%" — 10.10™
=

9+ 9

= N

~ 45+20.10" — 20 + 107" —

9

10.10"  10°" +10.10" + 25

9

E sendo (10.10”)2 = 100.10%" = 4.25.10?", a ezpressao

10" +5
3

tal que N = (

7

9

10" 4 10.10™ + 25
9

cum T.Q.P.,

2
> , demonstra-se que realmente é um quadrado perfeito.



34.

35.

(EsSA-1979) A expressao a? — 7a + 12, depois de fatorada, resulta:

a) (a—4)(a—3).

b) (a+4)(a—3).

¢) (a—4)(a+3).

d) (a+4)(a+3).
Solugdo 34. A expressio nao ¢ um T.Q.P., pois (—Ta)? = 49a*> # 4.0*>.12 = 48a>.
Entao, a expressao é um produto de Stevin na forma (z + m)(z + n).

Como 12 =3.4 = (—3).(—4) = 2.6 = (—2).(—6) = 1.12 = (—1).(—12). Logo, os tinicos

fatores que resultam em soma —7 = —3 —4. Com m = —3 e n = —4 ou vice-versa.
Portanto, a* — Ta + 12 = (a — 3)(a — 4) € sua fatoragao.

Alternativa, (a).
(EsSA-1994) Fatorando a expressao x? 4+ 100z + 99, obtemos:

a) (z+1)(z+99).

b) (x +1)(z —99).

¢) (z— 1)z +99).

d) (z—1)(z —99).

e) (z+100)(x + 99).
Solugao 35. A expressio nao é um T.Q.P., pois (100z)* = 100002? # 4.22.99 = 39622
Entao, a expressao é um produto de Stevin na forma (x +m)(z +n).

Como 99 = 11.9 = (—11).(=9) = 1.99 = (—1).(=99). Logo, os unicos fatores que

resultam em soma 100 =1+99. Comm =1 e n =99 ou vice-versa.
Portanto, x* +100x + 99 = (z 4 1)(x 4+ 99) € sua fatoragio.

Alternativa, (a).
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Capitulo 4

Fracoes e Radicais Algébricos

Este capitulo abordara as fracoes algébricas e os radicais algébricos, uma vez que esses

topicos sao essenciais para o conhecimento e entendimento da Algebra.

4.1 Fracoes Algébricas

As fracbes algébricas constituem algo fundamental para se entender profundamente a Al-
gebra, pois exige um conhecimento bem estruturado dos produtos e das fatoracoes algébricas.

Além de tratar do MMC e MDC de termos e expressoes algébricas.

. o ) L 3 2
Uma fracao é a divisao indicada de dois ntimeros inteiros como, por exemplo 7o IER
Toda fragdo é composta por dois termos: um numerador(termo que esta sendo dividido) e
um denominador(termo que divide). Quando a fragdo apresentar um termo ou expressao

algébrica no numerador ou denominador, pode-se ter uma fracao algébrica.

4.1.1 Nocao de Fracao Algébrica

Para entender fracao algébrica segue algumas definicoes:

Definicao 4.1.1. Fracao algébrica ou literal € a fracao em que pelo menos um de seus termos

contém numeral literal(varidvel), [12].

Definicao 4.1.2. Uma fracao algébrica se define como a divisao indicada de duas expressoes

N |
algébricas N e D, sendo D diferente de um nimero real. Denotado por o 1.
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Seguindo as defini¢coes apresentadas, percebe-se que ambas, a priori sdo semelhantes, mas

a segunda defini¢do acaba sendo mais coerente, pois em [12] o autor afirma que, pelo menos
um de seus termos deve conter um literal(variavel), porém se o numerador contém um nu-
meral literal e o denominador é um numero real, entao trata-se de uma expressao algébrica
de coeficientes fracionarios e nao uma fracao algébrica. Entretanto, essa possibilidade esta
descartada na defini¢ao apresentada por [I]. Sendo assim, sdo exemplos de fragoes algébri-
) T rH+ytz atx xr —

cas, , = e . Enquanto que
xy 'y a+b—1 9y>-—3 d 4

denominador é um nimero real.

Yy -, ~ 1 .
nao ¢ uma fracao algébrica, pois o

A partir das defini¢oes, nota-se um problema que decorre da propria nocao de fracdo como
divisao indicada por ntimeros inteiros. Nao existe fracao com denominador nulo. Portanto,
se faz necessario atribuir uma certa condicao de existéncia para as fragoes algébricas. A con-
dicao de existéncia de uma fragao algébrica estabelece para quais valores reais as variaveis

do denominador sao restritas a mesma, uma vez que podem anular esse denominador, para

5
que assim, nao haja impossibilidade operatoria. Nos exemplos apresentados, em i, x#0
Ty
+y+ -
ey # 0; em z,y;«éo; em w,a—i—b;&l; em u,y;«é\/@
Yy a+b—1 y?—3

4.1.2 Classificagao das Fracoes Algébricas

As fragoes algébricas podem ser classificadas de diversas maneiras, assim como uma fragao
de niimeros inteiros apresenta diversas classificacoes, tais como proprias, improprias, simples,
mistas, etc. As classificacoes adotadas por uma fracao algébrica leva em consideracao algumas

caracteristicas interessantes, tais como grau e variaveis.

I. De acordo com o niimero de variaveis

. . N . . . -~
Quando uma fracao algébrica D apresenta uma Unica variavel entao ela é uma fragao

algébrica simples, caso a fracao apresente mais de uma variavel, entao ela é dita
r+5 Yy’ +5

fracao algébrica de miltiplas varidveis. Por exemplo, as fracoes e
r—1 2y+1

r+y+z a+x
e
a+b—1 y>2-3

sao simples, enquanto que as fracoes sao de multiplas variaveis.

II. De acordo com o grau dos termos

Quando uma fragdo algébrica simples apresenta o grau do numerador menor ou igual

ao grau do denominador ela ¢ dita fragao algébrica proépria, caso a fracao apresente
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o grau do numerador maior que o grau do denominador ela é dita fragcao algébrica

) L. . x+1 24a _ ..
improépria. Por exemplo, as fracoes e 5 sao proprias, enquanto que as

-1 a?
2 +5r—1 y?>+5
e
x+1 2y +1

fracoes sao fragoes improprias.

III. Em grupos de caracteristicas semelhantes

Quando um determinado grupo de fragoes algébricas apresenta o mesmo denominador
algébrico, essas sao ditas fragoes algébricas homogéneas, caso um grupo de fracoes

apresente denominadores algébricos diferentes, entao essas sao ditas fragoes algébricas
2
r x—1 a°+1

het & . P | de fraco
eterogéneas. Por exemplo, o grupo de fracoes il e o

sao homogéneas,
r x—1 22+2
, e
y—2" x+1 r+y

enquanto que as fracoes sao heterogéneas.

4.1.3 Simplificacao de Fracoes Algébricas

Simplificar uma fragdo algébrica significa proceder de modo anélogo a simplificacao de
fracoes de nimeros inteiros, isto é, simplifica-se a fracao pelo maior divisor comum entre
numerador e denominador. Mas, como deve-se calcular o MDC de termos ou expressoes
algébricas? Simplesmente, fatorando-as e efetuando o produto dos fatores comuns de menor

N
expoentes. Assim, sendo uma fracao algébrica Ik simplifica-se essa fragdo por mde(N, D).

4ab?
Exemplo 33. Simplifique a fracao %.
a

Comentario/Resolucdo 33. Primeiramente, obtém-se a fatoracio do numerador N =
4ab? = 22.a.b? e do denominador ¢ tal que, D = 6a*b = 2.3.a%.b. Dessas fatoracoes, percebe-se
que o fator comum é mdc(N, D) = 2ab. Assim,

4ab? B 2a.2ab B 2_a
6a2b  2ab.3b  3b’

Exemplo 34. Simplifique a fracao %.
Comentario/Resolucao 34. O numerador, por diferenca de dois quadrados, fatora-se N =
2?2 —a? = (x +a)(x — a) e o denominador, por fator comum, D = x2* + xa = x(x + a). Daj,
nota-se que o fator comum é mdc(N, D) = x + a. Assim,

r? — a? _La"/f/a/f(x—a)_:v—a.

2+ za r(rAay x

81



R |

Exemplo 35. Simplifique a fracao 34252 + 1

Comentario/Resolugio 35. O numerador, fatora-se N = 23 + 2> —x — 1 = z(2* — 1) +
(2 —1)=@@-1x+1)=(x—Dx+1)(x+1) = (z—1)(z+1)? e o denominador,
D=x*+22"+2 = x2(2*+22+1) = z(x+ 1% Dai, nota-se que o fator comum ¢

mdc(N, D) = (x + 1) Assim,

Pt —r—1 (41 (r—-1) z-1

34222+ alz+1)? T

4.1.4 Operacgoes com Fracoes Algébricas

As operacoes mais recorrentes envolvendo as fracoes algébricas e, também, as fracoes
de nimeros inteiros, sao as operacoes basicas de adicao, subtracao, multiplicacao, divisao e

potenciagao. Para tratar essas operagoes segue algumas ideias adotadas por [10].

A multiplicacao de fracoes algébricas da-se pelo produto dos numeradores entre si, bem
N.
como o produto dos denominadores, também, entre si. Sejam as fracoes algébricas D—l e 32,
1 2
entao
Ny Ny Ni.N,

D, Dy DD,

4ab®>  9ab
E lo 36. Efet ) )
xemplo feuea+ba—b

Comentario/Resolucao 36. Tem-se,

4ab®  9ab 4ab® 9ab B 36a2b>

a+b'a—b:(a+b)(a—b) a?—b*

A divisao de fracoes algébricas dé-se pelo produto da primeira fracdo(dividendo) pelo
Ny N
inverso da segunda fragao(divisor). Sejam as fragoes algébricas D_l e 32, entao
1 2
Ni Ny Ny Dy Ni.D

Dy Dy Di'N, Di.N,

ou

Dy N1 Dy Nyi.Ds

Ny  D;'N, D;.N,
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m+n

d
d+1°

m—n

Exemplo 37. Resolva

Comentario/Resolugao 37. Tem-se,

m+n
d _m+nm-n_(m+n)(m—n) m>—n?
d+1 ~ d “d+1  dd+1)  d&+d’
m—n

A adigao e subtracao de fragoes seguem um mesmo raciocinio e para tal essas operacoes
serao tratadas de uma tnica maneira, de modo mais geral, a partir da expressao adicao
algébrica. Para tal operacao consideram-se dois casos: fracoes algébricas homogéneas e

heterogéneas.

Para fragoes algébricas homogéneas, efetua-se a soma algébrica dos numeradores e conserva-

. . - . 1 2 .
se o denominador. Sejam as fragoes algébricas 5] e o entao

NliNQZNliNQ

D D D

x> 4+ab 2% —ab
e

1ab b Calcule:

Exemplo 38. Considere as fracoes A =

a) A+ B;
a) A— B.

Comentario/Resolucao 38. Tem-se,

x2+ab+x2—ab_x2+ab+:v2—ab_2962 x?

A+ B= = e ——

* 4ab 4ab 4ab 4ab  2ab
A_B_x2+ab_x2—ab_x2+ab—(x2—ab) 2’ 4ab—a*4+ab  2ab 1
© dab 4ab 4ab B 4ab "~ 4ab 2

Para fracoes algébricas heterogéneas, deve-se, primeiramente, reduzir as fracoes ao mesmo
denominador seguido pela soma algébrica, como no caso anterior. Para igualar os deno-

minadores de fracoes algébricas basta determinar o MMC desses termos, no caso o MMC
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serd o produto de todos os fatores comuns ou nao e de maiores expoentes da fatoracao dos

. . : : . A 2 .
denominadores envolvidos na soma algébrica. Sejam as fracoes algébricas D e —, entao
1 2

E E

M.  Np—
M, N 'D, *Dp M M MM
D, D, E E E E E

E E
onde M1 = Nl.—, MQ = Ng.— e B = de(Dl,Dz)
D, Dy
2 2
+1

Exemplo 39. Calcule .
r—vy r+y

Comentario/Resolucao 39. Como as fragcoes sao heterogéneas, antes de realizar a soma
algébrica, precisa-se igualar os denominadores. No caso, Dy = x —y e Dy = x + 1y , onde

mmc(Dy, Do) = (x — y)(z +y) = 22 — y?. Assim,

e+l y @Yty yle-y)
r—y z+y (z+y)lr—y) (v+y)(z—y)

P rty+at+y  Yo—yt B -yt yirta+ry P-4 (et y)(ay+1)
x2_y2 + m2—y2 - x2—y2 - xz—y2

1
x2—1 2341

Exemplo 40. Calcule

Comentario/Resolucao 40. Primeiramente, deve-se igualar os denominadores. Seja, Dy =
22—1 = (x+1)(z—1), por ser uma diferenca de dois quadrados. E, ainda, Dy = 23+1 = (z+
1)(x?—z+1), por ser uma soma de dois cubos. Entao, mmc(Dy, Dy) = (z+1)(z—1)(2*—z+1).
Assim,

1 o L(z? —x+1) l.(zx—1)
B4+1 22-1 (@+DE-D@2—2+1) @+DE-D)E>—z+1)

?—x+1—(x—-1)  2?—z+1l—-a+1 (x—1)2+1

e+ D@ -2 —z+1) (@2-D@2—-x+1) (t—1)—z(22-1)

A potenciagao, simplesmente eleva a fracdo & uma poténcia de expoente natural, de

N
modo que cada termo seja elevado. Seja a fracao ok entao

N\" N
D) D~
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z+1\°
Exemplo 41. Resolva .
3x?

Comentario/Resolucao 41. Tem-se,

(x+1)f_uwﬂﬁ 2® + 327 + 3z + 1

322 (3228 2725

A seguir, um interessante exemplo que envolve as diversas operacoes em um Unico pro-

blema.

Exemplo 42. (Fuatec - 1998) Simplificando a expressao

m n m
m+n m-—n 1+E n
— x (1 —>,
n___m * (m —n)? ( +m
m+n m-—n L+ Amn
comm E€R, ne€R, m#+n emn#0, obtém-se
a) 0; b) 1; ¢c) 2; d) 3; ‘) 5(m+mn).

Comentario/Resolucdo 42. Como m # +n e mn # 0 e fazendo 1 = = — = —

n  4mn’
tem-se
m n m
m+n i m-—n 1+ n
n_m + (m —n)? + m
m+n m-—-n L+ Ammn
Sitmplificando, primeiramente, a fracao sequinte,
m_n m(m —n) n(m+n)
m+n m—n:(m"‘”)(m_”) (m +mn)(m —n)
n.___m n(m —n) m(m+n) '

mE+n. m=n_ (minp)(m-—n) (m+n)(m-—n)

m2 —mn mn + n?

m2_n2 m?_nQ
mn—n?> m>+mn’

m2 — n2 m2 — n2

m? 4 n?
e
- —n2—m?’

T
_m 2>< ;m%[
- omi=n? T —(m*+n?)’
=—1.
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Agora, simplificando a fracao

14+ =
n

(m—mn)?  4mn

1
+ 4dmn 4dmn

Entao,

Letra, (d).

4.2 Radicais Algébricos

Os radicais algébricos, apresentam algumas particularidades interessantes do ponto de
vista de comparacao com a raiz aritmética. Dai, surge a importancia de conhecer, manipular
e calcular, em alguns casos, tais expressoes. Os radicais algébricos detalhados nesse capitulo
serao restritos as raizes quadradas e cibicas. A expressao algébrica contida nesses radicais,

também, serao especificas, no caso, a expressoes polinomiais de uma tnica variavel, por
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serem as mais comuns. As técnicas apresentadas, embora aplique-se a radicais algébricos, sao
mais comumente usadas em radicais aritméticos, porém resolvidas por métodos puramente

algébricos.

4.2.1 Raiz Algébrica

Primeiramente, para determinar, entender um radical algébrico precisa-se diferenciar o

mesmo de uma raiz aritmética.

Definicao 4.2.1. Seja a um nimero real positivo e n um nimero natural maior que 1.

Chama-se raiz n-ésima aritmética de a um ndmero real positivo b, tal que a = b". Assim,

Va=bsa=0", [I]

Defini¢ao 4.2.2. Dado um polinémio P(z) de grau par, sua raiz quadrada consiste em en-

contrar outros dois polindmios q(z) e n(z) de modo que P(x) = q(z)? + n(x) , [1].

Nessa definigdo, apenas para deixar mais claro, que ¢(x) é o polinomio raiz e n(x) é o
polinémio residuo. Caso o polinémio residuo seja nulo, entao a raiz quadrada é exata, mas se

o residuo nao é nulo, entdo a raiz quadrada é inexata. Por exemplo, v 22 + 102 + 25 é uma

raiz quadrada exata, pois 22 + 10z + 25 = (x + 5)?, tal que /22 + 102 + 25 = /(z +5)2 =
z + 5. Enquanto que, Va2 + 6z + 3 ¢ uma raiz quadrada inexata, porém z2 + 6x + 3 =
224+ 6x+9—6=(r+3)*—6, onde q(x) =+ 3 e n(xr) = —6. Para determinar o polinomio
residuo numa raiz quadrada inexata, completa-se quadrados para obter um trinémio quadrado
perfeito, no caso. Um outro exemplo, v/a6 + 523 + 15 ¢ uma raiz quadrada inexata, porém
28 + 523 +15 = 28 + 423 + 4+ (23 +11) = (2* +2)% + (23 + 11), onde g(z) = 23 +2 e
n(z) = x® + 11.

4.2.2 Tipo de Radicais Algébricos

Os casos mais comuns de radicais algébricos sao os radicais duplos, que podem ser de uma
raiz quadrada ou cibica. A ideia geral desses radicais consiste em elevar ao quadrado ou ao

cubo pra eliminar os radicais e reescrevé-los como uma soma algébrica de radicais simples.
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A) Radical Duplo do tipo VA ++/B

A A—
Proposicao 14. Um radical V A+ VB = \/ ;C + \/ 5 C, com C =+/A? — B.

Demonstracao

Se A=+ VB deve ser escrito na forma de radicais simples, entio deve ser da forma
v+ ./y. Logo,

\VA+VB =T+ /Y,
VA—VB=vz -y

Somando as duas equagoes,

\/A+\/§+\/A—\/§:2\/E,

elevando ao quadrado ambos os lados da tgualdade,

2
’

(2v7)? = 4z = (\/A+\/§+\/A—\/§)

:A+\/§+A—\/§+2\/(A+\/§>.(A+\/§),
=24 + 2V A2 - B.

A+ VA= B
2
E ainda, tomando C = v/ A? — B.

A—-vA2-B

De onde resulta que x = .

. De modo andlogo, conclui-se quey =

Portanto,

\/Ai\/E:\/Ei\/@ﬁ\/Ai\/E:\/A;Ci—\/A_C.

2

Um modo alternativo para encontrar essa simplificacao consiste em encontrar uma fatora-
¢ao em forma de T.Q.P. para o radicando. Para que vV A £+ v/ B possa ser escrito como uma

soma algébrica de radicais simples, entdo A + v/ B deve ser um quadrado perfeito da forma

(v/m £ /n)% Assim,
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A+ VB = (Vm+vn)?=m+n=+2/mn.

Dai, conclui-se que A = m +n e VB = 2¢/mn = B = 4mn. Em suma, basta entio
encontrar nimeros reais m,n tais que A = m+n e B = 4mn, pois A+vVB = (m+4n)E£v4mn =

(m +n) £ 2y/mn.
Exemplo 43. Ezpressar em radicais simples v/ 11 + 61/2.

Comentario/Resolucgio 43. Tem-se, /11 +6v/2 = /11 +/72. Onde, A=11 ¢ B = 72.
Como C =+/A?2 — B, seque que

C=vVA2 _B=+V112_-72=+/121 — 72 =49 = 1.

Dai,

VAR LLES R LY NV R S TN

Portanto, /11 + 6v2 = 3+ /2.

Pelo outro método, escrevendo \/11 +6v2 = \/11 + 2V 18, entao tem-se que 18 = 1.18 =
2.9 =3.6 e como 11 = 249 seque que m = 9 en = 2. Portanto, \/11 +6v2 = \/11 4+ 2V/18 =

VI 4+ V2 =3+ V2. A vantagem estd no fato de se trabalhar com nimeros racionais, geral-

mente, inteiros positivos nos coeficientes desses radicais.

B) Radical Duplo do tipo vVA++/B

Esse tipo de radical nao admite uma féormula de redugao em radicais simples, como no
tipo anterior. Entretanto, hd um método, quando possivel, eficaz nessa reducao em radicais

simples.

. . 3 . . . . . «
Para que o radical do tipo V/ A &/ B possa ser escrito a partir de radicais mais simples
3 .. , .
deve-se ter A+ VB = (x + \/g) . Dai, existe um método que consiste em transformar a
expressao num polindmio do terceiro grau em uma varidvel, como sugerido por [1]. Porém,
entende-se esse método como demasiado inapropriado, nesse momento, devido ao contetido

requerido.

Tem-se entao, o seguinte procedimento:

89



i. Escrever o radical v A & /B na forma /a + by/c. De fato, se A+ VB = (x 4+ \/g)?’ =
a:3+3x2\/_+3xy—|—(\/§)3 = (234 3zy)+ (3x2+y)\/§. Tomando a = 23+ 3xy, b = 3% +y

e c=vy, tem-se A+ VB = atb/c

ii. Basta, por tentativas, tomar uma expressdo (m + n\/E)3 que seja idéntica y/a + by/c.
E valido obter o resultado por tentativas pois m e n sao valores racionais, geralmente

inteiros, que resultam em a + by/c.

Exemplo 44. Expressar em radicais simples N/ —7 + v/50.

Comentario/Resolugao 44. Tem-se, V=T + VB0 =/ —7+5V2.

Tomando, (m + n\/§)3 = (m® 4 6mn?) + (3m>n + 2n°)V/2, tem-se m® + 6mn?> = —7 e
3m2n + 2n® = 5.

As duas igualdades serao vdlidas se m = —1 e n = 1. De fato, m® + 6mn? = (—1)3 +

6.(—1).1=-1-6=-Te3m’n+2n>=3.(-1)21+213=3+2=5.
Portanto,\3/ —T+5V2=14 (—1 + \/5)3 =2 - 1.
Exemplo 45. Erpressar em radicais simples v/ 60v/3 — 421/6.

Comentario/Resolugio 45. Primeiro, tem-se v/60v/3 — 42v/6 = </3\/§ (20 — 14\/5) =
V3vV3.0/20 — 14v2 = {/(V3) /20 — 14v2 = V3./20 — 142 .
e /20 — 14v/2, faz-se a analise separadamente.

Tomando, (m + n\/§)3 = (m? + 6mn?) + (3m>n + 2n°)V/2, tem-se m> 4 6mn? = 20 e

3m?n + 2n3 = —14.

As duas igualdades serdo vdlidas se m = 2 e n = —1. De fato, m® + 6mn? = 23 +

6.2.(—1)2 = 8+ 12 = 20 € 3m2n + 2n® = 3.(2)2.(—=1) + 2.(=1)* = =12 -2 = —14.
Assim, ¥/20 — 142 = {/(2 - 1v2)" =2 - V2
Portanto, V603 — 4216 = \/_ 2 — \/§) = 2v/3 — /6.

Embora nao seja tao pratico quanto a formula que reduz um radical duplo do tipo

vV A+ VB, o procedimento para reduzir a expressio vV A+ B é valido, pois s6 é possi-

vel fazé-lo se um radical é resultado do cubo da soma ou diferenca de uma soma algébrica do

tipo a £ by/c.
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4.3 Aplicacoes nos Exames Militares

36.

37.

34 x? —dr —4
(x+1)(z—2)

(EAM-2010) O valor da expressao quando z = 987 é:

a) 987. b) 988. ¢) 989. d) 990. e) 991.

Solugao 36. Para calcular o valor numérico basta substituir o valor da varidvel na
expressao. Porém essa questao apresentar um wvalor numérico muito elevado para se
calcular quadrados e cubos. Um procedimento que permite facilitar isso € realizar, antes
de tudo, a simplificacao dessa fracao algébrica.

Fatorando o numerador, por agrupamento e diferenca de dois quadrados, seque N =
Bt —dr—4=2*(z+1)—4z+1)= (2?4 (z+1)=(z+2)(x—2)(x+1) e D=
(x+1)(xz—2), pois jd estd fatorado. Entao, percebe-se que mde(N, D) = (z+1)(x —2).

4’ —dr—4 (z-2)(z+2)(x+1) TT—2(z+2)(z+1)

(x+1)(z—2) (x+1)(z—2) (zA4+T1)(T—2)
Portanto, o valor numérico é, x + 2 = 987 4+ 2 = 989.
Alternativa, (c).
20ac — 9bd
(CM /Fortaleza-1983) Se % =b5e C—Ci =5 entdo o valor de h é
a) —2. b) —1. c) 0. d) 1. e) 2.

Solucao 37. Fatorando o numerador e o denominador por evidenciacao de db, tem-se

20ac ac Tac
N = 20ac—9bd_db( - —9) — db (2033 —9) e D = Tac+3bd = db (WH’) -
db (7%5 + 3), com mdc(N, D) = db. Assim,

ac ac
20ac — 9bd _ 5 (2055 -9) i
Tac + 3db < ac > ac '
b 7bd+3 7bd+3
ac 1
0729 2055-9 50 g g

Logo, —/¢ = 2.

I . 175+3 205
T——4+3 - ’ ’
bd + 7.5.2 +3
Uma outra opgao, consiste em escrever uma varidvel em fungao da outra, % =d=a=
1 d
5b e €z =c= 5 Substituindo, os valores de a e ¢ na fracao inicial:

d 2
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38.

39.

40.

d
20ac —9bd _ 20005~ s0pd—9bd  abd
Tac + 3db 7'5b.%l apq L7:5bd+3bd — 20,50d

Alternativa, (e).

247 12
(EsSA-1990) Simplificando a fracao %, encontramos:
a?+6a+9
a+4 12 19 a+7 4
. b) —. —. d . —.
Y 0t )5 ) ; ° 3

Solucao 38. Fatorando o numerador, tem-se que N = a® + Ta + 12 nao é um T.Q.P.,
pois (Ta)? = 49a® # 4.a*.12 = 48a®. Assim, sua fatoracdo é um produto de Stevin do
tipo (x +m)(x +n) tal que 12 = 1.12 = 3.4 = 2.6 e que 7 = 3+ 4, logo m = 3 ¢
n = 4 ou vice-versa; entio, N = a*> + Ta + 12 = (a + 3)(a + 4). E ainda, fatorando o
denominador, D = a®> + 6a + 9 = (Va2 4+ v/9)? = (a + 3)?, pois ¢ um T.Q.P., uma vez
que (6a)? = 36a* = 4.a>.9. Dai, mdc(N, D) = a + 3.

a>+7a+12  (a+3)(a+4) (a+3J(a+4) a+4

a*+6a+9  (a+3)? (a + 3)? a+3

Alternativa, (a).

(222 + y?2 + 22y2) (22 — y?)
w3 + 3%y + 3wy + y?

(CN-1983) é igual a:

a) z(z+vy). b) z(z —y). c) zx +y. d) zz —uy. e) z+uv.

Solugao 39. Futorando os fatores do numerador, sendo um por evidenciacao e T.Q).P.
e o outro por diferenca de dois quadrados. E considerando que denominador, resulta de

um cubo da soma, entao,

(z2? 4+ y°2 + 2wyz) (22 —9?) 2 (2 +y° + 22y) (z + y)(z — y)

3 + 322y + 3ay? + 93 (x +y)3 ’
_ 2@ty t+y)(@—y)
(x +y)? ’
_ ey —y) - y)
(A7) '

Alternativa, (b).

-2 —x+1

3 —x

(EsSA-1991) Simplificando a fracdo algébrica ,parax # 0, x # 1 e

x # —1, obtemos:
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z 1 r—1 x—1 1
. b . . d . .
r+1 )1:—1 ) T )x+1 e)x+1

Solucao 40. Fatorando o numerador por agrupamento e o denominador por evidenci-
acao. Entao,

-2 —r+1 2*(z-1)—(z—-1)

- B z(z? —1) ’
_ (2?2 —1)(z — 1)
r(x2—1) 7’

Alternativa, (c).

41. (CN-1991) Simplificando a expressao abaixo, para os valores de a, b e ¢ que ndao anulam
o denominador, obtém-se:

(a*> —b* — = 2be)(a+b—c)
(a+b+c)(a®?+ 2 — 2ac — b?)

a) 1. b) 2. c) 3. d) a+b+ec e) a—b+c.

Solucao 41. Primeiramente, agrupando os T.(Q.P.,

(> = —c —=2bc)(a+b—c) [a®— (0> 4+ +2bc)l(a+b—c)
(a+b+c)(a®+c®—2ac—b2)  (a+b+c)(a?+c®—2ac) —b?]

Fatorando os trinémios, sequido da fatoracao por diferenca de dois quadrados no nume-

rador e denominador:

(a> == =2bc)(a+b—c) [a®—(b+c)’J(a+b—rc)

(a+b+c)a?+c—2ac—b2)  (a+b+c)[(a—c)?—b?]
_(a=b—-c)lat+b+c)at+b—c)
“(a+b+c)a—c—b)(a—c+Db)
:(a—b—c)a c)la+b=7c

W{a—c—b)ﬁa/—e{b/j’
=227
a—c—>b

Alternativa, (a).

42. (CM/Rio de Janeiro-2007) A forma simplificada da expressao

a’c — (b*c + b*d) + a*d
c(a® + b?) + 2(abc + abd) 4 d(a® + 1)
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a-+b c—d a—2b a—2>b d+c
a) s : d) P e) o

Solugao 42. Fatorando o numerador e denominador por agrupamento, sequido por uma
fatoracao por diferenca de dois quadrados e T.(Q).P., respectivamente,

a’c — (b*c + b*d) + a*d _ d*(e+d) = b (c+d)

(@ + %) + 2(abe + abd) + d(@ +17) (@ + 1) (c+d) + 2ab(c £ d)’
@R+
 (e+d)(a? + b2 + 2ab)’

_ @-w
~ (a® + b2 + 2ab)’
_ (a+D)(a—D) a—1b

(a+b)? a+b

Alternativa, (d).

43. (CN - 2016) Analise as afirmativas abaixo:

t
I.Se#z?e%:&entéotzz
16 + 20
II. Se + + 21+ X2+ 23+ +$10:8,entaoxl+x2+x3+ +x10:6.
12 10
2 2 .2 302 — b
III.Se%—ae%—b,entéoxfy—'—ﬁj—kyz— a2 .

Assinale a opcao correta.

a) Apenas a afirmativa I é verdadeira.

b

Apenas a afirmativa III é verdadeira.

d

)
)

¢) Apenas as afirmativas II e I1I sdo verdadeiras.
) Apenas as afirmativas I e IIT sdo verdadeiras.
)

e) Apenas as afirmativas I, II e III sao verdadeiras.

Solucao 43. Considerando que

r+ytz+t dr+y+z+t 3 (z+y+z T\
1 f5:>4. 5 75:>4. 3 +3 =5=
3 t t 4t 20 t 20-21
> - |7+ ]| =0=2T+-=0-=>=——-T=-= t=-1
4 < +3) +3 3 3 3 3 3 ’
falsa.
De
16 + 20 36
+ +$1+ZL‘122+$3+ +$10:8:>E+$1+ZE2+9U132+ ‘f'l’10:8:>
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44.

45.

T1+To+x3+ ...+ X1 12 T1+To+2x3+ ...+ 2Ty 12

=3 — 8= —. —5-2 =
+ 12 10 12 10
:>$1+3§'2+$3+...—|—$10:6’
10
verdadeira.
E, winda,
rhyte o (rtyts 2, P2y et yr)
3 3 B 9 -
2,2 L2
Como, % = b, seque
2+ + 22 2wy + 2z +y2) s 1 2ay+zz+yz
=a’= b+ LT Tl
9 9 T30 3 ¢
:Qxy+;1:z—|—yz_3a2—b zy+xz+yz  3a®—b3  3a®—b
3 3 3 3 3 2 2
verdadeira.

Alternativa, (c).

2 2 2 8
(CN-1984) Se——|———|———|—£—|—i—|—i:—ex+y+z:16,opr0dutoxyzé:
x Yy z yz xZz xY 3

a) 192. b) 48. ¢) 32. d) 108. ¢) 96.

Solucgao 44. Para efetuar a soma das fragoes heterogéneas da primeira igualdade, deve-
se igualar os denominadores. Sendo D1 = x, Dy =y, D3 = z, Dy = yz, D5 = xz e

D¢ = xy. Entao, mme(Dq, Do, D3, Dy, D5, Dg) = xyz. Assim,

+ + +
Yz  TYZ  TYZ  TYZ  TYZ  TYZ
B 2uz + 2wz + 2xy + 22 + 9y + 22
N TYz '

Como 2yz + 2wz + 2y + 2% + 1 + 22 = 22(y + @) + 2y + 2° +9°) + 2° = 22(y + 2) +

(z+y)?+22=[(z+y)+2* = (x+y+ 2)?, enldo,
+y+2)? 8 162 8 236

(w+y+2? 8 _ 162 8 256 _ wy:

8 3
° = 256 = —.256 = = 96.
3 TYz 3 wxyz 3 xyz 256 8 e
Alternativa, (e).

4 422 +4
x3 dividido por x + T
x

N-1982) 22 — —_
(CN-1982) z PR w—

parax # 3 ex # —1 da

xr —
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46.

a) T+ 1. b) = — 4. c) x+4. d) z? - 3. e) v — 1.

4
Solucao 45. Efetuando a diferenca x> — x37 onde Dy = x—3 emmc(1l,D;) = z—3.
x —

Entio. 12 Az , T —3 4z x3 — 322 4z x3 —3x% — 4z

ntao, x* — — 22 _ — _ _ .

’ x—3 r—3 x-—3 x—3 x—3 x—3
Ax? + Az 9 5

E somando x + R w— onde Dy = x* — 2z — 3 e mme(1l, Dy) = x* — 2x — 3.
x2 — 2 —

Dai. o+ 42% + 4z x2—2x—3+ 4x° + 4a x3—2x2—3x+ 42 + 4x
af, T = x. = =
’ x?2 —2r —3 2 —2x—3 x2—-2x—3 x?2 —2r —3 x2—2r—3

3+ 222+

Assim, o quociente vale:

=30 —dr 2P +22%+x 2P -3 —dr 2* -2 -3
r—3 a2 -2 -3 x—3 234222+’
_2(x*—3x—4) 2*—20-3
B r—3 a4+ 22+ 1)
_I2—31’—4 x? —2x — 3
r—3 a24+2x+1

Como z?> — 3x — 4 e 22 — 2x — 3 ndo sao T.Q.P., mas sim produtos de Stevin na
forma (x +m)(x + n), tem-se que —4 = 2.(=2) = 1.(—4) = 4.(-1) e =3 =1 — 4,
entdo x> — 3z —4 = (x + 1)(x —4). E, -3 =1.(-3) =3.(-1) e =2 =1 — 3, com
z? —2x —3 = (z+1)(x —3).

Portanto,

=32 —dr P +22%+x  (r+1)(x—4) (z—3)(x+1)

x—3 a2 —2r—3 =3 T 24 2r 417
(=) (x+1)?
2242041

(z — 4 leA1)"

= =z —4.

(177

Alternativa, (b).

x +4—4x+x2‘2—x
24y yP+4dy+4 24y
) x 2 2—x d T+ 2 2z

. b) ——. ¢ . . .
y+2 )y+2 )y+2 )y+2 y+2

(CN-1994) Efetuando-se , encontra-se:

Solugao 46. Primeiramente, deve-se calcular o quociente,

4 — 4y + x? . 2—$_4—4x+x2 24y
YPrdy+4 2+y P2 +dy+42-a
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Fatorando os T.(Q).P do numerador e denominador da primeira fracgao,

4 — 4x + 22 2—x_

4 —d4x + 2% 2+y

Y4+dy+4 2+y

Y 44y +42—2a’
(2—-2)? 2+y

y+2)22—a

( 2
Q-n)2— Ty _2-2z
(y+2)(+2) 2—7 y+2

T 2—r zx+2—=x 2
Agora efetuando a soma, = = .
24y y+2 y+2 y+2
Alternativa, (b).
]_ _
l—z+ -

47. (EPCAr-2000) A expressao

1+z

1

T é equivalente a

+

1l—2z 1—22

a) 2% — 1. b) (z—1)% ¢) (z+1)% d) z* + 1.
11—z 1+=x 11—z 1 — 2 11—z
Solucao 47. Efetuando, 1 — =(1—2x). = =
oluciao fetuando, x+1—|—x ( x>1—|—x+1—|—x 1—|—:c+1+a:
2 —x— a2
1+=x
Seauind 1 n 1 1 1—i—x+ 1 z+1 1 T+ 2
equindo com = ) = = )
g 1=z 1—22 l—z1+2 1—2a2 1—22 1—22 1— a2
Dar,
l1—=x 2 — 1 — a2
-2+
1+ 14+
1 R 1 z+2
l—2z 22-1 1— 22

_2—x—x2 11—z

2

14+ z+2°

_ (-2 41 - 1)

1+7 T2 ’

= (r —1)%

Alternativa, (b).

48. (EPCAr-2003) Se a e b sdao numeros reais nao nulos, entdo, simplificando a expressao

1

(a% + ab?). &

a?

obtém-se:

1
b
1°
b2
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49.

a) a-+ b. b) a’*+ab+b%.  ¢) a®+ b’ d) b—a.

1 1 b —a? b—a)(b? b+ b?
Solucao 48. Resolvendo as diferencas, — — — = @ _ (b—a)(b" +ab+b) e

ad b a3h3 a3h3
1 1 v¥—-a* (b—a)la+b)

T FET Ty - e P
11 (b—a)(b* + ab+ b?)
Qb b2 ] a3 b3 — 2b b2 ] a3b3
@) T = )
a2 b2 a2h?

(b al?) (b—a)(b* + ab + b?) a’b?
' a’b? (b—aj(a+b)’

b+ ab+ b* a*b?
= abla+b). TR :

Alternativa, (b).

2ab
(ITA-2014) Sabendo que senz = ﬁ, a # 0 eb # 0, um possivel valor para
a
1
cossec2r — §tg:r é
a—b a+b a? — b? a® + b? a® — b?
a . b . . d . .
A ) Sab ) —ab L ©) i

Solucgao 49. A questao aproveita para escrever uma expressao transcendente como uma
fracao algébrica. Basta, entao, encontrar as fracoes algébricas que representam cossec2x

etgx.

Da Relagao Fundamental da Trigonometria, tem-se

9 9 2ab 2 9 9 2ab 2 9
sen‘x+cosr=1=(——| +cos’r=1=cos’r=1— | —— = cos*x =
a? + b? a? + b?
1 _ 4a°b? L ovos?r — 1 — 4a?b? ~ costy — b* + a* + 2a2b? — 4a%b?
(a? + b?)? bt + at + 2a2b? bt + a + 2a2b?
cos’xr = o + a* — 20°° = (b2 _ a2)2 = coST = —(b2 —a) = coST = —b2 —a
b + at + 2a2h2 (0% + a?)? (0% + a?)? b2+ a2
1
E ainda, tgr = Seny e cossec2x = —— ., Dai,
COSx 2senxcosx
2ab
5 ; 1 1 senx 1 1\ a2+ 02
cossec2xr — —tgxr = S — _ = _
2 g 2senxcosxr 2 cosxk 5 2ab a? — b? 2 (a? —b?
“\a? + b2 a? + b? a? + b?
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Agora, basta simplificar a expressao algébrica resultante,

1 1
cossec2r — Etgx = —

1
5 2ab a? — b? 2
: CL2 + b2 a2 + b2

B 1 1/ Zab a2+
" dab(a? —b?) 2 (M) (az—b2)’

(a2 + b2)?
_ (a®+ b2)* ab
4ab(a? — b?)  a? — b’
_ (a®+ b2)* ~_ab  dab
dab(a? — b?)  a? — b% 4ab’
(a2 + b?)? 4a*b?

- dab(a? — %) (a? — b?)4ab’
(a® + b?)* — 4a2b?

4ab(a® — b?)
a4 bt — 20707
~ dab(a? —1?)
(e - b2)? _ar =0
 dab(a>—b%)  dab

Alternativa, (e).

val+1++va? -1 Va®+1—-+Va?—1

50. (CM/Rio de Janeiro-2006) Simplificando , en-
(OM/ ) Simp Va2 +1—+va2—1 Va2+1++va? -1
contramos:

a) 0. b) 1. c) 2a?. d) Va?+ 1. e) Va*—1.

Solucao 50. Tem-se,

Va2 +1+va?—1 Va2 +1+vVa> -1 Va2 +1++vVa? -1
V2 rl—vVa2—1 JVa2+1l-vVa® -1V +1+vVaZ—-1
(Va5 1+ va2 —1)°
(Va1 - (Vaa—1)”
d+14ad—1+2y/(a®+1)(a® - 1)
@ +1— (a2 —1) ’
Za®+ 2Vt -1
— ; ,
=a? +Vat - 1.
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\/a2+1—\/a2—1_ 1

Como, = , pois € o inverso da primeira fracdo, seque
Va2 +1++va2—1 a2++Va* -1
que
\/a2—|—1—\/a2—1_ 1 a? —Va*—1
Va2 +1++va2 =1 a?++Va"—1a>—+Va' -1
_a?—Val-1
(a2)2 — ( a* — 1)27
B a® —+vat —1
ot —(at—1)’
—a®>—Vat—1
21 1 2_ ] 211 - vaZ—1
Portanto, Vol +1++va Ve + Va = a’+va* — 14+a?—V/a* — 1 = 24>

Va+1—-+va?2 -1 Va>+1++Va?-1
Alternativa, (c).

51. (CN-2004 ) Um aluno resolvendo uma questao de multipla escolha chegou ao seguinte re-
sultado 1/ (49 + 20\/6)2, no entanto as opgoes estavam em nimeros decimais e pedia-se
a mais proxima do valor encontrado para resultado, e, assim sendo, procurou simplificar
esse resultado, a fim de melhor estimar a resposta. Percebendo que o radicando da raiz
de indice 4 é quarta poténcia de uma soma de dois radicais simples, concluiu, com maior

facilidade, que a opcao para a resposta foi

a) 3,00. b) 3,05. ¢) 3,15. d) 3,25. e) 3,35.

Solugdo 51. Tem-se, 1/ (49 + 20v/6)” = /49 + 20v/6 = v/49 + /2400. Onde, A = 49
e B =2400. Como C = +/A? — B, seque que

C = VA2 — B = /492 — 2400 = /2401 — 2400 = V1 = 1.
Dat,
49 + 1 49 — 1 50 48
\/49—|—\/240:\/ ; +\/ 5 =\/5+\/?=\/%+\/ﬂ:5+\/ﬂ.

Agora, /5 +24. Sendo, A=5 e B =24, com C =+ A% — B, seque que

C=vVA2 - B=+52_—24=1+/25—24=+1=1.

V5+\/2_=\/5J2r1+\/5;1=\/§+\/§=\/§+\/§.
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Portanto, /3 + V2 = 1,73+ 1,41 = 3,14, aprozimadamente.

Alternativa, (c).

52. (ITA-2005) Sobre o nimero z = /7 — 4v/3 + /3 é correto afirmar que

53.

a) = €0,2[.

b) z é racional.

c) \/2x é irracional.
d) ? é irracional.

e) x €]2,3].

Solucao 52. Tem-se, primeiramente, \/7 —4y/3 = \/7 —/48. Onde, A=T e B =48.
Como C =/ A% — B, seque que

C=VA2 - B=vVT7—48=+/49 —48=+1=1.

Dar,

Vo= [T T B v s

Assim, /7 — 443 =2 — /3.
Portanto, x = VT—4V34+V3=2—-3+V/3=2
Alternativa, (b).

(CN-1984) \/3 +2v/2v/2 — \/3 —2v/2v/2 ¢é igual a:

a) 1. b) 2. c) 3. d) 4. e) 5.

Solugéio 53. Tem-se \/3+2v/2v2 — /3 = 2V/2v2 = /3 +2v2 — /3 — 2/2, pois
V=iV =3

. V3+2V2 \/_j:\/_ Como, 2 =12e3 =142, seque quem =1 en = 2.
Assim, V/3+2v2=2+V1=vV2+1.
Portanto, \/3+2\/_—\/3—2\/52\/5%—1—(\/5—1):\/54—1—\/§+1:2.

Alternativa, (b).
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54. (CN-1982) /10 + 6+/3 é igual a:
a) 14+ /7. b) 14 /6. ¢) 14+ /5. d) 14 /3. e) 142
Solucdo 54. Tem-se, v/ 10 + 6v/3.

Tomando, (m + n\/§)3 = (m® + 9mn?) + (3m?n + 3n°)V/3, tem-se m* + 9mn? = 10 e
3m?*n + 3n® = 6.

As duas iqualdades serco vdlidas sem =1 en = 1. De fato, m3+9mn? = 1>+9.1.1%2 =

149=10e3m*>n+3n?=3.121+3.1>=3+3=6.
Portanto,\3/ 10+ 63 =4 (1 + 1\/§)3 =3+ 1.

Alternativa, (d).

55. (CN-2011) O niimero real v/26 — 151/3 é igual a

a) 5— /3.
b) V7 —4/3.
c) 2 —+/3.
d) V13 = 3/3.
e) 2.
Solucdo 55. Tem-se, v/26 — 15v/3.

Tomando, (m + n\/§)3 = (m® 4+ 9mn?) + (3m?n + 3n°)V/3, tem-se m® + 9mn?® = 26 e
3m?*n + 3n® = —15.

As duas igualdades serao vdlidas se m = 2 e n = —1. De fato, m3 + 9mn? = 23 +

9.2.(—1)2 =8+ 18 = 26 € 3m>n + 3n3 = 3.22.(=1) + 3.(—=1)3 = =12 — 3 = —15.

Portanto, /26 — 15v/3 = ¢/ (2— 11/3)" = 2 — V3.

Alternativa, (c).
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Capitulo 5
Equacoes e Sistema de Equacoes

Na Matematica, resolver um problema, geralmente, consiste em resolve-lo a partir de
uma equacao ou conjunto de equacoes. Em suma, entender o conceito de equacao e sua
aplicabilidade em resolucdes de problemas, constitui num dos pilares do estudo da Algebra.
Para o entendimento inicial, segue uma situacao problema que reflete muito bem uma nogao

intuitiva, a ideia proposta por [5] mostra uma balanca de pratos iguais equilibrada.

E » »
Z,-j.

2 k 2kall 2k mi
J) L J

Figura 5.1: Balanca de pratos iguais

Quantos quilogramas tem o pedaco de melancia? Uma questao bem simples, 3 kg, pois
retirando-se de cada lado da balanca "pesos" de 2kg, resulta num equilibrio entre o pedaco
de melancia e os "pesos'que somam 3 kg. Problemas desse tipo podem ser solucionados pelo
equacionamento do mesmo, uma vez que resultaria numa equacao do tipo z + 2 = 5, onde
x é varidvel, cuja denominacao adotada, por se tratar de uma equagao, é incégnita(valor
desconhecido a ser calculado) e representa o "peso" do pedaco de melancia a ser determinado

no problema proposto.
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Definicao 5.0.1. Uma equacio é uma sentenca matemdtica que expressa igualdade entre

duas expressoes algébricas [J].

Definicao 5.0.2. Uma equacao em linguagem matemdtica é uma sentenca aberta expressa

por uma igualdade [12].

Definicao 5.0.3. Uma identidade é uma igualdade que se verifica para todos os valores das
varidveis. Uma equacao é uma igualdade que se verifica apenas para alguns valores das va-

ridveis [9].

Por exemplo, a expressao (x + 5)? = 2% + 10z + 25 é uma identidade, pois para todo
valor de x a igualdade é sempre verdadeira, enquanto que na expressao x +2 = 6 — x, esta ¢é

verdadeira apenas se r = 2.

Uma equagao pode ser classificada de diversas maneiras. De acordo com o critério adotado,
as classificacOes mais interessantes foram apresentadas por [I]. Segue entdo algumas dessas

classificacoes:

[. Por sua estrutura, nessa perspectiva uma equacao se encontra em dois subgrupos:
equagoes algébricas ou transcendentes. Uma equagao algébrica é aquela formada ape-
nas por expressoes algébricas enquanto que uma equacao transcendente apresenta pelo
menos uma expressao transcendente. Por exemplo, a equacdo 2% +6x —9 = 10z — 1 é

algébrica, mas a equacao 2* = 2z é transcendente.

II. Por seu conjunto solugao, o conjunto solucao de uma equacao é o conjunto que possui
como elementos os valores que solucionam a referida equacao. Logo, nesse aspecto uma
equacao pode ser classificada em compativel, incompativel e equivalente. Uma equagao
é compativel se seu conjunto solugao apresenta pelo menos um elemento (uma solugao),
uma equagao é incompativel se seu conjunto solugdo é vazio (nenhuma solu¢do) e uma

equacao é equivalente se apresenta o mesmo conjunto solucao que outra equacao. Por

5 . .
exemplo, 22 — 9 = 0 & compativel, PR +2r =4+ é incompativel e as equagoes
l‘ R

x —
3r =15 e 1bx — 8 = 12z + 7 sao equivalentes.

IT1I. Por sua quantidade de incégnitas, uma dada equacao pode apresentar de uma a
varias incognitas. Por exemplo, a equacao x + 2 = 5 apresenta uma incégnita, mas a
equacao 2r + 4 = 5 — y apresenta duas incognitas e a equagao x +y + 2z = 0 apresenta

trés incognitas.
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IV. Por seu grau, de acordo com grau da incognita, uma equacao pode ser do 1° grau, 2°
grau e assim, por diante. Por exemplo, x +2 =5 ¢ do 1° grau, 223 4+ 62 — 9 = 10z — 1

é do 2° grau e a equacdo z* — 322 — 4 = 0 é do 4° grau.

Um aspecto mais importante do que classificar uma equacao, esta em soluciona-la. Esse
é, na verdade, o verdadeiro motivo do estudo de qualquer equacao: a buscar para encontrar
sua solucao. Para resolver uma determinada equacao, embora haja certas particularidades
em determinados grupos de equagoes, ha alguns principios gerais que podem ser aplicados nos
mais diversos tipos de equac¢oes. Esses principios foram apresentados por [9] e apresenta-los,

tornaré esse estudo mais claro. Principios gerais para solugao de uma equacgao:

A) Principio da transposi¢do de termos, numa equagao pode-se transpor um termo
de um membro da equacao para outro, desde que o multiplique por —1. Considerando
que igualdade separa uma equacao em dois membros, isto é, os termos a esquerda da
igualdade(1° membro) e os termos a direita da igualdade(2° membro) ou vice-versa uma

vez que a igualdade goza da propriedade reflexiva, isto é, se a = b entao b = a.

Em suma, a +b=c< a=c—b.

B) Principio da multiplicagao muatua, uma equagio nio se altera quando se multiplicam

ambos 0s membros por um mesmo nimero diferente de zero.

Em suma, se k #0, a = b < ka = kb.

C) Principio do fator comum, se AB = AC, entdao A = 0 ou B = C. Esse principio
auxilia resolver equagoes onde ha um fator comum aos dois membros. Estas equacoes

se desdobram em outras duas.

Por exemplo, a equacao 3x—1 = 5 pode ser resolvida pelos dois primeiros principios, como

1 1
g.b’x = 6.§ = ¢ = 2. Entretanto,

esses dois principios nao sao suficientes para resolver a equacao 2x% + 7x + 5 = 13z + 5, isto

pode-se verificar: 3r —1=5=3r=54+1=3r =6 =

1
é, 2x2+7x+5:13x+5:2x2+7$—13x:5—5:>2x2—6m=O:>i.Z(xz—Sx):

0.5 = 22 — 3z = 0, porém fatorando e aplicando o terceiro principio, segue 22 — 3z = 0 =
z(r—3)=0=x=00uxz—3=0= 2 =3. Pode ser que os trés principios ndo sejam
suficientes para resolver um tipo especifico de equacao, porém tais principios sao suficientes

pelo menos para adequar esse certo tipo de equacao para a aplicacao do método especifico
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de resolucao. Metaforicamente, seria ter um revolver com trés balas que nao sao suficientes
para matar sua caca, entretanto elas sao suficientes para ferir o animal a ponto de que outra

arma, mais potente, o mate em um outro momento.

Para efeitos praticos, as equacoes serao detalhadas em equacionamentos do 1° e 2° graus e,
ainda, sistemas restritos a duas incognitas com duas equagoes, uma vez que sistemas contendo

mais incognitas e equacoes fogem a proposta do presente trabalho.

5.1 Equacao do 1° Grau

5.1.1 Nocao de equacao do 1° Grau

Uma equagao do 1° Grau, conhecida também por equacao linear é uma igualdade do tipo
A = B, onde A e B s@o expressoes algébricas tal que uma delas é de grau um e a outra de
grau menor ou igual a um, [I0]. Por exemplo, 3z +7 = y + 4 é uma equacdo do 1° Grau
com duas incognitas. A seguir serd apresentado o conceito de equagao do 1° Grau em uma
incognita.
Definicao 5.1.1. Chama-se equacao do 1° Grau ou Linear, em uma incognita, toda equagao
da forma ax +b =0, [IJ.

—4
Por exemplo, 3z +5 =20 ¢ * i

NI

x
3 sao equacoes do 1° Grau.

5.1.2 Solucao de uma equacao do 1° Grau

Para solucionar uma equagao na forma geral, primeiro aplica-se o principio da transposigao

de termos de uma equacao,

ar+b=0=azx=0—-b= ax = —b.

1
Depois, multiplica-se por —, pelo principio da multiplicacao mutua, com a # 0,
a

1 1 —b
ar— =—b—=1r=—.
@ a a

Sobre a solucao da equacgao geral pode-se fazer uma analise da mesma e considerar os

quatro casos abaixo, como proposto por [10]:
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i. a #0eb#0: aequagdo possui uma tnica solugao, no caso, r = 7 logo seu conjunto

—b
solugao é S = {—},
a

1. a # 0 e b=0: a equacao admite somente a solugao = = 0; logo seu conjunto solugao é
S = {0}

1. a =0 e b# 0: a equacao ndao admite solucdo nenhuma, pois nao existe um nimero que

multiplicado por zero nao resulte em zero; logo seu conjunto solucao é S = J;

w. a =0eb=0: a equacao admite infinitas solucoes, pois todo ntimero multiplicado por

zero resulta em zero; logo seu conjunto solucao é S =U =R .

Embora pareca estranho os dois tltimos casos, eles sao bastante plausiveis. Por exemplo,

nas equagoes 7z — 4xr — 1 = x + 2z 4+ 3 nao admite nenhuma solugao, pois:
Tx—4dr—1=24+22+3=3r—-1=32+3=3r=224+3+1=3rv=3r+4=3r-3r=4=
Oz = 4.
A equacao 8r — 4x + 2 = x + 3x + 2, admite infinitas solucdes, pois:
r—4drx+2=x+3r+2=4dr+2=4r+2=4dr=42+2-2=dr=42+0=

dr —4x =0 = 0x = 0.

3 —2
Exemplo 46. Resolva a equacao xj: 2 T
Comentario/Resolucao 46. Tem-se,
3 -2 3 —2
xi - ;»12.“’1 — 223w+ 3) = 4a-2) S B+ 9= dr -8 =

=29=4r—-3r—-8=9=2—-8=94+8=z= 17 ==z.

De fato, x = 17 € solugao, pois

a:+3_:)3—2:>17+3_17—2:>20_15:>5_5
4 3 4 3 4 3 -

Exemplo 47. Determine o valor de p para que a equa¢ao (5p — 1)z +p — 3 = 0 seja incom-

pativel, isto €, nao admita solucao nenhuma.
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Comentario/Resolucao 47. Para que a equagio seja incompativel seu conjunto solugdo

deve ser vazio, logo o coeficiente de x deve ser nulo. Logo,

Gp—lzx+p—-3=0=0GBp—1ax=0—(p—3)= (bp— 1)z =3 —p.

Assim, deve-se ter bp — 1 =10,

1 1 1
1 14 . 1 . .
Como, 3—p =3— 5 = E 7é 0, entao p = 5 € o0 valor que torna a equacao mcompatwel.

Exemplo 48. Resolva, em z, a equacdo a’x — ac = b*x + be.

Comentario/Resolucao 48. Tem-se,

a’r — b’x — ac = be = (a® — b*)r — ac = bc =

1 1
(CLQ_bQ)gj:bC+&C:>m.(M>;U:C(CL+b).m:>
b
x:C( +a):>x: c(bAaj g S
a? — b2 (a+4b)(a — b) a—1b
De fato, x = ¢ é solucao, pois
a—>
a’r—ac = b*r+be = d>. —ac = b2, ¢ +be = a’. ¢ —ac.a_b:b2. ¢ +bc.a_b
a— a—>b a—2b a—>b a—b a—>b
a*c—a®+abc _ b’c+ abe — b*c abc abc abc abc

= abc = abc.

a—1>b a—b 7 a0 a—béwzw

Exemplo 49. Se os nimeros positivos a,b e ¢ satisfazem abc = 1, resolva a equacdo em x:

2ax n 2bx n 2cx _1
ab+a+1 be+b+1 cate+1

Comentario/Resolucao 49. Basta multiplicar a primeira e a terceira parcelas, respectiva-
bc b

mente, por — e —.

bc b
@ 2ax . 2bx . é 2cx RN
be) ab+a+1 be+b+1 b)cate+1
2abcx n 2bx n 2bcx B
abeb+abc+bc  be+b+1  bea+be+b

Y
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Como abc = 1, seque

2 . 2bx n 2bcx | =9 1 n b n be
b+ 1+ be bc+b+1 14+bc+b be+b+1 be+b+1 bc+b+1

Finalmente,
2z (

1
—>:1:>2x:1:>x:§.

5.1.3 Problemas equacionados por equacao do 1° Grau

Embora seja comum, uma determinada questao trazer uma equacao para que se obtenha
sua solucao, ¢ também comum, algumas questoes trazerem um problema que deverd ser
equacionado, isto é, com os dados retirados no texto do problema, primeiro monta-se a equacao

para s6 depois resolvé-la.

Por exemplo, o problema 1: ache sete niimeros inteiros consecutivos tais que a soma dos
primeiros quatro seja igual a soma dos tltimos trés. Outro exemplo, o problema 2: um prémio
de 12000 reais foi oferecido aos 3 primeiros colocados num concurso de contos. O segundo
colocado recebeu 1000 reais a mais que o terceiro e Pedro, primeiro colocado, recebeu o dobro

do prémio do segundo. O prémio de Pedro, em reais foi de?

O problema 1 pertence ao grupo de problemas que envolvem operacoes aritméticas entre
nimeros. Ja o problema 2 esta no grupo de problemas contextualizados que envolvem as ope-
racoes aritméticas relacionadas as mais diversas situacoes, sejam elas cotidianas, financeiras,

quantitativas, etc.

Nao existem uma formula mégica para que se equacione um problema. Entretanto, para
problemas do primeiro grupo, expressoes como o triplo de um ntmero, a diferenca entre a
terca parte de um niimero com o sua quarta parte e o dobro do sucessor de um niimero inteiro,
podem ser expressas, respectivamente, por 3z, — — — e 2(z + 1), isto é, obtidos a partir da

3 2
interpretacao da linguagem algébrica relacionado a incognita. Enquanto que problemas do

segundo grupo, a incégnita resulta da indubitavel interpretacao do problema onde a incégnita

pode representar numeros, quantidades, valores, idades, etc.

Exemplo 50. Ache sete nimeros inteiros consecutivos tais que a soma dos primeiros quatro

seja tgual a soma dos iltimos trés.
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Comentario/Resolucao 50. Sendo sete nimeros inteiros consecutivos e partindo do ponto
que nao se sabe o valor de nenhum, basta atribuir que x € o primeiro. Assim, 0s setes niumeros
serao dados por x, v +1, x4+ 2, x+3, x +4, v + 5, x + 6. E ainda, igualdade proposta no
problema estabelece que v+ +1+x+2+x+3=x+4+x+5+ 2+ 6. Portanto,

dr+6=3rz+1b=>4r—-32+6=15=>2r+6=15=2=15—-6=2=09.
Entao, os numeros procurados sao, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15.

Exemplo 51. Um prémio de 12000 reais foi oferecido aos 3 primeiros colocados num concurso
de contos. O sequndo colocado recebeu 1000 reais a mais que o terceiro e Pedro, primeiro

colocado, recebeu o dobro do prémio do sequndo. O prémio de Pedro, em reais foi de?

Comentario/Resolucao 51. Nesse problema, toma-se como incdgnita o prémio de Pedro,

assim ele como primeiro colocado ganhou x; o sequndo recebeu a metade desse valor(se A
x

ganha o dobro de B € vdlido dizer que B ganhou a metade de A), ou seja, um valor de 5 €0

x
terceiro ganhou 1000 reais a menos que o sequndo, isto €, um valor de 5~ 1000.
A igualdade proposta no problema estabelece que a soma dos trés prémios resultam na
r
premiacao total. Assim, T + 5 + 5~ 1000 = 12000. Portanto,

1 1
2z — 1000 = 1200 = 2z = 12000 + 1000 = 2z = 13000 = Q.Zx = 13005 = x = 6500.

Entao, o prémio do primeiro colocado, Pedro, foi de 6500 reais. Por questao de curiosi-

dade, o secundo e terceiro colocados, ganharam, respectivamente, 3250 e 2250 reais.

Exemplo 52. Trés nimeros naturais e mauiltiplos consecutivos de 5 sao tais que o triplo do

menor € igual ao dobro do maior. Dentre esses numeros, determine o maior deles.

Comentario/Resolucao 52. Considerando um nidmero natural miltiplo de 5 de valor des-
conhecido, sua representacao € dada por bx, 0s outros por serem consecutivos, sao represen-
tados por bx +5 e (bx +5) + 5 = bz + 10. A igualdade proposta no problema estabelece que
3.5x = 2(5x + 10). Assim,

1 1
15$:105B—|—20:>15[E—1O£E:2O:>5£E:2O:>5.5ZE:20.5:>$=4.

Portanto, os nimeros sao bx =54 =20, 5x+5=544+5=25edx+10=5.4+10 = 30.

Dentre os niumeros, 20, 25 e 30, o maior deles €, logicamente, o 30.
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Exemplo 53. Um pai, tem hoje, 50 anos e os seus trés filhos tem 5, 7 e 10 anos, respec-
tivamente. Daqui a quantos anos a soma das idades dos trés filhos serd igual & idade do

pai?

Comentario/Resolucao 53. Como todo problema de equacionamento contertualizado, a
dificuldade estd em atribuir a incignita na situacao pedida. No caso, desse problema x re-
presenta "anos decorridos”. Assim a idade do pai apds x anos decorridos serd dada por
50 + = e de cada filho por 5+ x, 7+ x e 10 4+ z, respectivamente. Da igualdade proposta
pede-se a soma das tdades dos trés filhos igual a idade do pai, decorrido esse tempo x, isto €,

S5+x+74+x+10+2 =50+ 2. Dai,

28
2243 =504+ = 3x=2+50-22=3rx=2+28=3x—2=28= 20 =28 =z = 5 = 14.

Portanto, levard 14 anos para que ocorra a igualdade entre as idades propostas no pro-
blema. De fato, apds esse tempo o pai terd 64 anos e os filhos 19, 21 e 24 anos, cujo soma €

19 + 21 + 24 = 64.

5.1.4 Sistemas de duas equacgoes do 1° Grau

Um sistema de duas equacoes e duas incognitas, como o proprio nome diz é composto por
duas equagoes do 1° Grau contendo duas incognitas, cujo solugao, quando possivel, baseia-se
na resolucao em conjunto dessas duas equacoes. Sendo x e y duas incégnitas, um sistema de

duas equagoes possui a forma geral:

ar +by =c

dr+ey=f
Para resolver um sistema desse tipo, seguem os métodos abordados por [10]:

A) Método da Comparagao

Consiste em isolar a mesma incognita em ambas equacoes e pela propriedade transitiva
da igualdade, isto ¢, se a = b e a = ¢, entao b = c. Dai, obtém-se uma equagao com

incognita tnica, cujo resolucao é de uma simples equagao do 1° Grau.
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Dado o sistema na forma geral, isolando x em ambas as equagoes:

1 1 c—by
axr +by =c ar =c— by —ax = (¢ —by)— T =
= = »91( al = fa
—e
dorey=y  |de=f-ey  |gte=(-e;  |e=12"

Aplicando a transitividade da igualdade e resolvendo a equacao,

c—by [f—ey c—by [f—ey

= ad

ad = cd — bdy = af — aey =

a d a d
cd+ aey — bdy = af = (ae — bd)y + cd = af = (ae — bd)y = af — cd =
1 1 af —cd
—bd)y = af —cd = ———— — (af — cd)————— =y = .
(ae = bd)y = af —ed = po—slae—tdy = (of —ed)po o == oy

af —cd
Portanto, y = / h De modo anélogo, isto é, isolando y em cada uma das equacoes
ae —
. e . , ce—bf
seguido pela transitividade da igualdade, obtém-se x = b
ae —

Método da Substituicao

Consiste em isolar uma das incégnitas em uma das equacoes e em seguida substituir o
valor encontrado, obtido obviamente em funcao da outra incégnita, na outra equacao.
Assim, resulta numa equacao do 1° Grau com incdgnita tnica. Depois, basta substituir
o valor encontrado na equagao resultante que se obtém a primeira incognita a ter sido

isolada.

Dado o sistema na forma geral, isolando-se y na primeira equacao, tem-se:

1 1 —
a$+by=C=>by=C—a:c:>Bﬁy:(c—a:c)gzm/:C bax_

Substituindo esse valor encontrado na segunda equacao,

CcC — ax € —a € — aexr

—ex:f;»b(dx+c :

dr+ey=f =dr+e :f:>dx+c 2 )sz:>

e

bda:—i—lfce_#:bf:>(bd—ae):v+ce:bf:>(bd—ae)w:bf—ce:>

1 B 1 _bf —ce
Td—ag e = (Of =) 5 = T = e

agora, substituindo o valor de x na expressao de y:

_c—ax$ _c a bf — ce N _c bd — ae _a bf — ce N
YT =0 v \bd—ac) 7Y T o \bd—ae) " b \bd—ac

)= (bcd—ace) B (abf—ace) - bed — ace — (abf — ace) N

b2d — abe b2d — abe b2d — abe
_ bed —ace — abf + ace _ bed —abf _ B(ed — af) _cd—af
y= b2d — abe YT d—abe VT Bod—ae) VT bd—ac’
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C) Método da Eliminagao

Consiste em multiplicar as equacoes por constantes reais de modo que uma das in-
coOgnitas apresente termos simétricos nas equagoes resultantes, consequentemente, essa
incognita serd eliminada quando se somar algebricamente os membros correspondentes

dessas equacoes.

Dado o sistema na forma geral, para eliminar a incognita y, deve-se multiplicar todos

os membros da primeira equacao por e e todos os membros da segunda equagao por —b:

ar + by =c eaxr = (c — by)e aex + bey = ce
= =

dr +ey=f (=b)dz = (f — ey)(—Db) —bdx — bey = —bf
Somando membro a membro as duas equacoes resultantes, tem-se:

aex+bey+(—bdx—bey) =ce+(—bf) = aex+bey—bdr—bey=ce—bf = (ae—db)x =ce—bf =
1 ce —bf

1
M.Mx = (ce — bf)m Sr=_——

cd —af
bd — ae’

De modo analogo, obtém-se o valor de y =

Observe que os trés métodos chegam a mesma solugao, entretanto, verifica-se claramente

a solucao desse sistema quando substitui-se os valores de = e y no sistema geral. Sendo assim,
bf — ce cd —af
ey —
bd —ae 7

com xr =

 bd—ae’

Na primeira equacao,

c=ar + by,
bf — ce cd—af abf —ace bed—abf
abd—ae+bbd—a6_ bd — ae + bd — ae ’
abf —ace + bed —abf  bed — ace

bd — ae ~ bd—ae’

E na segunda equagao,

f=dx+ ey,

_dbf—ce cd—af_bdf—cde+cde—aef
~%d—ae  “bd—ae  bd—ae bd — ae ’
_ bdf —cde+cde —aef  bdf —aef

bd — ae bd — ae ’
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Exemplo 54. Resolva o sistema abaizo:
3z + 2y =20
x4+ 5y =37

Comentario/Resolucao 54. Pelo método da comparagdo, isola-se x em cada equagao,

20 — 2y
3z + 2y = 20 xr =
= 3
x4+ by =37 xr=37—"5y
Assim,
20 —2 20 —2
3 J_ 37—5y = 3. 3 Y _ (37—5y).3 = 20—2y = 111 - 15y = 15y—2y+20 = 111 =

91
= By =111-0=y="17=y="T

De modo andlogo, obtém-se r = 2.

Pelo método da substituicao, isola-se y na primeira equacio e a erpressio encontrada

¢ substituida na sequnda equacgao, isto €,

20 —3
Br+2y=20=2 =203z >y = — L
Assim,
20 — 3 15 ~13 ~13
z+5. $:37:>x+50—7$:37:>T$+50:37:> T 13 =2

E substituindo o valor encontrado de x, na erpressao de vy, tem-se

_20-3: 20-32 20-6_14
) Y=o T 2

Y

Pelo método da eliminacao, multiplica-se a primeira equacao por 5 e a sequnda equagao

por —2, para que o termo em y fique simétrico,

3z + 2y = 20 5(3z + 2y) = 20.5 152 + 10y = 100
= =

x + by =37 (—2)(x + by) = 37.(-2) —2x — 10y = =74
Somando as equacgoes resultantes, os termos simétricos se anulam, entao,
26
151:—2:1;:100—74:>13x:26:>:l;:1—3:>x:2.
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De modo andlogo, obtém-se y =17.

Para resolver um sistema, qualquer um dos métodos é valido. As vezes, alguns métodos
se tornam mais praticos que outro devido aos tipos de coeficientes do sistema. Por exemplo,
0s sistemas:

2z + 5y = 16 2v+y =11 y—2x =30
T =3y 20—y =1 y = 4x

Os sistemas, apresentarao mais praticidade em suas resolucoes se forem resolvidos, res-
pectivamente, pelos métodos da substituicdo(a incognitas = ja esta isolada), eliminagio(os
coeficientes da incognita y ja sdo simétricos) e comparacao(a incognita y ja esta isolada na

segunda equagao e praticamente isolada na primeira equagao).

Exemplo 55. Dois amigos foram juntos ao supermercado para comprar vinhos. Um deles
comprou 3 garrafas do vinho A e 2 do vinho B, pagando o total de 79 reais. O outro comprou
5 garrafas do vinho A e 1 do vinho B, pagando o total de 92 reais. Pode-se concluir que 1

garrafa do vinho A e 1 garrafa do vinho B, custam?

Comentario/Resolucao 55. O problema pede o valor unitdrio de cada tipo do vinho A e
B. Designa-se, entao, as incognitas x como sendo o "preco unitdrio do vinho A'"e y o "prego
unitdrio do vinho B". Das igualdades estabelecidas, baseadas no valor pago pelos amigos,
surge as equacoes: 3r + 2y = 79, referente ao pre¢o pago por um dos amigos e bxr +1y =92 o

preco pago pelo outro amigo. Dai, surge o sistema,

3r+2y =179

or +y = 92

Pelo método, da comparacao, tem-se

79— 3
31+ 2y =79 y=-—"
N 2
Sr+y =92 y=92—bx
Portanto,
79-3 79— 3
Tx — 9251 = Q.Tx — (92-52)2 = 79— 3z = 184— 10z = 102 —32+79 = 184 =

1
7x:184—79:>x:$:>x:15.
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Por substituicao na sequnda equacgao, tem-sey = 92—5dx comy = 92—5.15 = 92—-75 = 17.

Os pregos das unidades dos vinhos A e B sdo, respectivamente, iguais a 15 e 17 reais.

Exemplo 56. Numa fazenda hd ovelhas e avestruzes, totalizando 90 cabegcas e 260 patas.

Determine o numero de avestruzes e o de ovelhas dessa fazenda.

Comentario/Resolucao 56. O problema pede o nimero de ovelhas e avestruzes da fazenda.
Designa-se, entao, as incignitas x como sendo o "nimero de ovelhas"e y o "niumero de
avestruzes". Das igualdades estabelecidas, baseadas no niumero total de animais, surge a
equacao v +vy = 90 e, ainda, no niumero total de patas(quatro patas para uma ovelha e apenas

duas patas para um avestruz), surge a outra equagao 4x + 2y = 260. Dai, surge o sistema,

r+y =90

4o + 2y = 260

Pelo método da substituicao, tem-se x +y = 90 = = = 90 — y. Substituindo na sequnda

EQUACao,
4dx + 2y = 260 = 4.(90 — y) + 2y = 260 = 360 — 4y + 2y = 260 = 360 — 2y = 260 =
—100
—2y:260—360:>—2y:—100:>y:—2:>y:50.

Por substituicao na primeira equagao, tem-se r = 90 — y, logo x = 90 — 50 = 40. Na

fazenda hd 40 ovelhas e 50 avestruzes.

Exemplo 57. Um professor instituiv uma gincana de conhecimento. A cada questio que o
aluno acertava, ganhava 10 pontos, e a cada questao errada, perdia 5 pontos. Um aluno que

respondeu a 20 questoes e totalizou 65 pontos acertou quantas questoes?

Comentario/Resolugdo 57. O problema pede o nimero de acertos e erros da gincana.
Designa-se, entdo, as incognitas x como sendo a "quantidade de acertos”"e y a "quantidade de
erros”. Das igualdades estabelecidas, baseadas no nimero total de questoes, surge a equagao
x+y = 20 e, ainda, na pontuacao obtida pelo aluno, surge a outra equacao 10z — 5y = 65.
Dai, surge o sistema,

r+y =20

10x — by = 65
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Pelo método da eliminacao, multiplica-se a primeira equacao por 5, de onde surge,

5(x +y) =20.5 5z + by = 100
=

10z — 5y = 65 10z — 5y = 65
Somando as duas equacoes resultantes, os termos simétricos sao eliminados, e

165
5x+15x:100+65:>15$:165:>3c:1—5:>x:11.

Por substituicao na primeira equacao, tem-se v +y = 20 tal que 11 +y = 20, com y = 9.

O aluno acertou 11 questoes e errou 9 questoes.

5.2 Equacao do 2° Grau

5.2.1 Nocao de equacao do 2° Grau

Uma equacao do 2° Grau, conhecida também por equacao quadratica é uma igualdade do
tipo A = B, onde A e B sao expressoes algébricas tal que uma delas é de grau dois e a outra
de grau menor ou igual a dois. Por exemplo, 522+ 7z = 322 — 4 e 2% + 25 = 10x sao equagoes

do 2° Grau de uma incognita.

Definicao 5.2.1. Chama-se equacdo do 2° Grau ou Quadrdtica, em uma incognita, toda

equacdo da forma geral ax® + bx +c =0, com a,b,c € R e a # 0, [1.

Afirmar que a forma geral de uma equacao ¢ dada por ax? + bx + ¢ = 0 significa que as
equacoes do tipo 2° Grau sao todas redutiveis a essa expressao por simples translacao dos
termos para um dos membros da referida equacdo. Por exemplo, 522 + 72 = 322 — 4 =

502 +7x — 322 +4=0= 222 + Tx + 4 = 0. Enquanto, 22 + 25 = 10z = 2? — 102 + 25 = 0.

5.2.2 Solucao de uma equacao do 2° Grau

A resolugdo de uma equacao do 2° Grau consiste em determinar os elementos do conjunto
solucao que tornam a igualdade verdadeira, no coso esse tipo de equacao pode admitir até
duas solugées. Como a # 0 entao toda equagao do 2° Grau nao pode ser reduzida a uma

equacao do 1° Grau.
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Primeiramente, antes da resolucao na forma geral, existe duas formas incompletas que

apresentam solucao mais simples. Tem-se:

A)

Quando b =0 e ¢ # 0 - Equacao da forma az? + ¢ = 0;

Nessa forma incompleta, a resolucao se da a partir do momento que isola-se a incognita,
basicamente pelos principios da transposicao de termos e da multiplicagao mitua, ou

seja,

1 1 — — —
ax2+c:():>am2:—c:>—@’xQZ—c—:>x2:—cz>\/x2:\/—cz>m:i\/—c.
a a a a a
) . [—c [|—c
Resultando no conjunto solucao, S = {— — —}
a a

Quando b # 0 e ¢ = 0 - Equacao da forma az® + bx = 0;

Nessa forma incompleta, a resolucao se da a partir da fatoracao por evidenciacao da

incognita seguido da aplicacao do principio do fator comum, ou seja,

z=10
az® +brx=0= r.(ax +b) =0 =
ar+b=0
1 1 -b . )
Resultando em, z = 0e ar +b0 =0 = ar = —b é;{ﬁ(w:—b.— = r = —,isto &, 0
a a

—b
conjunto solucao é S = {O, —}
a

Para resolver a equagao geral, faz-se uso, novamente, dos principios gerais e fatoragao

algébrica. Esse conjunto de procedimentos, resulta numa féormula de resolucao dada pela

seguinte proposicao

Proposicao 15. Uma equacdo do 2° Grau, de forma geral, ax® +bx +c = 0 é resolvida pela

formula x =

—b+Vb? — 4dac

2a

Demonstragao

Assim, multiplica-se toda a equacao por 4a, visando transformar o trindémio em um trino-

mio quadrado perfeito, segue que

az® 4+ bx + ¢ = 0 = 4a(ax® + br + ¢) = 0 = 4a’z” + 4abx + 4ac = 0.
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Somando b? em cada lado da equacdo e transladando 4ac:

4a’z? + dabx + 4ac = 0 = 4a’2? + dabx + b* = b — 4ac.

Finalmente, fatorando o trindbmio quadrado resultante,

(2az 4 b)* = b* — 4ac = \/(2ax + )2 = Vb2 — dac = 2azx +b = =V — 4ac =

1 1
= 2ax = —b+ Vb? — dac = —2ax = (—b £ Vb? —4ac)2— =
a

24
—b+Vb? — dac
xr = :
2a
|
N ) . N —b+Vb? —4dac —b—b* — 4dac
Da solucao, obtém-se o conjunto solucao S = , .
2a 2a
Exemplo 58. Resolva a equacao x> — 25 = 0.
Comentario/Resolucao 58. A equacdo € incompleta, tal que b =0, logo
2?2 —25=0= 122 =25= Va2 = £v25 =z = £5.
Portanto, x1 = =5 e x5 = 5, logo S = {—5,5}.
De fato, 1,> —25=0= (=5)?—-25=25-25=0=0=0 e 29> — 25 =0 = 5% — 25 =
25—-25=0=0=0.
Exemplo 59. Resolva a equagdo x* + Tx = 0.
Comentario/Resolucao 59. A equacao é incompleta, tal que ¢ = 0, logo
P+ T7r=0=2(xr+7)=0.
Dai, tem-se que v = 0 ex+7 =0 = x = —7. Portanto, xr1 = 0 e x9 = —7, logo

S =1{0,-7}.

De fato, 12+ T2 =0=0>+70=0=0=0 e 2?2 + Ty = 0= (=7)2 +7.(-7) =0 =
49-49=0=0=0.
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Exemplo 60. Resolva a equacio x> — 3z —4 = 0.

Comentario/Resolucao 60. Tem-se, nessa equagao, que a =1, b= —3 e c = —4.
—b+ Vb — —(— —3)2 —4.1.(—
. Vb 4ac:>x: (=3) £ /(—3)2 — 4.1.( 4):>m:3%_—\/9—|—16:>
2a 2.1 2
3+ V25 3+5 3+5 3—5
SrT=— SIS SO = :4,332:—2 = —1

Portanto, S = {—1,4}.

De fato, 11* =311 —4=0= (—-1)?=3.(-1)—4=143-40=0=0 e 2> — 31y —4 =
0=4>-34—-4=16-12—-4=0=0=0.

Exemplo 61. Resolva a equacio 42> — 122 +7 = 0.

Comentario/Resolucao 61. Tem-se, nessa equacio, que a =4, b= —12 ec=717.
—bE+ Vb —4 —(— —12)2 — 4.4. —
. V ac o _ (—12) £ /(—12) 447j$:12i\/144 112;s
2a 2.4 8
12 ++/32 12 +4v/2 3+4/2 3+42 32
#I:Tﬁl‘:Tix: 5 = T = 9 , Ly = 5 .

Outra op¢ao de resolucao dessa equacgao, seria completar valores para formar um quadrado
perfeito, idéntico ao mostrado na demonstracao da formula. Para que a equagdo fosse um

T.Q).P. basta somar 2 em ambos os membros da equacdio,

4 — 120 +7=0=42> - 1224+ 74+2=0+2=42" - 122+9=2= (22 - 3)* =2 =

3+42

=@2r-32=4V2=>2-3=4V2=>2=3+V2=> 1= 2\[.
34v2 3-12
Portant@S:{ +2\/_, 2\/_}

De fato, 42* — 122 +7 = 0, entdo

4<3i\/§) — 12 <3i\/§> —|—7:O:>4<—9+2i6\/§) —12 <3i\/§> +7=0=

2 2 4 2
11+6v2-6.3v2)+7=0=1146V/2—-18F6/2+7=0= £6V/2F6/2=0=0=0.

No que concerne as solucoes ou raizes de uma equacgao do 2° Grau, é possivel analisar o tipo
dessas raizes sem efetuar o seu célculo. Tal analise é feita a partir do discriminante da equacao
do segundo grau. Chama-se discriminante da equagao do 2° Grau o valor A = b?—4ac. Entdo,

tem-se os seguintes casos:
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i. A > 0: Se o discriminante é positivo, entdo a equacdo do 2° Grau, ax?® + bx + ¢ = 0,

possui duas raizes reais e distintas;

. A = 0: Se o discriminante é nulo, entdo a equacio do 2° Grau, ax? + bz + ¢ = 0, possui

duas raizes reais e idénticas;

ii. A < 0: Se o discriminante é negativo, entdo a equaciao do 2° Grau, ax? + bx + ¢ = 0,

nao possui raizes reais, mas duas raizes complexas;

Exemplo 62. Na equacio 2% + kx +4 = 0. Determine o valor de k para que a equacio dada

tenha duas raizes reais idénticas.

Comentario/Resolugio 62. Para que isso ocorra, deve-se ter A = 0. Assim,

A=0=0—dac=0=k?-414=0=k>-16=0= k2 =16 = Vk2 = £V16 = k = +4.

Portanto, k = +4.

Ainda sobre as solugoes ou raizes da equagao do 2° Grau h&d uma importante relagao entre

as mesmas. Essas relagoes sao estabelecidas por soma ou produto entre as raizes.

Proposicao 16. A soma das raizes da equacio ax® + bx +c =0 é dada por v + 19 = —.
a

Demonstracgao
—b+ Vb —4
Da formula de resolucdo, tem-se x = 5 ac. Tem-se:
a
—b—Vb* —4ac  —b+ Vb? — dac
Ty + To = + )
2a 2a
_ —b— Vb —4ac—b+ Vb —4ac
N 2a ’
% b
%0 a

. —~ ’ ~ ’ C
Proposicao 17. O produto das raizes da equacdo ax® + bx +c =0 é dado por v119 = —.
a
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Demonstracao

—b+Vb? —4dac

Da formula de resolucdo, tem-se x = o . Tem-se:
bV dac\ [ b+ VI dac
L2 = ( 2a ) ( 2a ) ’
(-0~ (VP w)’
B 4a? ’
b — (b — dac)
N 4a? ’
b=+ 4ac
N 4a? ’
_hac _ ac  c
A2 A

Exemplo 63. Dada a equacdo 22> —4x+3 = 0. Se x1 e 2o as raizes dessa equacdo, determine

2 2
o valor de Tt xQ.
T122
. - c 3 b —(-4) .
Comentario/Resolucao 63. Como r129 = — = 3 EXL+ 29 =—= 7 = 2. Entao,
a a
T+ T2 :2:22:> 1+ X2 :é
T1T9 § 3 T1T9 3
2
Assim, elevando ao quadrado a igualdade resultante,
2 2 2 2 2 2
4 2 16 2 16
1+ T2 I N T1 + x5 + 27179 _ 16 ]+ x5 + 2212 _ 0, —
1T 3 (I1£L'2>2 9 T1T9 9
:>x%+x§+2xm:§é:>x%+x§+2:8jxf—i—x% :§_2:§_§:>
T1X2 Ty 9 2 T1Xo T1To 3 3 3

5.2.3 Problemas equacionados por equacao do 2° Grau

Problemas equacionados por equacoes do 2° Grau sao um pouco menos comum que 0s
problemas relacionados a equacgoes do 1° Grau. Entretanto, o grupo de problemas envolvendo

as operacoes aritméticas entre ntimeros ocorre, geralmente, envolta da soma algébrica do
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inverso, do quadrado da soma ou diferenca e de alguns produtos, como por exemplo, os

1
representados por — +x, (z = k)? e x.(x = k), onde z é a incognita e k um nimero qualquer.
T

No caso do grupo de problemas contextualizados, geralmente ocorre um produto ou quo-

(x £ k)
(x £1)

Exemplo 64. A soma de um nimero racional nao inteiro com o dobro do seu inverso mul-

ciente do tipo z.(z £ k) ou = x, onde x é incognita e, k e [ nimeros quaisquer.

tiplicativo € 33/4. Esse numero estd compreendido em qual intervalo inteiro?

~ . . . 1
Comentario/Resolucido 64. Tomando a incdgnita x e o dobro do seu inverso por 2—. Da
x

wqualdade proposta no problema, tem-se

2 33 2 33 2
T+ - ="==Adzx (:c—i——) :—4x:>4x2—|—4z;:33x:>4m2—333:—1—8:0.
X

4 x 4
Resolvendo a equacao resultante, com a =4, b= —33 e c = 8.
—b+ Vb — —(— —33)2 —4.4. —

. Vb dac (—33) £ 1/(—33) 448:”::3?&:\/1089 28
2a 2.4 8
x_33:i:\/961:>x_33:|:31 . _33—31_2_136 _33—1—31_%_8

R T8 S T - T

1 4 . 4 . 4
Portanto, numero procurado é T pois € a solucao racional nao inteira. No caso, o inter-

1
valo inteiro € 0 < 1 < 1.

Exemplo 65. Se x ¢ um niumero real positivo tal que ao adicionarmos 1 ao seu inverso

obtemos como resultado o nimero x, qual € o valor de x?

- . . . 1
Comentario/Resolucao 65. No problema, basta tomar a incdgnita x e o seu inverso —.
x

Da igualdade proposta no problema, tem-se

1 1
r=—+1=z= +x:>x2:x+1:>x2—|—x—1:0.
x x
Resolvendo a equagao resultante, coma=1,b=1¢ec= —1.
—b+ Vb2 —4 —1++/12—-4.1.(-1 — vV
2a 2.1 2
~1++5 ~1-+5 -1++5
L Tt R et e

Portanto, nimero procurado € , pois € a solucao positiva do problema.

—1++5
2
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Exemplo 66. Sejam x um nimero real tal que a soma do seu quadrado com o seu triplo
¢ menor do que o proprio numero mais trés. Determine os valores de x que satisfazem a

condicao anterior.

Comentario/Resolucao 66. Como a incdgnita € x, tem-se que o quadrado e o triplo sao
dados, respectivamente, por x* e 3x. Embora o problema insinue uma desigualdade, toma-se

uma igualdade. Assim,

P 4+3r=0+4+3=2>+3r—r—-3=2>+2x—3=0.

Resolvendo a equacao resultante, coma=1,b=2 e c= —3.
—b+ Vb? — dac —24 /22 —-4.1.(-3) -2+ 4412
2a 2.1 2
N _—2j:\/16:> _—2i4:> —2-4 -6 5 _—2+4_2_1
T T S R R T

Da solucao positiva, qualquer valor menor que 1 torna o primeiro membro menor que o
sequndo em x? + 3z = x + 3, por exemplo (0,9)> +3.0,9 < 0,9+3 = 0,81+2,7< 3,9 =
3,51 < 3,9.

Da solugao negativa, qualquer valor maior que —3 torna o primeiro membro menor que o
sequndo na ¥? + 3x = x + 3, por exemplo (—2,9)* +3.(=2,9) < —2,9+3 = 8,41 — 8,7 <
0,1=-0,29 <0,1.

Entao, os valores de x que satisfazem a condigao, —3 < x < 1.

Exemplo 67. Na divisao dos lucros com seus 20 acionistas, uma empresa distribuiu 600 reais
entre os preferenciais e 600 reais entre os ordindrios. Sabe-se que cada acionista preferencial
recebeu 80 reais a menos do que cada acionista ordindrio. Determine quantos actonistas

preferenciais esta empresa possus.

Comentario/Resolucao 67. A empresa possui 20 acionista, dos quais x sao preferenciais,
consequentemente, 20 — x sao ordindrios. Se a empresa pagou 600 reais a todos os acionistas

. . . . 600 o
preferenciais, entao cada acionista dessa cateqoria recebeu —. Enquanto que cada acionista
x
600
20—z

A igualdade proposta no problema, garante que cada actonista preferencial recebeu 80 reais

ordindrio recebeu

a menos que um acionista ordindrio, ou seja, um acionista preferencial precisa de 80 reais a
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mais para se equiparar a um acionista ordindrio. Daf,

600 600 600 600 600z
7+80— 50 — 2 :>x(7+80) = 20_$I:>600+80x— 50 — 2 =
= (20 — 2)(600 + 80z) = Q%O—./Oixygﬁf/xfé 12000 + 16002 — 600z — 80x% = 600z =

= —80x%41600x — 6002 — 6002+ 12000 = 0 = —8022+4002+12000 = 0 = 22 —5x—150 = 0.

Resolvendo a equagao resultante, com a =1, b= —5 e ¢ = —150.
—b+ Vb — —(— —5)2 —4.1.(—
. Vb 4ac:>x: (=5) £ /(—5)2 — 4.1.( 150):>x:5i\/25+600:>
2a 2.1 2
:>5i\/625$ 5i25: 5—25 =20 10 5425 30 15
_— r = ———— rTH=—==— = — To = = — = .
2 2 ! 2 2 ' 2 2

Como x é um valor positivo por se tratar de quantidades de acionistas. Entao, sao 15

acionistas preferenciais. Logicamente, 0os b restantes sao acionistas ordindrios.

Exemplo 68. Uma transportadora entrega, com caminhoes, 60 toneladas de ac¢icar por dia.
Devido a problemas operacionais, em um certo dia cada caminhdo foi carreqgado com 500 kg

a menos que o usual, tendo sido necessdrio, naquele dia, alugar mais 4 caminhoes.
a) Quantos caminhoes foram necessdrios naquele dia?
b) Quantos quilos transportou cada caminhao naquele dia?

Comentario/Resolucao 68. Tomando o nimero de caminhdes por x. Entao por dia cada

60
caminhao transporta — toneladas. No dia atipico, a quantidade que cada caminhao leva foi

4 1 . . 60 1
reduzida em 500kg (5 tonelada), wsto €, cada caminhao levou <— — 5) toneladas nesse
x
dia. Para compensar a cota didria de transportar 60 toneladas, aumentou-se em 4 o numero

de caminhoes, no caso x + 4.

A igualdade se dd pelo fato de que a carga didria de 60 toneladas € obtida pelo produto
entre o nimero de caminhoes e a quantidade de carga que cada caminhdo leva. Assim, no dia

atipico, tem-se

60 1 60 1
(——§> (x +4) =60= 2z (——§> (x +4) =60.20 = (120 — z)(z + 4) = 120z =
T T

= 1202 + 480 — 2% — 42 = 120z = 2> + 42 — 480 = 0.

Resolvendo a equacao resultante, com a =1, b=4 e ¢ = —480.
—b+ Vb —dac —4 + /4% — 4.1.(—480) —4 4+ /16 + 1920
T = % =T = 51 =T = 7 =
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—4 4+ /1936 —4 444 —4444 40 —4—44 48
A Y = - = 20,1, = - -

5 TS Ty TR 5 5 5

Portanto, o valor de x = 20. Sdo 20 caminhoes transportando 3 toneladas cada. No dia

atipico, foram 24 caminhoes levando 2,5 toneladas cada.

5.2.4 Sistemas de duas equacoes do 2° Grau

Um sistema de duas equacgoes do 2° Grau serd a denominagao adotada para um sistema
nao linear de duas equacoes no qual serd reduzido a uma equacao do 2° Grau quando aplicado
um dos métodos de resolucao conhecido. Um sistema de equacoes é chamado de nao linear se
¢ possivel identificar algum termo que nao seja do 1° Grau em uma incognita, em pelo menos

uma das equagoes que compdem o sistema, [10].

Nao h& como considerar uma forma geral para esses tipos de sistemas de equacoes, entre-
tanto pode-se agrupar os mesmos em alguns dos tipos mais comuns. Para isso, considere os

casos abaixo:

A) Sistemas do tipo 1
Sao aqueles em que pelo menos uma das equacoes apresenta uma das incognitas de grau
dois. Assim, sao sistemas na forma:
ax’ +by =c
de+ey=f

Para resolver o sistema acima, basta aplicar o método da substituicao. A opcao mais

pratica é substituir a incognita que nao é de grau dois. Assim, isolando y na segunda

f_

equacao, de +ey = f = ey = f —der = y = E substituindo na primeira

equacao,

—d —d
ax2+by:c:>ax2+bf x:c:>e<cwc2+bf x)zc.e:>
e e

= aex’ + bf — bdx = ce = aex® — bdzx + (bf — ce) = 0.

Resolvendo a equacao do 2° Grau, obtém-se x; e x5. Substituindo, os valores x encon-

trados na expressao de y, obtém-se y; e 5. Assim, o sistema admite os pares de solucoes

(z1,91) € (2, 2).
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B)

Sistemas do tipo 2

Sistemas do tipo 2, sao aqueles em que pelo menos uma das equagoes apresenta um

produto das incognitas. Assim, sdo sistemas na forma:

ar +by =c

xy=d

Para resolver o sistema acima, basta aplicar o método da substituicao. A opcao mais

pratica é substituir uma das incognita na equac¢ao que nao contém o produto das incog-
c—ax

b

nitas. Assim, isolando y na primeira equagdo, ar+by =c = by = c—ar = y =

E substituindo na segunda equacao,

Cc—ax c —ax

b

=c=pr =cb= cx —ar’® =bc= ax® — cx + ab= 0.

TY=Cc=>2

Resolvendo a equacao do 2° Grau, obtém-se x; e x5. Substituindo, os valores x encon-

trados na expressao de y, obtém-se y; e yo. Assim, o sistema admite os pares de solugoes

(z1,91) e (z2,2).

Sistemas do tipo 3

Sistemas do tipo 3, sdo aqueles em que h& soma dos inversos das incégnitas. Assim, sao
sistemas na forma:

a b

r Yy

de+ey=f
Para resolver o sistema acima, basta aplicar o método da substituicao. A opcao mais

pratica ¢ substituir uma das incognita na equagao que nao contém os inversos das

incognitas. Assim, isolando y na segunda equacao, dx +ey = f =>ey=f —doe =y =
f—dx

. E substituindo na primeira equacao,

e
2—|—é—c=>g+—b —c=>g+ be =c=
r oy r  f—dx r  f—dz
e
a be
= a(f — dx) (——i-f g ):cx(f—dx):>a(f—d:17)+bex:cx(f—dx):>
x —dx

= af —adx + bex = cfr — cdx® = cdx® + (be — ad — cf)x +af = 0.
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Resolvendo a equacao do 2° Grau, obtém-se x; e x5. Substituindo, os valores x encon-

trados na expressao de y, obtém-se y; e 5. Assim, o sistema admite os pares de solucoes

(z1,91) e (22,92).
Exemplo 69. Resolva o sistema,
r+3y=14
ry =15

Comentario/Resolucao 69. Isolando a incdgnita x na primeira equacio e substituindo o

resultado na sequnda equacao, x + 3y = 14 = x = 14 — 3y. Assim,

vy =15= (14 — 3y)y = 15 = 14y — 3y* = 15 = 3y* — 14y + 15 = 0.

Resolvendo a equacao resultante, com a =3, b= —14 e c = 15.
—b £ Vb? — dac —(—14) £ /(—14)2 — 4.3.15 14 + /196 — 180
Yy = =y = =y = =
2a 2.3 6
:>14i\/16:> _14j:4:> _14—1—4_18_3 _14-4 10 5
6 56 TN T T T T T T 6 3
5 5 .
Portanto, o valor dey =3 , x =14 —-33 =5 ouy = 3 T = 14—3.5 = 9. Sdo as

solugoes.

Exemplo 70. Resolva o sistema, para x ey positivos,
2?2 4+ y? = 49
r—y=1

Comentario/Resolucdo 70. Isolando a incdgnita x na sequnda equacao e substituindo o

resultado na primeira equacao, xt —y=1=x=1+y. Assim,

P4yt =49= (14+y)2 +y* =49= 1 +4y+ > +9y° =49 = 2° + 4y — 48 = 0.

Resolvendo a equacao resultante, com a =2, b=4 e ¢ = —48.
—b =+ /b2 — dac —4 + /4% — 4.2.(—48) —4+ /16 + 384
2a 2.2 4
:>—4j:\/400:> _—4j:20:> _—4+20_16_4 _—4-20 24 6
1 YT I

Portanto, o valor dey =4, x=1+4=>5 sao as solucoes.
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Exemplo 71. (CN-1961) Resolver:

1+1_3
T y_4
1 I 5
2 y2 16

Comentario/Resolucao 71. No sistema, isolando a fragdo de y na primeira equacao, isto
1 1 3 1 3 1

5 _ = - —:———t -
e’x+y 1 y 1% em-se
L1 _5 1 (3 12_5:1+9+1 ,31_5
2 y?2 16 a? 4 x) 16 T 22 16 22 4’z 16
:>2 3 9 5 2 3 9 5 2 3 4_0:>
22 2r 16 16 2?2 22 16 16 2 2x 16
2 3 4
42 = = - _ 2 —
:>x(x2 2x+16> 0=2"-6x+8=0
Resolvendo a equagao resultante, coma=1,b=—6 ec=38.
—bE+ Vb —4 —(— —6)2 —4.1. V36 —
. ac . _ (—6) (—6) 8:>x:6i 36 32:>
2a 2.1 2
:>61\/4_l:> _6+2 - _6+2 8 _  _6-2_ 4 _,
2 S R R e et R R
3 1 1
Logo, o valor dex:4,—:Z—Z:§:>y:20u2 e 4(resultantes do outro valor de
Y

x), sao as solugoes.

5.2.5 Equacoes redutiveis a equacao do 2° Grau

Existem alguns tipos de equagoes que sao redutiveis a uma equacao do 2° Grau:

Equacoes Fracionéarias

As equacoes fracionarias sao aquelas cuja incégnita apresenta expoente negativo, isto é,
2 5 3

encontram-se no denominador da fracao algébrica. Sao exemplos, — + = -, =
r z+4 6 z+2

2

e —
22+ 5 —6
Para resolver esse tipo de equacao, se faz necessério eliminar a incégnita do denominador

da fragao algébrica.

2 1 2 1

Exemplo 72. Resolva a equacao — = .
P quag x+x—2+x—|—2 2 —4

129



Comentario/Resolucao 72. Adequando a equagdio,

2+ 1 n 21 2 1 x+2+ 2 -2 1

r x—2 x+2 a2—-4 "z r—-272+2 x+2x-2 a2-4
2 x+2+2x—4_ 1 :>2+x—|—2+2x—4_ 1 :>2_ 1 3r — 2
r a2—4 22—4 a2—4 "z 22 —4 Coa2—4 T a2—4 224
2 3-3 2 3-3
Resolvendo a equacgao resultante, com a =5, b= —3 e c = —8.

—b+ Vb — —(—3) £ /(—3)2 —4.5.(—

o Vb dac (=3) £ /(-3) 5.( 8):x:3:|:\/9+160:
2a 2.5 10
:S:I:\/169$ 3:&13: 3+13 16 L6 3—13 -—10 ]
— =S r=—— =1 = =_ = e
10 10 P10 10 TP 10 10

Portanto, 1,6 e —1 sdo as solucoes. Lembrando que x #0 e v # —2.

Equacgoes Irracionais

As equagoes irracionais sao aquelas cuja incognita apresenta expoente fracionario, isto é,
encontram-se sob um radical algébrico. Sao exemplos, Vo +1 = x + 2, \/2x ++/x = 4 ¢
Va2 +4r+3=1.

Para resolver esse tipo de equacao, se faz necessario eliminar a incégnita do radical algé-

brico.
Exemplo 73. Resolva a equagio /x(x + 1) = 24/5.

Comentario/Resolucao 73. Adequando a equacao,

x(x+1):2\/6;»< x(x+1)>2: (2\/5)2:>:E(x+1):2O:>x2+x—2020.

Resolvendo a equacao resultante, com a=1,b=1 e ¢ = —20.
—b+ Vb —4 —1+4/12—-4.1.(—20 —1++/1
T = ® = v ( >: = +80:
2a 2.1 2
:—11\/81: _—1:&9: _—1—1—9_8_4 ~—1-9 -10 .
2 T S R R e R

Portanto, os valores 4 e =5 sao as solugoes. Lembrando que x(xz + 1) > 0.
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Equacoes Biquadradas

Proposicao 18. Uma equacdo biquadrada é do tipo ax®® +bx"™ +c =0, com a # 0 ¢ redutivel

a quadrdtica.

Demonstracao Fazendo y = 2", uma substituicao de varidvel, seque que ay*+by+c = 0,

pois T2 = (:1:")2 =12, A equacdo é redutivel a uma equacdo do 2° Grau.

—b+ /b? — 4ac —b — Vb? — 4dac
2a '

e =
Y2 %

Resolvendo, em vy, resulta nas solugoes, y; =

—b—i—\/b2—4ace . —b—Vb? —4dac

$ n __
Dali, 7 =

2a 2 2a

Exemplo 74. Resolva a equagao x* + 722 — 8 = 0.

Comentéario/Resolugao 74. Tomando y = 2% = y> + Ty — 8 = 0.

Resolvendo a equacgao resultante, coma=1,b=7 e c = —8.

—b £ Vb2 — dac T+ 4/7*—4.1.(-8) —7++49 + 32
y= =Yy = =Yy = =
2a 2.1 2
:>—7i\/81:> 7—7i9:> 7—7-%97271 *_7_9*_16*—8

2 YT NETy T Ty T T Ty Ty T

Logo, as solucoes, em y, sao 1 e —8.
Mas, em x, tem-se 23 =1 =1, = £/1 =41 e 23 = -8 = 2, = /-8 = Iz, € R.
Portanto, S = {—1,1}.

Exemplo 75. Resolva a equagio x + /x — 6 = 0.

Comentéario/Resolugdo 75. Tomando y = \/r = y* +y — 6 = 0.

Resolvendo a equacao resultante, coma=1,b=1 e c = —6.

—b+ Vb? — dac —14 /12 —4.1.(-6) —1++1+24
y= =Yy = =YyY=——"5> =
2a 2.1 2
:—1:|:\/25: _—1:l:5: _—1+5_4_2 _—1-5 -6 5

2 YT R T R T T

Logo, as solugoes, em vy, sao 2 e —3.
Mas, em x, como x > 0, tem-se, somente, y = \/x =2, entdo x =4 .
Portanto, S = {4}.
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5.3 Aplicacoes nos Exames Militares

56.

57.

5—3
(EPCAr-2002) O valor de x que & solugao da equacdo 3z — 2(x — 5) — Tx =0 ¢ tal

que

a) —6 <z <0.
b) —12 <z < -8.
¢) 3 <z <10.

d) 12 <z < 18.

Solucao 56. Tem-se,

5—3 5—3 5—3
> x:O:>3x—2x+10:Tx:>2(x+10): 5 ’

=2r+20=5—-3r=2xr+3xz=5—-20=5xr=—-15= 2 = —3.

3z —2(x —5) — 7=

Alternativa, (a).

(CN-1994) Considere a equagao do primeiro grau em "z": m?z + 3 = m + 9z. Pode-se
afirmar que a equacao tem conjunto verdade unitario se:

a) m=3.
b) m = —3.
¢) m #3.
d) m # —3.

d) m=3em# 3.
Solucao 57. Tem-se,
m*z+3 = m+9z = m*r—9r = m—3 = (m*—9)z = m—3 = (m+3)(m—3)z = m—3 =

= i+ 3) BT = (= (B = 1

Para que o conjunto verdade ou solugdo da equacao seja unitdrio, basta que m + 3 #£ 0.

Logo, m # —3.

Alternativa, (d).
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58.

59.

2
(EPCAr-2002) Uma senhora vai a feira e gasta, em frutas, 9 do que tem na bolsa. GGasta

3
depois = do resto em verduras e ainda lhe sobraram R$8,00. Ela levava, em reais, ao

sair de casa
a) 45,00. b) 36, 00. c) 27,00. d) 18, 00.

Solugao 58. Considerando x o valor, em reais, inicialmente encontrado na bolsa da
2 2\ 3 73 1
senhora. Tem-se, x— for gasto com frutas, x |1 — - | = = v—.— = x— foi gasto com
s ag foig frutas, ( 9> - 97 5 foi g
verduras e ainda sobrou 8 reais. A soma de todos os gastos e a sobra equivalem ao valor

x. Garantido a igualdade do equacionamento. Logo,

2 73 2 1 2 1
x§+x§.?+8:x:>x§+x§+8:x:>9(x§+x§+8)::1:.9:>

=20 4+3r+89=92=9x -5 =72 = 4x =72 = x = 18.

Alternativa, (d).

(EN-2013) De um curso preparatorio de matematica para o concurso piblico de ingresso
a Marinha participaram menos que 150 pessoas. Destas, o nimero de mulheres estava
para o de homens na razao de 2 para 5, respectivamente. Considerando que a quantidade
de participantes foi a maior possivel,de quantas unidades o nimero de homens excedia

o de mulheres?
a) 50. b) 55. c) 57. d) 60. e) 63.

Solucao 59. Como a razao entre mulheres e homens € de 2 para 5, entdo pode -se dizer

que hd 2x mulheres e bx homens.

A soma desses valores devem ser inferior a 150. Assim, 2x + bxr < 150 = Tz < 150.
Como a quantidade de pessoas € sempre um valor inteiro positivo e, ainda, a maior

quantidade possivel, entao hd 147 no preparatorio, pois € o maior multiplo de 7 inferior

a 150.

Portanto,

Tr =147 = %.7@ = 147% = =21.

Assim, hd 2.21 = 42 mulheres e 5.21 = 105 homens. Entao, 105 — 42 = 63 € o numero

de homens excedente ao de mulheres.

Alternativa, (e).
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60.

61.

(EPCAr-2002) Um caixa automatico de um banco so libera notas de R$5,00 e R$10, 00.
Uma pessoa retirou desse caixa uma importancia de R$65, 00, recebendo 10 notas. O

produto do numero de notas de R$5,00 pelo nimero de notas de R$10,00 é igual a
a) 16. b) 25. c) 24. d) 21.

Solugao 60. Considerando = a quantidade de notas de R$5,00 e y a quantidade de

notas de R$10,00. Tem-se, o sequinte sistem de duas equacoes do 1° Grau:

ox + 10y = 65
z+y=10
Pelo método da eliminacao,
S5x + 10y = 65 5x 4+ 10y = 65 b5x + 10y = 65
= =
r+y=10 (=5).x +y =10.(—5) —bx — by = —50

Somando as duas equagoes resultantes,

10y =5y =65—50 =5y =15=y =3
Sendo, y =3, entdo v =10 —y =10 —3 = 7. Fazendo 3.7 = 21.
Alternativa, (d).

(CM/Brasilia-2005) Um burro disse a um jumento:- se eu te passar um dos sacos de
farinha que carrego, ficaremos com cargas iguais; mas, se vocé passar um dos sacos que
carrega, minha carga ficara sendo o dobro da sua". Se a quantidade de sacos carregado

pelo burro é X e pelo jumento é Y, entao X +Y é igual a
a) 3. b) 8. c) 11. d) 12. e) 13.

Solucao 61. Se o burro passar um de seus sacos, as cargas serao iguais, logo, X —1 =

Y+1=X-Y =2. No outro caso, tem-se, X +1=2(Y - 1)=X+1=2Y - 2=

X —2Y = —3. Resultando no sequinte sistema de duas equagoes do 1° Grau:
X-Y=2 X=24Y
=
X -=-2Y=-3 X -=-2Y=-3
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62.

63.

Pelo método da substituicao, da primeira equacao na sequnda, tem-se

Y4+2-2Y=-3=22-Y=-3=Y=2+3=Y =35.

Dai, X =24+Y = X =2+5=7. Portanto, a soma X +Y =547 =12.

Alternativa, (d).

(EPCAr-2005) Uma empresa produz quantidades z e y de dois modelos de camisas
por hora, utilizando o mesmo processo de producao. A relacao entre x e y é dada por
(y —2)(z — 3) = 48. As quantidades = e y que devem ser produzidas por hora de modo

a se ter y = 2x sao tais que:

a) > 10ey < 20.

b) x> 20 ey < 10.

c) x<20ey<20.

)
)
)
d)

x <10 ey < 20.

Solugdo 62. Tem-se, (y—2)(x—3) =48 = (22 —2)(z—3) =48 = 22 —6x — 22 +6 =
48 = 22? —8r — 42 =0 = 2* — 42 — 21 = 0.

Resolvendo a equagao resultante, coma =1, b= —4 e c = —21.
—b+ Vb2 — —(= —4)2 —4.1.(—

. Vb 4ac:>x: (—4) £ /(—4)2 —4.1.( 21):>x:4i\/16+84:>
2a 2.1 2
_4:|:\/100:> _4L:|:10:> _4-10 -6 5 _4+10_14_7
T T T M=y Ty T T Ty Ty Tl

Como x representa uma quantidade de modelos de camisas, deve ser um nimero inteiro

positivo, logo v =7 e y = 14.

Alternativa, (d).

(CN-2018) O maior valor inteiro de "k"para que x2 + 2018z + 2018k = 0 tenha solugdes

reais é:
a) 2018. b) 1010. c¢) 1009. d) 505. e) 504.

Solucao 63. Para que uma equacao do 2° grau admita raizes reais positivas deve-se ter

o discriminante nao negativo, no caso, b* — 4ac > 0. Assim,

1 1
2018% — 4.2018k > 0 = 2018.2018 > 4.2018%k = 1.415 < 2018.1—1 =k < 504, 5.
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64.

65.

O prozimo inteiro menor que 504,4 ¢é 504.

Alternativa, (d).

(EsPCEx-1997) Sejam m e n dois ntimeros inteiros tais que m e n sdo impares conse-

cutivos, com mn = 483. Nestas condicoes, o valor de m + n ¢ igual a:
a) 64. b) 52. c) 46. d) 44. e) 32.

Solugao 64. Sendo m e n dois numeros inteiros consecutivos, entao m = 2z + 1 e

n = 2x + 3. Assim,

mn = 483 = (20 +1)(27 +3) = 483 = 42 + 62 + 2v + 3 = 483 = 42” + 8z — 480 = 0.

Dividindo toda a equacdo por 4, resulta em x° + 2x — 120 = 0.

Resolvendo a equagao resultante, coma=1,b=2 e c = —120.
—b+ Vb — — 2—4.1.(— —
. Vb dac 2+ /22 —4.1.( 120):1:: 2:|:\/4+480:
2a 2.1 2
_—2:|:\/484$ _—2i22: _—2-22 =24 19 _—2—1—22_20_10
T T S T R R

Portanto, os nimeros procurados sao 2.10 +1 = 21 e 2.10 + 3 = 23. Logo, m + n =
21 4+ 23 = 44.

Alternativa, (d).

(EFOMM-2005) Trabalhando = horas por semana um operario ganha R$60, 00 por se-
mana trabalhada. Em um novo emprego, esse mesmo operario, continua ganhando
os mesmos R$60,00 por semana, porém trabalha 4 horas a mais por semana e recebe

R$4,00 a menos por hora trabalhada. Determine o valor de x.
a) 6. b) 8. c) 10. d) 12. e) 14.

Solugao 65. No antigo emprego, ganhando 60 reais por semana e trabalhando x horas
_ 60

nessa semana, significa que essa pessoa ganha — por hora trabalhada. FEntretanto, no
x

novo emprego para ganhar os mesmos 60 reais ele trabalha 4 horas a mais, ou seja, ela

60
T

ganha 1 por hora trabalhada. Mas esse valor significa, que ele recebe 4 a menos que

a hora trabalhado no emprego anterior, ou seja, — — 4 por hora trabalhada.
x
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A igualdade surge do fato de que a hora trabalhada em relacdo ao calculo do novo

60
emprego € T mas essa mesma hora trabalhada equivale a — — 4 em relacao a uma
x x
compara¢ao com o hora trabalhada no emprego anterior, Dai,
60 60
I A L LR S
r+4 x r+4 x x+4
60z 9
= = (60 — 4x)(z +4) = 60x = 60x + 240 — 42° — 162 =

(zA4]

= —42°> — 162 +240 =0 = 2> + 42 — 60 = 0.

Resolvendo a equacao resultante, com a =1, b=4 e ¢ = —60.
—b+ Vb — — 2—4.1.(— —
. Vb dac 44 /42 —4.1.( 60):>$: 4:|:\/16+240:>
2a 2.1 2
:>—4:|:\/256:> _—4:i:16:> _ —4-16  -20 10 _—4+16_12_6
2 T T R S B

Como x € um wvalor positivo por se tratar de quantidades de horas trabalhadas. Entdio,

sao 6 horas trabalhadas por semana no antigo emprego.

Alternativa, (a).

66. (CM/Salvador-2007) A soma dos cubos das raizes da equagio 2°> — 3z +7=10 ¢
a) —12. b) —27. c) —36. d) —42. e) —63.

Solugao 66. No caso, vale a sequinte relagao entre as raizes e os coeficientes, r1+ Ty =
-b  —(-3 c 7

_ = >:3€ZL’1IL'2:_:_:7'
a 1 a 1

De, 1 + x5 = 3, eleva-se ao cubo cada lado da igualdade.

x1+$2:3:>(Il+x2)3:33:>$?+$§+3x1$2($1+$2):27.

Substituindo os valores de x1 + x99 = 3 e x1x9 = 7, resulta,
34wl +3.73=27= 21 + 23 =27—-63 =2} + 15 = —36.

Alternativa, (c).
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67. (EPCAr-2000)A razao entre dois ntimeros naturais é igual a 0,333... e o quadrado do

68.

menor ¢é igual ao maior acrescido de 10 unidades. A soma desses ntimeros ¢ igual a
a) 3. b) 5. c) 12. d) 20.

1
Solugao 67. Tem-se que o 0,333... = 3 Dessa fracao, percebe-se que y > x, logo
Yy

2% =y + 10. Resultando no sistema

r 1
y 3
22 =y+10
‘ .z 1 y L
Isolando x, isto é, — = 3 = T = 3 Substituindo o wvalor encontrado na sequnda

wgualdade,

2
x2:y+10$(%> :y+1():>%:y—|—10:>y2:9y+9():>y2—9y—90=0.

Resolvendo a equagao resultante, coma =1, b= —9 e c = —90.

—b+ Vb2 —4 —(=9) £/ (—9)2 —4.1.(—90 9+ /81 + 360
S bV a9 JEOP LI | 9 VTS0
2a 2.1 2
:>9i\/441:> _9j:21:> _9+21_30_15 _9-21 12 6

2 Vo TR T Ty Ty T T Ty Ty T
5 —6 . .
Logo,ovalordey:15,x:3:50uy:—6,$:?:—23a0assolugoes.

Portanto, vale como solugao, apenas 5 e 15, pois 0 maior divide o menor resultando em

1 -2
3’ mas em — o menor divide o maior. No caso, entao, 5+ 15 = 20.

Alternativa, (d).

(CM/Fortaleza-2007) Sendo (z1,41) e (x2,y2) as solugoes do sistema

2%+ 3xy =0
T—y=2
,em R X R, entao y; + yo € igual a
) 3 3 5
_° i 2 2 e) 3
a) 5 b) 5 c) 5 d) 5
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69.

70.

Solucao 68. Isolando y na sequnda equacdo, tem-se y = x — 2. Substituindo o wvalor

encontrado na primeira equacao,

2+ 31y =0=1"+3x(z -2 =0=2>+32"—-6=0= 42° — 62 = 0.

Resolvendo a equagao resultante, no caso, uma equacao incompleta do 2° Grau. Assim,

1?4+ 32? — 6 = x(4r — 6) = 0. Resultando em, z; = 0.
E, ainda, 429 — 6 = 0. Dai,

1 1 3
45L‘2—6:0:>4l‘2:6:>—4$2:6.—:>ZL‘2:—.

4 4 2

3
Logo, o valor de y; =x1 —2, comy; =0—2=—=2. E, yp =129 — 2, logoy2:§—2.

3 3 5
Portanto, g, +yp = -2+ 2 — 2= > 4= 2.
orianto, Yy + Y2 5 5 5

Alternativa, (a).

21 —1 1
(CN-1992) O conjunto verdade da equagao gx i a 5 = _x42— em Q é:

a) @. b) {—1}. ¢) Q. d) {—1,1}. e) {1}.

Solugao 69. Tem-se

2?—-1 -1 x+1 x?—1 r—1 xz+1 xz—l_x—l—x—l_

— = = = = = =—1=
20+ 2 2 2 2 + 2 2 2 2 + 2 2
$x2—1 1:@%27332_1 (—1)(22+2) = 21 2r—2 = 22 4+2x+1 =0
= — =(— T r°—1=—2x— T T =0.
2 + 2 26+72

Como, 22 +2x+1 é um T.Q.P., seque

P42 +1=0=(z+1)P2=0=2+1=0=>0=—1.

Alternativa, (b).

2 3
(CN-2009) Qual é a soma dos quadrados das raizes da equacao 7 + o 1, com
xr— x
x real e x #£ +17
a) 16 b) 20 c) 23. d) 25 e) 30
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71.

72.

Solucao 70. Tem-se

2 n 3 N 2 CL‘+1+ 3 r—1 :>2$+2+3I_3—1:>
r—1 z+1 r—12+1 zxz+12-1 2—1 x22—1
20 +2+3x—3 Sr — 1 Sr —1

j JR—

x?—1
Como, x? — 5x = 0 € incompleta, seque x(x — 5) = 0, resultando em x; = 0;z5 = 5.

Dai, 0% +5% = 0+ 25 = 25.

Alternativa, (d).

(CN-2015) A solugao real da equagio Vo +4+ vz —1=5¢&

a) multiplo de 3.

b) par e maior que 17.
¢) fmpar e ndo primo.
d) um divisor de 130.

e) uma poténcia de 2.

Solucao 71. FElevando ao quadrado os dois lados da igualdade para eliminar o radical,

Ve rd+vr—1= 5:><\/x+4+\/x— 1)2 = 522204342/ (z - H)(z — 1)=25 =

=02 —x4+4r—4=25—-220—3=2V22+3x — 4 =22 — 2r =

= %.2\/x2+3x —1=3(11 —x)% = <\/x2 +3x—4>2 —(11-2) =

=22 +3r—4=1214+2>—220 = 32 +23x =121 + 4 = 252 = 125 = z = 5.

A alternativa que convém, traz um miltiplo de 5.

Alternativa, (d).
(CPCAr-2002) O produto das raizes da equagao 7+ va2 — 1 = 22 &:
a) —50. b) —10. ¢) 5. d) 50.

Solucao 72. Isolando o radical de um lado da tgualdade e elevando a expressao resul-

tante ao quadrado,
2
T+Ve2—1=2*= x2—1:x2—7:>( x2—1> :(x2—7)2:>
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73.

=22 —1=a2*— 142> 4+49=2* — 1422 +49— 22+ 1=0= 2* — 1522 + 50 = 0.

Uma equacao biquadrada, tomando y = x* = y?> — 15y + 50 = 0.

Resolvendo a equacao resultante, com a =1, b= —15 e ¢ = 50.
—b £ Vb — dac —(—=15) £ \/(—15)2 —4.1.50 15 £ /225 — 200
2a 2.1 2
:>15:|:\/25:> _15:|:5:> _15—1—5_@_10 _15—5_2_5
2 YTy TR T Ty Ty T Ty Ty T

Mas como, 2* =y, entdo, 22 = 10 = x; = +10 e 22 = 5 = 25 = £/5. Dai, lem-se
o produto (—\/5) V5 (—\/ 10) /10 = 5.10 = 50.

Alternativa, (d).

1 _
(CN-2007) Qual ¢ a solucdo, no conjunto dos niimeros reais, da equagao 4/ 5 T

1
a) z=5
b) x =—1
c) x=1
d) z=—-1louz=—.
1
e) z=—7

Solugao 73. Elevando a expressao resultante ao quadrado,

2
1— 1— 1—
x:15:>< _a;) :[E2:>Tx:932:>1—$:2£E2:>2$2+ZL‘—1:0.

2 2
Resolvendo a equagao resultante, coma=2,b=1¢ec= —1.
—b+ Vb2 —4 —1++/12—-4.2.(-1 — VA
v = L =), _ZLEVIHS
2a 2.2 4
:>—1i\/§:> —143 -1+3 2 1 “1-3_ -4
_— xTr = T = = — = — . Xo = = — = —].
4 4 ! 4 4277 4 4
. - 1
Sao solugoes, x1:§ e ry = —1.

Alternativa, (d).
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Capitulo 6

Polinbmios

Um importante topico da Algebra é o estudo dos polinémios de uma tnica variavel, cujo
denominacao mais precisa é de funcao polinomial. A énfase do capitulo se dara aos polinémios

de 3° Grau.

6.1 Definicao de Polindmios

A definicao de polinémios ou fun¢ao polinomial apresenta poucas diferencas de um autor

para outro. A defini¢do a seguir é a adotada por [0]

Defini¢ao 6.1.1. Dada uma sequéncia de nimeros complezos (ag,ay,as,...,a,). A funcao
p: C — C dada por p(x) = ag + a1 + asx® + - -+ + a,x"™ é denominada funcgdao polinomial

ou polinémio, [6].

Os nimeros ag, a1, . . . , a, sao os coeficientes do polinémio p enquanto que ag, a1, . . ., a,x"

sao os termos desse polinomio p. Uma maneira mais "economica"de se escrever um polinémio

é adotar sua representacao por somatoério. No caso,
n
p(x) = ap + a1 x + axx® + -+ - + @™ = Zaﬂz-

1=0

Séo exemplos de polinomios, pi(z) = 23 + 2% — 6, po(x) = 22° + 62t + 23 + 22—z — 1 e

p3(x) = 2% — 9.
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6.1.1 Polin6mios idénticos

Dois polinémios p; e py sao ditos 1dent1cos se e somente se os seus coeficientes sao
ordenadamente, iguais. Assim, se pi(z) = E a;x" e po(w E bz’ sdo dois polinémios.

i=0 i=0
Entao,

pi(z) = po(x) & Zaixi = Zbixi < a; =b,Vi€{0,1,2,3,...,n}.
i=0 =0

Exemplo 76. Considere os polinomios m(z) = ax® +6x? —br+1 e n(x) = 32> + cx? + (2 +

b)x + 1. Qual o valor de a + b+ ¢ para que os polindémios sejam idénticos?

Comentario/Resolucdo 76. Os coeficientes devem ser iguais na devida ordem de seus

termos, ou seja, 0s coeficientes de x°, x% e x devem ser, respectivamente, iguais. Portanto,

a=3,c=6e—-b=24+bcomb=—1. Acarretando em, a+b+c=3—1+6=28.

6.1.2 Grau dos Polin6mios

Seja p(x) = ap + a1 + asx® + - - - + a, 2™ um polindmio ndo nulo. Chama-se de grau de p,

denotado por Jp, [6], o nimero natural k tal que a; # 0 e a; = 0, para todo i > k.

Por exemplos, os polinomios a(z) = 23+ 622 —6x+1 e n(r) = 42 +4x — 1, sdo polindmios

tal que da =3 e b = 2.
Exemplo 77. Determine o grau do polinémio p(z) = (a —4)x® + 32 —z + 1 .

Comentario/Resolucao 77. O grau do polinomio depende do valor assumido por a, isto €,
se a # 4 o coeficiente de 23 nao é nulo, logo Op = 3. Mas, se a = 4 entao o coeficiente de x>

¢ nulo e 0o Op = 2.

6.1.3 Valor numérico dos Polindmios

Dado um niimero complexo a e o polinomio p(z) = ag + a1 + asx® + - - - + a, 2", chama-se

valor numérico de p em a valor que se obtém quando z = a , isto é,

pla) = ag + ara + aza® + - - - + a,a”

Por exemplo, o polinémio p(x) = x*>+5x2—1x+7 toma o seguinte valor quando r = 2, p(2) =

23+45.22—2+7 = 33. E ainda, quando z = —1 o valor p(—1) = (=1)>+5.(=1)?—(=1)+7 = 12.
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6.2 Operacoes com Polin6mios

As operacoes mais comuns envolvendo polinémios sdo adicao, subtracao, multiplicacao e

divisao.

6.2.1 Adicao de Polin6mios

n n

Dados dois polinémios p;(x) = E a;x" e pa(x) = g b;z', define-se a soma como sendo,
i=0 i=0
n

p1(z) + pa(z) = (p1 + p2)(2) = Z (a;x" + bx").

Em sumo, a soma de dois polinémios nada mais é do que a soma dos coeficientes daqueles

termos de mesmo grau, ou seja uma reducao dos termos semelhantes.

Um importante resultado, refere-se ao grau da soma entre dois polindmios.

Proposicao 19. Se p, f e p+ f sao polinémios nao nulos, entao o grau de p+ f € menor
ou igual ao maior dos graus entre p e f, isto €, O(p + f) < max{0p,0f} .
Demonstracao Seja p(z) = Zaia:i e f(x) = ij:cj tal que Op = n e Of = m, com
i=0

§=0
n # m. Considerando n > m. Entao hd c¢; = a; + b; de modo que;

Cm = 0m + by =0, +0=a,#0,ec;=0a;,+b;=0+0=0, Vi >m.

Portanto, d(p+ f) =n = max {9p,df}.

Sen=m, tem-sec;,=a; +b;=0+0=0, Vi >m; ¢, = a,, + b, pode ser nulo, entao

Op+ ) < maz (9p, 0}, [0].

6.2.2 Subtracao de Polindmios

Dados dois polinomios p;(x) = Zalxi e po(z) = Zbixi, define-se a diferenca como
=0 1=0
p1—p2 = p1+ (—p2), logo

I
—~
£
H@.
|
&
8
\j.

pi(x) = pa() = (p1 = p2) ()
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Em sumo, a subtracao de dois polindbmios nada mais é do que a somar um poliné6mio ao

oposto de outro, reduzindo sempre que possivel os termos semelhantes.

Exemplo 78. Considere os polinémios pi(x) = 223+

Obtenha,
a) p1(x) + pa(7);

b) pa(z) — p1(x).

—z+1 epy(z) = '+ a3 +4x? — 2 —1.

Comentario/Resolucao 78. Considerando, separadamente, adi¢ao e subtracao.

Da soma dos polinémios, tem-se

pi(x) +po(r) =20+ 2 —o+1+at +2° + 422 — 2 — 1,

=24+ (22° + %) + (2 +42%) + (—z —2) + (1 - 1),

= 2% + 323 + 5a? — 2z.

Da subtracao dos polinémios, tem-se

pa(x) — pi(x) = pa(x) + (—p1(2))

=ttt — -1 - (22 + 2% —x + 1),

=t 44— —1-22° -2+ -1,

=2+ (2 - 203 + (42® — )+ (—x + )+ (=1 = 1),

=gt — 234 322 — 2.

6.2.3 Multiplicacao de Polin6mios

Dados dois polindémios p;(x) = Za,w e po(x
i=0
linbmios por p;ps o polinémio , p1pa(x)

p1(w).pa(z) = (P1p2)(

Onde ¢, = Zazbk k.

=0
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Em sumo, o produto de dois polinomios é o resultado da aplicacao da propriedade distri-
butiva reiterada vezes seguida por uma reducao de termos semelhantes. Em outras, palavras

todo o termo do polinémio p; multiplica cada termo do polindémio p,.

Exemplo 79. Considere os polinémios py(z) = 22® +32? — 1 e po(x) = 2 + 2% — 22 + 1 .

Obtenha, pi(x)pa(z).
Comentario/Resolugao 79. Tem-se
p1(2)pa(z) = (22% + 327 — 1)(z* + 2% — 22 + 1),
=202t +2° — 2+ 1) + 3222 + 2 — 2P+ 1) — 1zt + 2P -2 1),
=227 + 2205 — 22° + 22 4+ 32° + 32° — 32t + 327 — 2t — 2P+ 2* — 1,

=227 + 520 + 2® —4a? + 23 + 42?2 — 1.

Exemplo 80. Considere os polindmios py(x) = 5z +x—1 e po(z) = 223 — 22 +1 . Obtenha,
p1(x)p2().
Comentario/Resolugao 80. Tem-se
p1(2)pa(z) = (52® + . — 1)(22° — 2® + 1),
=502(20% — 2® + 1)+ 2(22° — 2® + 1) — 1(22% — 2 + 1),
= 102 — 5o +52% + 20t + —a® 4 v — 2% + 2 — 1,

=102° — 32* = 323 + 622+ — 1.

Assim como a soma, o produto de dois polindémios possui um importante resultado dessa
operacao, referente ao grau.
Proposicao 20. Sep e f e p+ f sao polindmios nao nulos, entao o grau de pf € igual a

soma dos graus de p e f, isto é, d(pf) = Ip+ Of.

Demonstracao Seja p(z) = Zaiaji e f(z) = Z b’ tal que Op =n e Of = m, seja
i=0 =0

Cr = agbk + albk_l + ...+ ak_lbl + akbo

Tem-se: Cpym = Ap.by # 0, ¢ = 0,Vk > n+m . Entio, O(pf) = n+m = I(pf) =
op +0f, [6].
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6.2.4 Divisao de Polin6mios

Dados dois polinémios p(z)(dividendo) e d(z)(divisor), dividir p(z) por d(z) é determi-
nar dois outros polinomios ¢(x)(quociente) e r(x)(resto) de modo que se verifiquem as duas

condicoes seguintes:
i p(x) = q(x)d(z) + r();

. Or < Od.

Observagao 6.2.4.1. Chama-se polinomio nulo, o polinémio 0(x) cujo coeficientes sao todos

nulos. Entao, se p(x) = 0(z) segue que q(x) = r(z) = 0(x).
Observacao 6.2.4.2. Se p(x) # 0(x), mas Op < 9d. Entao, q(x) = 0(x) e r(x) = p(z).

Observacao 6.2.4.3. Se p(z) # 0(x) e r(z) = 0(z). Entdo p(x) = q(z)d(z) e a divisdo dos

polindmios € exata.

Para dividir dois polinémios o grande problema esta em determinar os polindémios g(z) e

r(x). Para realizar tal determinagao seré apresentado alguns métodos e teoremas.

Métodos de divisao

A) Método de Descartes

O método de Descartes ou método dos coeficientes a determinar, baseia-se nos

seguintes fatos:

i. 0g = Op — Od, uma consequéncia imediata. De fato, p(z) = ¢(x)d(z) = r(x) =
d(qd +r) = dp = 9q + dd = Op;

7. Or < Od.

Esse método é aplicado da seguinte forma: (1) calcular dq e Or; (2) construir os polino-
mios ¢(z) e r(z), deixando incognitos os seus coeficientes; (3) determinar os coeficientes

impondo a igualdade p(z) = q(x)d(x) + r(z).
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B) Método das chaves

O método das Chaves efetua a divisao de maneira semelhante a divisao numérica,
dividindo o termo de maior grau de p(z) pelo termo de maior grau de d(x), deixando

assim restos parciais. O processo se repete até o termino da divisao.

Exemplo 81. Sejam os polinémios py(x) = 2* + 2% + 322+ 2+ 2 e po(z) = 2 + x + 1.

Obtenha, pi() )
p2(x)

Comentario/Resolucao 81. Resolvendo pelos dois métodos apresentados.

Pelo método de Descartes. Tem-se que 0q = Op; — Opy = 4 —2 = 2. Portanto, q(z) tem
grau dois e como Or < Ops = 2, r(x) tem grau um. Representa-se genericamente, por

q(r) =ar? +bx+cer(x)=dr+e. Assim,

p1(7) = po(@)q(z)+r(z) =" + 2° + 32 + v + 2= (2 + 2 + 1)(az® + bx + ¢)+(dx + e).

Resultando, em

e+ 23+ 3%+ + 2= (2" + 2+ 1)(ax® + bx + ¢) + (dz + e),
= 2%(ax® + bz + ¢) + x(ar® + bx + ¢) + ar® + bx + ¢+ dx + e,
=azr* +b® + e’ +ax + b’ +cr+ar’ +br+c+dr +e,

=ar’ + (a+0)2° + (a+b+ )z’ + (c+ b+ d)x+c+e.

Da igualdade de polinomios seque que, a = 1, a+b =1=a+1=1=0 =0,
a+b+c=3=c+0+1=3=c=2,c+b+d=1=d+2+0=1=d=-1c¢
ct+te=2=2+e=2=¢e=0.

Pelo método das chaves,

a3 4+322 +rx+2| 22+ +1

—zt -2 —2? ‘x2+2
222 + 1 +2
— 222 — 22— 2
—x

Portando, q(x) =2* +2 er(z) = —x .
Exemplo 82. Encontre o quociente de x* + 423 + 32° + x — 1 por 23 + 22% — x + 1.

148



Comentario/Resolucao 82. Pelo método das chaves,

xt + 423 + 322 —l—x—l‘x3—|—2x2—x+1

—xt =223 + 22 —x ‘x+2

213 + 4a? -1
— 2% — 42?2 + 20 — 2

2r — 3
Teoremas sobre divisao

Teorema 1. (Teorema do Resto)

O resto da divisao de um polinomio p(x) por x — a € igual ao valor numérico de p em a,

isto €, r(z) = p(a).
Demonstracao Da definicao de divisao, tem-se
p(@) = q(x).(z —a) + r(z),

onde, q e r representam, respectivamente, o quociente e o resto. Como x — a tem grau 1, o

resto r € nulo ou tem grau zero, logo, r € um polinémio constante.

Calculando o valor numérico, em a, dos polinémios da igualdade acima,
p(a) = q(a).(a — a) + r(a) = p(a) = ¢(a).0 + r(a) = p(a) = r(a).

Como r(x) é constante. Entdo, r(z) = p(a).

Teorema 2. (Teorema de D’Alembert)

Um polinomio p(x) € divisivel x — a se, e somente se, a anula p(x), isto é, r(x) = 0 se
pla) = 0.

Demonstragao De acordo com o Teorema do Resto, tem-se
pla) = r(z) = r(z) = p(a) =0,

entdo, como r(x) =0 a divisio é exata, logo p(x) € divisivel por v — a.
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Teorema 3. Se um polinémio p(x) € divisivel separadamente por x —a e x — b, com a # b,

entao p(z) € divisivel pelo produto (x — a)(x — b).

Demonstracao Sejam q(z) o quociente e r(z) = cx + d o resto da divisao de p(x) por
(x —a)(z —b), pois é uma divisao por um polindmio de grau 2°, logo o resto tem grau 1, pelo

menos. FEntao,
p(z) = q(z)(z — a)(z — b) + r(z) = p(z) = q(z)(z — a)(z — b) + (cz + d).

Calculando o valor numérico, em a, desses polinomios, tem-se que

pla) =q(a)(a —a)(a—0b)+ (ca+d) = 0=¢q(a).0.(a —b) + (ca +d) = ca+d = 0.

Agora, calculando o valor numérico, em b, desses polindomios, tem-se

p(b) = q(b)(b—a)(b—0)+ (cb+d) = 0=g(a)(a—0).0+ (cb+d) = cb+d=0.

Dessas duas igualdades, resulta o sistema,
ca+d=0
cb+d=0

de onde vem que ¢ = d = 0. Portanto, r(x) = 0.

Exemplo 83. Determine a real, de modo que o polinémio
f(z) = az® + (2a — 10)2* + (3a — 20)x + 4a seja divisivel por g(x) = x — 1. Obtenha o

quociente.

Comentario/Resolugao 83. Sendo f(x) divisivel por x — 1, tem-se que f(1) = 0. Dat,
f(1)=al®+(2a —10).12+ (3a —20).1 +4a =0=a+2a — 10+ 3a — 20 + 4a = 0 = 10a =
30 = a = 3. Assim, o polinémio f é dado por f(x) = 32% — 42 — 11z + 12.

Pelo método das chaves,
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33 —4x? —1lz+ 12|z -1

— 32% + 322 ‘3x2—x—12
— 22 —1lzx
2 —x
— 12z + 12
120 — 12
0

Exemplo 84. Determine o polinémio f do sequndo grau que, dividido por x, xt —1 e x — 2,

apresenta restos 4, 9 e 18, respectivamente.

Comentéario/Resolugao 84. Considerando f(x) = ax® + bx + ¢, entdo

f(0)=4=0a.0>+b0+c=c=4,
f()=9=al>+bl+c=>a+b=>5,

f2)=18=0a.2? +b2+c= 4da+2b=12.

Resolvendo o sistema encontrado, tem-se a =2 e b= 3. O polinémio procurado é f(x) =

222 + 31 + 4.

Exemplo 85. Determine a e b reais de modo que f(x) = 2>+ (a—b)x+2a e g(x) = 23+ (a+0b)

sejam ambos divisiveis por 2 — x.

Comentario/Resolucao 85. Tem-se,

f2)=0=22+(a—b).2+2a=4+2a—2b+2a=0=4da—2b= —4,

g2)=0=2+a+b=>8+a+b=0=a+b= -8

—10 —14
Resolvendo o sistema encontrado, tem-se a = = eb=——.

3

Exemplo 86. Sendo 5 ¢ —2 o0s restos da divisio de um polinémio f por x — 1 e x + 3,

respectivamente, determine o resto da divisao de f por (z — 1)(x + 3).

Comentario/Resolucao 86. Pelo Teorema do Resto, tem-se f(1) =5 e f(—3) = —2.

Sejam q(x) e r(z) = ax + b, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de f por

(x —1)(z+3). Tem-se, f(z) =q(x)(x —1)(x +3) + (ax +b).
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Tomando o valor numérico desses polinomios em 1 e —3,
f()=q1)1-1)(1+3)+(al+b)=5=¢q(1)0.(14+3)+a+b=a+b=05,

F(=3) = q(=3) (=3 — 1)(=3+3) + (a.(=3) + b) = 2 =q(~-3)(-3—-1).0 —3a + b=

= —3a+b=-2.

13 7 13
eb= T Portanto, r(x) = 2% + T

AN

Resolvendo o sistema, a =

6.3 Raizes de um Polindomio

Determinar a raiz ou raizes de um polinémio p(x) é um dos grandes desafios referentes a
esse topico. Sendo assim, defini-se como sendo o valor numérico de r que anula o polinémio,

isto é, p(r) = 0. A definigdo, estende-se a uma equagao polinomial do tipo p(z) = f(z).

Definicao 6.3.1. Dada uma uma equagao polinomial p(z) = f(x), chama-se raiz da equagao
todo numero que, substituido no lugar de x, torna a sentenca verdadeira. Assim, o numero r

é raiz de p(x) = f(z) se, e sd se, p(r) = f(r) € uma senten¢a verdadeira, [6].

O intuito do trabalho, nesse momento, é priorizar a resolu¢ao de equagoes do 3° grau

proveniente de uma equacao polinomial.

O seguinte teorema serd apresentado e considerado sem sua demonstracao, por ser con-
sequéncia de outro teorema(Teorema Fundamental da Algebra) por exigir conhecimentos ina-

propriados para o nivel presente.

Teorema 4. Todo polinomio P(x) de grau n, pode ser decomposto em n fatores do primeiro

grau, isto é, p(r) = ag + 1T + ax® + -+ - + a, 2" = ap(x — 1) (T — 1) (T — 1.

Esse teorema garante, na verdade, que todo polindbmio pode ser decomposto num produto

de Stevin de n fatores.

6.3.1 Multiplicidade das raizes

Um polinémio possui raiz de multiplicidade m quando p(x) = q(z).(x —r)™, com ¢(r) # 0,

isto é, o polindémio é divisivel por uma poténcia de (z — r). E como dizer que r é raiz do
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polindémio m vezes. Por exemplo, o polinémio p(x) = 2° + 5zt + 823 + 422 — x — 1 é igual a

(x +1)3(z* + 2 — 1), a raiz —1 tem multiplicidade 3.

Exemplo 87. O wvalor de n de modo que a equacio x° + nx — 2 = 0 admita uma raiz de

multiplicidade 2.

Comentario/Resolucao 87. Sejam a e b e, ainda, considerando b como a raiz de multipli-

cidade 2. Assim,

3 +nr—2=(z—a)(x —b)?,
= (z — a)(2® + V* — 2bzx),
= 2 + b’z — 2b2* — ax? — ab® — 2abz,

=2 — (a+2b)2* + (b? — 2ab)x — ab®.

Da igualdade de polindmios, resulta que a +2b =0, b*> — 2ab = n e ab® = 2. Da primeira

relacao, resulta que a = —2b e substituindo na dltima iqualdade, tem-se

2 .
ab2:2:>—2b.62:2:>b3:—2:>b:€/—1:—1.

Com, b = —1, resulta da primeira relacao que a = —2. Assim,

n==0b—-2ab=n=(-1)*-2(-1).(-2)=1-4=-3.

6.3.2 Relagoes de Girard

As relagoes de Girard estabelecem um relacao direta entre as raizes da equagdo e os
coeficientes da mesma. Tal relacdo é conhecida para uma equacao do 2° grau ax®+bx+c = 0,
—b c e o
tal que r1 +ry = — e riro = —. Essas relacoes sao validas para qualquer polinémio de grau
a a
n proveniente de uma equacao polinomial. Entretanto, prioriza-se neste trabalho, apenas as

relagoes para polinémios do 3° grau.

Proposigao 21. Se p(x) = ax® + bx* + cx +d e 1, ro e 13 suas raizes, entio sao vdlidas as

—d

- - ¢
relagoes: 1+ 1o+ 13 = —, Ty + T3 +T1T3 = — €T T3 = —.
a a a

Demonstracgao Seja p(x) = ax® + ba® + cx + d e sua forma decomposta em fatores do
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primeiro grau, p(z) = a(x — ri)(x — ro)(z — r3). Entdo,

azx® + bz’ +cx +d = a(r — ) (z —ro)(x — 13),

a(x — rl)(x2 — 3T — Tk + roT3),

3 7’3:172 — 7’2:172 + ror3xr — 7“1:L‘2 + rir3x + r17r9T — T1T2T3),

= a(x
=a (x3 — (ry 4+ 1o +1ro)x? + (riry + rors +rirs)T — 7“17‘27“3) ;

3 2
= azx® — a(ry + ro + ro)x” + a(riry + ror3 + rir3)T — arirers.

—d

. oA - &
Da igualdade de polinémios resulta, ri+ro+rs = - r1re+rors+riT3 = - eTr1Tory = —

Exemplo 88. (ITA-1980) Se as dimensoes, em centimetros, de um paralelepipedo reto-
retdngulo sio dadas pelas raizes da equacao 24x® — 2622 + 9x — 1 = 0, entdo o comprimento

da diagonal € igual a:

1 9 24 1
a) 19 M b) oq M- c) 1—\/2_ cm. d) 1—\/2_ cm. e) \{—7_23 cm

Comentario/Resolucao 88. Sendo, a, b e ¢ as raizes do polindmio. Pelas Relacoes de

Glirard: (C26) 13
a+b+c= 23 z T
ab + bc_%;izi): ﬁlz 3
= T w

Como a diagonal de um paralelepipedo reto-retingulo de dimensoes a, b e ¢ é dado por

D =+a?+ b?+ 2. Entao,

13 o (1Y L, ., 169
a+b+0—ﬁz>(a—|—b+c) _<E) =a"+b"+c +2(ab+bc+ac)—m:>
3 169 169 3 169—108 61
RN SR BT Wi ST - S i il
R T vV I A VY 144 144
61 /61
Portanto, D a’?+b2+c T 12.Letm, (d).
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6.3.3 Teorema das Raizes Racionais

Teorema 5. Se uma equagio polinomial p(x) = ag+ a1+ axx®+- - -+ a,a™ = 0, com a, # 0.
De coeficientes inteiros, admite uma raiz 1—37 com p,q inteiros e ¢ # 0, e ainda, p e p primos
q

entre si, entao p € divisor de ag e q € divisor de ay,.

Demonstracao Se P ¢ wma raiz de p(z), tem-se
q

2 n
e (§) 00 (5) +oven (F) -0
q q q

Multiplicando por q™:

aoq" + arpq" "t + asp’q" P+ -+ anp” =0

Isolando a,p™,

anp” = —q [a0q" + arpg" ' + axp’ "+ 4 apap” — 1]

Tomando, o = [apq" + ar1pg" ' + asp?q" 2 + -+« + a,_1p™ — 1], tem-se que a € inteiro,

'

. . . , a .
pois todos os termos ag, a, . ..a, sao inteiros. Dai, a,p" = —qo = —a = . Isso significa

que a,p" € divisivel por q e, como p" e q sao primos entre si, a, € divisivel por q.

De modo andlogo, verifica-se que ag € divisivel por p.
Exemplo 89. Quais as possiveis raizes inteiras da equacdo x> + 4> +2x —4 =079

Comentario/Resolucao 89. Pelo Teorema das raizes Racionais, as possiveis raizes inteiras
sao 1, =1, 2, —2, 4 e —4. Dessas possiveis raizes. O —2 € a unica raiz inteira. Pois,

(=23 +4(-2)2+2(-2)—4=-8+16—4—4=0.

Efetuando a divisao por x + 2:

344?42 —4|x+2

— 3 — 222 ‘x2—|—2x—2
22° + 2x
— 2% — 4z
— 2z —4
20 +4
0
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Resolvendo, a equagio proveniente da divisio, x> +2x—2 = 0, encontra-se as raizes v/3—1

e —v/3 — 1. Realmente, —2 € a raiz inteira da equacdo.

3

Exemplo 90. Encontre os valores inteiros de m para os quais a equagdo x° — ma?® + mx —

m? —1 = 0 tem pelo menos uma raiz inteira. Para cada um desses valores de m, ache as

raizes inteiras das equagoes (do terceiro grau) correspondentes.

Comentario/Resolucao 90. Considerando que a seja a raiz inteira da equagao. Entao,

2 —mat+mer—m?—1=0=a®>—mda®*+am—m?=1,

fatorando o lado esquerdo dessa ultima expressao, seque

a*(a—m)+m(a—m)=1= (a>+m)(a—m)=1.

Como a € inteiro e m deve ser inteiro, entao (a> +m) e (a —m) sao inteiros. Para que o

produto de dois inteiros seja 1, ambos sao 1 ou —1.
Caso (1). Para a®> +m =1 ea—m = 1, tem-se que a = 1+ m, da sequnda relagao.
Substituindo esta dltima na primeira equacao, resulta
a4+m=1=1+mP+m=1=1+m*+2m+m=1=m?>+3m=0.
Logo, my = 0 ou my = —3, acarretando em, a; = 1 ou ay = —2. Isso significa que as equacoes
22 —1=0¢ea®+32% -3z — 10 = 0, possuem, respectivamente, 1 e —2 como raizes inteiras.
Caso (2). Para a> +m = —1 ea—m = —1, tem-se que a = m — 1, da sequnda relagao.
Substituindo esta dltima na primeira equacao, resulta
a4+m=-1=m-12+m=-1=14+m>-2m+m=—-1=m>-—m+2=0.

2

Como m* —m+2 = 0 nao admite solucao real, entdao esse caso nao serve para que m admita

raizes inteiras.

Portanto, sao validos os valores de m do primeiro caso.
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6.4 Aplicacoes nos Exames Militares

74. (EEAr-2018) Sejam os polinémios A(x) = 2® 4+ 22° —x — 4, B(z) = az® — ba? — 4z + 1
e P(x) = A(z) — B(z). Para que P(x) seja de grau 2, é necessario que
a) a# —leb=—-2.
b) a=1leb=-2.
c) a=1leb# —2.
d) a#leb#2.
Solugdo 74. Tem-se A(z) — B(z) = 23 + 222 —x — 4 — (az® — ba? — 4oz + 1) =
4202 —x—4—arP+ b +4r—1=(1—-a)x®>+ (2+b)z* + 3z — 5.
Deve-se ter 1 —a =0, entaoa=1. E, 2+ b +# 0, tal que b # —2.
Alternativa, (c).

)
75. (EFOMM-2016) Sabendo que 3 ¢ uma raiz do polinémio P(x) = 22® — 32% — 9z + 10,

a soma das outras raizes é igual a:
a) —2. b) 0. c) 10. d) 1. e) —1.

Solugao 75. Efetuando a divisio de 2P(x) = 4x3 — 6x* — 18x + 20 por 2z — 5, cujo

modificacao foi realizada para se ter wvalores inteiros. Pelo método das chaves, seque

403 — 622 — 182 +20|2x —5

— 423 + 1022 \2x2+2x—4
4% — 18x
— 422 + 10x
— 8z + 20
8r — 20
0

Resultando no quociente 2x% + 2z — 4. Acarretando na equacdo, 2x*+2x —4 = 0. Para

) b =2
saber a soma dessas raizes, basta lembrar que r1 + xo = —— = - = —1.
a

Alternativa, (e).
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76. (EN-2000) Dividindo-se (22 — 2? +mx + 8), onde m € R, por (x + 2) obtém-se o resto
igual a —6. Qual o polinémio que representa o quociente da divisao de (43 — 7x + 3)

por (2o —m)?

a) =222+ 3x + 1.

222 + 2 — 1.

=)

o,

22+ 3z + 1.

)
)
¢) —a*+ 2z — 1.
)
e)

22% — 3z + 1.
Solugido 76. Sendo, p(r) = 223 — x® + mx + 8. entao, p(—2) = —6. Assim,

2.(—2) = (—2)*—-2m+8= 6= —-16—-4—-2m+8= 6= —2m=06=m=—3.

Agora € s6 efetuar a divisio de 4x3 — Tz + 3 por 2z + 3. Pelo método das chaves,

473 — Tz +3|2x+3

— 423 — 622 ‘2:1}2—31’—1-1
— 622 — Tz
62* + 9z
2v + 3
—2r—3
0

Alternativa, (e).

77. (EFOMM-2014) O valor da soma de a e b, para que a divisdo de f(x) = 2* + az + b por

g(z) = 22?2 + 22 — 6, seja exata ¢,

a) —1. b) 0. c) 1. d) 2. e) 3.
Solucao 77. Para a divisao ser exata, v(z) = 0 e q(x) = mx +n. Assim, f(zx) =
9(x)q(x). Dat,

2+ ax + b= (22° + 22 — 6)(mx + n),
= 22%(mx + n) + 2x(mx +n) — 6(mz + n),
= 2ma® + 2na? + 2ma® + 2nz — 6ma — 6n,

= 2ma* + (2n + 2m)x* + (2n — 6m)x — 6n.
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Resultando,

1 1
2m:1:>m:5;2n+2m:0:>2n:—2m:>n:—§;

1
a=2n—6m=-1-3=—-4 eb:—6n:—§.(—6):3. Assim, a+b=—-4+3=—1.

Alternativa, (a).

. (EN-2003) Se uma das raizes da equacao 2% + pz? + gx + 1 = 0 ¢ a média harménica
¢ b q

das outras duas, entdo 9pq — 2¢> & igual a:
a) 18. b) 24. c) 27. d) 36. e) 81.

Solucao 78. Sendo, a, b e ¢ as raizes da equacao. Pelas relacoes de Girard:

( JE—
a—i—b—l—c:Tq:—q
p
ab—i—bc—l—ac:I:p
abc = —1
\

Supondo a, como a raiz que € a média harmonica de b e ¢, entao

2 B 2 B 2bc
oz——1 1:>a——b+0:>a—b+c.
b ¢ be

Substituindo o valor de a na relagao, ab + bc + ac = a(b+ ¢) + bc = p, segue

2b
b/'_c/c(b/i—/c)+bc:p:>2bc+bc:p:>3bc:p:>bc:g.
o . 3
Substituindo o valor de bc na relagao, abc = —1, seque que a = ——
o N 2bc
Substituindo o valor de a e bc na relagao, a = b seque que
c
q q
2.- 2.- 2
3 3 3 2q q 2q
= spre=Fspre=(-1)=-L
¢ bre TeTT3TUTem3Tg 9
q
Da relagao, a + b+ c = —q, seque que
3 2¢* 3 2¢°
a+b+c:—q:>———i:—p:>p:—+l.
q 9 q 9
~ 3 3 2q2 3 3 3
Entao, o valor 9pq — 2¢° = 9q —+? —2q° =27+ 2q° — 2¢° = 27.
q

Alternativa, (c).
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79. (EEAr-2014) A equagao z® — 422 + 5z + 3 = 0 possui as raizes m,p e q. O valor da

.. m p q
expressao — + — + — ¢
pg mq mp

a) —2. b) —3. ¢) 2. d) 3.

Solucao 79. Pelas relagoes de Girard:

(
—(—4
m+p+q= (1 ):4
5
<mp+qp+mq:I:5
-3
\mpq-T——S

De,
m+p+qg=4= (m+p+q)?=4=m’+p*+ ¢ +2(mp+pg+mq) =16 =

=m?+p'+ ¢ +25=16=m>+p*+ ¢* =6.
m m? 2 2 m*+p*+q* 6
bg mqg mp mpq mpqg Mmpq mpq -3

Alternativa, (a).

=2,

80. (EN-2010) Sejam a,b,c as raizes da equagio de valor 122° — 422 — 3z +1 = 0. Qual o

valor de va3 + b3 + 3 + 17

2v/21 2¢/7 2/7 V21 V21
a) —. b) —. c) —. d) —. e) —.
9 3 9 9 3
Solucao 80. Pelas relacoes de Girard:
( (=4 1
a+b+c= 123 = 31
ab+bc%;ac: =1
\abc =13

Tem-se,
1\° 1
(a+b+c) = (5) :>a3+63+c3+3(a+b+c)(ab+bc—|—ac)—Babc:ﬁ:>

— b (=2 )=3.(-= — = b I T b —

/1 /28 24/21
Das, tem- S+ b3 Bt l=y/—+1=4/—=——.
ai, tem-se \/a +0° 4+ c° + 27+ 57 9

Alternativa, (a).
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81.

82.

83.

3

(IME-2018) Sejam x1,z5 e z3 raizes da equagdo z° — ax — 16 = 0. Sendo @ um ntimero

real, o valor de 2% + z3 + 23 ¢ igual a:
a) 32 —a. b) 48 — 2a. c) 48. d) 48 + 2a. e) 32+ a.

Solucgao 81. Pelas relacoes de Girard,

;

$1+I2+$3:0

T1To + Tox3 + T1T3 = —a

\3513:2953 =16

Tem-se,

(z1+20+23)° = 03 = 23+ 23 + 23 4+ 3(2) + 29+ 23) (2122 + D03+ T123) — 37127973 = 0 =
= 28+ a5+ 23 +3.0.(—a) —3.16 = 0 = 2% + 25 + 23 = 48.

Alternativa, (c).

1
(IME-2015) O polinomio z* + az?® + bz + ¢ tem raizes o, —a e —. Portanto o valor da
a

soma b+02+ac—|——2 é:
c
a) —2. b) —1. c) 0. d) 1. e) 2.

Solucao 82. Pelas relacoes de Girard,

.
1
at+(—a)+—=—a
a
(~a) + ()~ +ar =
a(—a —a)—+a— =
) a «
a(—a)a =—c
. . 1 . 9 4 .
Da primeira relacao tem-se, a = ——, da sequnda relacao, b = —a” e da terceira relacao,
«

c=a.
~ 2 b 2 2 1 —a?
Entao, b+c*+ac+ w=—-a"+ao*+ | ——|a+—=-1—-1=-2.
c? a a?
Alternativa, (a).
(ITA-2009) Se as solugoes da equagao algébrica 22° — ax? 4 bx + 54 = 0; com coeficientes

a,b € R, b+# 0, formam, numa determinada ordem, uma progressao geométrica, entao,

a , . |
— é1gual a
b g
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d) 1. e) 3.

Wl

a) —3. b) —3. )

Solucao 83. Como as raizes estao em P.G., pode-se considerar que elas sao do tipo —,
q

k e kq.

Das relagoes de Girard, tem-se:

(

k

—+k+kq= a

q 2

Ek%—qu‘%—ﬁkq:é

q q 2
ko 54

k—kq =
\ q 2

1 b 1
Da primeira relacao tem-se, g =k <1 + -+ q) , da sequnda relacao, 3= k2 (1 + -+ q)
q q

e da terceira relagdo, k* = 27, resultando em k = 3.

1
/{:M
q _ L

Dai,gzz S

a
9 1
b b 1 ko3
3 kK{1t~7q¢
q

Alternativa, (c).

84. (AFA-1998) As raizes da equacao x® — 7z? + 14x — 8 = 0 formam uma Progressio

Geométrica de razao
a) 2. b) 3. c) 4. d) 5.

Solucao 84. Pelo Teorema das Raizes Racionais, tem-se que as possiveis raizes inteiras

do polinomio, sao 1, —1, 2, =2, 4, —4, 8, —8.

No caso, 1 € uma raiz. Dai, efetuando a divisao por x — 1:

3 =T+ 14 —8 |z —1

— 2% +2? ‘x2—6x+8
— 622 + 14x
622 — 6x
8r — 8
—8r + 8
0
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85.

Resolvendo, a equacdo x* — 6x + 8 = 0, encontra-se as raizes 2 e 4. Portanto, as raizes

1, 2, 4 formam uma P.G. de razao q = 2.

Alternativa, (a).
(ITA-2013) A soma de todos os niimeros reais x que satisfazem a equagao
8VITT 444 (2V77T) 4 64 = 19 (4¥7FT)
¢ igual a
a) 8. b) 12. c) 16. d) 18. e) 20.
Solucdo 85. Tomando, 2V*tl = X -
(23)VaHT 4 44 <2m) 464 =19 ((22)¢m) = X3 — 19X?% + 44X + 64 = 0.
Pelo Teorema das raizes racionais, uma raiz divide 64. No caso, 4, pois,
43 —19.4% + 44.4 4+ 64 = 64 — 304 + 176 + 64 = 0.

Dai, seque a divisio de X3 — 19X? + 44X + 64 por X — 4,

X3—19X2+44X+64‘X—4

— X3 44X \X2—15X—16
—15X2% + 44X
15X2 — 60X
— 16X + 64
16X — 64
0

Logo, resulta na equagdo, (X? — 15X —16) (X —4) =0= X? - 15X — 16 = 0.

Resolvendo a equacao resultante, com a =1, b= —15 e c = —16.
— 2 — —(—15) £ y/(—15)2 —4.1.(—1
Y b++b 4ac:>X: (—=15) £ /(—15) ( 6):>X:15i\/225—|—64:>
2a 2.1 2
15 £+ v/289 9417 15+17 32 5-17 =2

Logo, sdao solucoes possiveis, apenas X = 4 e X = 16. Portanto, 2V** = 16 = 2¢ =
Ve+tl=4=2=15 E 2V =4=22= /e +1=2= 2 = 3. As raizes siao 15 ¢

3, cuja soma € 18.

Alternativa, (d).
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Capitulo 7

Conclusao

O trabalho aborda varios aspectos da Algebra elementar. Com isso espera-se que o aluno
da Educacao bésica tenha um material de apoio que sirva de ferramenta auxiliadora no pro-
cesso de aprendizagem da Algebra. O trabalho nio é apenas voltado para o aluno. Docentes
da rede publica podem, também, aproveitar o material para enriquecer materiais de estu-
dos elaborados através da abordagem proposta e da ampla gama de exemplos e aplicacoes

apresentados.

Com o trabalho e seus estudos sobre Algebra estima-se que o aluno da rede publica,
tanto do Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio possam ter um material de estudo
que auxiliem no ingresso de instituicoes militares, sejam elas do Ensino Médio, Técnico ou

Superior, independente da opc¢ao de carreira, isto ¢, no Exercito, Marinha ou Aeronautica.

Por fim, espera-se, também, que o trabalho sirva como fonte de inspiragao para alunos
que nao s6 desejem ingressar no ensino militar, mas que possam ganhar conhecimento extra

ou, ainda, aprimorar conhecimentos adquiridos anteriormente.
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