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Resumo

Neste trabalho foi investigado como as sequéncias e séries numéricas estao presentes no
ensino basico e apresentadas defini¢oes, exemplos e teoremas. Também houve um estudo da
convergéncia e divergéncia de algumas séries numéricas. Foram analisadas a continuidade
de funcgoes e estudadas sequéncias e séries de funcoes. A derivada e a integral de uma
funcao se fizeram necessdarias para uma aplicacao: calcular o comprimento do um arco de
uma curva. Foram apresentados uma uma nota histérica sobre o algebrista que deu origem
a funcao objetivo deste trabalho e algumas consideracoes iniciais que auxiliam o leitor na
compreensao da funcao de van der Waerden. O trabalho é encerrado com a demonstracao

da continuidade e a nao derivabilidade em ponto algum de tal fungao.

Palavras chave: Sequéncias, séries, continuidade, funcoes, derivabilidade, van der Wa-

erden.



Abstract

In this work was investigated how numerical sequences are present in elementary education
and presented definitions, examples as theorems. There was also a study of the convergence
and divergence of some numerical series. Were analyzed the continuity of functions and
studied sequence and series of functions. The derivative and integral of a function became
necessary for an application: to calculate the length of an arc of a curve. Were presented a
historical note about the algebraist that gave rise to the objective function of this work, and
some initial considerations that help the reader to understand van der Warden’s function.
The work is ended with the demonstration of continuity and the non-derivability at any point

of such function.

key words: sequences, series, continuity, functions, derivability, van der Waerden.
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INTRODUCAO

O tema da presente dissertacao surgiu da curiosidade sobre se existe fungoes continuas e

nao derivaveis em ponto algum.

O objetivo desse trabalho é demonstrar a continuidade e a nao derivabilidade em ponto
algum da funcao de van der Waerden e, durante toda a construcao tedrica para tal fim,
mostrar algumas aplicagoes da anélise real no ensino bésico, bem como despertar e responder
as curiosidades de um determinado grupo de alunos. Isso mesmo! Muito se houve falar
em inclusao escolar e ha uma parcela de discentes para os quais a escola ainda encontra
dificuldades para trabalhar. Sao alunos com altas habilidades ou “Q.I” acima da média para
sua idade. Foram deles que partiram curiosidades e questionamentos acerca de demonstracoes
sobre féormulas que utilizavam e, a partir destes questionamentos, a pretensao é incentiva-los

e leva-los a busca de respostas.

Pareceu, num primeiro instante, ser um assunto com poucas referéncias, devido a dificul-
dade em imaginar o grafico de tais fungoes e também com pouca aplicabilidade no ensino
bésico. Mas o conjunto das funcoes continuas e nao derivaveis em ponto algum é muito maior
do que imagina-se.

O trabalho foi dividido em quatro capitulos, iniciando por “Sequéncias e séries numéricas”.
Em seguida, foram abordados “Funcgoes continuas” e “Derivada e integral”. A finalizacao
vem com “Funcoes continuas e nao derivaveis em ponto algum”. Esses capitulos ainda
possuem algumas subdivisoes, as quais foram importantes para melhor estruturar a presente

dissertacao.

O primeiro capitulo é subdividido em “Sequéncias numéricas” e “Séries numéricas”. A

primeira parte traz definicoes de sequéncias numéricas e de seu limite, bem como teoremas



para o estudo de convergéncias e exemplos. Ja a segunda parte deste capitulo trata as
definicoes, teoremas e exemplos de séries numéricas, um dos quais é bastante utilizado no
ensino médio. E nesta parte que também é inserido alguns testes para a verificacao de

convergéncia ou divergéncia de séries numéricas.

O capitulo de “Funcgoes Continuas”apresentou a definicao de continuidade, bem como
exemplos muito importantes para este trabalho. Foi subdividido em duas partes: “Sequéncia
de funcoes’e “Série de funcoes”. A primeira parte contém definicoes, exemplos e teoremas

3 3 3 )
para mostrar a continuidade e a convergéncia de sequéncias de fungoes, enquanto a segunda
parte traz também defini¢oes, teoremas e exemplos para a convergéncia de séries de funcoes.
Esta parte contém o “Teste M de Weierstrass”, teorema de suma importancia para um dos
)

objetivos do trabalho.

Em seguida, vem o capitulo que subdivide-se em “Derivada de uma funcao” e “Integral
de uma funcao”. Aqui apenas é dada a definicao de derivada, exemplos e o Teorema do Valor
Médio, em que a ideia da demonstracao é apresentada geometricamente. A integral de uma
funcao é definida apenas para inserir uma aplicagao: o célculo do comprimento de um arco

de curva.

O capitulo final desta dissertacao é dividido em trés partes. Primeiramente ha uma nota
histérica sobre o matematico responsavel pela funcao que é estudada nesta dissertagao. Em
seguida, sao abordadas algumas consideragoes iniciais e graficos para um melhor entendi-
mento sobre tal fungao. A finalizacao do trabalho vem com a demonstracao da continuidade

e nao derivabilidade em ponto algum da funcao de van der Waerden.

A realizacao desse trabalho deu-se primeiramente por pesquisas na internet sobre funcgoes
continuas e nao derivaveis em ponto algum, nas quais foram encontrados nomes importantes
relacionados, tais como Bernhard Bolzano, Karl Wilhelm Theodor Weierstrass e Bartel Le-
endert van der Waerden. Apds a opcao por demonstrar a continuidade e nao derivabilidade
em ponto algum da funcao de van der Waerden, houve a necessidade de iniciar o trabalho
com conceitos simples, os quais mostram-se aplicaveis ao ensino basico. Alguns desses con-
ceitos foi possivel fazer aplicacao durante a elaboracao da presente dissertacao. A opcao em

constatar poucas referéncias deu-se pelo fato de evitar linguagens demasiadamente diferentes

13



no decorrer do trabalho.
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CapiTULO 1

SEQUENCIAS E SERIES
NUMERICAS

No ensino basico é apresentado para o aluno apenas uma forma de grafar nimeros. Mais
precisamente no oitavo ano do ensino fundamental II, quando é inserido o conceito de nimeros
irracionais, fala-se em dizimas peridédicas e aprende-se como descobrir a sua fracao geratriz
por meio de mecanismos que facilitam essa descoberta. Entao, depois de alguns exercicios,

o aluno descobre facilmente que a fracao geratriz da dizima periédica 0,249 ou 0, 2499999...
, 225

e —
900

1 _
a0 numero racional 1 que é exatamente 0,25. Conclui-se entao que 0,249 = 0,25. Assim,

. Com a intervencao do professor, o aluno ¢é levado a simplificar essa fracao, chegando

os alunos passam a conhecer um novo modo de escrever ntimeros decimais, com “infinitos

noves”.

Esse conceito foi aprofundado em sala de aula, mais precisamente em duas turmas de
oitavos anos, mostrando aos alunos que, na verdade, essa forma de escrever os numeros é

uma “‘soma infinita” de decimais. Por exemplo,
1 _
3 =0,333---=0,3=0,3+0,03+ 0,003 + 0,0003 + - - -

1—3+ 3 N 3 N
3 10 100 = 1000

1 <= 3 _
§:;10i20’3'



Os nameros 0,3, 0,03, 0,003, ---, formam uma sequéncia numérica. A soma de seus

infinitos termos dao origem a uma série numeérica.

Neste capitulo serao abordadas definicoes, teoremas e exemplos de sequéncias e séries
numéricas, as quais estao presentes nas referéncias tomadas e que sao ideias iniciais para

alcancar o objetivo deste trabalho.

1.1 Sequéncias Numéricas

Defini¢ao 1.1. Uma sequéncia numérica (de nimeros reais) é uma fun¢io a : N — R
definida no conjunto dos miumeros inteiros positivos tomando valores reais. Assim, a cada

n € N corresponde um a, € R, chamado n-ésimo termo da sequéncia.

Definigao 1.2. Um nimero real a é limite da sequéncia (ay)nen quando, para todo nimero
real € > 0 dado arbitrariamente, existir n. > 0 tal que todos os termos a,, com indice n > n,

cumprem a condi¢ao |a, — a| < €.
Notagao: lima, = a (A sequéncia (a,)nen converge para a € R).

Exemplo 1.3. Considere a sequéncia a,, = —;. Prove que lim a, = 0.
n n— 00

Prova: De fato, dado € > 0, tome n, = Entao V n > n,. temos

RS
NG

1 1 1 1
<

Portanto, lim a, = 0.
n—o0

16



Teorema 1.4. (Teorema do Sanduiche) Sejam as sequéncias a,, b, e c,, com a, < b, < c,.

Se lima,, = limc¢, = a, entao limb, = a.

Demonstragao: Dado ¢ > 0, 3 n, tal que n > n,, = |a,, — a] < e. Também 3 n,, tal

que n > ne, = |¢, — al < e. Tome n. = max{n.,;n,}. Entao,
n>n=—a—¢€e<a, <b, <c, <e+a,

isto é, a — € < b, < a+ e = |b, — a|] < ¢, donde conclui-se que limb,, = a. O

n!
Exemplo 1.5. Seja a sequéncia b, = —. Prove que lim b, = 0.
nm n—00

Prova: Observe que a sequéncia b,, é formada por termos positivos e, portanto, b, sera maior

que a sequéncia de termos nulos a, = 0. Além disso,

nl 1 2 3 n 1
= = = — = <
n" n n n n n
. - i 1 . . . .1
Considere entao a sequéncia ¢, = —. Assim, lim a, = lim 0 = 0 e lim — = 0. Como
n n—o00 n—o00 n—oo N,
a, < b, < c,, pelo Teorema 1.4, conclui-se que lim b, = 0.
n—oo

O Teorema que sera enunciado a seguir caracteriza a convergéncia de uma sequéncia

numeérica sem o conhecimento prévio do seu limite.

Teorema 1.6. (Critério de Cauchy para sequéncias numéricas) Uma sequéncia a,, € conver-

gente se, e somente se, ¥V € > 0, existir ne > 0 tal que
n,m > n. = |a, — ap,| <e€.
Exemplo 1.7. Use o Critério de Cauchy para sequéncias e estude a convergéncia de

n
n+1

Ay =

Dado € > 0, 4 n. > 0 tal que V m,n > n. e, sem perda de generalidade, tomando n > m,

tem-se
n m o n—m . n—m n—m
n+1 m+1| |[(n+1)(m+1) nm+n+m+1 nm
n m 1 1 1 1
=———=——-——< =< —.
nm nm m n m Ne

1 .
Tomando n. = —, obtém-se |a,—a,,| < € e, pelo Teorema 1.6, a sequéncia a,, é convergente.
€

17



1.2 Séries Numéricas

Ao tentar somar todos os termos de uma sequéncia de nimeros reais a, obtém-se uma
expressao da forma

Zan:a1+a2+a3+...+an+...

n=1

Com abuso de linguagem, chama-se essa “soma infinita” de série.

Definicao 1.8. Dada uma sequéncia a,, pode-se a partir dela definir uma nova sequéncia

Sp, onde Sy = ay, S = a1+ ag, ..., Sy, = a1 +as+ ...+ a,. Define-se S, = > ._, a
A . . . 7. o

como a sequéncia das somas parciais da série ) >~ | a, que converge para sua soma S € R se

limsS, = S.

A abordagem do assunto “soma de uma progressao geométrica’ no ensino médio, na
realidade refere-se & série geométrica > 7 a1
n=0 Y17 -

A férmula utilizada no ensino médio para a soma de uma progressao geométrica de finitos

termos foi demonstrada em sala de aula da seguinte maneira:

Sn:ajl.ro_i_al,7«1+a1.r2+...+a1.7"n71_ (11)

Multiplicando ambos os lados da equagao (1.1) por r, obtém-se:

reSy=ar-r tartta o+ ag ™ (1.2)

Subtraindo (1.2) de (1.1), vem:

Sp—1-Sy=a1-m°—ap-r"
n n 1 1

& S,-(1—=r)=a;-(1—-1")

al-(l—r”).

& S, =
1—r

18



Apo6s esta demonstracao, foi possivel deduzir a férmula para a soma dos “infinitos termos”
de uma progressao geométrica. Para isso, foi mostrado que quando 0 < r < 1 (caso particular
tratado no ensino médio) pode-se tomar o limite de .S,, quando n — 0o. Neste momento, os

alunos tiveram contato com nocgoes de limite e convergéncia de série numérica.

Exemplo 1.9. A série Zr”, onde |r| < 1 converge para (1 —r)~L.
n=0

. ~ . . -r ~
Prova: Seja S, = > ,_,r*. Entdo lim S, = lim . Mas, como |r| < 1, entdo r" tende
n—0o00 n—o00 —7r

para zero quando n tende para o infinito.

Logo,

1—r" 1
lim !

= =(1—-r)L
n—oo 1 — 1 1—7r ( T)

Teorema 1.10. (Critério de Cauchy para séries) Uma série Y -, a, € convergente se, e

somente se, ¥V € > 0 existir n. > 0 tal que

m>1>n. = < e.

m
D
k=

Demonstragao: Considere a sequéncia S, = >, ax. De acordo com o Teorema 1.6, S,

¢ convergente se, e somente se, V € > 0 existir n, > 0 tal que n,m > n. = |S,, — Sy| < e.

Observe que:

Sm—Sp=a+a+- - +atap+-tap—ar—a—-—ay
m
<:}Sm_S’n:an-&-l‘I“an-i—2<k"'am: Z Q.
k=n+1
m
Tomando [ = n + 1, obtém-se Z ai| < €. 0
k=l
Exemplo 1.11. Mostre que a série Y -, — € convergente.
n

1
Prova: De fato,V ¢ > 0,4 n. = e tal que
€




A convergéncia ou a divergéncia de séries pode ser mais facilmente comprovada com o

auxilio de alguns testes que serao abordados a seguir.

Teorema 1.12. (Teste da divergéncia) Se lim a, ndo existe ou se lim a, # 0, entdo a série

n—00 n—00
Z 1@ diverge
n=1"" ge.

Demonstracao: Seja S, = > ;_, a;. Suponha, por absurdo, que a série Y~ | a, converge,

isto é, lim S,, = S. Sem perda de generalidade pode-se afirmar também que lim S, ,; = S.
n—oo n—oo

Logo, lim S,.; = lim S,, ou seja, lim S, ; — lim S, = lim (S,.; — S,) = lim a, =0, 0
n—roo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
o

que é um absurdo. Portanto >,

a, diverge. O

— 4
Exemplo 1.13. Mostre que a série 5 3 n diverge.
n=1
. dn o 1 .
Prova: Note que lim = lim " = - # 0. Pelo Teorema 1.12, a série dada
n—oo bn — 2 n—>o<>7n—— 5

n
diverge.

Teorema 1.14. (Teste da Comparagio) Considere as séries Y .~ a, de termos quaisquer e

Yoo by de termos nao negativos. Se existir ng € N tal que
n 2 no = ‘an| S bn7

entao a convergéncia de Y~ b, implica na convergéncia de "

n=1 an-

Demonstracao: Como ), b, converge, pelo Teorema 1.10,V € > 0,3 n. > 0 tal que

m
m>1l>n.= an < e
n=l|
Tome § = max{ng, n.}. Entao
m m m
m>1>6= ) a,| <Y Jan| <Y by <e
n=l n=lI n=l

O

~ ~ . A . o0 . . . ~ .

Observagao: No teste da comparacao, a divergéncia de >, a,, implica na divergéncia de
o0

Z'I’L:l bn.

20



: 1 . ‘ : ‘
Exemplo 1.15. Mostre que a série y -, —, denominada série harménica, é divergente.
n

Prova: Sejam as sequéncias

_11111111 1
an‘_ 727474787878787 7n .

Observe que a sequéncia b, majora a sequéncia a,, termo a termo, isto é, |a,| < b,.

. 1 1 1 n 1 1 1 1
Mas Enzlanz1+§+2-Z+4.§+~~+§~5+~~11+§+§+§+--. claramente
diverge. Portanto, pelo Teorema 1.14, a série harmonica Z — ¢é divergente.
n
n=1

Definicao 1.16. Uma série Y a, ¢ chamada absolutamente convergente se a série de valores

absolutos Y |ay,| for convergente.

o0
~ . s . . An+1
Teorema 1.17. (Teste da Razdo) Considere uma série E a, e suponha que lim =r.
n—00 an
n=1

Entao:
1. ser <1 a série converge absolutamente;
2. ser > 1 a série diverge;

3. ser =1 o teste € inconclusivo.

Demonstracgao:
. Any1 ..
1. Sendo r < 1, tome ¢ € R tal que r < ¢ < 1. Como lim || = r, pela Definicao
n—oo an
an+1
1.2,V €>0,3 n. >0 tal que n > n. = "L _ | < e. Tomando € = ¢ — r, temos
G,
Ap+1 . .
—r| < c—r. Da desigualdade triangular, segue que
G,
An+1 An+1
|1 < |22 _pl4r<ce—r+r=c
|| Qn
Note que
@ncril Jancol - laal T el
la,| = |an,| - . = lan,| - H < |an,|-c
‘a’ne |ane+1| |an_1| k=n |ak|
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-~ " converge (Exemplo

-c"" ¢ a série geométrica y | |an,

Como |a,| < |an,| < |an,
1.9). Pelo Teorema 1.14, "> | a,, converge absolutamente.

2. Sendo r > 1, tome ¢ € R tal que 1 < ¢ < r e, como no item (1), 3 n. > 0 tal que

An+1
n>n.= [t >
[
o
" ¢, como a série geométrica g |an, |- "™ diverge
n=1

Neste caso, tem-se |a,| > |an,,

para ¢ > 1, pelo Teorema 1.14, Zan diverge.

n=1

1 1
> ey —- Note que

. s o
3. Agora, sejam as séries Y >~ — o
n n
1 1
. . n+1)2
lim "TH — lim |4 - il Y
n—oo - n—oo -5
n n

1
converge (exemplo 1.11) enquanto a série y ~ — diverge
n

Porém, a série Y =
(Exemplo 1.15). Assim, quando r = 1, o teste é inconclusivo.

n!

Exemplo 1.18. Estude a convergéncia da série y ~
n

n!

Seja a,, = et

Entao
a (n+1)!
n+1
lim || = lim —(n+73 i
n—oo | Ay n—00 n_"
1)-nl n "
S R ) L L O L VY (UL R S
nsoo | (n4+1)-(n+1)» n! n—oo (n4+1)"  nooo \n+1 e

L= 7
Portanto, a série g — converge absolutamente.
n
n=1

Teorema 1.19. (Teste da raiz) Considere a série > .~ a, € seja lim {/|a,| = r. Entdo
n—oo
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1. ser <1 a série converge absolutamente;
2. ser > 1 a série diverge;

3. ser =1 o teste € inconclusivo.

Demonstracao: Se lim {/|a,| = r, entdo ¥V ¢ > 0,3 n. > 0 tal que

n—oo

n>ne=|{/|a,| —r| <e

1. Tome r < c< 1, com ¢ =e+r. Assim, {/|a,| < e+1r = {/|a,| < c=la,| < ", para
n > n.. Pelo Teorema 1.14, como |a,| < ¢", a série geométrica >~ a, converge (pois

c < 1), entdao )~ a, converge absolutamente.

2. Agora, tome 1 < ¢ < r. Entdo {/|a,| > ¢ = |a,| > ¢*, para n > n.. Como a
] 7 . o . o 7
série geométrica )~ | a, diverge quando ¢ > 1, pelo Teorema 1.14, "™ | a, também

diverge.

1 1 /1
3. Agora, sejam as sequéncias a, = — e b, = —. Note que lim \/> = lim {/— =1,
n n n—oo n—oo n

z /. o0 . s o0
porém a série y >~ - diverge enquanto a série ) > — converge. Portanto, quando

Tl2

r = 1, o teste é inconclusivo.

2
1 n
Exemplo 1.20. Mostre que a série Z <n i > ¢ divergente.

n=1

Prova: Com efeito, lim
n—oo

1 n
= lim (n—l— ) = e > 1. Pelo Teorema 1.19, a
n

série dada diverge.
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CapriTULO 2

FUNCOES CONTINUAS

Neste capitulo serao abordadas defini¢oes, exemplos e teoremas sobre a continuidade
de funcoes e também serao apresentadas sequéncias e séries de funcoes de acordo com as

referéncias utilizadas.

Definicao 2.1. Uma funcao f: I — R, com I C R um intervalo, € continua em um ponto
c €I se, dado € > 0, existir § > 0;|z —c| < § = |f(x) — f(c)| < e. Se f for continua em

todos os pontos do intervalo I, diz-se, entao, que f € continua em I.

Exemplo 2.2. A func¢dio f: R — R definida por f(x) = |z|, chamada de “fun¢dao mddulo”,

€ continua.

Prova: De fato, dados f : R — R definida por f(z) = |z|ec € R, se |z —¢| < 4, com § > 0,
pela desigualdade triangular, |f(z) — f(¢)| = ||z| — |¢|| < |z —¢| < §. Tomando 6 < €, tem-se

|z —c| <6 =|f(z) — f(c)| <e. Portanto, f(z) = |z| é continua em R.

Teorema 2.3. Uma funcao f : I — R € continua se, e somente se, V ¢ € I e para toda

sequéncia a, € I tem-se lim a, = ¢ = lim f(a,) = f(c).
n—oo n—oo

Demonstragao:

(=) Sendo f continua, dados c € [ e e > 0,3 > 0 tal que c € I,
|z —c| <d=|f(z)— fle)| <e.

Agora, seja a, € I com lim a, = ¢. Entdo 3 n. > 0 tal que n > n. = |a, — ¢| < §. Logo,
n—o0

n>ne=la, —c <= |f(a,) — f(c)| <e, isto é, nli_}rg@f(%) = f(c).



(<) Supde-se agora que f nao é continua em ¢ € [. Entdo, V § > 0,3 ¢ > 0 tal que

1
lt —¢c| < & = |f(x) — f(c)] > e. Em particular, tome § = —. Entao 3 a, tal que
n
1
lan, — ¢| < = = |f(a,) — f(c)] > e, isto é, tem-se uma sequéncia a, convergindo para
n

¢ € I ao passo que a sequéncia f(a,) nao converge para f(a). O

Exemplo 2.4. A func¢do afim f(z) =ax +0b, com a,b € R e a#0 € continua.
Prova: De fato, tem-se
|f(z) — f(c)] = |ax + b — ac — b| = |ax — ac| = |a||z — ¢|.
Assim, Ve > 0 dado |f(z) — f(¢)| <e< |z —c| < a7~ Tomando & = 15, tem-se
[z —cf <6 =[f(z) = flo)] <e

isto é, f é continua em c. Como c foi tomado arbitrariamente, entao f é continua.

2.1 Sequéncia de Funcoes

Defini¢ao 2.5. Uma sequéncia (f,) de funcées, f, : I — R, converge pontualmente para

uma funcao f: I — R se,Vx €1, f(x) = lim f,(x), isto €, dadose >0 ex €, In.>0
n—oo

tal que

n>ne = |fn(x) - f(x)| <€
Exemplo 2.6. A sequéncia de fungoes f,(z) = sen(%) com f, : [0,1] = R converge pontu-
almente para f(x) = 0.

Prova: De fato, fixando z, lim f,(z) = lim sen(Z) = sen 0 = 0.
n—oo n—oo

Definigao 2.7. Uma sequéncia (f,) de funcées f, : I — R, com I C R, converge uniforme-
mente para uma func¢dao f: 1 — R se, dado € > 0, existir n. (dependendo apenas de € e nao
de x) tal que

relen>n.= |fulr)— flx)] <e
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Exemplo 2.8. A sequéncia de fungoes fn(x) = £ com f, : [0,1] — R converge uniforme-

mente para f(x) = 0.
Prova: De fato, dado e >0, d n. = % tal que

T T 1
.refen>n€=>‘——0‘:—§—<—:e.
n no N Ne

Teorema 2.9. Se uma sequéncia de funcgoes continuas f,, : I — R converge uniformemente

para uma funcao f: I — R, entao f € continua.

Demonstragao: Da convergéncia uniforme de f,(x) segue que, dado ¢ > 0, I n, > 0
tal que z € I, n > n. = |fu(x) — f(z)] < e. Tem-se por hipétese que f, é continua
em ro € I. Fixado n > n., pela definicao 2.1 segue que, V ¢ > 0, 3 6 > 0 tal que

Vael, |v—mxo <d=|fulx) = fu(zo)] < e Paran >nce |z — x| <9, tem-se

[f(@) = fle)l = fl@) = fale) + fal®) — falwe) + falze) — f(2o)]
< |f(@) = fa(@)| + [ ful2) = falzo)| + | fulzo) — flz0)| < 3e.
Pela arbitrariedade de €, conclui-se que f(x) é continua em zq € I. O

Exemplo 2.10. Seja f, : [0, 1] — R uma sequéncia de fungoes tais que f,(z) = z™, n € N.

Observe que:

e f.(x) sdo continuas em [0,1], n € N (Figura 2.1);

_ _ 0, se x €[0,1),

e lim f,(x) = lim 2" = f(z) =
n—0o0 n—oo 1’ se r = 1

Entao a convergéncia anterior nao é uniforme, ja que f(z) nao é continua em [0, 1] (Figura

2.2).
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Figura 2.1: Gréfico de f,(x)
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Figura 2.2: Gréafico de f(z) = lim f,(x)
n—oo
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Exemplo 2.11. Considere a sequéncia f, : R — R definida por f,(x) = £; n € N.

n?
o f.(x) € continua em R;

e f.(x) converge uniformemente para f(x) =0 (Exemplo 2.8).

Logo f(x) =0 é continua.

2.2 Série de Funcoes

Definicao 2.12. Dada uma sequéncia de funcoes f, : I — R, pode-se definir uma outra
sequéncia S, : I — R, tal que

n

Sﬂ(x) = fl(x) —|—f2(ZL’) +e +fn(x) = ka(l‘), rel, ne N.

k=1

Se ezistir 71113010 Sn(z), entao diz-se que a série Yy~ | [,(x) converge. Caso contrdrio, a série

diverge.

n

Exemplo 2.13. Sejam f,(x) = $—| uma sequéncia de funcoes f, : R — {0} — R e
n!

Sp(x) = >0 o fu(z) uma outra sequéncia de fungées S, : R — {0} — R. Como

lim S,(z) = e”, entdo a série )y fu(x) converge para €.
n—oo

Definigao 2.14. Diz-se que a série y | fn(x) converge:

e pontualmente, se a sequéncia S, convergir pontualmente;
e uniformemente, se a sequéncia S, convergir uniformemente;

e absolutamente, se a série Y~ |fn(z)| convergir pontualmente.

Baseando-se nas Defini¢oes 2.5 e 2.7 e no estudo anterior de sequéncias numéricas e de

funcoes pode-se enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 2.15. Seja f, : I — R uma sequéncia de funcoes tais que:
o [fu(z)| < an;
e > a, converge.

Entao, > 7 | fa(x) € convergente.

Exemplo 2.16. A série > -, 36’;(;””) converge, pois

° >, # converge pelo Exemplo 1.11.

Teorema 2.17. Se >~ f, converge uniformemente para uma funcio f : I — R e f, €

uma sequéncia de fungoes continuas em I, entao f é continua em I.

Demonstragao: Se Y >, f, converge uniformemente para uma fungao f : I — R, entdo a
sequéncia de fungoes S, = f1 + fo + f3 + - -+ converge uniformemente para f: I — R e, pelo

Teorema 2.9, f serd continua. 0

Teorema 2.18. (Teste M de Weierstrass) Seja f, uma sequéncia de funcoes definidas
em um conjunto I e suponha que a, € uma sequéncia de nimeros tais que |fn(x)] < ap,
V x € I. Suponha que Y ", a, converge. Entdo, para cada x € I, a sériey | fn(x) con-

verge absolutamente e > .7 f, converge wuniformemente em I para a fung¢io

flx) =220 fal@).

Demonstracao: Por hipétese, |f,(x)| < a, para cada = € [ e a, converge, logo, pelo
Teorema 1.14 (Teste da Comparagdo), a série Y~ |fn(x)| converge. Pela Definicao 2.14,

> | falx) converge absolutamente. Agora, para cada z € I,

> fal@)

n=N+1

[f(@) = [fi(@) + - + ful@)]] =

Y

para N € N. Dai
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Y falw)

n=N-+1

m > fule)]-

n=N-+1

Como a funcao maédulo é continua, segue que

T o0
Y >, Al =lm) > fala)
n=N+1 n=N+1
o oo T oo
<:>Tli>r£10 Z fu(2) <rhm Z \fn(x)\grlig; Z a, < Z an
n=N+1 n=N+1 n=N+1 n=N+1

Como a, converge, tomando N suficientemente grande, > ° ., a, — 0 e entao

fla) =320 fu(2)- D
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CapriTULO 3

DERIVADA E INTEGRAL

Neste capitulo a derivada de uma funcao sera abordada apenas considerando sua definigao,
com exemplos e teoremas que serao necessarios para a o estudo da Funcao de van der Waerden.
Também sera definida a integral de uma funcao para que seja possivel calcular o comprimento
de um arco de uma curva, o qual serd bastante importante na ideia intuitiva de funcoes

continuas e nao derivaveis em nenhum ponto.

3.1 A Derivada de uma Funcao

Defini¢ao 3.1. Sejam f: I — R ec e I. Considere a fun¢ao g : I — {c} — R definida por
g(z) = 129=1O  Bpigo:

Tr—cC

e Se a funcdo g tem limite a direita no ponto ¢, diz-se que a funcao f € derivavel a direita

em c e denota-se por

e Se a funcgao g tem limite a esquerda no ponto c, diz-se que a funcao f € derivdvel a

esquerda em ¢ e denota-se por

PR C)

r—c xr —C

e Se a funcao f € derivdvel a esquerda e a direita no ponto ¢, e as derivadas laterais

forem iguais, diz-se que [ € derivdvel em c.



O wvalor comum das derivadas laterais em ¢ é chamado de derivada de f em c e definido

por
f/(C) — lim f(ZL‘) B f(C)

r—C Tr — C

Definig¢ao 3.2. Dada f : (a,b) — R uma fung¢ao continua, sendo (a,b) um intervalo aberto
de R e dado ¢ € (a,b), a reta tangente ao grdfico de f no ponto (¢, f(c)) do plano (se existir),
tem por equacao:

y— [fle)=m(z —c),
onde

@ =S

r—c €T —cC

¢ o coeficiente angular de tal reta tangente e y = f(x).

Exemplo 3.3. Determine a derivada da fungdo f: R — R definida por f(x) = 2.

Pela Definicao 3.1, dado ¢ € R, tem-se

f’(c):hmM:hmH:hm (x+c) (z=¢) =lim(z +¢) =c+c=2c

T—C Tr —cC x—=c T — C T—C (;13 — C) T—C

Como ¢ foi tomado arbitrario, concluimos que f'(z) =2z, V x € R.

Teorema 3.4. Sejam f: I - R ece l. Se f € derivavel a esquerda e a direita no ponto c,

entdo f € continua em c.

Demonstracgao: Suponha por absurdo que f nao é continua em ¢ € I. Entao, pela definicao

2.1 de continuidade de funcoes segue que V 6 > 0, 3 € > 0 tal que

[z —cl <d=[f(x) - flc)| Z €

Mas
@ -f@ 1
|z — ¢ |z — (|

l9(x)] =

isto é, ilg(l: g(x) = oo. Em particular, xlgg g(x) = xhj?f g(x) = 00, o que contradiz a hipétese

[f(z) = fle) =2 0-e=¢
de que lim+g(x) = f'(¢*) e lim g(z) = f'(¢”). Portanto, f é continua em c. O
Tr—cC Tr—Cc
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Exemplo 3.5. A funcdo f: R — R definida por f(x) = |z| nao possui derivada em x = 0.

De fato, pela Definicao 3.1,

— f(0 — 10
£.(0) = lim f@) = f(0) _ lim lzl =0} _ lim |ﬁ|
z—0— r — z—0- x —0 z—=0— T
. . x| . - .
Mas, neste caso x < 0 e, assim, || = —z. Logo lim — = lim — = —1. Ainda pela
z—=0— T z—=0— X
Definigao 3.1,
o fl@) = fO) e[ o [
! = lim 4~~~ <27 — ] ——— = lim —.
FO=1 o0 T e T
N ] R
Neste caso © > 0 = |z| = x. Logo lim — = lim — = 1.
z—0t T z—0tT T

Como f é derivavel a direita e a esquerda do ponto zero, pelo Teorema 3.4, a funcao é
continua neste ponto. Porém, f!(0) # f”(0), provando que f(z) = |z| nao é derivavel em
xz=0.

Agora serd enunciado o Teorema do Valor Médio de Lagrange e, em seguida, sera apre-

sentada uma ideia geométrica do significado.

Teorema 3.6. (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Se f : [a,b] — R € uma funcao
f(b) — fla)
b—a

continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entao 3 ¢ € (a,b) tal que f'(c) =

A secante ao gréafico de f que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) tem coeficiente
f(0) — f(a)
b—a

E possivel transladar essa secante paralelamente a si mesma até que tangencie o grafico

de f em um ponto (¢, f(c)) (Figura 3.1), cujo coeficiente angular é lim o) = fle) = f'(e),

T—rC xr — C

angular igual a

de acordo com as Definicoes 3.1 e 3.2.

Como as retas secante e tangente sao paralelas, conclui-se geometricamente o Teorema

do Valor Médio (TVM) de Lagrange:
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Figura 3.1: TVM De Lagrange

3.2 A Integral de uma Funcao

Definigao 3.7. Sejam f : [a,b] = R e F' : [a,b] — R duas func¢oes definidas em um intervalo
[a,b] e F' a primitiva de f, isto é, F'(x) = f(x),V x € [a,b]. A integral indefinida de f serd

chamada integral de f é o conjunto de todas as primitivas de f

F(z)+C = /mf(x)dx, V x € [a,b.

Definicao 3.8. (Cauchy) Considere f : [a,b] — R continua. Entao

b n
/ f= 1ime($j—1)($j —xj-1),

ondem ={xg=a<x; < <z, =>b} éuma particao de [a,b] e o limite é tomado quando
|7|| — 0, onde ||| (norma de ) é o comprimento do mais longo subintervalo [x;,z;i1],

para 0 <1 <n-—1.
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3.2.1 Aplicagao: Calculo do Comprimento de um Arco de uma

Curva

Para o calculo do comprimento de arco de curvas geradas por fungoes afins, basta aplicar

o Teorema de Pitagoras no intervalo desejado.

f{bj 38 N O £ W o A

a b

Figura 3.2: Grafico de uma fungao afim

De acordo com a Figura 3.2,

I =/(Az)2 + (Ay)2. (3.1)

Agora, considere uma fungao f continua no intervalo [a, b] e continuamente derivdvel em

(a,b), conforme a Figura 3.3.
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Figura 3.3: Gréfico de uma fungao f(z)

Para calcular o comprimento do arco da curva entre os pontos A e B, subdivide-se a curva

em finitos segmentos de reta e efetua-se o célculo de acordo com a Equagao 3.1 (Figura 3.4).

Figura 3.4: Curva subdividida
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Considere P, = (z, f(z1)), Ay = T — xp_1 € Ayr = Yp — Yr—1, onde yx = f(zy), para
k=1,2-,n

2 2
Assim, lk = \/(Al’k)Q + (Ayk)2 = \/(A$k) hi (Ayk) ' (Axk)2> isto é7

(A:ck)2

Como f(z) é continua em [a, b] e continuamente derivavel em (a, b), entao f(z) é derivéavel

em [2;_1, 2] e, pelo Teorema do Valor Médio, 3 ¢, € (wx—1, xx) tal que X Ay’“ = f'(ck).

Assim, I = /1 + [f"(cx)]? - Axy.

Somando os n comprimentos em que a curva foi dividida, tem-se

Z lk = Z \/ 1 + [f/(Ck)]z . AiL‘k

k=1
O comprimento do arco da curva entre os pontos A e B é obtido fazendo Az, tender a

zero, isto é,

maxAx—0

L= lim Z V14 [f'(cr)]?Axy.

De acordo com a Definicao 3.8,

- [ VIT P
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CapriTULO 4

FUNCOES CONTINUAS E NAO
DERIVAVEIS EM PONTO ALGUM

Dificil acreditar que existem mais fungoes continuas e nao derivaveis em ponto algum do
que derivaveis? Pois é, neste capitulo sera apresentado um exemplo classico, que é a funcao

de van der Waerden.

4.1 A funcao de van der Waerden

Figura 4.1: Bartel Leendert van der Waerden

Em 2 de fevereiro de 1903 nasce em Amsterda (capital da Holanda) Bartel Leendert van
der Waerden, popularizador da Algebra Moderna no século X X através da sua mais famosa
obra intitulada “Modern Algebra”’. Nesta, van der Waerden propoe um estudo sobre dlgebra

abstrata e apresenta uma funcao continua e que nao possui derivada em ponto algum. Tal



funcao recebe seu nome e sera mostrada neste capitulo.

No final de sua carreira, van der Waerden dedicou-se principalmente a histéria da Ma-
tematica e da Ciéncia. Encerrou-a na Universidade de Zurique, cidade da Suiga onde morreu

em 12 de janeiro de 1996, aos 92 anos de idade.

4.1.1 Consideracoes iniciais

Considere inicialmente a fungao fy : R — R dada por fy(z) = {z}, onde {z} denota a

distancia de z ao inteiro mais proximo.

Exemplo 4.1.
f0(8,3) =18,3 =8| =0,3;

f0(2,94) = [2,94 — 3] = 0, 06.

Agora, seja fi(z) = fo(10x) = fo(10'z), com z € R. Entao, fi(z) é a distancia de 10z

até o inteiro mais proximo.

Exemplo 4.2. Cdlculo de fi(4,56):

Como f1(4,56) = fo(10 - 4,56) = fo(45,6), entio fi(4,56) = |45,6 — 46| = 0, 4.

Analogamente, define-se fo(z) como sendo a distancia de 100x ao inteiro mais préximo,
isto é, fo(z) = fo(100z) = fo(10%z).

Essas definigoes sao generalizadas da seguinte forma:

fe(z) = fo(10%z), V2 € R; k € N.

Observe os graficos das funcoes fy, fi e fo representados pelas Figuras 4.2, 4.3 e 4.4,

respectivamente.
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Figura 4.3: Grafico da funcao f;
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Figura 4.4: Grafico da funcao f,
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Nota-se que ja é uma tarefa bem dificil tracar retas tangentes ao grafico de f;. Conside-
rando o intervalo (0, 1), por exemplo, a cada iteragdo, o grafico fica com 10" “dentes”, isto

é, o grafico de f; tem 10 “dentes”, o de f5, 100 “dentes” e assim sucessivamente.

Agora, para esclarecer melhor o que serd feito na funcao de van der Waerden, observe o

grafico de fo + f1 no intervalo [-1, 1]:

Figura 4.5: Grafico da funcao fo + f1

Os calculos dos pontos da funcao fy+ fi1 + f2 ja tornam-se bem complicados a essa altura,

bem como tragar seu grafico. Note que:

(fo+ f1 + f2)(0,005) = 0,005 + 0,05+ 0,5 = 0,005 + 0,05 4 0,5 = 0, 555

(fo+ f1+ £2)(0,06) = 0,06+ 0,6 +6 = 0,06 + 0,4+ 0 = 0,46

por exemplo.

Assim, segue o gréafico de fy + f1 + fo em um intervalo menor, porém suficiente para

compreender o que acontece com a soma das iteracoes das fungoes.
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1.3 0.2 -0 0 01 02 0.

Figura 4.6: Grafico da fungao fo + f1 + f2

4.1.2 O Teorema

Define-se, agora, a seguinte sequéncia de fungoes:

1

fulz) = 1o

{10"z}.
A funcio f(z) = >_°7, -{10"2} é a fungao de van der Waerden.

n=1 107

Teorema 4.3. Seja {z} a distancia de x para o inteiro mais prézimo. A fungao de van der

Waerden € continua em todo ponto, porém € derivdvel em nenhum.
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Demonstracao:

Continuidade: Claramente tem-se para todo x:

fule ' (102} <

=107

1

Mas pelo Exemplo 1.9, é possivel afirmar que ) ' 5= converge, visto que é uma série

geométrica de razao menor que 1.

Pelo Teorema 2.18 (Teste M de Weierstrass), Y -, f,, converge uniformemente para a
funcao f(z) = Y o7, 10 {10"2}. Logo, pelo Teorema 2.17, conclui-se que a funcdo de van der
Waerden é continua.

Nao derivabilidade: Sejam x € R um ponto arbitrario e m € N fixo. Entao, existe
k € Z tal que:

E<10mx <k+1,
isto é,

107k <z < 107 (k + 1).

Assim, para mostrar que nao existe derivada no ponto x, basta provar que

o L0 41)) = £(10°78)

4.1
m—00 10_m(k‘ + 1) — 10—mk ( )

nao existe.

Observe que:

. {10" - 107™(k + 1)} {10 (k + 1)}
F0™™(k +1)) Z o Z o
n=0

= {10"- 107"k = {10m ™k
n=0 E

Assim,

. m 10"k + 1)} = {10k
FA0T™(k+1)) — f(107™k) Z{ T —Z%
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= {10 ™(k + 1)} — {10" ™k
:ZO{ ( )1 }

= (4.2)

Agora, observe a andlise de {10 ™ (k + 1)} — {10 ™k}
e Quando n >m, 10"k e 10" ™(k + 1) sdo nimeros inteiros e, portanto,
{10 "™(k+1)} — {10"™k} = 0.

e Quando n < m, 10" ™(k + 1) e 10" ™k sao valores que estao entre 0 e 1. Portanto,

{107 (k + 1)} =1 — 10" (k + 1) e {10" ™k} = 1 — 10" ™k. Assim,
(10" (k + 1)} — {10"™k} = 1 — 10" ™ (k + 1) — (1 — 10" ™k),

isto é,

{10 (k 4+ 1)} — {10" ™k} =1 — 10"k — 10™™ — 1 + 10" "k = —10"™.

Entao tem-se

0, n>m
{10 ™ (k+ 1)} — {10" ™k} =
—10"™"™, n<m
Agora, de (4.2) vem que:

e Sen>m

o0

Z {10m™(k + 1)} — {10 "™k} B i
— 107 10
e Sen<m
m—1 m—1 m—1
{10m™(k + 1)} — {10" "™k} —10"™ B _
= =N 10 =—m-10™
; 107 ; 0 & m
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Portanto, de (4.1) obtém-se:

ok + 1)) — fF10R) . —m-100T
lim = lim ——— = lim m.
m—»00 10_m<l{j —+ ]_) —10—-mk m—oo —10~™ m—00

Observe que o limite (4.1) nao existe e, como x foi tomado arbitrariamente, fica demons-

trado que a funcao de van der Waerden nao é derivavel em ponto algum.
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CONSIDERACOES FINAIS

Com o desenvolvimento da presente dissertacao foi possivel perceber que ha como inserir
conceitos de andlise real no ensino basico, bem como aprofundar tais conceitos com alunos de
Q.I. acima da média ou de altas habilidades na area das matérias exatas como a Matematica.
Uma aplicagao de todo o conteido apresentado foi vista na demonstracao do Teorema 4.3,

objetivo da presente dissertacao.

No decorrer da construgao deste trabalho foi possivel realizar, em sala de aula, algumas
aplicagoes aqui presentes, tais como a construcao de fragoes geratrizes de dizimas peridédicas
com sequeéncias e séries numéricas no oitavo ano do ensino fundamental. Outra aplicacao foi
feita com alunos da primeira série do ensino médio, onde deduziu-se a formula utilizada para
somar os “infinitos termos” de uma Progressao Geométrica por meio da série geométrica.
Infelizmente nao houve tempo habil para que fosse feito um minicurso com esse grupo de
alunos e levar a eles mais conhecimento sobre analise real, porém a ideia nao foi descartada

e a intengao é de colocéd-la em pratica em breve.

Com esta dissertacao foi possivel verificar a importancia de todo o conhecimento adqui-
rido, bem como poder transmiti-lo. O crescimento pessoal e profissional ficou evidente ao
longo da execucgao deste trabalho, de modo que a intencao ¢ de usa-lo cada vez mais e melhor

no decorrer das aulas.

Levando em consideracao que as sequéncias e as séries numéricas sao bastante estudadas
no ensino basico e que a maioria das funcoes vistas nessa fase do ensino sao continuas,
este trabalho abordou defini¢des, teoremas e exemplos de tais assuntos. Derivada e integral
foram importantes para uma aplicagao: o estudo de comprimento do arco de uma curva de
funcoes de classe C'. A demonstraciao de que a funcao de van der Waerden ¢ continua e

nao derivavel em ponto algum deu um fechamento ao trabalho e uma aplicagao de todo o



conteudo abordado.
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