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RESUMO

O estudo das conicas hoje, no Ensino Médio, apresenta um problema que € a
falta do tempo para o aprofundamento do assunto. Na tentativa de amenizar essa
situacdo, apresenta-se nesse trabalho, atividades extraclasse para o estudo da
cOnica elipse que foram propostas a alunos do 3° Ano do Ensino Médio numa escola
da rede estadual de ensino do estado de S&o Paulo.

Este trabalho € composto por uma breve histéria das conicas, um estudo da
conica elipse, uma analise de como o estudo da elipse esta sendo feito no Ensino
Médio e do relato das atividades extraclasse sobre a elipse que foram apresentadas

aos alunos.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Conicas; Elipse; Atividades Extraclasse.



ABSTRACT

The study of conics today, in High School, faces a problem that is the lack of
time for the deepening of the subject. In an attempt to soften this situation, we
present in this work, extraclass activities for the study of the conical ellipse that were
proposed to students of the 3rd Year of High School in a school of the state
education network of the state of Sdo Paulo.

This work consists of a brief history of the conics, a study of the conical
ellipse, an analysis of how ellipse study is being done in high school and the report of

extraclass activities on the ellipse that were presented to the students.

Keywords: Mathematics Teaching; Conics; Ellipse; Extraclass Activities.
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INTRODUCAO

O estudo das conicas no Ensino Médio enfrenta um problema, que € a falta
do tempo para o aprofundamento do assunto, como € citado nas orientagées do
Caderno do Professor da Secretaria da Educacao do Estado de Séao Paulo:

Na presente proposta, reservou-se apenas um volume para a
Geometria Analitica Plana. Dependendo do numero de aulas
disponiveis para o professor, nem todos os temas podem ser tratados
com a mesma profundidade, cabendo ao professor mesmo selecionar
as ideias que serdo mais ou menos contempladas (SAO PAULO,
2014, p. 59).

Motivo pelo qual foi escolhido para ser o tema desse trabalho de concluséo de
curso que, de acordo com o catalogo de disciplinas do PROFMAT, deve versar
sobre tema especifico pertinente ao curriculo de Matematica do Ensino Bésico e que
tenha impacto na pratica didatica em sala de aula.

Ao fazer uma pesquisa no Banco de Dissertacfes da pagina do PROFMAT,
foram encontradas 84 dissertacfes sobre conicas e mais 7 dissertacdes que tratam
especificamente da elipse. A maioria das dissertacbes foca aspectos tedricos e o
uso de tecnologias para a abordagem das cobnicas, algumas dessas dissertacdes
apresentam propostas de sequéncias didaticas e atividades para utilizagdo no
ensino médio. Destacamos o trabalho de SANTOS (2018) que, além de apresentar
uma proposta tedrica de utilizacdo de nimeros complexos para resolver conicas, faz
um estudo do ensino desses conteidos em sala de aula, entrevistando professores
de ensino médio de escolas publicas e privadas de Sergipe e Alagoas, refletindo
sobre as dificuldades encontradas pelos professores. Uma das conclusdes do
trabalho é que mesmo sendo considerado pelos professores de grande relevancia e
importancia, esses conteudos ndo sdo colocados nos planejamentos anuais e
guando sao relacionados aparecem no fim do ano letivo de forma sucinta e
geralmente apoOs a realizacdo do ENEM, ja que este exame prioriza alguns
conteudos mais basicos que passam a ter prioridade.

Assim, na tentativa de amenizar o problema descrito e atender ao objetivo
proposto pelo PROFMAT, o presente trabalho buscou propor atividades extraclasse
para 0 ensino da conica elipse baseadas nas OrientagBes Curriculares para o

Ensino Médio, que dizem:
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Sao apresentados, a seguir, topicos que podem servir muito bem aos
propdsitos das feiras e dos clubes de ciéncias, ou para atividades em
laboratérios de Matematica, ou ainda para compor, de forma
interdisciplinar, a parte diversificada do curriculo. Alguns desses
tépicos também servem para trabalhar as aplicacdes matematicas. Em
outros tépicos, tem-se o0 aspecto artistico e ludico no trabalho de
construcdo de modelos concretos ilustrativos.

Por exemplo, o estudo das curvas cbnicas como lugar geométrico de
pontos (elipse, pardbola e hipérbole), acompanhado de suas
equagdes (BRASIL, 2006, p. 92).

O trabalho foi estruturado numa breve pesquisa histérica sobre as conicas,
num estudo sobre 0s conceitos e as principais caracteristicas da conica elipse, numa
pesquisa sobre as orientacdes dadas por documentos e livros didaticos para o tema
e num relato sobre as atividades extraclasse que foram aplicadas para alunos do 3°
Ano do Ensino Médio da E. E. Profa. Yone Dias de Aguiar, no municipio de
Pendpolis, no estado de S&o Paulo.

No capitulo 1, é apresentado uma breve revisao histérica sobre a origem das
curvas conicas, elipse, hipérbole e parabola, citando os principais colaboradores na
construcdo do que hoje se sabe sobre elas.

No capitulo 2, é abordado o estudo da elipse, sua defini¢cdo, seus elementos,
suas equacoes e algumas propriedades.

No capitulo 3, é apresentado como o estudo da elipse esta sendo tratado no
Ensino Médio, baseado nos documentos dos Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Médio PCNEM (1998), nas Orientac6es Curriculares para o Ensino
Médio (2006), nos documentos oficiais do Estado de S&o Paulo e numa breve
analise de alguns livros didaticos.

No capitulo 4, é feito o relato das atividades que foram desenvolvidas com
alunos do 3° Ano do Ensino Médio da escola E. E. Profa. Yone Dias de Aguiar, da
cidade de Penapolis-SP, buscando complementar e aprofundar o trabalho realizado
em sala de aula.

Espera-se que o trabalho sirva de inspiracdo para outros professores
desenvolverem atividades extraclasse que ajudem os alunos a aprofundarem os

seus conhecimentos sobre as conicas.
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CAPITULO 1
UM POUCO DE HISTORIA

Neste capitulo, serd apresentada uma breve historia sobre a origem das
curvas conicas, elipse, hipérbole e parabola, citando os principais colaboradores na
construcdo do que hoje se sabe sobre elas. Destaca-se na secdo 1 a Histéria das
Conicas e na sec¢do 2 a Historia da Elipse, baseadas nos estudos de EVES (2004) e
de MAXIMO e ALVARENGA (2010).

1.1 Uma breve histéria sobre as Conicas

Muitos  historiadores  atribuem a Menaecmo (380-320 a. C,,
aproximadamente), amigo de Platdo e discipulo de Eudoxo, a descoberta das curvas
coOnicas ou secdes coOnicas. Tal descoberta foi realizada quando trabalhava na
resolucdo do problema da duplicacdo do cubo, que consistia em construir, usando
apenas régua e compasso, outro cubo com volume duas vezes maior que o volume
de um cubo dado.

Na busca pela solucéo desse problema, Hipdcrates de Chias (470-410 a. C.)
mostrou que a duplicacéo do cubo podia ser conseguida utilizando-se de curvas e foi
Menaecmo quem determinou essas curvas através de secdes de cones de bases
circulares retos quando cortados por planos nao paralelos a sua base, conforme

figura 1.1:

Figura 1.1: Conicas obtidas por Menaecmo

AP %
g&Q-&g

Eipse Pardhola —
Fonte:sato.prof.ufu.br (2018)
O primeiro tratado sobre as se¢des conicas foi feito pelo gedmetra Aristeu

(370 —300 a. C.). Euclides também escreve sobre as sec¢des cbnicas, mas nenhum
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escrito compara-se com o que Apolénio de Perga (262-190 a.C.), astrbnomo e
matematico, escreve em seu tratado “Secbes Cobnicas”, com cerca de 400
proposicdes em seus oito livros, sendo que apenas os sete primeiros chegaram até
nos.

Antes de Apoldnio, a elipse, a parabola e a hipérbole eram obtidas a partir de
trés tipos de cones diferentes, conforme o angulo no vértice do cone fosse agudo,
reto ou obtuso. Apol6énio mostra que de um unico cone duplo de base circular, reto
ou obliguo, podem ser obtidas todas as trés espécies de secdes conicas,

simplesmente variando a inclinacdo do plano de secc¢éo, conforme figura 1.2:

Figura 1.2: Conicas obtidas por Apol6nio

Fonte: DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF, 2017, p. 98

As curvas conicas foram nomeadas na obra de Apolénio, porém 0s nomes

elipse, hipérbole e parabola foram usados antes, conforme relata Eves:

Os nomes elipse, parabola e hipérbole foram introduzidos por Apoldnio
e foram tomados da terminologia pitagdrica antiga referente a
aplicacdo de areas. Quando os pitagoéricos aplicavam um retangulo a
um segmento de reta (isto é, colocavam a base do retangulo ao longo
do segmento de reta, com um vértice do retdngulo sobre uma
extremidade do segmento), eles diziam que se tinha um caso de
“ellipsis”, “parabole” ou “hyperbole”, conforme a base do retangulo
ficava aguém do segmento de reta, coincidia com ele ou o excedia
(EVES, 2004,p. 199).

Apés os estudos de Apoldnio sobre as cbnicas, novas contribuicdes foram
apresentadas apenas no século XVI por Girard Desargues (1591-1661), que propds
uma teoria unificada das conicas usando projecdes. Logo depois, Blaise Pascal
(1623-1662) escreve um pequeno livro, encontrado apenas recentemente, em que

ele introduz, num ensaio sobre as conicas, o teorema de Pascal, que diz que se um
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hexadgono € inscrito numa cénica, entdo os trés pontos de intersecdo dos lados

opostos sao colineares.

Figura 1.3: Teorema de Pascal
|
Q

I
L
|
I
[
]
1
|
|
]
|
I

1

i

P

J,’I c——0D_
[

fo

Fonte: https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Pascal (2018)

Mais tarde, Philippe de Haire (1640-1768), matematico francés, introduz as
definicbes focais das cbnicas usando a geometria analitica de Descartes. Essa é a

caracterizacao das cOnicas utilizada no Ensino Médio.
Em 1754, Ruggero Guiseppe Boscovich (1711-1787) publicou uma teoria

unificada das cbnicas usando a excentricidade, ainda hoje utilizada.
Germinal Pierre Dandelin (1794-1847), matematico belga, utiliza as duas
caracterizacOes das conicas com o0s planos que cortam o cone e com as ideias dos
focos na elaboracdo do teorema de Dandelin, mostrando que ha uma equivaléncia
perfeita entre essas duas caracterizacdes. Na figura 1.4, apresenta-se um exemplo
utilizando a elipse. Considera-se o cone de veértice V cortado por um plano que
determina uma elipse. Duas esferas sao introduzidas no cone de modo a tangenciar
o plano nos pontos D e E, que sdo os focos da elipse. Observe que as esferas
tangenciam o cone em circulos paralelos. Seja B um ponto qualquer da elipse, a
geratriz do cone que passa por B tangencia as esferas nos pontos A e C, localizados
nos circulos mencionados. Como os circulos séo paralelos, o segmento AC tem
comprimento constante, a medida que B varia na elipse. Observe que 0s segmentos

DB e BC tém o0 mesmo comprimento, pois ambos tangenciam a mesma esfera a

partir do ponto B. Do mesmo modo, BE = BA. Assim, tem-se que:
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DB + BE = BC + BA = AC = constante

Figura 1.4: Teorema de Dandelin na Elipse.

Fonte: http://conteudo.icmc.usp.br/pessoas/maasruas/ensino/gd/imagens/dandelin2.qgif (2018)

A maioria dos historiadores creditam a René Descartes (1596-1650) e Pierre
de Fermat (1601?-1665) a origem da geometria analitica. Segundo Eves,

Enquanto Desargues e Pascal abriam um novo campo, a geometria
projetiva, Descartes e Fermat concebiam as ideias da geometria
analitica moderna. H4 uma diferenca fundamental entre as duas
matérias, pois enquanto a primeira € um ramo da geometria a segunda
€ um método da geometria. Poucas experiéncias escolares podem ser
mais emocionantes para um aluno do curso colegial avancado ou
inicio de faculdade do que uma introdugdo a esse novo e poderoso
método de enfrentar problemas geométricos. A esséncia da ideia,
guando aplicada ao plano, lembre-se, consiste em estabelecer uma
correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados de nimeros
reais, viabilizando assim uma correspondéncia entre curvas do plano e
equacdes em duas variaveis, de maneira tal que para cada curva do
plano estad associada uma equacdo bem definida f(x, y) = 0 e para
cada equacgdo dessas estd associada uma curva (ou conjunto de
pontos) bem definida do plano. Estabelece-se, além disso, uma
correspondéncia entre as propriedades algébricas e analiticas da
equacao f(x, y) = 0 e as propriedades geométricas da curva associada.
Transfere-se assim, de maneira inteligente, a tarefa de provar um
teorema em geometria para a de provar um teorema correspondente
em algebra e analise (EVES, 2004,p. 382).


http://conteudo.icmc.usp.br/pessoas/maasruas/ensino/gd/imagens/dandelin2.gif
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A grande contribuicdo dos trabalhos de Descartes e Fermat foi de traduzir um
problema geométrico numa equacao algébrica e a importancia desse trabalho é
sentida na Fisica, que se valeu desses conhecimentos para resolver inGmeros
problemas. No estudo das cbnicas isso sera de grande utilidade.

Johann Kepler, por volta de 1610, descobriria as trajetérias elipticas dos

planetas, com o Sol ocupando um dos seus focos.

1.2 Uma breve histéria sobre a elipse

Como foi visto anteriormente, o nome elipse foi dado por Apolénio, que
utilizou a terminologia pitagorica conhecida como “ellipsis” para designar “a falta”
guando um retangulo era aplicado num segmento de reta.

Nessa época, as cbnicas foram estudadas sem pretensdes de aplicacbes
praticas. Somente no século XVII, Johannes Kepler (1571-1630), fisico e matematico
alemao, ao estudar a Orbita dos planetas sem utilizar nenhum aparelho para
observacéo, apenas o olho e muitos célculos complexos, percebeu que a 6rbita era
eliptica, contrariando assim a teoria de Nicolau Copérnico (1473-1543), segundo a
gual os planetas giravam em torno do Sol descrevendo 6érbitas circulares.

Kepler estendeu essa lei a todos os planetas, ficando conhecida como a 12
Lei de Kepler, que afirma: “Qualquer planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma
orbita eliptica, na qual o Sol ocupa um dos focos” (MAXIMO e ALVARENGA, 2010,
p. 200).

A 12 Lei de Kepler, pode ser representada pela Figura 1.5, abaixo:

Figura 1.5: A 12 Lei de Kepler

Planeta

Sol |
“

Fonte: https://www.enem.com.br/noticia/fisica-para-o-enem-entenda-as-leis-de-
kepler;jsessionid=NRdW7jgRIkLb+96nEIOLI8yT.sp-tucsonl (2018)


https://www.enem.com.br/noticia/fisica-para-o-enem-entenda-as-leis-de-kepler;jsessionid=NRdW7jgRlkLb+96nEl0Ll8yT.sp-tucson1
https://www.enem.com.br/noticia/fisica-para-o-enem-entenda-as-leis-de-kepler;jsessionid=NRdW7jgRlkLb+96nEl0Ll8yT.sp-tucson1

17

A Orbita dos planetas ndo € uma elipse tdo achatada como sugere a Figura
1.5, na realidade, a elipse pouco difere de uma circunferéncia. Os célculos
realizados por Kepler foram bastante precisos.

No préximo capitulo, sera abordado, com mais detalhes, o estudo da elipse.
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CAPITULO 2
UM ESTUDO SOBRE A ELIPSE

Neste capitulo ser4 abordado o estudo da elipse, sua definicdo, seus
elementos, suas equacdes e algumas propriedades, como referéncia para o
desenvolvimento tedrico sera utilizado DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF (2017) e
IEZZI, (2013).

2.1 A definigdo de elipse

Em Delgado, Frensel e Crissaff (2017), a definicdo de elipse € dada como
lugar geométrico:
‘Uma elipse € de focos F, e F, € o0 conjunto dos pontos P do
plano cuja soma das distancias a F, e F, € igual a uma
constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2c = 0.
Ou seja,sendo0s<sc<aed(F,F,)=2c, €={P|d(P,F) + d(P,
F,)=2a}" p. 99

Partindo dessa definicdo de elipse, sera realizado o estudo dos seus
principais elementos.

2.2 Os principais elementos da elipse

Pela defini¢do, temos que F, e F, sdo os focos daelipseeareta /[ €
areta focal. O segmento F, F, mede 2c.

e Alntersecdo da elipse com a reta focal determina dois pontos A e A, ,
chamados vértices da elipse sobre a reta focal. O segmento A A, é

o eixo focal da elipse e mede 2a.

e Ocentro C daelipse € o ponto médio dos segmentos F, F, € A A,.
e A reta ndo focal é a reta ¢ perpendicular & reta / que passa pelo

centro C.
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A intersecéo da elipse com a reta nédo focal determina dois pontos B, e
B,, chamados de vértices da elipse sobre a reta ndo focal. O
segmento B, B, € 0 eixo ndo focal da elipse e mede 2b. Observando

a figura 2.1, como as retas / e ¢ sé&o perpendiculares, aplicando o

Teorema de Pitagoras no triangulo B,CF,, por exemplo, encontra-se
que b* =a® —c?.

O numero e=-= é chamado de excentricidade da elipse. Ele mede o

c
a
desvio da elipse em relacdo a uma circunferéncia e sendo e=0, tem-

se que a elipse é uma circunferéncia de centro C e raio a.

Figura 2.1: Os principais elementos da elipse
&
1

i [F]
(]

T = ¢

i ] i

iy

Fonte: DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF,( 2017, p. 100)

2.3 A equacédo da elipse

Usando a definicdo da elipse, obtém-se sua equacéo candnica (ou reduzida),

para alguns casos especiais, em relacdo a um sistema cartesiano ortogonal OXY.
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2.3.1 A equacéo da elipse com centro na origem e reta focal no eixo
OX

Figura 2.2: Esboc¢o da elipse com centro na origem e reta focal no eixo OX

}{ T
b
il Loa

[/

Fonte: DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF, 2017, p. 103
Seja a elipse com os focos e vértices:
F,=(-c,0) A =(-a,0) B,=(0,-b)
F,=(c,0) A,=(a,0) B,=(0,b),

onde0<c<aeb=va’-c?.

Logo, considerando um ponto genérico da elipse, P = (x,y), pela definicdo da
elipse, temos que:
d(P,F,)+d(P,F,)=2a

& J(x+Cf +y? +/(x—cF +y? =2a

o (x+cf +y? =2a—/(x—c) +y?

o (x+c) +y? =4a —4da/(x—c) +y? +(x—c) +y?

< X2 +2xc+C°+y? =4a2—4a\/m+x2—2xc+c2+y2
& 4xc =4a? —4am

<:>4a\/m =4a*—4xc

ea’—xc=ay(x—cf +y?

& (a2 -oxf =a2[(x—c)2 + y2]

oat-2a’cx+c’x’ = az(x2 —2Xc+C° + yz)



oat-2a%x+c’x’ =a’x* -2a’xc+a’c’ +a’y’

oaxt-c’x +a’y’=a'-a’c’
PN (az —CZ)XZ ra?y?= az(az —CZ)

Usando o fato que b* =+va*-c? , temos:

o b +aty? = akh?

2 2
Xy
—2+—:1

< 2

QD
(e

X2 2

b2

na origem e focos no eixo X.
Observe a seguir um exemplo dado por lezzi (2005):
Uma elipse com eixo maior 10 e distancia focal 6 apresenta:

a=5ec=3 =b?=a?-c?=5?-3°=16=b=4.

entdo a sua equacao é:

2 2

X__|_y_:1
25 16

Figura 2.3: Esbogo da elipse com centro na origem e reta focal no eixo OY

¥
L1

Cy

L

Fonte: DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF, 2017, p. 103
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~ y . , A .
Essa equacao ¥+— =1 ¢ a forma reduzida ou candnica da elipse de centro

Se a elipse tem o centro na origem e a sua reta focal coincide com o eixo X,

2.3.2 A equacdao da elipse com centro na origem e reta focal no eixo
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Seja a elipse com os focos e vértices:
F1=(0,—C) A= (O’_a) B,= ('b,O)
F,= (0, c) A,= (0, &) B,= (b,0),

onde0O<c<aeb=va’-c?.

Analogamente, como foi visto em 2.2, considerando um ponto genérico P =

(x,y) contido na elipse e aplicando a definicéo, verifica-se que a equacédo da elipse é:

2 2
X y _1

b a2

Observe o0 exemplo a seguir dado por lezzi (2013):
Uma elipse com eixo maior 10 e eixo menor 8 apresentaa=5e b =4.

Se a elipse tem o centro na origem e sua reta focal coincide com o eixo Y,

entdo a sua equacao é:

2 2
Xy _1
16 25

2.3.3 A equacgéo da elipse com centro no ponto o =(x,.v,)

Se uma elipse tem o centro no ponto O =(x,,y,), Para se obter sua equacéo

basta fazer uma translacao dos eixos coordenados.
Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, O =(x,,y,), Um ponto no plano e

O X Y o sistema cujos eixos OX e OY s&o paralelos aos eixos OX e OY e tém o

mesmo sentido destes eixos, respectivamente. Seja(X,Yy) as coordenadas do ponto

P no sistema de eixos O X Y e (x,y) as coordenadas de P no sistema de eixos OXY.
O problema agora é estabelecer uma relacao entre as coordenadas de P no

sistema O XY e no sistema OXY.
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Figura 2.4: Translacdo dos eixos coordenados

Y Y
YatT — P
]
vl O s X
ol T To+E X

Fonte: DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF, 2017, p. 105

Observando a figura 2.4, tem-se que:

e No eixo X
x=>_<+xO <:>>_(=x—xO
e Noeixoy
yzy_/+y0 c>§/: Y—Yo
A seguir, seréo apresentados dois casos de elipse com o centro O =(x,, y,)-

Caso | — Reta focal paralela ao eixo OX

Nesse caso, tem-se que a equacao da elipse é:

-2 —2 2 2
XX e boxl ol

oy

Figura 2.5: Esboco da elipse com o centro O = (xo, yo) e reta focal paralela

ao eixo OX
Y 0%
Yo | b
B
A, A2 .
Yo F 0 Fy X
Yo b B,
9] s 9 Lo s X
5 8 8 o

Fonte: DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF,(2017, p. 107)
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Caso Il — Reta focal paralela ao eixo OY

Nesse caso, tem-se que a equacéo da elipse é:
— 2 — 2 2 2
b_XZ +a_y2 e (X_bi(o) s (y—azyo) 1

Figura 2.6: Esbogo da elipse com o centro O =(x,, Y, ) € reta focal paralela

ao eixo OY

Y i
Yot ul As
flo+C f':;

JE By

Yo 7] X
Ha l"l -.‘I'."J
Yo—0 A,

(4, by Ly "]‘ X

'ty 1

Fonte: DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF, 2017, p. 107

Veja a seguir um exemplo em DELGADO, FRENSEL e CRISSAFF (2017):
Os focos de uma elipse € séo (3,8) e (3,2) e 0 comprimento de seu eixo hao
focal € 8. Determine a equacéo de €, seus vértices e sua excentricidade.
Solugdo: Como F, = (3,2) e F,=(3,8) sdo os focos da elipse, sua reta focal &
F+F
172:(3,5).
Além disso, 2b = 8, isto é, b = 4, ¢ = d(C,F) = d(C,F,) = 3 e

a=vb*+c2 =+/42+3 =/16+9 =5,
c 3.

Portanto, a excentricidade, e == = = A = (3,0) e A, =(3,10) séo os vertices
a

[:x = 3 (paralela ao eixo OY) e seu centro é C =

sobre a reta focal; ¢ : y = 5 € a reta néo focal; B,= (-1,5) e B, = (7,5) sdo os vértices
sobre a reta néo focal e sua equacéo é:

2 2
8: (X_3) +(y_5) :1.
16 25
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2.3.4 A equacao do segundo grau com B=0 € AC)0

Considere a equacao da elipse de centro no ponto O =(x,,y,) € reta focal

paralela ao eixo OX:

2 2
bnl -F

Desenvolvendo essa equacdo, tem-se que:

b?x* +a’y? — 20 x - 2a°y,y +b°x. +a’y. —a’h’ =0
que é da forma:
AX® +Bxy+Cy’ + Dx+Ey+F =0 onde

A=b?, B=0, C=a?, D=-20%%,, E=-2a"y, e F=b’+a’y.-a’t’.
Reciprocamente, tem-se:

Se os coeficientes A e C da equacgao do segundo grau
A +Cy* + Dx+Ey+F =0

tém o mesmo sinal, ou seja AC)0, entdo a equagdo representa um dos seguintes
conjuntos:

e uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados;

e um ponto;

e 0 conjunto vazio.

Quando essa equacdo representa um ponto ou O conjunto vazio, S&o

denominados casos degenerados da elipse.

Em Delgado, Frensel e Crissaff (2017), tem-se o seguinte exemplo:

Verifique se as equacgOes abaixo representam uma elipse ou uma elipse
degenerada.

a-) 4x°+9y” —40x +36y +100=0

Solucéo: Completando os quadrados, obtemos:

4(x? ~10x)+9(y? + 4y)=—100

& 4(x? —10x+25)+9(y? + 4y +4)=—100 + 4x 25+ 9 x 4

< 4(x-5)* +9(y +2)° =36

2 2
(9 (yeaf
9 4

Logo, a equacgao representa uma elipse.



26
b-) 36X” +9y* ~108x +6y+82=0
Solucdo: Completando os quadrados, obtemos:
36(x2 —3x)+ 9[y2 + g yj =-82

o368 x2—3x+2 |+ y2+gy+1 82436x24+9x~
4 3 9 4 9

3)* 1)’
= 36(x——j +9(y+—j =-82+81+1
2 3
2 2
<:>36[x—§j +9(y+lj =0.
2 3
: 3 1) . N L N
Assim, apenas 0 ponto 273 satisfaz a equacédo dada, isto €, a equacéo
representa um ponto, ou seja, € uma elipse degenerada.
c) 9x° +4y* +18x -9y +25=0
Solucdo: Completando os quadrados, obtemos:
9(x? + 2x)+ 4(y2 —%yj =-25
=N 9(x2 +2x+1)+4(y2 —gy+§j:—25+9xl+4x§
4° 64 64
2
< 9(x+1)° + 4(y —gJ __qe40L__15
8 16 16

Como —%(0’ nenhum ponto do plano satisfaz a equacéo, isto €, a equagéo

representa o conjunto vazio, ou seja, € uma elipse degenerada.

No capitulo seguinte serd apresentado como o estudo da cdnica elipse esté

sendo feito no Ensino Médio, analisando alguns documentos oficiais.
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CAPITULO 3
O ESTUDO DA ELIPSE NO ENSINO MEDIO

Neste capitulo, sera apresentado como o estudo da elipse esta sendo tratado
no Ensino Médio. A secdo 1 abordara o estudo da elipse baseado nos documentos
dos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio PCNEM (Brasil, 1998) e
nas Orienta¢gBes Curriculares para o Ensino Médio (Brasil, 2006), e a se¢do 2, nos
documentos oficiais do Estado de Sédo Paulo. Na secdo 3, uma breve analise
qualitativa de seis livros didaticos, baseada no estudo dos documentos oficiais, sera
apresentada, a fim de entender como o assunto € abordado pelos autores. Na secao
4, sdo apresentados alguns problemas de vestibulares e ENEM abordando o estudo
da elipse, que mostram a necessidade de articulacdo entre compreensdo de

significados e manipulacao algébrica.

3.1 O estudo da elipse nos PCNEM e nas Orientacbes Curriculares

para o Ensino Médio

Nos PCNEM (Brasil, 1998), entre as finalidades do ensino da Matematica, um

dos objetivos é levar o aluno a:

e aplicar seus conhecimentos matematicos a situacbes diversas, utilizando-os na
interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnol6gica e nas atividades cotidianas; [...]

e expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matematicas e valorizar a
precisdo da linguagem e as demonstragfes em Matematica;

e estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e 0
conhecimento de outras areas do curriculo; [...] (BRASIL, 1998, p. 42)

Esses trés objetivos sdo encontrados no estudo das conicas e, em especial,
no estudo da elipse, onde esses conhecimentos sédo utilizados na interpretacdo da
ciéncia e em atividades do cotidiano. No estudo da elipse, o aluno expressa-se
graficamente, o uso da tecnologia auxilia as interpretacbes e as conexdes com

outras areas do curriculo é estabelecida.
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Os PCNEM trata-se de um documento geral a uma area do conhecimento,
nao foi encontrado nada especifico ao estudo das conicas.

Nas Orientacfes Curriculares para o Ensino Médio (Brasil, 2006), é possivel
visualizar duas citacdes sobre o estudo das conicas:

Para o estudo das fungbes, das equacdes e das desigualdades da
geometria analitica (retas, circulos, cdnicas, superficies), tem-se uma
grande variedade de programa de expressdo. Em muitos desses
programas, pode-se trabalhar tanto com coordenadas cartesianas
como com coordenadas polares. Os recursos heles disponibilizados
facilitam a exploragao algébrica e grafica, de forma simultanea, e isso
ajuda o aluno a entender o conceito de fungdo, e o significado
geométrico do conjunto-solucdo de uma equagdo - inequacdo
(BRASIL, 2006, p. 89, grifo nosso).

Observa-se a orientacdo para que o0 estudo das cOnicas possa ser
acompanhado do uso das tecnologias, utilizando-se de programas que possibilitem a
exploracdo algébrica e geométrica. No capitulo 4, sera apresentado, como exemplo,
0 uso do Geogebra.

Na segunda citacdo, verifica-se a preocupacdo com a aplicacao pratica das
cOnicas na atualidade:

S&do apresentados, a seguir, topicos que podem servir muito bem aos
propositos das feiras e dos clubes de ciéncias, ou para atividades em
laboratérios de Matematica, ou ainda para compor, de forma
interdisciplinar, a parte diversificada do curriculo. Alguns desses
tépicos também servem para trabalhar as aplicacfes matematicas. Em
outros tépicos, tem-se o aspecto artistico e ladico no trabalho de
construcdo de modelos concretos ilustrativos.

Por exemplo, o estudo das curvas cbnicas como lugar geométrico de
pontos (elipse, pardbola e hipérbole), acompanhado de suas
equacdes. As mais simples, se bem escolhida a posi¢éo do sistema de
coordenadas, geram um tépico interessante, pois trata-se de curvas
gue podem ser a solucdo de uma equacao geral de grau dois em duas
variaveis (vale lembrar que até entdo esse estudo estava restrito a
reta, circulo e parabola). Podem-se, com isso, explicar os principios de
funcionamento de uma antena parabdlica, dos espelhos hiperbdlicos
usados em telescépios e dos espelhos elipticos (BRASIL, 2006, p.
92, grifo nosso).

3.2 O estudo da elipse nos documentos oficiais do Estado de Sao

Paulo

No Curriculo do Estado de Sdo Paulo o conteido sobre a elipse é

apresentado no 1° Bimestre da 3° série do Ensino Médio. O conteudo é descrito
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como “Codnicas: nogodes, equacodes, aplicagdes” e a habilidade relacionada é “Saber

identificar as equagdes da circunferéncia e das conicas na forma reduzida e

conhecer as propriedades caracteristicas das conicas.” (Sdo Paulo, 2014, p.69),

como se pode observar no Quadro 3.1 a seguir:

Quadro 3.1: Curriculo Oficial do Estado de S&o Paulo

32 série do Ensino Médio
- Conteudos Habilidades

Geomeftria/Relagoes -

Geometria analitica

Saber usar de modo sistematico sisternas
de coordenadas cartesianas para
representar pontos, figuras, relagces,
aquacdHes

= Pontos: distancia, ponto meéedio e

alinhamento de trés pontos

* Reta: equacdo e estudo dos coeficientes;
problemas lineares

12 Bimestre

= Reta e circunferéncia: posigboes relativas

Ponto e reta: distancia -

= Saber reconhecer a equacao da reta,
o significado de seus coeficientes, as
condigdes que garantem o paralelismo e
a perpendicularidade entre retas

Compreender a representacao de regides
do plano por meio de inequacoes lineares

» Circunferéncia: equacio

= Saber resclver problemas praticos
associados a equagbes e inequagoes
lineares

= Conicas: nogoes, equacoes, aplicagbes

= Saber identificar as equagoes da
circunfer&ncia e das conicas na forma
reduzida e conhecer as propriedades
caracteristicas das conicas

Fonte: SAO PAULO,( 2012, p. 69)

Na Matriz de Avaliagdo Processual, encontra-se o conteddo e a habilidade

descritos no Curriculo e a situagcdo de aprendizagem relacionada com esse

conteudo, conforme o Quadro 3.2:

Quadro 3.2: Matriz de Avaliagdo Processual

3 série — 1° bimestre
. Situagdes de Aprendizagem
Contelidos AvaliagGo Processual /Habilidades
Competéncia/habilidade
Geometria Analitica Situacio de Aprendizagem 1: A grometria ¢ o método das coordenadas 5A1

* Pontes: distincia, ponto
méddio ¢ alinhamento de wés
pontas

* Reta: equagio e estudo dos
cocficientes. problemas
lineares

* Ponto e reta: distineia

* Circunferénc

* Reta e circunferéneia:
posigies relativas

* Chnicas: noghes, equaghies,
aplicagies

Habilidades * Dieterminar a inclinagio de uma rera.
1. Compreensio da linguagem alpéhrica na representagio de situagies ¢ problemas peomérricos.
2. Expressio de resultados geométricos por meio da linguagem alpébrica. SA2

* Identificar 3 equacio da reta por dois pontos ou

Situagio de Aprendizagem 2: A reta, a inclinagio ca ionalidad por sua inclinagio ¢ um ponro.

rr
Habilidades
1. Compreensiio da linguagem algéhrica na representagdio de situagics ¢ problemas peométricos.
2, Expressio de situagies envolvendo proporcionalidade por meio de equagies ¢ inequagies

cn\m|vcnc|o retas.

5A3
* Resolver problemas, visando situagies de otimi-
zacio (mdximos ¢ minimos).

Situagio de Aprendizagem 3: Problemas lincares - miximos ¢ minimos

Habilidades

1. Capacidade de recorrer & linguagem da Geomerria Analitica para enfrentar sinuagoes-problema em
diferentes contextos

2. Reconhecimento da importincia da ideia de proporcionalidade ¢ de sua relagio direta com as
equagies das retas.

Situagio de Aprendizagem 4: Circunferéncias ¢ chhicas: significados, equagbes, aplicagbes

Habilidades

1. Capacidade de expressar por meio da linguagem alpébrica as propriedades caracteristicas de curvas
muito frequentes na natureza, como as circunferéncias ¢ as conicas.

2, Capacidade de reconhecer, em diferentes contextos, a presenca das circunferéncias ¢ das conicas,
expressas por meio de suas equagies.

3. Capacidade de lidar com as equagies das cireunferéncias ¢ das conicas para resolver problemas
simples, em diferentes contextos.

SA4

* Resolver problemas por meio das equaches da
circunferéncia ¢ das conicas, com centro na
origem em situagies simples.

Fonte: SAO PAULO, (2016, p. 42)
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Assim, € possivel verificar que se espera que o aluno saiba resolver
problemas por meio das equagdes da circunferéncia e das cbnicas com centro na
origem em situacdes simples, reduzindo o estudo de cbnicas a uma simples
manipulacdo de formulas, deixando de lado aspectos historicos, aplicacdes ou
abordagem em situacdes contextualizadas, bem como o uso de materiais concretos
Ou recursos computacionais.

No Estado de Sé&o Paulo, foi implantado um projeto denominado Sao Paulo
Faz Escola, em que os professores e os alunos recebem um material de apoio
baseado no Curriculo Oficial do Estado. Tal material € composto pelos Cadernos do
Professor e do Aluno, que sdo organizados por disciplina, ano e bimestre.

Em Matematica, nos Cadernos do Professor, Ensino Médio, 32 série,
Volumel, sdo apresentadas orientacfes didatico-pedagodgicas para as atividades
presentes no Caderno do Aluno, baseadas nos contetdos do Curriculo Oficial do
Estado de S&o Paulo. No conteudo que envolvem as elipses, encontra-se:

Na Unidade 7, as cbnicas sdo apresentadas e caracterizadas por meio
de propriedades de diversas maneiras. Além de constituirem
intersecdes de um plano com uma superficie conica, o que lhes
garante a denominacgao, a elipse € uma circunferéncia “achatada”; a
hipérbole surge na representagcdo de grandezas inversamente
proporcionais; e a parabola, na representacdo de uma grandeza que é
proporcional ao quadrado de outra. Complementarmente, as conicas
também sdo apresentadas pelas suas importantes propriedades
caracteristicas em relacédo aos focos.

Na Unidade 8 sé@o apresentadas as equacdes da elipse, da hipérbole e
da parabola, em posicdes convenientes em relagcdo aos eixos de
coordenadas, de modo a simplificar os célculos (SAO PAULO, 2014, p.
7 e 8).

No Caderno do Aluno, 32 série, Volume 1, o contetdo sobre a elipse esta na
situagdo de aprendizagem 4 com o titulo “Circunferéncias e Codnicas: significados,
equacgdes, aplicagdes”. A primeira atividade trata-se da leitura e interpretacdo de um

texto:
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Figura 3.1: Texto sobre as Coénicas

'.&. " Leitura e andlise de texto
As curcunfesneis @ 15 comicas (elpses, hupécboles & paribolay) sdo curvas gue nmbém

podem ses representadas no plane cartesano e o2 propoedade obedecida pelos seus pon-
tos pode ser descata por meio de uma equagio de duas vagives.

A circunfeséncia e a ebpse podem ser vistas a partis de segdes de um cillindro crcular
a ebipse nio passa de uma circunferine alongada em uma das duas diregSes.

lipae
circunferenciy elipe

Os guatro bpos de cusrris podem ser vistos como segdes de uma soperficie comes

Também é possivel observas superficies conicas colocando-se ipna em recipientes cilin-
dricos ou cortando-se adeguadamente oma peca de salame.

Fonte: SAO PAULO, 2014, p. 36

Apos a leitura e interpretacdo do texto, sdo propostos alguns exercicios sobre
a equacao da circunferéncia e novamente é apresentado outro texto sobre a elipse

para a leitura e interpretacdo, conforme Figura 3.2:



Figura 3.2: Texto sobre a elipse

_— . -

%/./ Leitura e anilise de texto

Elipse

As curvas chamadas cdnicas — a elipse, a hipérbole e a paribola — ocozrem com n'mn
ta fi éncia na n e no dia a dia. Vamos b suas p Pais carac "
eomoqando pela elipse.

Quando incl cilind abesto, de secio circulag contendo dgua
nnnpon:o,ocontomod.n up«ﬁeﬂdxigua‘unn Lpse. Também é uma elipse a2 somb
projetada de uma circ stuada em vm p vertical, g d xhzdoSol,on

outsa luz, incide oblgquamente.

e
5
¢
Foi Johannes Kepler (1571-1630), em seus estudos de A oua, a330Ci0U i3
trajeténas dos planetas ao redos do Sol nio mas circunferincas, mas um ekpses, ou sen,
. 7R S T DA S
14
§
Neszas elipses, i\'zplex d a existéncia de doss p " : opostos
em relacio ao centro, chamados focos, em um dos guais o Sol se situava
A partir desses dous p uma p dade funda-

mental pode ser utilizada para cancmnzax nma ekpse: qual-
ques ponto da ehpse é tal que 2 soma das distincias até esses
dois pon:os &ado: que sio os focos, é constante. Jasdin-
ecos freq es33a propoedade para U
canteiros elipticos: fn do-se duas , uma em cada
foco, e deslocando-se um estilete, com um barbante de
companmento L (maior do que a distincia entre os focos)

estcado, obtém-se uma ekpse.

Usm coador de café de plistico pode sdlustrar o fato de gue as elipses podem sec :d
das curvas i didnas entre 2 & feréncia e © segs de reta:

Uma elipse apresenta dois e:xos de ametsa: o a i sex gep
tado por a, © menor por b. Asum, o3 dois ex0s 330 2a e 2b.

Y =
N

Fonte: SAO PAULO, (2014, p. 38 e 39)
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As atividades que séo propostas na sequéncia apresentam as propriedades, a

equacao, os elementos da elipse, como pode ser observado na Figura 3.3:

Figura 3.3: Atividades sobre a elipse

2. Uando o fato de gue a ebipse € uma o= ferfncia “ack da’, o sema, € a curva obbida goando re-
dummos (oo ampkamos) na Propocs Mnmwammm

J
mostee qoe a equacio da elipse de centro na ongem e com Os semisixos aeb é = = =+ fb_ =1.

L

(51 5D
] %ﬂ:ﬂ
= rm = -
- Elipee Zpefp = 1

Clircumbortneia 5% o () &’

3. Emm:ﬁp:tcammﬁnmoqmn:mmammﬂ&olwm b e (0 —b)
da do gque a. O:pmmdn-mc}iqmnﬁoamdndnm-d-'o-b-

0 —b) tvhkma coosdenadas (o; 0) & (—c; 0). Eles sfic partculazments wmap e,
focos da elipse. O valos ¢ @ chamadeo dis- - 4
tincia focal da ek Por con io, a

soamma das dasti ' "O‘b" .

05 —b) atd o Emasia.g\.u.'l a 2a. ﬁpona—

vdmo:t:a:qu:pa::atodo ponte P (x; v 7%
doplmo.u:—, +F-1.mﬂo,::onn L

das distinecias de P atd os focos (g; 0 = - - N s = =
i—ckﬁjiiguﬂlzl.ﬁminfichmda k‘/
excentocidade da elipse, sendo sepresen-

tada pela letca e. —=

a) Mlostre que, entre a, b e ¢ vale a relagio a® = b + ¢

b} Mlostre que, fxade o valos de a, quanto menos for o valor de b, mais a excentnicidade
se aproxima de 1 e a elipse se aproxima de vm segmento de reta; guanto mais proxIMO
de a for o valor de b, mais a excentncidade se aproxzma de 2eroc e a elipse se aproxima de
uma circunferéncia.

4. C ideze a el da a seguir de centro na ongem e semuemxos 2= 13eb =5

Determine:

a) a equagio da el:pae;

b} a excentmcidade da el:pae;
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¢} os focos da elpee;

d) o valor de k para que o ponto P (5; k), do pumeiro quadrante, pertenca i ebpse;

e} asoma das distincias de P aos focos da elipse

Fonte: SAO PAULO,(2014, p. 40, 41 e 42)

No Caderno do Professor, no final das orientacbes sobre os conteddos da
situacdo de aprendizagem, encontram-se consideracdes sobre a avaliacdo e, no
caso especifico do estudo das cobnicas, é citada a questdo do tempo para o
aprofundamento do assunto. Ainda é sugerida a construcéo de instrumentos para as
curvas serem desenhadas pelos alunos:

Na presente proposta, reservou-se apenas um volume para a
Geometria Analitica Plana. Dependendo do numero de aulas
disponiveis para o professor, nem todos os temas podem ser tratados
com a mesma profundidade, cabendo ao professor mesmo selecionar
as ideias que serdo mais ou menos contempladas.

Na apresentacdo das circunferéncias e das conicas, buscou-se
destacar mais o significado e as ocorréncias de cada uma delas em
diferentes contextos do que as manipulagbes algébricas com as
equacbes. Trata-se, naturalmente, de uma escolha, em razdo das
limitacdes do tempo disponivel. Sugere-se, portanto, que a avaliagcao
concentre-se na caracterizagdo da circunferéncia, da elipse, da
hipérbole e da pardbola em situagbes simplificadas, escrevendo as
equacbes das curvas com centro na origem, e adiando-se ou omitindo-
se uma exploragéo algébrica mais detida dos casos mais gerais.
Quanto a forma de avaliagdo, também aqui consideramos que o
assunto favorece a utilizacdo de mdltiplos instrumentos, ndo devendo
se limitar as provas. No caso das cobnicas, seu reconhecimento em
situacbes como as indicadas no texto (secdo de cones, sombras de
circunferéncias, cortes ou inclinacdes de cilindros etc.) pode ser
simples e motivador. A constru¢do de instrumentos para desenha-las
no plano, como alguns sugeridos no texto, também pode ser muito
interessante (SAO PAULO, 2014, p. 59).

Pode-se observar que no Caderno do Professor a abordagem das conicas é
feita favorecendo a questédo de significados, destacando aplicagcbes e mencionando

aspectos histéricos em detrimento da manipulacéo algébrica, enfatizando que seria
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uma escolha em funcdo da limitacdo de tempo disponivel. O material sugere
inclusive que ndo se adote a prova como unico instrumento de avaliacao.

Na Matriz de Referéncia para Avaliacdo do SARESP (Sistema de Avaliacéo
do Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo) o conteddo das cbnicas é

apresentado na habilidade de numero 23, conforme se observa no Quadro 3.3:

Quadro3.3: Habilidade na matriz do SARESP

ldentificar as equapdes da circunfe-
réncia e das cinicas na forma reduzida, com
centro na origem.

Fonte: SAO PAULO, (2009, p. 87)

O acesso as questdes que sao aplicadas no SARESP nado é mais permitido e
assim ndo € possivel observar se a habilidade citada faz parte das ultimas
avaliacoes.

As Avaliacbes da Aprendizagem em Processo (AAP), sdo avaliacOes
aplicadas nos finais de bimestres, tendo o objetivo de ser uma avaliacdo diagnéstica
para a recuperagao continua.

A AAP, fundamentada no Curriculo do Estado de Séo Paulo, prop&e o
acompanhamento da aprendizagem das turmas e alunos, de forma
individualizada, tendo carater diagndstico. Tem como objetivo apoiar
as unidades e os docentes na elaboracdo de estratégias adequadas, a
partir da andlise de seus resultados, que contribuam efetivamente para
melhoria da aprendizagem e desempenho dos alunos, especialmente
nas acdes de recuperacio continua. (SAO PAULO, 2017, p. 2)

Nas AvaliacOes da Aprendizagem em Processo, duas questdes que envolvem
o conteudo de elipse apareceram nas avalicbes do 1° Bimestre do 3° Ano do Ensino
Médio em 2016 e 2017. A primeira questao é a de nimero 11:
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Figura 3.4: Questéo de n° 11 da AAP de 2017 — 1° Bimestre — 3° Ano do Ensino Médio

[ Habilidade | Resolver problemas por meio d
| MPO04 | cHnicas, com centro na origem

Questao 11

Dada a elipsea:

Pl B
R

Cual & a area do tridngulo FyFzB2, de tal forma gue F; e Fz 580 focos e By & o vértice do

eixo menor da elipse: — + ¥ —q
25 16

(A) 12
By 13
{(Cy 16

(D) 12

(E} 25

Fonte: Sdo Paulo, 2017, p. 47

O aluno poderia resolver essa questao reconhecendo a equacdo da elipse,

y

2
~— =1 com centro em C=(0,0) e concluirque a=5e b = 4.

(o

Como o triangulo F,F,B, é isOsceles de base FF, e sendo B,um ponto da

elipse, usando a definicdo de elipse, tem-se que d(B,,F)+d(B,,F,)=2a, logo

B,F, = B,F, =a € assim, aplicando o Teorema de Pitagoras em B,C=b , B,F,=a €

CF, = ¢, conclui-se que c¢® =a®* —b?, logo ¢ = 3.

tridngulo F,F,B, € A(AFF,B,)

A base do triangulo FF,B,€F,F, =6 € a altura éB,C = 4, portanto, a area do

_6x4

Na grade de correcédo apresentada no quadro 3.4, o professor pode analisar a

resposta indicada pelo aluno.



Quadro 3.4: Grade de Correcdo da Questdo de n° 11 da AAP de 2017 — 1° Bimestre — 3° Ano do

GRADE DE CORRECAD
Ay

| Respost
(B) |

13| jncometa
()]

16 | incorrta,
(D) |

18 | incorreta
(E) |

25 | ncoreta

A segunda questdo é a de numero 12. Para a sua resolucdo, ndo séo

necessarios calculos, mas apenas o conhecimento e interpretacdo das definicdes

Ensino Médio

O aluno interpretou corretamente o enunciado e aplicou |

seus conhecimentos para resolver a questio.

Cabe ao professor verificar através dos registros do
aluno se as estratégias utilizadas para a resolugdo do
problema séo pertinentes ou nao.

Possivelmente, o aluno ndo utilizou o raciocinio cometo e
escolheu aleatoriamente a alternativa

Possivelmente, o alung considera como resposta a medida
do semieixo menor (b)

Possivelmente, o aluno considera as medidas de b=09 e c=4
e determina a drea do tridngulo igual a 18.

Possivelmente, o aluno considera como resposta a medida
do semieixo maior (a)

Fonte: SAO PAULO, (2017, p. 49)
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das conicas e o reconhecimento do esboco, para assim concluir que a alternativa

correta é a letra B. O termo “superficies cénicas”, que foi utilizado na questao, nao é

0 mais apropriado, visto que, superficie cbnica € a superficie gerada por uma reta g

(geratriz) que se move apoiada em um ponto V (vértice) e em uma curva fixa d

(diretriz).



Figura 3.5: Questéo de n° 12 da AAP de 2017 — 1° Bimestre — 3° Ano do Ensino Médio

Habilidade | Resolver problemas por meio das equacbes da circunferéncia e das
MPO4 | conicas, com centro na ongem em situacoes simples

Questao 12

As definicbes | e Il referem-se a duas superficies conicas
I} “& o conjunto dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos

fixos (focos) @ constante e maior gue a distancia entre eles”

I} “& o conjunto dos pontas do plano eguidistantes de um ponto fixo (foco) e
de uma reta (diretriz), que nao contém o ponto”

Portantc as definicdes apresentadas na ordem | e I, referem-se as seguintes
representacoes graficas.

(A v
(B)
()

(D)

ey (S [I"L" .

Fonte: Sao Paulo, (2017, p. 50)

Para analise das respostas dos alunos, o professor pode utilizar a grade de
correcdo dessa questdo, conforme o Quadro 3.5:



Quadro 3.5: Grade de Correcdo da Questdo de n° 12 da AAP de 2017 — 1° Bimestre — 3° Ano do

GRADE DE CORRECAO

Ensino Médio

Resposta
incorreta.

Ao indicar esta altermativa o aluno
provavelmente associa a descricdo dada no
texto (II), identificando o centro {(O) e o ponto
(P}, como pontos constantes e equidistantes,
sendo que os dois pontos fixos seriam o raio da
circunferéncia.

CQuanto ao texto (1), o aluno provavelmente
relacionou a origem do sistema cartesiano,
sendo o ponto foco (foco), & entendeu que os
pontos: a, —a, b, —b como siméfricos, portanto
concluiu que sdo equidistantes.

Resposta
correta.

0O aluno interpretou cormetamente o
enunciado e aplicou seus conhecimentos
para resolver a questao.

Cabe ao professor verificar através dos
registros do aluno se as estratégias
utilizadas para a resolugido do problema sdo
pertinentes ou nao.

Resposta
incorreta.

Meste caso observa-se qQue o aluno
compreendeu parcialimente o enunciado da
questdo, pois ao estabelecer uma relacdo entre
os textos (1) e (1), ndo atentou para a ordem em
que sao apresentadas as conicas.

Resposta
incorreta.

Mesta situacao o aluno ndo foi bem-sucedido na
andlise do texto (1), pois interpretou
ermoneamente os “F apresentados como sendo
pontos fixos e equidistantes, quanto ao texto (1)
a andlise atende completamente &
representacdo grafica da cdnica parabola.

Resposta
incorreta.

Ao indicar esta altermativa o aluno
provavelmente associa a descricBo dada no
texto (II), ideniificando o centro (O) e o ponto
(P}, como pontos constantes e equidistanies,
sendo que os dois pontos fixos seriam o raio da
circunferéncia, guanto ao texto (II) a andlise
atende completamente & representacido grafica
da cdnica parabola.

Fonte: SAO PAULO, (2017, p. 52 e 53)
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3.3 Breve analise qualitativa em livros didaticos sobre o estudo da

elipse

O livro didatico € um importante recurso pedagogico do professor em sala de
aula. Assim, deve-se estar atento a qualidade do mesmo. Nao deve ser o Unico
recurso a ser utilizado pelo professor, mas sim um dos meios para auxiliar no
processo de ensino-aprendizagem. Nos PCN’s, menciona-se a importancia da

utilizacao do livro didatico dentro das escolas brasileiras:

Dentre os diferentes recursos, o livro didatico € um dos materiais de mais
forte influéncia na pratica de ensino brasileira. E preciso que os professores
estejam atentos a qualidade, & coeréncia e a eventuais restricbes que
apresentem em rela¢@o aos objetivos educacionais propostos. Além disso, é
importante considerar que o livro didatico ndo deve ser o Unico material a ser
utilizado, pois a variedade de fontes de informacgéo € que contribuir4 para o
aluno ter uma visdo ampla do conhecimento (BRASIL, 1998, p. 96).

Foram analisados alguns livros didaticos escolhidos do Programa Nacional do
Livro Didéatico (PNLD), no ensino de elipse em relacdo a apresentacdo de
conteudos, inclusdo de demonstracdes, abordagem de conceitos, inclusdo de
exemplos tedricos, inclusdo de situagBes aplicadas e uso de recursos didaticos.
ApOs a andlise, percebe-se que ha pontos em comum entre eles e foram definidos
0S seguintes itens para comparacao:

I1: Definem a elipse como lugar geomeétrico;

I2: Fazem a demonstracdo da equacao reduzida da elipse;

13: Apresentam o estudo da excentricidade da elipse.

Esses trés itens apresentam a preocupacdo com 0O objetivo descrito no
PCNEM (1998) de levar o aluno a expressar-se oral, escrita e graficamente em
situacbes matematicas e valorizar a precisdo da linguagem e as demonstracées em
Matematica.

14: Apresentam situacdes praticas para a construgéo da elipse;

I5: Apresentam atividades com o uso de recursos computacionais.

Os resultados da analise e os itens observados estdo resumidos no quadro
3.6:



Quadro 3.6: Quadro com andlise de livros didaticos

Livros Didaticos:

Itens relacionados:

1

12

13

Matematica Completa,
Giovanni,José Ruy e Bonjorno,José Roberto
Editora FTD, 2005

X

X

X

Quadrante Matematica 3
Chavante, Eduardo e Prestes, Diego
Editora SM, 2016

Matematica Contexto e Aplicacdes
Dante, Luiz Roberto
Editora Atica, 2010

Matematica Paiva Volume 3
Paiva, Manoel
Editora Moderna, 2009

Matematica Ensino Médio 3
Smole, Kétia Stocco e Diniz, Maria Ignez
Editora Saraiva, 2005

Matematica Ciéncia e Aplicacdes
lezzi, Gelson e outros
Editora Saraiva, 2013

Fonte: Prépria autora (2018)
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Os itens no quadro 3.6, que foram assinalados, foram encontrados nos livros

didaticos considerados. O item | 5 foi 0 Unico que apareceu em apenas um dos livros

didaticos considerados.

3.4 Problemas de vestibulares e ENEM abordando a cénica elipse

Os alunos do ensino médio sdo estimulados a ingressar no ensino superior,

para isso muitos participam de vestibulares e do ENEM como forma de ingresso as

universidades. As cbnicas aparecem como um dos temas cobrados em provas de

vestibulares e também do ENEM, o que reforgca a necessidade de se conseguir

equilibrar o uso de materiais didaticos e tecnoldgicos, significados e aspectos

histéricos com a manipulacdo algébrica necessaria para a resolucdo de problemas

inseridos nessas provas.
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Sao apresentados alguns problemas de vestibulares e ENEM que mostram a
necessidade de articulagcdo entre compreensao de significados e manipulacao

algébrica. Os exercicios estao resolvidos no apéndice.

Exemplo 3.1 (UNESP-2010) A figura mostra a representacdo de algumas das ruas
de nossas cidades. Essas ruas possuem calcadas de 1,5 m de largura, separadas
por uma pista de 7 m de largura. Vamos admitir que:

I. os postes de iluminacdo projetam sobre a rua uma area iluminada na forma de
uma elipse de excentricidade 0,943;

Il. o centro dessa elipse encontra-se verticalmente abaixo da lampada, no meio da
rua;

lll. o eixo menor da elipse, perpendicular a calcada, tem exatamente a largura da rua
(calcadas e pista).

Se desejarmos que as elipses de luz se tangenciem nas extremidades dos eixos
maiores, a distancia, em metros, entre dois postes consecutivos devera ser de
aproximadamente:

Dado: 0943% ~0889 e /0111 ~ 0333

(A)35. (B)30. (C)25. (D)20. (E)15.

Exemplo 3.2 (Unesp 2008) Suponha que um planeta P descreva uma orbita eliptica
em torno de uma estrela O, de modo que, considerando um sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais, sendo a estrela O a origem do sistema, a Orbita possa ser

2 2
descrita aproximadamente pela equacao (;TO]JF[%J =1, com x e y em milhdes de

quildmetros. A figura representa a estrela O, a Orbita descrita pelo planeta e sua
posic&o no instante em que o angulo POA mede %.

¥ (milhiles de km)
B=(0,5)

/ﬂ :>P\
na
!/ﬂ = {10, 0) % (milhties de km)

{figura fora de escala)
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A distancia, em milhdes de km, do planeta P a estrela O, no instante representado
na figura, é:

(A) 25, ® 20, () sz2. M1vz. ()50,

Exemplo 3.3 (FUVEST-2001) A elipse x* + (y*/2) = 9/4 e aretay = 2x + 1, do plano
cartesiano, se interceptam nos pontos A e B. Pode-se, pois, afirmar que o ponto
meédio do segmento AB é:

(A) (-2/3,-1/3).  (B) (2/3,-7/3). (C) (1/3,-5/3). (D) (-1/3, 1/3). (E) (-1/4, 1/2).

Exemplo 3.4 (Unifesp-2004) A area sombreada na figura,

limitada pela elipse e pela reta indicadas, é:

A 7T. B 2x. ((C)3r. (D)4r. (E)6x.

Exemplo 3.5 (UERJ-2004) Um holofote situado na posicéo (-5,0) ilumina uma regiao

eliptica de contorno X° +4y2 =9, projetando sua sombra numa parede representada

pelareta x = 3, conforme ilustra a figura abaixo.

!
i
i
i
i
]
]
L}
!
\]
Y

Y
-
=
=
-
-

Considerando o metro a unidade dos eixos, o comprimento da sombra projetada é
de:
(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 5.
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Exemplo 3.6 (UNESP-2003) A figura representa uma elipse.

-8 -5

A partir dos dados disponiveis, a equacao desta elipse €

LS (x+57  (y=7)° _ (e v
(A T+ =L, @) =+ =L ) (x=5)° +(y-7) =1.

(-5, 007F g 3 -8

D :
) 9 16 5 7

Exemplo 3.7 (Unesp-2000) Considere a elipse de equacado x%/25 + y*/9 = 1
a) Mostre que o ponto P (3,12/5) pertence a elipse e calcule a distancia de P ao eixo

das abscissas.
b) Determine os vértices Q e R da elipse que pertencem ao eixo das abscissas e

calcule a area do triangulo PQR, onde P (3,12/5).

Exemplo 3.8 (UERJ-2001) Uma porta colonial € formada por um retangulo de
100cmx200cm e uma semi-elipse.

Observe as figuras:

Ay

_______ 1-
(P Q\] 30 cm
S

224 cm 200 cm

“100em

Na semi-elipse o eixo maior mede 100cm e o semi-eixo menor, 30cm.
Calcule a medida da corda PQ, paralela ao eixo maior, que representa a largura da
porta a 224cm de altura.


http://clicprovas.com/wp-content/uploads/2016/05/conicas_06.jpg
http://clicprovas.com/wp-content/uploads/2016/05/conicas_05.jpg
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Exemplo 3.9 (Ita-2005) A distancia focal e a excentricidade da elipse com centro na

origem e que passa pelos pontos (1, 0) e (0, -2) sao, respectivamente,

A) V3 e 1/2. B)12e V3. ©) (B)I2 e 1/2.
D) V3 e (B3)/2. E) 23 e ()2

Exemplo 3.10 (ENEM-2015) A figura representa a vista superior de uma bola de
futebol americano, cuja forma é um elipsoide obtido pela rotacdo de uma elipse
em torno do eixo das abscissas. Os valores a e b sdo, respectivamente, a
metade do seu comprimento horizontal e a metade do seu comprimento vertical.
Para essa bola, a diferenca entre os comprimentos horizontal e vertical € igual a
metade do comprimento vertical.

Y
b
»7_’_47 _\’Tu.
o | i W
£ | II ‘ | N\
B el . X
- aj ’ I 5] I ja
: N 4
|' \ .’ l/
N \‘.\___ == ‘ll/"'
- b

Considere que o volume aproximado dessa bola é dado por V= 4ab?
O volume dessa bola, em funcdo apenas de b, é dado por
(A) 8b*. (B) 6b°. (C) 5b°. (D) 4b3. (E) 2b°.

Na tentativa de amenizar a dificuldade da falta de tempo para o
aprofundamento do estudo da elipse, no préximo capitulo, serdo propostas
atividades extraclasse para serem desenvolvidas com o0s alunos do 3° Ano do

Ensino Médio.
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CAPITULO 4
ATIVIDADES EXTRACLASSE SOBRE A ELIPSE

Neste capitulo, sera feito o relato das atividades que foram desenvolvidas
com alunos do 3° Ano do Ensino Médio da escola E.E. Profa. Yone Dias de Aguiar,
no municipio de Penapolis, estado de S&o Paulo, sobre o estudo da elipse, na
tentativa de amenizar a dificuldade da falta de tempo para o aprofundamento do
estudo. O desenvolvimento da atividade buscou complementar o trabalho realizado
em sala de aula, oferecendo ao aluno a possibilidade de vivenciar na pratica
conceitos sobre a elipse. As atividades foram realizadas juntamente com a

professora Giovana Marques dos Reis, que abordou a conica hipérbole.

4.1 Relato sobre a escola

A escola E. E. Prof.2 Yone Dias de Aguiar, localizada no bairro Vila Fatima, na
cidade de Penapolis-SP, atende hoje 338 alunos do Ensino Fundamental-Anos
Finais e 242 alunos do Ensino Médio, sendo 76 alunos do 3° Ano do Ensino Médio
que frequentam o periodo da manha com uma carga horéaria de 30 aulas semanais,
sendo 5 aulas para a disciplina de Matemaética.

Conta com duas salas de multimidia sendo que uma tem acesso a internet e
um laboratorio de informatica com 18 computadores que fazem parte de um projeto
do estado de Sao Paulo conhecido como Acessa Escola.

Trabalhando ha 14 anos nessa escola, com alunos do ensino fundamental e
médio, antes de dar inicio a realizacdo das atividades, houve o contato com a equipe

gestora da escola, que demonstrou muito interesse e apoio.

4.2 Relato das atividades

A professora titular das turmas dos 3° anos foi comunicada sobre a realizacao
das atividades. Esta informou que os alunos apresentaram muitas dificuldades no
topico de Geometria Analitica ja apresentado, e que ndo haveria tempo suficiente

para prosseguir o estudo das cbnicas em sala de aula.
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Para a realizacdo das atividades a coordenadora preparou um convite para

todos os alunos, conforme se observa a seguir:

Figura 4.1: Convite para as atividades extraclasse

Fonte: Prépria autora (2018)

De comum acordo entre professoras e alunos, foram definidas as datas e
horarios em que seriam realizadas as atividades. Na primeira data marcada nao

havia energia elétrica na escola, assim a aula teve que ser adiada para outro dia.

4.2.1 Relato da primeira atividade

Para a primeira atividade de duracdo de uma hora, compareceram 5 alunos
muito motivados para aprender e tentar sanar suas dificuldades. Iniciou-se a
atividade com uma roda de conversa para se verificar os conhecimentos prévios
sobre o assunto, onde se pode verificar que o conteudo sobre cbnicas realmente
nao havia sido trabalhado em sala de aula.
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Através de um experimento com cones de barbante, construidos antes da
aula, baseado no estudo de Kaleff (2010), foram mostradas para os alunos as

cOnicas com feixes luminosos usando um retroprojetor.

Figura 4.2: Conicas como curvas luminosas
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Histéria das Conicas

Fonte: Prépria autora

Figura 4.3: A elipse luminosa

Fonte: Prépria autora

Os alunos ficaram motivados com o experimento das conicas luminosas e

fizeram varios questionamentos sobre as conicas e suas caracteristicas.
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Com a apresentacédo no Power Point de alguns slides que foram preparados,
deu-se inicio a parte histérica das coénicas.

Figura 4.4: Parte histdrica das conicas

Historia das Conicas

%, Os historiadores atribuem ao matematico Menaecmo (380 - 320 a. C.
aproximadamente), a descoberta das conicas, quando frabalhava na
resolucco do problema da duplica¢ao do cubo.

% O ostrénomo e matematico grego Apolénio de Perga (262 - 190 a. C))
aprimorou 05 resultados conhecidos até entdo sobre o assunto das
conicas.

% René Descartes (1596-1650) e Piere de Fermat (16012-1665) s@o
responsaveis pela origem a origem da geometria andlitica, e exprimiram
as conicas na forma de equacdes algébricas.

Fonte: Prépria autora

Os alunos comentaram, nesse momento, sobre a origem da Matematica e dos
nameros, sempre mostrando muito interesse em aprender.

Outros slides foram apresentados com figuras sobre a elipse na atualidade.
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Figura 4.5: Conicas na Atualidade

Conicas na Atualidade
i
3 e \ 4
= 0

Fonte: //br.freepik.com/fotos-premium/dentista-examinando-os-dentes-dos-pacientes-na-cadeira-sob-
luz-brilhante_1910692.htm (2018)

Figura 4.6: Cbnicas na Atualidade

& Conicas na Atualidade

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=03ndN4gv4cc (2018)
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Nesse momento, com as imagens, 0s alunos comecaram a observar algumas
caracteristicas da curva elipse, comparando com a circunferéncia que foi estudada

em sala de aula.

4.2.2 Relato da segunda atividade

Aqui os alunos realizaram a construgdo da elipse com materiais concretos,
utilizando uma prancha com papel sulfite, dois marcadores, um pedaco de linha e
caneta pincel. Comentou-se sobre a definicdo da elipse como lugar geométrico e

sobre os focos. A atividade teve duracédo de uma hora.

Figura 4.7: Construcao da elipse

Fonte: Prépria autora (2018)
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Figura 4.8: Alunos construindo a elipse

i

7’
7/

Fonte: Prépria autora (2018)

Usando a construcao feita pelos alunos, prosseguiu o estudo dos principais

elementos da elipse, destacando-os na figura da elipse e apresentando alguns

slides.

Figura: 4.9: Os elementos da elipse

e

Fonte: Prépria autora (2018)
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Figura 4.10: Elementos da elipse

Elementos da Elipse

Bi
Os elementos principais da elipse sdo:
b
+ F4 e F, sao focos; -
1‘ 2 A T B Az
« O é o centro;
+ A4A; formam o eixo maior,
B2

* B4B, formam o eixo menor;

+ 2c é a distancia focal;

« 2a é a medida do eixo maior;
« 2b é a medida do gixo menor,

Fonte: Prépria autora (2018)

Figura 4.11: Excentricidade da elipse

Excentricidade da elipse

Excentricidade da elipse 4 a razdo entre a semi-distaneia focal & o semi-eixo maior

|

excentricidade

[3)
n

Fonte: Prépria autora (2018)



Figura 4.12: Relacdo Fundamental

Relagao Fundamental
A partir dos elementos principais, podemos destacar que o tridngulo formado pelos
/ semielos ¢ b e pela metade da distancia focal ¢ permite a aplicagéo do Teorema
de Pilagoras
at=hie e’

Fonte: Prépria autora (2018)
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Para a demonstracdo da equacédo reduzida da elipse foi apresentada a

definicdo formal e os alunos buscaram deduzir as formulas com muito auxilio do

professor, pois varios conceitos estavam esquecidos ou ndo aprendidos.

Figura 4.13: Definicdo de elipse

Definicao de elipse
Entende-se por elipse o lugar geomeétrico
~ de um plano onde a soma da distancia de
sua extremidade a dois pontos fixos,
chamados de focos, F1 e F2, resulta em
uma constante 2a, onde 2a > 2c.

Fonte: Prépria autora (2018)



Figura 4.14: Equacéo reduzida da elipse

Equacao Reduzida da elipse
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Fonte: Prépria autora (2018)

Figura 4.15: As equac0les reduzidas da elipse

A equacgao reduzida da elipse com
centro na origem

Fonte: Prépria autora (2018)
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ApGs a apresentacdo dos slides, dois exemplos de exercicios envolvendo a
equacao reduzida da elipse foram apresentados aos alunos. Eles resolveram em
grupo, dentro do tempo previsto e sem dificuldades e solicitaram outras atividades

para fixacdo do contetdo apresentado.

Figura 4.16: Exemplo de exercicio envolvendo a equacéo da elipse

Exemplo 1. Determine a equacao reduzida da elipse com focos sobre 0 eixo X, com eixo maior
medindo 12 e eixo menor 8

Fonte: Prépria autora (2018)

Figura 4.17: Exemplo de exercicio envolvendo a equacéo da elipse

Exemplo 2. Determine a equacao reduzida da elipse sabendo que um dos focos e F10, -3) e que
0 €0 menor mede 8

Fonte: Prépria autora (2018)
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4.2.3 Relato da terceira atividade

Na sala de informética, os alunos tiveram o primeiro contato com o software
GeoGebra e conheceram o0s principais comandos. Propfs-se as atividades

apresentadas na Figura 4.18:

Figura 4.18:; Estudando a cénica elipse usando o GeoGebra

Estudando a cbnica elipse

Vamos construir a elipse com um software chamado Geogebra,
usando os exemplos apresentados na aula anterior.

12 Exermnplo: Vamos construir a elipse com focos no eixo x, centro na origem,
com eixo maior medindo 12 e eixo menor 8.

29 Exemplo: Vamos construir a elipse que possui um dos focos F, =(0.-3)e
que o eixo menor mede 8.

Atividades

1-) Construir e determinar os elementos das elipses abaixo, usando o
geogebra:

Fonte: Prépria autora (2018)

Os alunos participaram com empenho e ndo apresentaram dificuldades nas
construcbes que foram propostas, realizaram as atividades individualmente dentro

do tempo previsto de aproximadamente uma hora.
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Figura 4.19: Alunos construindo a elipse no GeoGebra

Fonte: Prépria autora

4.2.4 Relato da gquarta atividade

Para essa atividade foram trabalhados aspectos teoricos, através da
resolucdo de problemas envolvendo elipse, retirados de vestibulares e ENEM. Foi

solicitado aos alunos que respondessem as questdes apresentadas a seguir:
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Atividades sobre elipse

(ENEM-2015) A figura representa a vista superior de uma bola de futebol americano,
cuja forma € um elipsoide obtido pela rotacao de uma elipse em torno do eixo das
abscissas. Os valores a e b sao, respectivamente, a metade do seu comprimento
horizontal e a metade do seu comprimento vertical. Para essa bola, a diferencga entre
os comprimentos horizontal e vertical é igual a metade do comprimento vertical.

y
b
-4"_A1. _"‘V-~_\
o | K2
4l | : '.\\
[ | ! | R
== s oirrorm—=3 »
- a\ ] | 0| I /a
\ | o 4
L |
'\L\‘_—; - ’l/.’
- b

Considere que o volume aproximado dessa bola é dado por V = 4ab-
O volume dessa bola, em funcdo apenas de b, ¢é dado por
) 8b?

®) 6b*
©) 5b*
o) 4b®

© 2b®

(UEL) Em uma praga dispde-se de uma regiéo retangular de 20 m de comprimento
por 16 m de largura para construir um jardim. A exemplo de outros canteiros, este
deveré ter a forma eliptica e estar inscrito nessa regido retangular. Para agua-lo, serao
colocados dois aspersores nos pontos que correspondem aos focos da elipse. Qual
seré a distancia entre os aspersores?

a)dm b) 6 m c)8m d)10m e)l2m
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Os alunos responderam as questbes no tempo de quarenta minutos, em
grupos e nao apresentaram muita dificuldade.

Para finalizar as atividades, foi solicitado que respondessem algumas
questdes, como forma de avaliar as atividades realizadas. A seguir sao

apresentadas as respostas de dois alunos:

Figura 4.20: Comentérios dos alunos sobre as atividades

Fonte: Prépria autora



Figura 4.21: Comentarios dos alunos sobre as atividades

Fonte: Prépria autora
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Os alunos que participaram das atividades estavam motivados e mostraram
muito interesse em aprender, porém representaram apenas, aproximadamente 7%
do total de alunos do 3° Ano da escola considerada.

A professora coordenadora da escola, Franciana Nalon Marques, apresentou
um relatério sobre as atividades que foram aplicadas, como podemos observar na
figura 4.22.

Figura 4.22: Relatério da professora coordenadora sobre as atividades

Fonte: Prépria autora
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CONSIDERACOES FINAIS

Os alunos que participaram das atividades extraclasse confirmaram a
informacgédo dada pela professora titular das salas de que nao houve tempo para o
estudo das coOnicas e assim as atividades apresentadas né&o foram um
aprofundamento, mas uma complementacdo do curriculo oficial do estado de Sao
Paulo, que prevé o estudo das conicas no final do 1° Bimestre do 3° Ano do Ensino
Médio.

O breve estudo sobre a parte histérica das conicas trouxe muitos
guestionamentos por parte dos alunos que ficaram motivados a conhecer a historia
da matemaética.

Com as atividades com os cones de barbante, os alunos perceberam as
diferencas entre as cbnicas elipse, hipérbole e parabola e, com a apresentacdo de
slides sobre as aplicacdes da elipse na atualidade, perceberam a importancia dessa
curva, principalmente nas Orbitas dos planetas, que era desconhecida de muitos
alunos, pois também se trata de um assunto que, em Fisica, muitas vezes, necessita
de mais tempo para ser estudado.

Os elementos da elipse foram apresentados com o desenho da elipse
construido pelos alunos na prancha. Os alunos destacaram o aspecto da elipse com
uma circunferéncia achatada, observaram a elipse como um lugar geométrico e foi
apresentada a deducao da equacédo reduzida da elipse. Os exemplos de exercicios
apresentados serviram de fixacdo dos elementos e das equacdes da elipse.

Os alunos ndo conheciam o software GeoGebra e assim foram primeiramente
estudados os principais comandos e depois realizaram-se as atividades de
construcdes da elipse. Como se observa no relato dos alunos, as atividades com o
computador trouxeram uma maior compreensao do contetdo estudado.

As questbes do Enem e do vestibular que foram resolvidas pelos alunos
foram motivadoras, pois eles perceberam que o conteudo das cbnicas é solicitado
nas avaliacOes.

Perceber e sentir a motivacdo dos alunos para aprenderem um conteudo traz
para os professores uma grande alegria, mesmo com um numero reduzido de
apenas 7% do total de alunos matriculados no 3° Ano, que cabe no futuro para um

proximo estudo. A resposta dos alunos mostra que é possivel investir em atividades
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extraclasse de maneira a complementar e aprofundar contetddos importantes como é
0 caso das conicas e que por falta de tempo acaba ndo sendo incluido nas aulas
regulares.

Espera-se que as atividades extraclasse relatadas nesse trabalho motivem
outros professores a ajudarem seus alunos no estudo da conica elipse, bem como

possam servir de inspiracédo para a abordagem de outros temas.
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Apéndice
Resolucdes dos problemas de vestibulares e ENEM apresentados no capitulo 3

1-) Para que as elipses de luz se tangenciem nas extremidades do eixo maior,
chamaremos de 2a a distancia entre dois postes. A medida do eixo menor da elipse

é de 2b=1,5+7+1,5=b=5 e como a excentricidade da elipse € de 0,943, temos que,
€ _-0943=c=0943a .
a

Assim, usando a relacdo fundamental, temos:
a’ =b? +c?
=a’ =5 +(0,943a)
=a’ =25+0,889a’

= 0,111a* =25

, 25

—»al=——
0111

5
=>a= m
=a=15
Como a distancia entre dois postes € 2a, temos:
2a=30 metros
Portanto, a distancia entre dois postes consecutivos devera ser de 30 metros.

Resposta: B

2-) Do enunciado, temos a figura:
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vy Imilhoes de km)
B=(0,5) a=0

0 a C JA=(10,0) x(milhées de km)

(figura fora de escala)

No instante em que o angulo POA mede 7/4, temos que P (a, a). Como o ponto

2 2
P (a, a) pertence a curva de equacao (X—) + [y—j =1, temos:

100 25
2 2
a_ + a_ =1
100 25

=a’ =20

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo POC, temos:

(PO) =a? +a? = (POY =40 = PO =210

Portanto, a distancia, em milhdes de quildmetros, do planeta P a estrela O, no

instante representado na figura é 2@ .

Resposta: B

3-) Primeiro, vamos encontrar os valores de A e B.Temos que y = 2x +1.Substituindo

na equacgao da elipse, vamos ter:

X2+ (2x + 1)%/2 = 9/4
X2 + (4% + 4x + 1)/2 = 9/4

Multiplicando tudo por 4, teremos:

X2 + (4x° + 4x + 1)/2 = 9/4
AX*+2(4x*+4x+1)=9
AX*+8x°+8x+2-9=0
AX*+8x°+8x+2-9=0



12 x*+8x-7=0 (I)

Resolvendo a equacao do 2° grau (I), teremos as seguintes raizes:

X' =1/2
X" =-7/6

Substituindo na equacao emvy:

y'=2(1/2) +1=2
y'=2(-7/6) + 1= -7/3 + 1 = (-7 + 3)/3 = -4/3

Portanto, os pontos s&o:

A(1/2,2)
B(-7/6,-4/3)

Valor da distancia AB para a coordenada x:
1/2 - (-7/6) = (3 + 7)/6 = 10/6 = 5/3

Metade da distancia AB para a coordenada x:
5/3 => (5/3)/2 = 5/6

O ponto médio para a coordenada x sera:
-716 + 5/6 = -2/6 = -1/3

Valor da distancia AB para a coordenada y:

2 - (-4/3) = (6 + 4)/3 = 10/3

Metade da distancia AB para a coordenada y:

69



70

10/3 => (10/3)/2 = 10/6 = 5/3

O ponto médio para a coordenada y sera:

-4/3 + 5/3 = 1/3

Portanto, o ponto médio de AB sera:

Ponto médio = (-1/3,1/3)

Resposta: D
X2 2
4-) A equagdo da elipse é€: 9 +T =1. Aequagdo dareta é:y = 2x.
A area sombreada € igual a metade da area limitada pela elipse, coma=3e b = 2.
Portanto: A - Zab _ ”T?’z — 37
Resposta: C

5-) Sejam r, e r, as retas que passam por (-5, 0) e tangenciam a elipse. Essas retas

tem equagédo da formay = m(x + 5).
Cada um desses pontos de tangencia satisfazem o sistema:
{x2+4y2=5

{y=m(x +5)

Substituindo:
X2+ 4m3(x +5)2=5 = (4m2 + 1)x2 + (40m?3)x + (100m2-5) =0

Para que essa equacdao tenha solucéo Unica, tem-se:

A = (40m?)2 - 4(4m?2 + 1)(100m2 - 5) =0 = m2 = 1/16 = m = +1/4

Para m = 1/4, tem-se:



71

r,:y=(1/4) (x +5).
Para m = -1/4, tem-se:
r,:y=(-1/4) (x +5).

Os pontos de tangéncia dessas retas com a elipse séo (-1, 1) e (-1, -1). A distancia
entre esses pontos é 2.

O triangulo na imagem tem altura 8 e base B. O triangulo cujos vértices sdo 0s
pontos (-5, 0), (-1, 1) e (-1, -1) tem altura 4 e base 2. Esses triangulos sao

semelhantes e, portanto:

E=E:> B=4
8 4
Resposta: C

5-) A elipse da figura tem centro no ponto (-5; 7). O eixo maior mede 11 -3 =8¢ é
paralelo ao eixo Oy. O eixo menor é paralelo ao eixo Ox e mede -2-(-8) = 6. Assim,
temos:

(-5 (=77
32 42

(+5F L -7,

Portanto, a equacao da elipse é 9 16

Resposta: B

6-)
a-) Substituindo as coordenadas do ponto P(3,12/5) na equacdo da elipse dada,

temos:

12y
3? 5 9 144 99 144 81 144 225
—t——=l —F —=l—t — =l —+ —=1=> —=
25 9 25 259 259 259 225 225 225

Portanto, o ponto P(3,12/5) pertence a elipse.

1

Como a elipse dada possui o centro na origem do plano cartesiano a distancia do
ponto P(3,12/5) ao eixo das abcissas é igual ao valor da sua ordenada, ou seja, a

distancia do ponto P ao eixo das abcissas € de 12/5.
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2 2

X
b-) Os vértices Q e R da elipse 2—5+?=1 gue pertencem ao eixo das abcissas

possuem coordenada Q(-5,0) e R(5,0), pois, a? =25=a=5.

Logo, a area do triangulo PQR, com P(3,12/5) pode ser calculada usando:
Edet|P,Q, R = 1o4-12

2 2

Portanto, a area do triangulo PQR é de 12 u?.

7-) Considere um sistema xOy com origem no meio da parte reta superior da porta.

Os semi-eixos da elipse sdao a = 50, b = 30, logo a equacdo da elipse é
x2/502 + y2/302 = 1 = x2/502 + y2/900 = 1

Paray = 24 , temos que:

x2/502 + 242/900 = 1 = x2/502 + 576/900 = 1 = x2/502 + 16/25 = 1 =x?/50%2 = 9/25=
x/50 = 3/5 =x =30

PQ =2x = PQ =60 cm

Portanto, a medida da corda PQ é de 60 cm.

8-) Como a elipse passa pelos pontos (1,0) e (0,-2), temos que:
b=l e a=2 ¢’ =2"-1=¢=43

Assim, a distancia focal é 2C = 2\/5 .

A excentricidade da elipse é

c V3
e=—=>e=—.

a 2
Resposta: E

9-) Pelo enunciado do problema, temos que:

a—b:E:azﬁ 0]
2 2

Substituindo (1), em V = 4.ab?, temos que:

\Y; =4.%.b2 =V =6b?

Portanto, vV = 6b°®.
Resposta: B



Resolucédo do exercicio apresentado na figura 4.16

2a=12—a-=6

2b=8—-b-=4
“Assim,

B HE T
3 - 36 16

Solucao: temos que

que é a equacdo reduzida daelipse.

Resolucao do exercicio apresentado na figura 4.17

2b=8—Db=4

-‘.2 " “_-Z . }.2 o xZ
— — = = S —_—=
5 45 25 16

Solucao: temos que
Se F1(0 ., -3) — ¢ = 3 e o foco esta sobre o eixo y.

Usando a relacao notavel: a2 - b2+c2, obtemos:
a2 =-42+32 - a2-16+g9—a-25—a=-5
Assim, a equacao reduzida da elipse sera:

73



Resolucéo do 1° exemplo proposto na figura 4.18

4] elipse exemplo 1.ggb
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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N b@@&\iﬂ_%{,

» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagdo

- Cdnica
ol 3607+ 16 =1
MNamero
soma=12.01
Ponta
A=(-1.67, 3.84)
A1 = (-6, 0)

A, =(6,0)

B,=1(0,4)

o

o
..@ B,=(0,4)
o

® F,-(4450)
..@ F,=(4.48,0)

Segmento

Resolucéo do 2° exemplo proposto na figura 4.18

7 elipse exemplo 2.qgb
Srquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

] AL OO 4N =) o

} Janela de Algebra X [ ¥ Janela de Visualizagio E

Conica
-0 e 16+yi25=1
Nimera
soma =10

A=(297,335)
A=(0,5)

A,=00,5)




Resolucao da atividade 1 proposta na figura 4.18

o elipse exercicio 1.ggb

Arguivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda
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[&] L~ bGO&\%ﬂ

¥ Janela de Algebra

» Janela de Visualizagdo

- Conica

e CixEl 254y 9=1
FPonto

- i A1 =(-5,0)

i AZ =(5,0)

e i) B1 ={0,-3)

- i BZ ={0, 3)

i F1 =(-4,0)

@ Fy=(4,0)

@ P=(4.62 1.15)

Resolucao da atividade 2 proposta na figura 4.18

7 elipse exercicio 2 - resolugdo 1.ggh

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

N Y gl B b@@-fsﬁ.\

¥ Janela de ﬁ.lgebra

F Janela de vlsuallza{;ao

- Cdnica

ol cixtl4+y8.20=1
Paonto

..... ® A, =10,-3)

..... @ A,=10,3)

..... ® B,=(20

..... ® B,=(2,0)

..... @ F,=(0,-23)

..... ® F,=10,23)
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Resolucéo da atividade apresentada em 4.2.4

(UEL) Sendo o comprimento do retangulo de 20m, temos que o eixo maior da elipse
€ 2.a=20= a =10. A largura do retangulo é de 16m, logo, o eixo menor da elipse é
de 2.b=16= b =8. Assim, usando a relagao fundamental, temos que:

10° =8° —-c*=c*=36=>Cc=6

Portanto, a distancia focal é de 2.c=12.

Resposta: E



