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Resumo

No estudo de curvas cartesianas estamos acostumando a tomar uma varidvel como inde-
pendente e a outra como dependente, ou seja y = f(x) ou x = h(y). Porém, alguns movimentos
ou caminhos sdo inconvenientes, dificil ou impossivel de ser descritos por uma funcdo de uma
varidvel ou formula da forma y = f(x). Em vez de definir y em termos de x ou x em termos de
y definimos ambos x e y em termos de uma terceira varidvel chamada parametro. Tais curvas
obtidas sdo chamadas de curvas parametrizadas.

Neste trabalho apresentamos técnicas de esbogar tais curvas, encontramos parametriza-
coes para algumas curvas planas cldssicas e também fizemos um estudo sobre o comprimento

de arco, dreas limitadas por curvas e dreas de superficies de revolucao.

Palavras-chave: Curvas Parametrizadas; Parametrizacdo das Conicas; Curvas cléssicas;

Comprimento de arco; Areas.



Abstract

In the study of Cartesian curves we are accustomed to taking a variable as independent
and the other as dependent, ie y = f(z) or x = h(y). However, some movements or paths
are inconvenient, difficult or impossible to describe by a function of a variable or formula of
the form y = f(z). Instead of defining y in terms of = or z in terms of y define both = and y
in terms of a third variable called parameter. Such curves parameters are called parametrized
curves.

In this work we present techniques to sketch such curves, we find parametrizations for
some classical flat curves and also did a study on the length arch areas, curved boundary areas,

and surface areas of revolution.

Keywords: Parametrized Curves; Parameterization of the Conics; Classical curves; Arc

length; Areas.
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Introducao

De acordo com os autores em [9], a apresentacdo de alguns resultados de geometria
e topologia das curvas planas sdo importantes, pois possuem generalizacdes para dimensoes
maiores. A escolha de trabalhar com curvas planas se deve ao fato de que muitos resultados
podem ser apresentados de forma elementar. Salientando-se que os autores enfatizam que:
quando trata de termos elementares, ndo querem dizer que os pré-requisitos necessarios para o
entendimento dos assuntos tratados na obra se reduzem a um bom curso de Célculo e Geometria
Analitica.

Dai, vemos tamanha importancia de estudar propriedades e caracteristicas relacionadas
ao plano. Pois, podemos ter uma ideia visual no R?, ampliando-se as propriedades a fim de se
obter uma abstracao das mesmas em dimensdes maiores.

No estudo de curvas cartesianas estamos acostumados a tomar uma varidvel como inde-
pendente e a outra como dependente, ou sejay = f(z) oux = h(y). Porém, alguns movimentos
ou caminhos sdo inconveniente, dificil ou impossivel de ser descrito por uma funcido de uma
varidvel ou férmula da forma y = f(x).

Por exemplo, é impossivel de descrever na forma = = h(y), a cicloide: trajetéria de
um ponto pertencente a um circulo de raio R posto a girar, sem deslizar, ao longo de uma reta

situada num plano horizontal. Deduzimos equacdes paramétricas para a cicloide no capitulo 2.

11



Figura 1: Cicléide

Outro exemplo, suponhamos dois automéveis com mesma velocidade percorrendo ca-
minhos retos de equagdes y = 2z + 3 e y = 3z — 2, respectivamente. Serd que eles vao colidir?
Mesmo as retas se interceptando no ponto (5, 13), as equagdes ndo indicam que os automéveis
irdo colidir.

Para resolver estes problemas, introduzimos curvas parametrizadas. Em vez de definir y
em termos de x ou X em termos de y definimos ambos x e y em termos de uma terceira varidvel
chamado parametro.

Imagine que uma particula se mova ao longo de uma curva C, como mostrado na figura

abaixo. E impossivel descrever C por uma equagio do tipo y = f (x) porque C falha no teste

YA C

C
/]
/o

Figura 2: Trajetéria de uma particula

.
N

(x, y) = (f(1), g(1))

=Y

da reta vertical. Mas as coordenadas z e y da particula sdo fun¢des do tempo, e assim podemos
escrever © = f(t) e y = g(t). Tal par de equagdes sdo chamadas de equagdes paramétricas e ¢
¢ chamado de parametro, o qual ndo necessariamente representa 0 tempo como serd visto nos
exemplos do capitulo 2.

Neste trabalho apresentamos técnicas de esbogar tais curvas, encontramos parametriza-
cOes para algumas curvas planas cldssicas e também fizemos um estudo sobre o comprimento

de arco, dreas limitadas por curvas e dreas de superficies de revolugao.

12



13

Estruturamos esta disserta¢do da seguinte forma: O espaco vetorial R?, Curvas Parame-
trizadas, Comprimento de Arco, Areas e Retas Tangentes as Curvas Parametrizadas.

No Capitulo 1, foi feito um estudo preliminar sobre o espago vetorial R?. Neste capi-
tulo ndo nos preocupamos em demonstrar os resultados, apenas listamos algumas definicoes e
notagdes bésicas a fim de apresentar os resultados preliminares fundamentais para o desenvol-
vimento do cerne deste trabalho.

No Capitulo 2, definimos e exemplificamos curvas parametrizadas. Ainda no capitulo
2, parametrizamos as conicas e algumas curvas conhecidas. No final do capitulo, apresentamos
técnicas para esbogar curvas definidas por equacdes paramétricas.

No capitulo 3, estudamos o comprimento de uma curva bem como dreas limitadas por
curvas parametrizadas e dreas de superficies geradas pela rotagdo de curvas.

No capitulo 4, no qual € um apéndice, estudamos retas tangentes as curvas parametri-
zadas e também a andlise da concavidade da curva através do sinal da segunda derivada. Este

apéndice € essencial para a compreensao da subsecdo 2.4.3.



CAPITULO 1

Preliminar

1.1 O Espaco Vetorial R”

O objetivo deste capitulo € listar algumas defini¢cdes e notagdes bdsicas do espaco R?
a fim de apresentar os resultados preliminares fundamentais para o desenvolvimento do cerne
deste trabalho. Entretanto, ndo nos preocupamos, neste capitulo, em demonstrar os resultados
enunciados.

O conjunto R? é definido como o conjunto de todos os pares de nimeros reais
i i p
2
R* ={(z,y); =,y € R},

comumente visualizado como um plano. Um par (x,y) pode ser visualizado geometricamente
tanto como representando as coordenadas de um ponto ou as coordenadas de um vetor com
ponto inicial na origem.

Segue portanto que dois vetores u = (z1,y;1) e v = (22, y2) sd0 iguais se, e somente se,

T1 = T2€Y1 = Yo.

Defini¢ao 1.1.1. A soma de dois vetores u = (z1,y1) e v = (9, y2) de R? é definida por

u+v= (21 + T2, Y1 + Yo).

14



CAPITULO 1. PRELIMINAR 15

A multiplicagio de um vetor u = (x,y) de R? por um escalar o € R é definido por

au = (ax,oy).

O elemento neutro da adi¢do é o vetor 0 = (0, 0) e o simétrico aditivo de um vetor u = (z,y) é
o vetor —u = (—x, —y). A subtracdo entre vetores u = (x1,%1) e v = (12, y2) de R? é definida
por

u—v=u+(—v) = (1 — 22,11 — Y2).

Proposicao 1.1.1. Sejam u,v e w vetores de R? e o, 3 € R escalares. Entdo:

. u+v=v+u

2. u+ (v+w) = (u+v)+w;

3o u+0=1u

4. u—u=0.

5. a(Bu) = (af)u;

6. a(u+v)=au+ av;

7. (a4 B)u = au + pu;

8 lu=nu.

O espaco R? é um exemplo tipico do que chamamos espacos vetoriais. Um espago
vetorial é qualquer conjunto V' onde podemos definir operacoes de soma e multiplicagdo por

escalar que satisfazem todas as propriedades acima.

Definicao 1.1.2. Um subconjunto ndo vazio W C R? é um subespaco vetorial de R? se satisfaz

as duas condigoes seguintes:
(i) Seu,v € W, entdo v+ v € W também.
(ii) Seuw € W e o € um escalar, entdo au € W também.

Em outras palavras, um subespaco vetorial de R? é um conjunto fechado em relacdo as
operacdes de soma de vetores e multiplicacdo por escalar, isto é, fazendo qualquer uma destas

operacdes com elementos do conjunto ndo saimos dele. Note que um subespaco vetorial sempre
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contém o vetor nulo 0, pois por definicdo um subespaco € ndo vazio, logo deve conter algum

vetor v; mas dai, de acordo com (7i), o vetor Ov também deve pertencer ao subespago.

Observacio 1.1.1. E possivel mostrar que os tnicos subespagos proprios de R? sdo as retas

passando pela origem.

1.1.1 Produto Escalar em R?

Defini¢do 1.1.3. O produto escalar de dois vetores u = (x1,y;) e v = (T2, o) de R? é definido
por

UV = T1T2 + Y1Ya.

A norma de um vetor u = (x,y) de R? é definido por

lull = Vizu = V& + 7.

Proposi¢io 1.1.2 (Propriedades). Se u, v e w sdo vetores em R? e « é um escalar, entdo:
1. u.v=0vu;
2. u.(v+w) =uv+uw;
3. (ou).v = u.(aw) = a(u.v),

4. vu=|ul}>0el|lul| =0 u=0;

5. Desigualdade de Cauchy-Shwartz: |u.v| < ||u||||v

’

6. Desigualdade Triangular: ||u + v|| < |u|| + ||v]].

1.1.2  Angulo entre Vetores

Sejam u e v dois vetores ndo nulos de R2. Segue da desigualdade de Cauchy - Shwartz

que

ou equivalentemente,

<1. (1.1.1)
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Como cos 6 assume, uma tnica vez, cada valor no intervalo [—1, 1] quando 6 varia no intervalo

[0, 7], segue de que existe um dnico 6 € [0, 7| tal que

cosf = .
[ul[[Jv]|

Definimos o angulo entre u e v .como o nimero real § acima mencionado.



CAPITULO 2

Curvas Parametrizadas

2.1 Definicoes e Exemplos

Motivacao. Descrever a trajetéria de um objeto langado ou arremessado ao espago € um pro-
blema que apareceu corriqueiramente em muitos contextos da trajetoria de nossa civilizagao,
desde o arremesso de uma simples pedra ao lancamento de foguetes passando pelo lancamento
de dardos, discos, pesos, ... nas olimpiadas. O lancamento de bolas de fogo por catapultas e bo-
las de ferro por canhoneiras s6 para lembrar alguns. Vamos nos concentrar, aqui, no arremesso
de uma bola de basquete. Veja a trajetéria que uma bola descreve desde o seu arremesso até a

cesta na figura ([2.1)). A pergunta natural que segue é:

Figura 2.1: Trajetdria de uma bola de basquete

- Qual a equacdo que descreve a trajetoria da bola? Pelo pouco que sabemos de basquete, intui-

18



CAPITULO 2. CURVAS PARAMETRIZADAS 19

mos, pelo menos, que a trajetéria da bola descreve uma curva plana e depende de sua altura e
sua velocidade no momento do arremesso e do angulo do langamento. Sabemos que a trajetdria
da bola € a composi¢do de duas translagdes: uma na direcao vertical e outra na horizontal. Por
outro lado, o movimento acima € regido pela segunda Lei de Newton, a qual afirma que:
- aresultante das for¢cas que atuam em cada direcao € igual a massa da bola vezes a sua acelera-
cdo. Para descrever a trajetoria da bola, especificando a sua posi¢do em cada instante de tempo
t, necessitamos estabelecer um sistema de coordenadas. A expressdo matematica da trajetdria
estd intimamente relacionada a escolha desse sistema. Uma "boa"escolha nos fornecerd uma
expressao mais simples.

Nesse caso vamos estabelecer um sistema de coordenadas conforme mostra a figura
. Apo6s o arremesso da bola, as tnica forcas atuantes sobre a bola sdo a resisténcia do ar
e a gravidade. Iremos simplificar nosso problema desprezando a resisténcia do ar. Assim, a
unica for¢a que resta sobre a bola € a da gravidade, ou seja, seu peso atuando na direc¢ao vertical
(figura ). Como ndo ha forcas atuando na horizontal, pela 2* Lei de Newton temos que a

aceleracdo nessa direcdo € nula, isto é,

Figura 2.2: Forcas atuantes na bola

dx

ﬁ:()il':xo%»vxt

onde v, € a componente constante da velocidade na direcao horizontal e =, é o deslocamento
horizontal inicial da bola.
Na direcao vertical, devido a ag¢do da gravidade, existe a forca peso. Aplicando-se a

2% Lei de Newton nessa dire¢do e supondo a bola de massa m = 1, obtemos uma equacao



CAPITULO 2. CURVAS PARAMETRIZADAS 20

diferencial de segunda ordem fécil de ser resolvida

d2y th
T IT YT RN

a

onde v, € a componente da velocidade inicial na direcdo vertical e y, € o deslocamento vertical

inicial da bola. As equacdes obtidas acima

T = Tg+ vt

t2
y:yo—FUyt—%

sdo ditas equacgdes paramétricas da trajetéria, porque fornecem a posi¢do (z, y) da bola como
fungdes de um pardmetro ¢ que, nesse exemplo, representa o tempo transcorrido a partir do
momento do arremesso.

O exposto acima motiva a seguinte defini¢ao.
Definicao 2.1.1. Sejam I um intervalo real, x(t) e y(t) fungdes reais continuas definidas em I

e C uma curva. Dizemos que uma aplicagdo

vyl — R?

to— (z(t),y(1))

¢ uma parametrizacio de C se a sua imagem coincide com C, ou seja,

Im(y) =~(I) = {(2(t),y(1)); te I } = C.

As equacgoes

sdo chamadas de equacgdes paramétricas da curva C. Dizemos também que essas equagoes

parametrizam a curva C.

O pardmetro ¢ pode ser interpretado como tempo e (z(t), y(t)) nos dd a posi¢cdo de um
ponto no instante ¢, que se desloca no plano XOY . A curva C € a trajetdria descrita pelo ponto.
Assim como € possivel fazer um percurso de vérias maneiras (mais rdpida ou mais devagar,
num sentido ou no outro, etc) uma dada curva pode ter varias equacdes paramétricas. Se o

dominio do pardmetro € o intervalo fechado [a, b], entdo (z(a), y(a)) é o ponto inicial da curva
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e (x(b),y(b)) é o ponto final da curva.

Observacao 2.1.1. O gréfico de qualquer fungdo pode ser pensado como uma curva parametri-
zada. De fato, dado uma fun¢do y = f(x), o grafico de f consiste dos pontos (x, f(x)), onde x

percorre os valores permitidos do dominio. Se definimos

entdo plotando os pontos P(t) = (z(t),y(t)) = (¢, f(t)) obtém-se o grafico de f.
Vamos apresentar alguns exemplos para ilustrar curvas parametrizadas.

Exemplo 2.1.1. Determine equacdes paramétricas para a reta que passa pelos pontos Fy =

(20, Y0) € P1 = (z1, 1)

Solucdo. A reta que passa por Py e P, é o conjuntos de pontos P = P(t) = (z(t),y(t)) tais
AP — P

que Py P =tFyP;,t € R, e portanto,

o+ (1 — x9)t
0 <1 0) ,t € R,
y(t) = yo + (y1 — yo)t

~
~—
I

representa a reta que passa pelos pontos Fy e P;.

Exemplo 2.1.2. Esboce e identifique a curva definida pelas equagdes paramétricas

r=1t>—2t
y=1t+1

Solucao. Cada valor de ¢ fornece um ponto na curva, como mostrado na Tabela abaixo.
Por exemplo, se ¢t = 0, entdo x = 0, y = 1 e assim o ponto correspondente é (0, 1). Na Figura
(2.3]) marcamos os pontos (z,y) determinados por diversos valores do pardmetro e os unimos
para produzir a curva. Uma particula cuja posi¢do € dada por equagdes paramétricas se move
ao longo da curva na direcdo das setas quando ¢ aumenta. Observe que os pontos consecutivos
marcados na curva aparecem em intervalos de tempo iguais, mas nao as distancias iguais. Isso
ocorre porque a particula desacelera e entdo acelera a que ¢t aumenta.

Parece, a partir da Figura [2.3] que a curva tracada pela particula poderia ser uma pa-
rdbola. Isso pode ser confirmado pela eliminacdo do parametro ¢, como a seguir. Obtemos

t =y — 1 a partir da segunda equacdo e substituimos na primeira equacgdo. Isso fornece
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[t [a=t"—-2]y=t+1

-2 8 -1
-1 3 0
0 0 1
1 -1 2
2 0 3
3 3 4
4 8 5
Tabela 2.1:

Figura23:C: v =1>—-2t, y=t+1

r=1-2t=(y—12?-2(y—1)=9*>—4y+3

e assim a curva representada pelas equacdes paramétricas dadas € a pardbola x = y? — 4y + 3.
Esta equacdo em x e y nos descreve onde a particula esteve, mas nao nos diz quando ela estava
em um ponto especifico. As equagdes paramétricas t€m uma vantagem - elas nos dizem quando

a particula estava em determinado ponto. Elas também indicam a dire¢ao do movimento.

Exemplo 2.1.3. Esboce a curva definida pelas equacdes paramétricas

xr =sent

y = sen?t

Solugio. Observe que y = sen® t = x? e dessa forma o ponto (z,y) se move na parabola y =
22, 0 que pode ser constatado na Figura Mas observe também que, como —1 < sent < 1,
temos —1 < x < 1, assim as equagdes paramétricas representam apenas a parte da parabola
onde —1 < z < 1. Como sen t é periddica, o ponto (x,y) = (sen t,sen? t) se move para

frente e para trds infinitamente ao longo da pardbola de (—1,1) até (1, 1). (Veja a Figura .
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|t [z=sent|y=sen’t|

0 0 0
z I 1
s 0 0
3T

i — I
2 0 0

Tabela 2.2:
(-1.1) (1,1) !
'
Figura2.4: C: z = sent, y = sen’t Figura2.5: C: y = 2?

Exemplo 2.1.4. Representar a curva dada pelas seguintes equacdes paramétricas

T = cost
,0<t < 2m.

y=sent
Solucdo. Se marcarmos os pontos, parece que a curva é um circulo. Podemos confirmar esta
impressdo pela eliminacdo do parametro ¢. Observe que pela Relagao Fundamental Trigonomé-

trica sen’t 4+ cos?t = 1 temos:

z? 4 y* = sen’t + cos’t = 1.

Entdo, o ponto (z,y) se move no circulo unitdrio z? + y? = 1. Observe que, neste exemplo, 0
pardmetro ¢ pode ser interpretado como angulo (em radianos) mostrado na Figura[2.6] Quando
t aumenta de 0 até 27, o ponto (x,y) = (cost, sent) se move uma vez em torno do circulo, no
sentido anti-hordrio, partindo do ponto (1, 0). Observemos através da atribui¢cao de valores para

t na Tabela seguinte representa os valores no plano da posi¢ao do ponto P.
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(cos t,sen t)

Figura 2.6: C : = = cost, y = sent

’ t \x:cost\y:semf‘
0 1 0
5 0 1
m —1 0
& -1
2T 1 0
Tabela 2.3:

Exemplo 2.1.5. Esboce a curva v = <0032 t, sen? t), teR.
Solucao. Neste caso, é possivel eliminar o pardmetro ¢ através da Rela¢do Trigonométrica

Fundamental: cos? t + sen? t = 1. A curva 7 nos fornece que:

x = cos’t

y = sen? t

Assim, temos:
cos*t+sen*t=s+y=l<=arty=1<=y=1—=z

Logo, concluimos que os pontos da curva ~y satisfazem a equacdo da retay = 1 — x. Dai, o
tracado da curva esta contido no graficode y = 1 — .
A imagem de v estd contida no grafico de y = 1 — z. Porém, a imagem de ~ ndo

preenche todo o graficoy = 1 — x, pois © = cos®> t > 0 ( positivo e menor que 1) , ou seja,
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0<z=cos?t<1e0<y=sen?t <1demodoequivalente 0 < x < lel <y < 1.
Vamos verificar na tabela abaixo o sentido de orientagcdo da ~ e, em seguida, o grafico da reta
y = 1 — x e o grafico da curva.

Observamos na Figura[2.7)a representacdo da reta y = 1 — x enquanto que a imagem da

curva 7y esta contida nesta reta entre os pontos (1,0) e (0, 1) indefinidamente ja que t € R.

t |lz=cos®t|y=sen’t
0 1 0
5 0 1
7 1 0
3T

5 0 1
2T 1 0

Tabela 2.4:

L
(0,1)

Figura2.7: y=1—x ev: (z = cos® t, y = sen? t), respectivamente.

A analise feita, anteriormente, sobre o do deslocamento e sobre o sentido do desloca-
mento de P = (x,y), o qual pertence a imagem da curva ~y serd ilustrado a partir do desloca-
mento ocorrido tanto no eixo OX representado pela fun¢do x = cos® t quanto pelo desloca-
mento no eixo OY dado pela fungio y = sen? t. Apés a parametrizagdo, teremos essas duas
fungdes em relagdo a ¢ tais que © = cos® t e y = sen? t. Os graficos a seguir e des-

creverdo o percurso desse ponto em cada uma das funcdes citadas em relacdo ao parametro ¢.

Veremos, no decorrer deste texto, um modo de obter as equacdes paramétricas de al-
gumas curvas planas, dentre elas as conicas, usando, por exemplo, relacdes trigonométricas

basicas e observando as condi¢des que um ponto deve satisfazer para pertencer a curva.
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x = cos” (t)

y = sen” (t)

0.5

Figura2.8: x = cos®t, 0 <t < 27 Figura2.9: y = sen?t, 0 <t <27

Vamos resolver varios exemplos a fim verificar técnicas e observar propriedades contidas

no processo de parametrizacao.

2.2 Parametrizacao das conicas

Os historiadores atribuem ao matematico Menaecmus (380 - 320 A.C. aproximada-
mente), discipulo de Eudéxio na Academia de Platdo, a descoberta das curvas cOnicas ou secdes
conicas quando trabalhava na resolu¢do do problema da duplicac¢do do cubo. Foi ele o primeiro
a mostrar que as elipses, as pardbolas e as hipérboles sdo obtidas como secdes de um cone

quando cortado por planos ndo paralelos a sua base.

Figura 2.10: Secdo Conica gerando a elipse, hipérbole e pardbola, respectivamente.

Segundo estudos de Fermat sobre a obra Conicas de Apolonio e, através das proprieda-
des que definem as secdes cOnicas, obteve suas equagdes. Seus estudos e andlise deram lugar a

sete equacdes que ele podia obter como formas irredutiveis a partir da equagao geral do segundo
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grau com duas varidveis que, escrita na linguagem atual, é:
Az* + Bry +Cy? + Dz + By + F = 0. (2.2.1)

De acordo com os valores dos coeficientes dessa equacdo, A, B, C, D, F e F', Fermat classificou
os lugares geométricos obtidos na seguinte nomenclatura: reta, hipérbole equilatera, par de retas
concorrentes, pardbola, circulo, elipse e hipérbole axial.

Os casos em que A # 0 ou B # 0 ou C' # 0 na equacio ([2.2.1]) nos proporcionam uma
elipse, uma hipérbole ou uma pardbola, que sdo os principais lugares geométricos.

Nesta se¢do veremos como parametrizar uma elipse, uma hipérbole e uma pardbola.
Comecaremos o estudo por um caso particular da elipse, mas extremamente importante, que €

o circulo.

2.2.1 Parametrizaciao de um circulo

Sejam C : 22 + y? = r? o circulo de centro na origem e raio r > 0, e ¢ a medida em ra-

. A — = . .o, . » . . .
dianos do angulo F,O P (tomada no sentido positivo), onde O € a origem do sistema cartesiano
de coordenadas, Py = (r,0) é o ponto de interse¢do do circulo com o semieixo positivo OX e

P = (x,y) € um ponto de C.

Figura 2.11: Circulo C : 22 4 y? = r2.

Considere o ponto P’ = (z,0) tal que P’ é projecdo sobre o eixo OX do ponto P
pertencente a C. De acordo com a Figura o tridngulo OP P’ é retangulo em P’. Dai,
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queremos representar as expressdes das coordenadas x e y em funcdo do pardmetro t. Desse

modo, temos a partir do tridngulo O PP’ suas relagdes fundamentais citadas abaixo:

/

or

cos t = = cost= < x=7rcost

/

OP = sent=

sent =

< y =rsent.

Portanto, z = x(t) = r cos t e y = y(t) = r sent, implicauma curva A(t) = (r cos t,r sent)
cujo a imagem estd contida no circulo C : z? + y? = r?, onde o pardmetro ¢ percorre valores
reais. Isto é, fazendo ¢ percorrer os valores do intervalo [0, 27), obtemos todos os pontos do
circulo.

Podemos também considerar ¢ percorrendo todos os valores reais. Isto implica realizar
um ndmero infinito de voltas sobre o circulo. Portanto, uma possibilidade de equagdes paramé-

tricas para o circulo C é:

T =rcost

C: , teR.

y=rsent

Observe que para quaisquer valores de a e b, com a # 0, as equagdes

x = rcos(at + b)
, t R,
y = rsen(at + b)

também sdo equacdes paramétricas para o circulo C, pois:

2?2 4+ y* = r? cos®(at + b) + r’sen?(at +b) = r?,

b 2r—10
para todo ¢t € R. Conforme o parametro ¢ percorre todos os valores em [— -,

) , 0 ponto
a  a
P = (rcos(at + b),rsen(at + b)) percorre todos os pontos do circulo C. Em particular, para

a=-—-1leb= g obtemos que

teR,

sdo equagdes paramétricas para o circulo C.
Note que o ponto y(t) = (rcos t,rsent), t € R, percorre o circulo no sentido anti-

horério, enquanto o ponto 6(¢) = (rsent,rcos t), t € R, percorre o circulo no sentido horario.
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Sejam agora o circulo C : (z — 29)* + (y — yo)? = r? de centro (9, yo) € raio r > 0.

Por uma translagdo do sistema de eixos O XY, obtemos um novo sistema de eixos O XY, onde

O = (xo,y0) é o centro do circulo. Nas coordenadas = e § do sistema OXY, a equagdo
Y Y
r
y =
Y
o t -—l
Yo \ 0 Z / ¥
0 zo x X
-

Figura 2.12: Circulo C : (z — x0)? + (y — y0)* = 2.

cartesiana do circulo é 2% + y? = r2, pois, nesse sistema, o circulo C tem raio r e centro na
origem. Sendo T = rcoste y = rsent,t € R, equagdes paramétricas de C nas coordenadas &
€ Yy, segue que
rT=x9g+T =2x9+rcost
C: it e R,
Y=19Yo+Yy =1y +rsent

sdo também equagdes paramétricas do circulo C' nas coordenadas x e y. Temos também que
r=xy+xT=x9+rsent

C: it eR,
Y=Yo+Yy=1yo+rcost

sdo equagdes paramétricas do circulo C.
Exemplo 2.2.1. Parametrize o circulo C : 2% + y? — 4z — 6y = 12.
Solucao. Completando os quadrados,
P4y —dr—6by=12<= (z—2)2+ (y—3)?=12+4+9 = 25,

segue que C é o circulo de centro C' = (2, 3) e raio = 5. Pelo visto acima,

r =24 5cost
, t € R,

y=3+5sent
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sdo equacdes paramétricas do circulo C.

2.2.2 Parametrizacao de uma Elipse

2 2
(I - 900) <y - yo) ) )
5 + 7 = 1 uma elipse de centro (2o, o). Consideremos o
a

circulo C : a? + 32 = 1 de centro na origem e raio 7 = 1. Como

Seja ¢ :

(v,y) €2 = (o, 8) = (2, 122 ec

a b
e
a=cost a=sent
,teR, ,teR
b =sent b =cost

sdo parametrizacdes de C, obtemos que

r =2x9+acost r=2x9+asent
,teR e ,teR,
Yy =1yo+bsent Y = 1Yo + bcos t

sdo duas parametrizagOes possiveis da elipse ¢.
Exemplo 2.2.2. Parametrize a elipse 22 + 4y* — 22 — 16y = —1.
Solucao. Completando os quadrados,
=244y  — 16y =—-1<= (r— 1> +4(y—2) =-14+1416 = 16 ~—

z—1)° —9)°
1), )

vemos que a elipse ¢ tem centro no ponto (1, 2), reta focal y = 2 paralela ao eixo OX,a =4 e

b = 2. Entdo, as parametrizacdes de ¢ sio:

r=1+44cost r=1+4sent
&1 - ,tER,GSQZ ,tER.
y=2+2sent y=2-+2cost
Atribuindo valores para o parametro ¢ tal que 0 < ¢ < 27 de acordo com a Tabela[2.5 obtemos
a orientacdo anti-hordria da curva £; no primeiro caso de parametrizacdo acima. Podemos
verificar que a imagem da curva, referente ao primeiro caso da parametrizacao, estd contida no
grafico da elipse representada na Figura [2.13
Poderemos verificar que a representacdo da imagem de €5 também estard contida no

gréafico da elipse da Figura|2.13] no entanto teremos o sentido horario da movimentagcao de um

ponto da curva.
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-
-
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w
| O DO | DO

SIS NSRS
—_

Tabela2.5:¢;: x =1+4cos t, y=2+2sent

- + =1 y =3
. 6 i y
a.4
(-3,2) 5.2 t=m / o
~ ¢ a2 (5,2)
wo N p=on
o - 1,0
0
AL
. ($_1)2 (;,-2)2 Figura 2.14: ¢, : o = 1+4cos t, y = 2+
Figura2.13: e : ~——+—F—=1 2sen t.

2.2.3 Parametrizacio de uma Hipérbole

Consideremos a hipérbole H : z? — y* = 1 equildtera (a = b = 1) de centro na origem
t —t t —t
. . . . + -
cuja reta focal é o eixo OX. Sejam cosh t = ¢ 26 e senht = ¢ 26 , t € R, as

fungdes cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico, respectivamente. Os pontos (cosh ¢, senh t) e

(— cosh t, senh t) pertencem a hipérbole H, pois

2_€2t+2+€—2t €2t_2+e—2t_1

(cosh t)* — (senh t)

para todo ¢ € R. Além disso, variando ¢t em R, vemos que x = cosh ¢(z = — cosh t) percorre
todos os valores em [1, +00) (respectivamente, (—oo, —1]), enquanto y = senh t percorre todos

os valores reais. Portanto,

T = cosh t
,teR

y = senht

é uma parametrizacdo do ramo H " de H que intersecta o semieixo positivo OX, e

T = —cosht
,teR

y = senht
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¢ uma parametrizacdo do ramo H~ de H que intersecta o semieixo negativo OX.

2 2
r— -
Seja agora a hipérbole H : ( 0) - (v~ ) = 1 de centro (g, yo) e reta focal

a? b2

paralela ao eixo OX.

Consideremos a hipérbole H : o> —3? = 1. Como um ponto (=, y) pertence a hipérbole

H se e s6 se o ponto («, §) = (M, %) pertence a hipérbole H,, e
a
a = tcosht
H() : ) S R’
B =senht

¢ uma parametrizacdo de H,, obtemos que

T = o x acosh t
H: , tER,
Yy =1yo + bsenht

sdo equagdes paramétricas da hipérbole H de reta focal paralela ao eixo O X . De modo andlogo,

podemos verificar que

T = xg+ bsenht
H : ,tEeR,

Yy = 1Yo * acosh t

)2 2
sdo equagdes paramétricas da hipérbole H : (y 2y0) — (@ b2x0> = 1 de centro (xg,yo) €
a

reta focal paralela ao eixo OY.
Exemplo 2.2.3. Parametrize a hipérbole H : 22 — 4y* + 22 — 8y = 7.

Solucao. Completando os quadrados, temos

1 2
22— 4P+ 20 -8y =T<= (z+1) —4(y+1)2? =T+1-4 =4 %—(y%—lf = 1.
Logo, H é uma hipérbole de centro (—1, —1), reta focal y = —1 paralela ao eixo OX,a =2e
b = 1. Assim, pelo visto acima,
x = F2cosht—1
, t €R,
y=senht—1
¢ uma parametrizacdo de H.
Exemplo 2.2.4. Parametrize a hipérbole H : —2% + 9y? — 2z + 18y — 1 = 0.
Solucao. Completando os quadrados, temos
2 2 2 2 , (z+ 1)?
I(y*+2y)—(2*+2x) =1 <= 9(y+1)*—(2+1)* = 149-1 = 9 <= (y+1)*——— = L.

9
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Logo, ‘H é uma hipérbole de centro (—1, —1), reta focal x = —1 paralela ao eixo OY,a = 1e
b = 3. Portanto,
x = 3senht—1
, t €R,
y = Fcosht—1
¢ uma parametrizagdo possivel de H.

Vamos verificar a representacdo do grafico da hipérbole H na Figura abaixo.

EDT oy

Y

Figura 2.15: H :

2.2.4 Parametrizacio de uma Parabola

As equacdes candnicas das pardbolas se caracterizam por apresentar uma das varidveis
no primeiro grau. Isso permite expressar essa varidvel como funcdo da varidvel do segundo
grau.

Assim, por exemplo, na pardbola P de equacdo
(z—a)?=k(y—b) <= y=z(z—a)’+b,

vértice (a, b) e reta-focal paralela ao eixo OY’, escolhendo o pardmetro ¢t como sendo = — a, a

varidvel y se escreve
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1
=24
(] 2 +

Portanto, P pode ser parametrizada do seguinte modo:

r=t+a
;teR.

y=zt>+0b
Exemplo 2.2.5. Parametrize a pardbola P : y? — 2z + 4y = 0.
Solucio. Completando os quadrados:

V:—2r+4y=0<= P’ +4dy=20<= Y +dy+4=20+4 <=y +22y+ 2% =
20 +2) <= (y+2)? =2(z +2),

segue que P é uma pardbola de vértice V = (—2, —2) e reta focal y = —2 paralela ao eixo O X.

Temos que

(Y422 =2 +2) = WD — (34 2) e W _9_p - WD _o

A fim de explicitar uma parametrizacao para a parabola P chamando ¢t = y + 2 <=

2)? t?
y=t—2 E, comozr = % -2z = 5 2. Portanto, temos uma parametrizagao

_
T =3 2

tal que P : ; t € R, s@o equacdes paramétricas da pardbola P.

y=1t—2
Vamos verificar nos graficos abaixo os graficos da pardbola P e da imagem da curva

parametrizada P;.

v 13 ) T b 3

12
2 2

1=0
t=-2

,\P
5\ o t=-3
s s

Faremos a seguir, nas Figuras 2.16]e a andlise do percurso feito pelo ponto P em

relacdo as fungdes r = % — 2ey =t — 2, respectivamente.
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Figura 2.16: x = % -2 Figura2.17: y =1 — 2

2.3 Parametrizacao de Curvas Conhecidas

2.3.1 Curva de Agnesi

Dado um circulo C de raio r tangente a duas retas paralelas s; e s;. Consideremos O e
A os pontos de tangéncia de C com s; e s, respectivamente, de acordo com a Figura 2.18. Do
ponto O tracemos uma semirreta em dire¢do a reta s,. Sejam R e () os pontos de interse¢do
dessa semirreta com C e ss, respectivamente. Tracemos o segmento ()D perpendicular a sq,

com D € sy, e areta s paralela a s; que passa por R, ilustrado na Figura 2.18, abaixo.

Y
V= -
A Q
S / \\\ |
R
[ ]
C
S1 t
(0] B
B ’ |

Figura 2.18: Curva de Agnesi
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Seja P o ponto de interse¢do da reta s com o segmento (). Os pontos P assim obtidos,
tracando todas as semirretas de origem O que intersectam C, descrevem a curva de Agnesi. Ob-
serve que o angulo que essas semirretas fazem com o semieixo OX positivo varia no intervalo
(0, 7).

Para obtermos as equagdes paramétricas da curva de Agnesi, vamos admitir que o ponto
O seja a origem do sistema de coordenadas, s; seja o eixo OX e sy : y = 2r. Isto implica que
o ponto A terd as coordenadas (0, 2r) de acordo com a Figura 2.18.

Objetivamos determinar as coordenadas dos pontos P = (x,y) da curva em fungdo
de apenas um parametro. Esse parametro serd o angulo ¢ formado por cada procedimento:
segmento de reta formado pela liga¢do da origem O até areta y = 2r.

E importante observar que no intervalo de 0 até 7 os valores de z e cos ¢ apresentam
0 mesmo sinal, ou seja, quando z € positivo cos ¢ também o €, 0 mesmo ocorrendo para parte
negativa de x. Denotando por ¢ a medida do angulo 5@5, onde B € a projecdo de R sobre o

eixo O X, obtemos de acordo com a Figura 2.18:

|OD| = |0Q)||cos t| = x=1]0Q|cos t (2.3.1)

|RB| = |OR||sent| = y=|OR|sent (2.3.2)

Assim, o tridngulo O RA representado na Figura 2.18 , inserido num semicirculo de C, € re-
tangulo em R e a medida do angulo OAR é t. Concluimos que |OR| = 2rsen t. E, sendo
o triingulo ODQ retangulo em D e |QD| = 2r, temos |OQ| = %. Substituindo estas
relagdes em (2.3.1)) e em (2.3.2), encontraremos, a seguir, equagdes paramétricas da curva de

Agnesi.

r=]0Q|cos t <= x=

cos t <= x=2rcotgt te (0,m) (2.3.3)
sent
y=|OR|sent <= y= (2rsent)sent <= y=2rsen’t t € (0,7) (2.3.4)

Essas equagdes (2.3.3) e (2.3.4) descrevem o movimento de um ponto P = (x,y) conforme

Figura abaixo.
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Figura 2.19: Curva de Agnesi

Portanto, através dos procedimento descritos nesta subsecao obtemos uma parametriza-
¢do para a Curva de Agnesi, ou seja, a partir de (2.3.3) e (2.3.4) temos:
r = 2rcotgt

i(t) = com(0<t<m
y = 2rsen’t

2.3.2 A Cicloide

Sejam C um circulo de raio 7, s uma reta e P um ponto de C. Denominamos cicloide a
curva descrita pelo ponto P quando C rola sobre a reta s, sem deslizar.

Esta curva ficou conhecida por "Helena de geometria"uma vez que, tal como a "Helena
de Tréia"foi cobigada e disputada por véarios homens, também a cicloide gerou vérias disputas
na comunidade matematica. Joahnn Bernoulli chegou mesmo a chamar-lhe "curva fatidica do
século XV II".

A curva cicloide foi arduamente estudada durante o século XV I [ e que, neste contexto,
contribuiu para a constru¢do do Célculo Diferencial e Integral hoje conhecido. No inicio do
estudo das equagdes diferenciais, os irmaos Bernoulli se depararam com a cicloide quando se
propuseram a resolver o problema da braquistdcrona, que fora proposta por Christiaan Huygens
quando este estudou o péndulo do relégio.

A cicloide € de fundamental importancia na arquitetura e pode ser utilizada na constru-
cdo de prédios com boa reflexdo da luz natural quando associada a uma plataforma de luz na
forma adequada. A utilizacdo da iluminacdo natural na construgdo civil € uma forma de evi-
tar danos ao meio ambiente. Para possibilitar uma maior incidéncia de luz, foi pensada uma
ciipula com uma abertura acompanhada de uma prateleira de luz, que deveriam possuir formas
adequadas para uma melhor otimizacao.

Para obtermos as equacgdes paramétricas da cicloide, admitamos que:
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e aretaséoeixo OX;
e o circulo C inicia 0 movimento estando seu centro no ponto (0, 7);
e 0 ponto P coincide com a origem do sistema de coordenadas no inicio do movimento.

Tracemos dois circulos: Cy, representando C em sua posi¢ao inicial, e Cy, representando
C ap6s ter rolado alguns instantes.

Veja, na Figura|2.20] a designacdo dos seguintes elementos:

sejam O; e O, os centros de C; e Co, respectivamente;

e P = (z,y) o ponto da cicloide em Cy;

A o ponto em que C; toca o eixo OX;

Q = (z,0)eT = (0,y) as projecdes ortogonais de P sobre OX e OY , respectivamente;

M e N as projegoes ortogonais de P sobre 0,0, e O2 A, respectivamente;

t a medida do angulo que O, P faz com Oy A, no sentido positivo.

oYl

2r

Figura 2.20: Desenvolvimento da cicldide.

Note que o segmento O A tem o mesmo comprimento que o arco de A a P sobre o circulo Cs,
que consiste dos pontos de C que ja fizeram contato com a reta s.
Como ¢ é a medida de AO, P, o comprimento do arco de C; de A a P que ja fez contato

OA| = rt.

com s é rt. Logo,
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Entao

r=|0Q| = |0A| £ |QA| = |OA| £ |O:M| = rt £ r|sent|

y = |0T| = |00:| £ |TOy| =1 £|02N| = rt £ r|cost|

onde o sinal depende da posi¢ao de () na semirreta OA e da posicdo de 7' na semirreta OO1,
que, por sua vez, variam com a medida ¢ do angulo m
. . . T o[m 3T 3T
Analisando o sinal de sen t e cost nos intervalos [0, 5] , [5, 7'('] , [71', ?} e [— 27r} ,
obtemos as seguintes equagdes paramétricas da cicloide:

x=r(t— sent)
tER.
y =r(l—cost)

Veja como € feito o movimento na sequéncia de figuras abaixo.

Yy Y
Cicloide Cicloide
2r 2r
C, 5 Cs 5 (&} sy
0, 0, 0, <02
r t r t
[e) A tu Z”v T . %) A=mr 2+m xr
: . 27 .
Figura2.21: 0 <t < 5 Figura2.22: 0 <t <
Y
Cicloide
Y
Cicloide
(&5 Cy
4 o, 0.
/2 T A
i
2 0 o 3r A=2mr X
2 i P @ 2

Figura2.23: 0 <t < 3% Figura2.24: 0 <t < 27
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Clicloide

Figura 2.25: Clicloide

2.3.3 A Braquistécrona

A Braquistécrona € uma curva que € solucdo do problema: encontrar a curva ao longo
da qual uma particula desliza, sem fric¢cao, em tempo minimo (sob a ac¢do da gravidade) a partir
do ponto A até um ponto mais baixo B ndo na mesma vertical que contém A.

O matematico suico Johann Bernoulli, que apresentou esse problema em 1696, mos-
trou que entre todas as possiveis curvas que unem A e B, como na Figura 2.26, a particula
levara o menor tempo deslizando de A até B se a curva for um arco invertido de uma cicloide.
O Problema da Braquistécrona também foi resolvido por Jakob Bernoulli (irmdo de Johann
Bernoulli), Isaac Newton, Gottfried Leibniz e Marqués de L’Hospital. Diz-se, embora sem
comprovacdo, que Newton soube do problema no final da tarde de um dia cansativo na Casa da
Moeda e que o resolveu naquela noite apds o jantar. Ele publicou a solucao anonimamente mas,
ao vé-la, Johann Bernoulli observou: "Ah, conhego o ledo pela sua pata".

O fisico holandés Christian Huygens ja tinha mostrado em 1673 por métodos geométri-
cos que a cicloide € também a solucdo para o Problema da Tautécrona: a curva descrita por uma
particula deslizando livremente sob a acdo apenas da gravidade, atingindo o ponto de minimo
(o fundo da curva) no mesmo instante independente do ponto de partida na curva.

Esse problema apareceu na constru¢ao de um relégio com péndulo, cujo periodo € inde-
pendente da amplitude de seu movimento. Mais tarde, a Taut6crona foi resolvida por Leibniz e
Jakob Bernoulli usando argumentos analiticos. A solu¢do de Bernoulli (em 1690) foi uma das

primeiras ocasidoes em que se resolveu explicitamente uma equacdo diferencial.

Modelagem Matematica e Solucao

O primeiro passo na resolugdo deste problema € encontrar o tempo que a particula leva
para se deslocar sobre uma curva qualquer que una os pontos A e B pois, a partir disso, podemos

variar entre todas as possiveis curvas para encontrar a que minimize o tempo de deslocamento.
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Esquematizando no plano coordenado, temos:

A X

mg

Figura 2.26: Deslocamento da particula sob a a¢do da gravidade

Note que o eixo coordenado y foi orientado no sentido oposto ao usual. Isto é conveni-
ente pois, neste caso, a forca exercida pela gravidade fica orientada no sentido positivo. Além
disso, escolhemos o sistema de coordenadas de modo que o ponto A fique localizado na origem.

Sabemos da fisica que quando uma particula atua sob a acdo da gravidade, o trabalho
realizado para se deslocar de A até um ponto P € igual a variacdo da energia cinética. Assim,
denotando por v 0 médulo da velocidade (velocidade escalar) da particula no ponto P, por y o

seu deslocamento vertical e por m a sua massa, temos
1 - S
trabalho = mgy = MY = variacdo da energia cinética. (2.3.5)

Mas a velocidade escalar € a variacao do espago percorrido pelo tempo, ou seja,

_ds
o dt

v

e por[2.3.5,
v =1/2gYy.

Usando o fato que o comprimento do arco percorrido parairde A = (0,0) a P = (x, y) através

de uma curva que é representada pelo grafico de uma fungéo y = y(z) é dado por

s = /Ox V14 (y(x))dx

obtemos
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Assim, denotando por ¢ o tempo gasto neste trajeto, ficamos com

dt _dtds _ 1+ @) _ V1t @)

dr ~ dsdx V2qy

Logo, para se deslocar de A = (0,0) a B = (x0, yo) 0 tempo total gasto é

_ [ @)
T(x0) = /0 2y (2.3.6)

O problema resume-se a encontrar uma fun¢do y = y(x) que minimize o tempo acima e o
procedimento usual para sua resolucdo é fazer uso do Calculo Variacional ( veja as referéncias
[1] e [5] para maiores detalhes). Mais precisamente, devemos encontrar uma fungio y = y(z)

que satisfaca

af d 0f B
o i (8_y’> —0. 2.3.7)
onde
1 / 2
flx.yy) = # (2.3.8)

Ap6s algum algebrismo combinando (2.3.7]) e (2.3.8)) o problema se resume a encontrar uma
fungdo y = y(x), que satisfaga

d
(1 /\2 —
dx[( +()%y) =0 (23.9)

y(O) =0, y($0) = Yo

Integrando a equacdo ([2.3.9) em relacdo a =, obtemos
1+ (y))y =k (2.3.10)

onde k% é uma certa constante positiva a ser determinada posteriormente. Resolvendo esta

ultima equagdo para y’, obtemos

k*—y
(Y

dy = dz. 2.3.11)

Definimos uma nova varidvel ¢ pela relacao

y = k*sen’t. (2.3.12)
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Assim,

dy = 2k*sent cos tdt.

Substituindo (2.3.12)) e (2.3.13) em (2.3.11]) obtemos como resultado

2k%sentdt = du.

Integrando (|2.3.14]), obtemos
1
K (t — 55671225) =z

Fazendo

2t =10

a equacgao ([2.3.15)) se transforma em

r = %kz(Q — senf).

Além disso, com esta substituicdo, a equagio (2.3.12]) transforma-se na equagao

1
Y = 51{2(1 — cosb).

43

(2.3.13)

(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

(2.3.17)

As equagdes ([2.3.16)) e (2.3.17)) séo as equagdes paramétricas da solugdo da equagdo ((2.3.10)),

cujo grifico contém o ponto A = (0,0). O grafico das equagdes (2.3.16]) e (2.3.17)) é uma

cicloide, compare estas equacdes com as equacdes paramétricas da cicloide.

Podemos escolher a constante £ de modo que a cicloide determinada pelas equagdes

(2.3.16) e (2.3.17)) passe também pelo ponto B = (zg, o)-

2.3.4 Folium de Descartes.

A curva chamada Félium de Descartes € a curva cuja equagao cartesiana é:

C: 2 +y* = 3axy,

onde a > 0.

(2.3.18)

Para fazermos um esboco detalhado desta curva, vamos primeiro parametriza-la. Para

. . . A Yy
1sso, introduzimos o parametro ¢ = =. Observe que:
x
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e se(z,y) €C,entioxr =0<=y=0.

e set=—1le(x,y) €Centior =—y= 2>+ (—2)° = 3az(—2) = 0 = —3a2® = = =

0ey=0.

Substituindo y = tx na equacio ([2.3.18)), obtemos:

2 + (tz)® = 3ax (tr) <= (1+¢%) 2° = 3ata®.

Portanto, para t # —1, temos que sat e t sat t
. — 1, Tr = = {txr =
P a 1+ Y 1+
Assim,
3at
=1y
C: 3q42 G TE (—o0,—1) U (=1, +00)
)= ——
y (1) 14t

¢ uma parametrizacdo da Folium de Descartes. Observe que (z (0),y (0)) = (0,0).

Vamos agora verificar algumas propriedades relativas a esta curva:

3a 3
1. A curva intersecta a reta r : y = x nos pontos (0,0) e (Ea’ ?a)
De fato, fazendo y = z na equagdo ([2.3.18]) , obtemos:

3a
a:3+:v3:3a:m<:)2x3:3ax2<:>x:00ua::?.

2. A curva é simétrica em relacdo aretar : y = .
Seja P = (x¢, yo) um ponto do plano e P, o simétrico de P emrelagdo aretar : z—y = 0.
Seja r’ a reta perpendicular a reta r que passa pelo ponto P. Entéo, (1,—1) || 7’ e

, T =S+ X
r ;seR

Yy=-—s+yo
¢ uma equag@o paramétrica da reta r’. O ponto () = (s + g, —S + yo) de intersec¢do da
reta ' com a reta r t€m parametro s dado por:
Yo — To

S+Tpg=—8S+1Yyg<— S = 5

Logo,

— — - — + +
Q= (yo ﬂfo_i_xo’_yo $0+y0) _ (y02xo+x0’$0 yo_|_y0) _ (yo2xoﬂIo2yo)
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P/

OX

Figura 2.27: v 1 re P’ simétrico de P em relagdo a r.

e, portanto,

P'=2Q — P = (zo + Yo, o + ¥0) — (0, Yo) = (Yo, To) -

Para verificar que C' é simétrica em relagdo a reta r : y = x, basta mostrar que (z,y) € C

se, e s6 se, (y,z) € C, o que é evidente pela equacdo cartesiana de C'.

Observacao 2.3.1. Podemos provar, de modo anélogo, que o simétrico de um ponto
P = (z,y) com respeito aretay = —zx é o ponto P’ = (—y, —x). Assim, um conjunto S

¢ simétrico com relagdo a reta [, quando: (z,y) € S < (—y,—x) € S.

3. Vamos analisar agora o comportamento da curva em fun¢do do pardmetro ¢ nos intervalos

(—o0,—1) , (=1,0] , [0,1] e [1,+00) .
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(A) Parat € (—oo,—1): 1+¢* <0, z(t) > 0ey(t) <0;

im_(e(0),0(0) = tim_ (20 ) = 0.0,

T——00 ZT——00 1/t+t271/t2+t

lim (z(t),y(t)) = (+00, —0).

r——1—

(B) Parat € (—1,0]: 14+t* > 0,z(t) < 0ey(t) > 0;(z(0),y(0)) = (0,0) e

lim (z(t),y(t)) = (—o00,+00).

r——11

(C) Parat € [0,1] : 1+¢3 > 0; x(t) > y(t) > 0set € (0,1);2(0) = y(0) =0ez(1) =
3
yﬂ)=7;
(D) Parat € (1,4+00): 1+t >0; y(t) > x(t) > 0;

(o) 5(0) = i (177 ey ) = 00

z—+o0 Lt+t2" 1/2+t

4. A curva estd contida no semiplano z +y +a > 0e d((z(t),y(t)),r) — 0 quando

t — —14,onder é aretax + y + a = 0. Entdo, r € uma assintota da curva.

De fato:

() +y(t) +a = 3at N 3at? ta
1+t 1+
3at + 3at®> + a + at?
143
3+ 32 +3t+ 1
1+t
(t+ )2+ 2t +1)
ChrnE—tr1)
2 +2t+1
i
t+1)2
aé—tll

> 0,

pois (¢ +1)? > O paratodot € R — {—1}et* —t+ 1 > O paratodo t € R.
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| z(t) +y(t) +a|

im d((2(t),y(@)),r) = lim a
— im a(t + 1)
el 22—t 4 1)
a-0
T V23

Usando as informacdes acima, podemos tragar a curva:

oy

y==

Figura 2.28: Folium de Descartes obtido com a = 1.

2.4 Técnicas para Esbocar Curvas Definidas por Equacoes
Paramétricas

Neste tépico do trabalho iremos estudar trés maneiras de esbogar curvas definidas por

equagdes paramétricas

onde / é um intervalo de nimeros reais.
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2.4.1 METODO I: Fazendo uma tabela

As vezes, podemos esbogar a curva fazendo uma tabela escolhendo alguns valores de ¢.
Este método nem sempre € aconselhdvel, pois € dificil saber até quantos valores de ¢ podemos

escolher para poder esbocar o gréfico perfeitamente.

Exemplo 2.4.1. Esbocar a curva descrita pelas equagdes paramétricas

Solucio.

-2 0 -1
-1 -3 0,5
0 -4 0
1 -3 0,5
2 0 1
3 5 1,5
Tabela 2.6:

t
Figura2.29: C: v =t> -4, y = 5

24.2 METODO II: Eliminaciao do Parametro

A equacgdo cartesiana de uma curva que se apresenta na forma paramétrica € obtida pela
eliminacdo do pardmetro ¢. Nao existe um método geral para tal eliminacdo. O processo utili-
zado num problema depende, essencialmente, da forma das equacgdes. A seguir, examinaremos

alguns destes problemas.
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Exemplo 2.4.2. Eliminar o parametro ¢ nas seguintes equacdes paramétricas e esbogar a curva

x = 3cos(2t)
y =1+ cos®(2t)

Solucido. Temos que

x = 3cos(2t) = cos(2t) = g

Substituindo em y = 1 + cos?(2t) obtemos

— 142
y=1+7-

Ou seja, a curva € a parte do grafico da pardbola

Xz
=14+ =
y=1+3

percorrido duas vezes,com —3 <z <3el <y < 2.

Exemplo 2.4.3. Eliminar o parametro ¢ nas seguintes equacdes paramétricas e esbogar a curva.

1
V§+1 > —1.
YT
Solucio.
P
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1
Vi+1

Substituindo em x = , temos

r=+/1—youy=1-—2a°

Ou seja, a curva é parte do grafico da pardbolay =1 — 2> comz > 0ey < 1.

2.4.3 METODO III: Usando Nocoes de Calculo

Para esbogar uma curva definida pelas equagdes paramétricas

devemos seguir os seguintes passos:
(a) Pontos de intersecao com os eixos coordenados, caso existam ou sejam faceis de calcular.

(b) Pontos de auto-intersecdo - pontos por onde a curva passa duas vezes (ou seja, em dois

instantes diferentes), caso existam.

d d
(c) As tangentes horizontais (d—‘:{ =0e d_ytc # 0) , Caso existam.

(d) As tangentes verticais (% =0e % #* O), caso existam.
(e) Estudo de crescimento e decrescimento de x e y.

(f) Estudo da concavidade.

(g) Esbocgo da curva.

Observacio 2.4.1. Para o bom entendimento dos itens (c), (d), (e) e (f) veja o apéndice ((A]).

Exemplo 2.4.4. Esbocar a curva C definida pelas equagdes paramétricas

r=t>+1

t3
= —— +t+1
y 3+

Solucao.
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t3
(a) Intersecao com os eixos: y = 0 = 3 +t+ 1 = 0 que € dificil de resolver. Além

disso, como = # 0 V ¢, segue que a curva ndo intersecta o eixo y.

(b) Auto-Intersecio: Sejam t; < t, tais que x(t1) = x(t2) e y(t1) = y(t2). Entao
z(t) =2(t) =B+ 1=t+1=t] =t =t = +to.

Logo, t; = —t. Segue de y(t1) = y(t2) que

3 3 3
752

t t

Dessa forma,

(c) Tangentes horizontais:

dy
It = edt + =

. . . 5 1
Logo, a curva possui 2 retas tangentes horizontais nos pontos (2, §> e (2, §>

(d) Tangentes verticais: A curva tem uma reta tangente vertical quando ¢ = 0 que corres-

ponde ao ponto (1, 1).

. . dx d
(e) Crescimento e decrescimento: Temos que i 2te d—i = —t* + 1. Logo,
dy 2
dy @ _ —t+1
dx '
dv % 2t
. dz
sinal de — _— = — — — P e i i e e e e T o e e e e S s .
1 1 1
crescimento de x descrescente —1  descrescente 0 crescente 1 crescente
. dy t
sinal de — == — = , - ————— L e+ttt
1 1 1
crescimento de y descrescente —1 crescente 0 crescente 1 descrescente

Figura 2.30: Estudo do sinal de fl—g.
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(f) Estudo da concavidade: Temos (veja o apéndice)

y _ %(%)

dx? de
dt

Logo,

2
dy %( t2t+1>

drz2 2t
i ) )
4t2
ot
—2t2 — 2
8t3

141
oA\ B )
2

d~y .
Dessa forma, se ¢t < 0, entdo 2 > ( e portanto a curva é cdncava para cima. Por outro
0

2
lado, se t > 0, entdo d_z < 0 e portanto a curva € concava para baixo.
x

(g) Esboco da curva:

Figura2.31: C: 2z =2 + 1, y:%@—i-t—i-l



CAPITULO 3

Comprimento de Arco e Areas

3.1 Comprimento de Arco

Seja C uma curva descrita pelas equagdes paramétricas

(3.1.1)

Vamos supor que possamos eliminar o parametro ¢ de forma que a curva C seja dada pela

equagdo y = F(x) com a < z < b. Sabemos do Célculo 1 que se F’ for continua, entdo

d
Suponha que d—f = f'(t) > 0. Isto significa que C é percorrida uma vez, da esquerda para a
dy  dy/dt

direita, quando ¢ aumenta de v até 3 e f(a) = a, f(3) = b. Usando o fato de que — dr  dx/dt

(veja o apéndice) e a regra de substituicdo obtemos
dy/dt dt
1 d = —dt
/ \ + e / \/ d:p /dt dt

53
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Como dx/dt > 0, concluimos que

A dz\? dy 2
RCHEOE a1

Mesmo que C ndo possa ser expressa na forma y = F(z), a férmula (3.1.2) ainda é

valida, como veremos no préximo teorema.

Teorema 3.1.1. Se uma curva C for descrita pelas equacdes paramétricas (3.1.1)) onde [’ e ¢’

sdo continuas em |« 3] e C for percorrida exatamente uma vez quando t aumenta de o até 3,

= [+ ()

Demonstracao. Tomemos nimeros g, t1,...,t, taisque o« =19 < t; < ... < t;_1 < t; < ... <

entdo o comprimento de C é

t, = [ e pontos sobre a curva P, = (f(;),g(t;)), parai = 1,...,n. O comprimento da linha

poligonal

PoPy, PP, ..., PP, Py Py

< |

¢ uma estimativa para L, e tomando-se pontos F; cada vez mais préximo uns dos outros espera-

se que este comprimento se aproxime cada vez mais de L. Isto é, indicando a distancia entre
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P,y e P, por d(P,_1, P;) temos

L=d(Py,P)+d(P,P) + ..+ d(P,-1, P,).
Da geometria analitica temos,

d(Pi1, B)’ = (g(t:) — g(ti1))* + (f(t:) — f(ti))’ =

< d(Pi1,P) = \/<g<tz) — g(tic0))® + (f(t:) = f(ti1))?

Como, por hipdtese, cada uma das fungdes f(t) e g(¢) tenha derivada continua, pelo Teorema

do Valor Médio para derivadas, em cada intervalo [t;_1,t;] existem o, §; € [t;_1,1;] tais que

f(t) = f(tion) = f(aq).(ti — tio1)

g(ti) —g(tica) = g'(Bi)-(ts — tiz1).

Indicando At; = (t; — t;_1) temos

AP, P) =[50 + (@) At

Entao,
L= 3 @60 + () st
L= ol (Z Vg8 + (f/(n))*A )

Como ¢'(t) e f(t) sdo continuas,

/\/ ()2t = /\/d:l;/dt (dy/dt)*d

Exemplo 3.1.1. Calcule o comprimento do circulo de Raio R e com centro na origem.

Solucao. Temos que

r = Rcost
, tel0,2n]
y = Rsent
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sdo equacdes paramétricas para o circulo de raio R e centro na origem. Dessa forma,

2
L = / \/(—Rsen t)? 4 (Rcost) dt
0

2
= / V R2sen? t + R2? cos? tdt
0

2T
= VvV R2dt
0
= 2R

Exemplo 3.1.2. Calcule o comprimento do laco da curva C dada pelas equagdes paramétricas

r=t>+1
3

=—5+t+1
Yy 3++

Solucao. Um esboco dessa curva ja foi feito no capitulo anterior.

—¢3

Figura3.1: C: z =t? + 1, y=—5+t+1
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Temos que

V3
L = 2/ V(212 + (—t2 + 1)2dt

V3
= 2/ VA £ 12— 22 + 1dt
0
V3
- 2/ Vit 4212 + 1dt
0
V3
= 2/ V(2 + 1)2dt
0
V3
= 2/ (t* + 1)dt
0
£ ]ﬁ

= 2|+t
5

- 43

0

3.2 Areas Limitadas por Curvas Parametrizadas

Determinamos a drea sobre uma curva dada por equagdes paramétricas:
, t€la,pfl, (3.2.1)

tais que

t # bty = (z(t), y(t1)) # (x(t2), y(t2)).

Recordamos que a drea sob uma curvay = F'(x) de a até b é

b
/ F(a)de, (322)

onde F'(x) > 0.
Vamos supor que f(a) = a e que f() = b. Usando as equagdes paramétricas ((3.2.1))
como mudanga de varidveis na integral (3.2.2)), temos

de = f'(t)dt e y=F(x)=F(f(t) = g(t).
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Substituindo em (|3.2.2)), concluimos que a drea é

B
A= [ gor

A= /B o(t) f/(£)dt

se (f(B), g(p)) for o extremo esquerdo.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.2.1. Calcular a area da regido do plano limitada pelo lago da curva C de equagdes

paramétricas

r=t2+1

t3
=——+t+1
Y 3+ +

Solucao. Note que essa curva ja foi esbocada no capitulo anterior. Veja a figura abaixo

Figura3.2: C: o =t> 4+ 1, y:_Ttg+t+1
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Temos

(—g i+ 1) (2t)dt

213
(—— + 2% + 2t> dt

e
I
—

an 9

3

[
—
S

2 \/g

—3+t21

Il
|
o
+
w

-V3

3 3 2.3
32+3+§+§32—3

+

DN o
[GSHN )

ol

Il Il
B o
§| w
w

3.3 Area de Superficie de Revolucio

Teorema 3.3.1. Se uma curva C dada pelas equacdes paramétricas v = f(t), y = g(t), a <
t < B, for girada ao redor do eixo x, onde ', ¢’ sdo continuas e g(t) > 0, entdo a drea da

superficie resultante é dada por

g = /f 2wy\/<2—f)2 n (%)20&. 3.3.1)

Demonstracdo. Vamos supor que possamos eliminar o pardmetro ¢ de forma que a curva C seja

dada pela equacdo y = F'(z) com a < x < b. Sabemos do Célculo 1 que se F” for continua,

b / 2
S:/ 2myp [ 1+ (d_y) dz.
“ dx
dy  dy/dt

Suponha também que f(«) = a e que f(5) = b. Usando o fato de que dr ~ du/di

entao

€ aregra

de substitui¢cdo obtemos
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Mesmo que a curva C néo possa ser expressa na forma y = F'(z), a férmula (3.3.1]) ainda
continua sendo valida. Basta seguir os passos da demonstra¢do da férmula de comprimento de

arco.
Exemplo 3.3.1. Mostre que a drea da superficie de uma esfera de raio r é 4772,

Solucao. A esfera é obtida pela rotagdao do semicirculo
r=rcost, y=rsent, 0<t<m,

em torno do eixo x (veja a figura abaixo).

yA

v

Figura 3.3: Semicirculo

Temos que

dy
— = —rsent e _t = r cost.
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Dessa forma, a partir da férmula (3.3.1]), temos
A dr\? dy 2
= 2 — — | dt
o= [ () (3)
= 27r/ r sent /12 (sent + cos?t)dt
0

= 27r/ r sent Vr2dt
0

= 27r/ rsent.rdt
0

= 2mr? / sent dt
0
= 2mr? [—cost]]

= dnr?.
Exemplo 3.3.2. Calcule a drea da superficie obtida pela rotagao da curva

= 2cosf 2

<h< =,
- = 3

(3.3.2)

v
y = 2sen 0 © 3

em torno do eixo .
Solucao. Primeiramente, note que a superficie € uma porcao de uma esfera do raio 2. E assim,
pela férmula (3.3.1), a drea da superficie é

27

" dmsen 9\/(—2$en 0)* 4 (2cos 6)*d6

n
I

27

= 47r/3 sen Ov/4db

us

w

27

= 87r/3 sen 0doO
3
27
= 8m[—cosb];}
3
= &m.

Exemplo 3.3.3. Calcule a drea da superficie gerada pela rotacdo de um arco da cicloide r =

r(0 — sen ),y = r(1 — cos ) ao redor do eixo .

Solucdo. Usando a férmula ((3.3.1)), temos
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Figura 3.4:

2m dz\” dy 2
s = [Ton(%) 5 () o

27
= / 21r(1 — cos 0)4/r2(1 — cos 0)2 + r2sen? Hdf
0

2m
= 27rr2/ (1 —cos )y/2(1 — cos 0)db.
0

Temos a seguinte identidade trigonométrica
9 1
sen” r = 5(1 —cos2z), Vo €R. (3.3.3)

Fazendo 6 = 2x na identidade ({3.3.3]), obtemos

1 — cos O = 2sen? (g) )

Como 0 < 6 < 2, segue que 0 < & < 7, e assim sen (£) > 0. Portanto

s [ (2) s (2)
-t [ (e (5) e (5) @
.

sen t — cos® tsen t)dt

™

= 1672 { cost—i——cos t}
0

64mr?
T




APENDICE A

Retas Tangentes as Curvas Parametrizadas

Nesta secdo queremos determinar a equacdo da reta tangente a curva definida pelas

equagdes paramétricas dado por:

tel (A.0.1)

Recordamos que a equagdo da reta tangente ao grifico de y = F'(x) no ponto (a, F'(a)) é dado
por

y=F(a)+ F'(a)(x — a). (A.0.2)

d .
Entdo se podemos calcular d_y para as equagdes paramétricas, podemos usar |A.0.2| para achar
x

a equacdo da reta tangente.
Suponha que podemos eliminar o pardmetro ¢ em e reescrevé-lo na forma y =

F(z). Se substituirmos x = z(t) e y = y(t) na equagdo y = F'(x), obtemos

63
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ou seja,
dy dx
Y@=
it~ F g
: dy
Resolvendo por F'(z) = . obtemos
x
dy
dy gt dz
il s desde que - 0. (A.0.3)
dt

Para calcular a segunda derivada usamos a regra da cadeia duas vezes:

dz? ~ dr dx

dt

d>y  d /dy %(%) dz
- (%) = L AT " desde que - # 0. (A.0.4)

e Tangentes horizontais: Podemos ver da equacio que a curva tem uma tangente

horizontal quando

dy dx

e Tangentes verticais: Note também a partir da equag@o que a curva tem uma tan-

gente vertical quando

d d
Observacao A.0.1. Se d_i =0 e d—f = (, entdo devemos usar a regra de L'Hospital.

Exemplo A.0.1. Seja C a curva definida pelas equagdes paramétricas

r=1—-2t
,t € R.
y=2t>—2

(a) Ache as retas tangentes a curva C no ponto (0, 2).

(b) Encontre os pontos de C onde a tangente é horizontal.

(c) Encontre os pontos de C onde a tangente € vertical.

(d) Determine onde a curva C tem concavidade para baixo e para cima.

Solucao.
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d d
(a) Temos que @ _ 3t2—2e W _ 4t. Logo,

dt dt
dy
dy gt 4t
de  dr 32 -2
dt

Quando z =0 ey = 2, obtemos t = +1/2. Dessa forma,

dy +V2.

dx lt=+v2 -

Assim, temos duas retas tangentes no ponto (0, 2):
t=+V2 5 y=2+2z.
(b) As tangentes horizontais ocorrem nos pontos onde

dy_ B d:):_ 9

Logo, temos uma tangente horizontal no ponto (0, —2) que corresponde a ¢ = 0.

(c) As tangentes verticais ocorrem nos pontos onde

dy dz 9
— =4t #0 — =3t"—-2=0.
a0 G

Logo, temos duas tangentes verticais:

~
Il
|

e
-G

(d) A curva C tem concavidade para baixo quando o pardmetro ¢, representando o tempo,
) .d?
pertence aos intervalos (—oo, — %) ou <\/§, oo), o que implica d—x‘z < 0. No entanto, a

concavidade de C estd voltada para cima quando o pardmetro ¢, tempo, pertence ao intervalo

d2
(—\/g, \/g>, o que implica d—;; > 0.
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