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Resumo

O objetivo deste trabalho é abordar a Anélise Combinatéria como um tema que pode
ser tratado, em sala de aula, sem a utilizacao de féormulas matematicas na resolucao de

problemas.

Serd apresentado um método de raciocinio que, baseando-se em Logica e Linguagens,
destaca a importancia de:

e Ler, interpretar e analisar textos que se apresentam em lingua materna;
e Formular conjecturas, fazer escolhas e buscar estratégias de contagem; e

e Fazer a traducao correta entre as linguagens materna e matematica.

Espera-se mostrar, a partir desta abordagem, que a Analise Combinatoéria, além da sua
importancia em varios campos do conhecimento, também pode ser encarada, por estu-

dantes e professores, como um contetdo desafiador e estimulante.

PALAVRAS-CHAVE: Combinatoria, Logica, Contagem, Analise, Linguagem, Conjectura.



Abstract

The objective of this work is to address the Combinatorial Analysis as a theme that can
be treated in the classroom, without the utilization of mathematical formulas in problem
solving.

For this it will presented a method of reasoning that, basing on logic and languages,
underscores the importance of:

e To read, interpret and analyze texts that are presented in the mother tongue;
e Formulate conjectures, make choices and seek strategies of count; and

e Make the correct translation between languages maternal and mathematics.

Expected to show from this approach that the Combinatorial Analysis, besides its im-
portance in various fields of knowledge, may also be seen by students and teachers as a

challenging and stimulating content.

KEYWORDS: Combinatorial, logic, Count, Analysis, Language, Conjecture.
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Introducao

Matematica! Sentimentos diversos sao provocados quando o tema ¢é seu estudo. Estudan-
tes, pais, professores e educadores em geral se preocupam com o ensino/aprendizado da
Matemaética, e todo o seu poder de fracasso e frustracio escolares (estudantes), famili-

ares (pais/estudantes), profissionais (professores) e educacionais.

Poderiamos encher folhas e folhas com pensamentos, perguntas, respostas, dividas, cer-
tezas, teorias, sugestoes praticas, etc, sobre o ensino/aprendizado da Matematica, seu
curriculo (adequado ou nao), seus métodos de ensino (adequados ou nao), sua necessi-
dade, sua validade, mas deixemos isso para outra vez. Vamos tentar restringir nossa

discussao.

“Como os alunos aprenderao Matematica se nao conseguem interpretar o que esta escrito”.
“Os alunos entenderam o contetido de matemaética da aula, mas na hora de resolver exer-
cicios que exigiram leitura e interpretacao de texto... o problema foi no Portugués”.
Numa tentativa de descrever situacoes dificeis de uma sala de aula, professores mostram
o quanto o sucesso na Matematica depende do Portugués, nossa lingua materna, e de sua

boa utilizacao.

Vamos, entao, escolher um conteido da disciplina de Matematica onde essa leitura e
interpretacao sejam as maiores dificuldades da resolucao de problemas. Reforcamos: a
disciplina é Matematica, estaremos no Ensino Médio, mas a dificuldade nao se encontra
nos calculos que serao utilizados! A dificuldade sera ler, analisar, interpretar, reescrever e,
finalmente, utilizar alguma(s) dentre as quatro operagoes fundamentais (somar, subtrair,
multiplicar ou dividir para obter solugdo de situagao-problema). Para completar o quadro,
os numeros envolvidos nesses calculos simples serao apenas os niimeros Naturais. Sim...
os numeros naturais (sem sinal negativo, sem virgula, sem traco de fracao, sem dizimas...

simples nimeros naturais). Escolhemos a Analise Combinatdria.

A Analise Combinatoria, contetido geralmente abordado no 2° ano do Ensino Médio, de-
safia professores a cada novo exercicio que surge (“sera que vou acertar?”); faz professores
sérios sentirem-se frustrados ao observarem a dificuldade de seus alunos em compreende-
rem a aula; provoca, na maioria dos alunos, o desejo “de que acabe logo e passe a prova”.
Quando, entao, deparam-se com a Probabilidade, e percebem que a Andlise Combinatoéria

passa a ser instrumento.

Segundo René Decartes em [17|, “Nao existem métodos faceis para resolver problemas
dificeis”. E com essa ideia que espera-se, ao longo deste trabalho, apresentar um mé-

todo para resolucao de problemas de Anélise Combinatoéria, sem a utilizacao de formulas,

10



enfatizando-se leitura, interpretacao, anélise e linguagens.

De que forma? Primeiramente, devemos entender que os problemas abordados pela Anéa-
lise Combinatoéria sao problemas de Contagem. Portanto, um problema estara resol-
vido quando conseguirmos determinar o valor correto (de uma contagem), apdés um atento

processo de escolhas.

Importante também é destacarmos os objetos que serao contados. Na Analise Combi-
natoria, os objetos de estudo sao agrupamentos. Esses agrupamentos, formados por
elementos de qualquer espécie, sao divididos em dois tipos distintos: ordenados e nao
ordenados. Portanto, fazer essa distin¢ao, apos a leitura e interpretacao de um problema,

torna-se de fundamental importancia para o sucesso da resolucao.

Nesse ponto, a Algebra dos Conjuntos deve ser revisada, bem como os conceitos de
Logica Matematica (Calculo Proposicional), importantes instrumentos para o raci-
ocinio combinatdério e esquematizacao da resolucao. Mas até aqui ainda estaremos

navegando no campo das ideias e conjecturas.

Quando partirmos para a resolucao aritmética do problema, necessitaremos traduzir
nossos pensamentos, de forma simples e objetiva, para a Linguagem Matematica. E
nessa etapa do nosso processo de resolucao do problema que devem estar bem definidos
os significados dos simbolos matematicos que serao utilizados na tradugao de nosso

raciocinio, ja feito em palavras em nosso pensamento.

Ao final do trabalho, serao solucionados problemas de Anéalise Combinatoria utilizando
leitura, interpretacao, logica e linguagem, sem a utilizacao de féormulas preestabelecidas,
numa tentativa de desmitificar este contetido importante por sua aplicacao em outras cién-
cias e por sua grande incidéncia em provas e concursos (objetivo imediato dos estudantes
do Ensino Médio).

11



1 Conceitos Basicos

Neste capitulo, sera feita uma breve exposicao sobre topicos fundamentais de Logica Ma-
tematica, Teoria de Conjuntos e Linguagens, com o objetivo de justificar sua importancia
para a construcao de um método de resolucao de problemas que dispensa a utilizacao de

formulas matematicas.

1.1 Loégica Matematica

Quando buscamos resolver um problema de qualquer natureza, tanto mais sucesso te-
mos, quanto conseguimos, com serenidade, organizar nossas ideias. Nestes momentos,
buscamos priorizar a nossa razao. Para isso, tentamos organizar nossos pensamentos,
valendo-nos de uma légica. Se o problema é de Matemaética, por que nao lancarmos mao

da Légica Matemaéatica?

1.1.1 Um Breve Historico

De acordo com [4], a historia da Logica comeca com os trabalhos do filésofo grego Aris-
toteles (384 — 322 a.C.). Nao se conhece precursores de sua obra no mundo antigo. Com
o objetivo de mostrar que os sofistas (mestres da retorica e da oratoria) podiam enga-
nar os cidadaos, utilizando argumentos incorretos, Aristoteles estudou a estrutura logica
da argumentacao. Segundo ele, a logica é um instrumento para atingir o conhecimento

cientifico.

Durante o periodo compreendido pela Idade Média, séculos XVII, XVIII e XIX houve
pouca contribuicdo para esse ramo do conhecimento. As ideias originais e inovadoras de
Leibniz (1646—1716), conhecido como o precursor da Logica moderna, so foram apreciadas
e conhecidas no século XIX, antecipando resultados obtidos 200 anos mais tarde. Tanto
que o uso de diagramas atribuidos a Euler ja tinha sido empregado por Leibniz. Venn

(1834 — 1923) aperfeigoou os diagramas no estudo da Logica.

A Logica moderna teve George Boole (1815 — 1864) e Augustus De Morgan (1806 —
1871) desenvolvendo, paralelamente, a Algebra da Loégica. Mas, segundo Alonzo Church
(1903—1995), Gottlob Frege (1848 —1925) foi “o maior logico dos tempos modernos”, tendo
desenvolvido axiomaticamente o Célculo Sentencial (ou Calculo Proposicional), usando
negacao e implicagao como conceitos primitivos, seis axiomas e regras modus ponens e de

substituicao.
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Merecem ainda destaque Bertrand Russell e A. N. Whitehead (1861 —1947) com sua obra
Principia Mathematica; David Hilbert (1862 — 1943); Kurt Godel (1906 — 1978) a quem
se deve a primeira demonstracao da completividade da Logica elementar; e Alfred Tarski
(1902 — 1983), cuja definicao de semdntica da verdade, aplica-se em numerosos campos

da Matemaética, com repercussoes na Filosofia.

1.1.2 Nocoes de Loégica - Calculo Proposicional

a) Proposicao simples ou sentenga ¢é toda oragao simples (portanto possui sujeito e
predicado), declarativa (nao pode ser exclamativa nem interrogativa) que pode ser classi-

ficada em verdadeira ou falsa (valores 1ogicos).

o<

Tabela 1: Tabela verdade de p

Exemplos:

1) “Nove é diferente de cinco” é uma proposi¢ao simples de valor logico V.

2) “O cachorro é um animal invertebrado” é uma proposicao simples de valor logico F.
3) “Trés vezes quatro mais dois” ndo é uma proposigao, pois nao possui verbo.

4) “Vocé vai estudar hoje?” ndo é uma proposi¢ao, pois é uma oracao interrogativa.

5) “O quadruplo de um ntmero menos trés é igual a treze” ndo é uma proposigio, pois

nao possui valor logico.

6) “Se estou vivo, entdo meu coragao estd batendo” nao é uma proposigao simples, pois é

formada por duas oragoes.

b) Negacao de uma proposicao p: (—p) é uma proposi¢ao obtida, a partir da pro-
posi¢cao p, colocando-se “nao” antes do verbo de p. Dessa forma, o valor l6gico de —p é

sempre oposto ao de p.

13
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v

Tabela 2: Tabela verdade de (—p)

Exemplo 7: Se p é a proposi¢ao “Nove é maior que dez”, de valor logico F, entao —p é

a proposic¢ao “Nove nao é maior que dez”, cujo valor logico é V.

c) Conectivo A (e):

Colocando o conectivo A entre duas proposicoes simples p e q, obtemos a proposicao

composta p A q, denominada conjuncao das sentencas p e q.

O critério para estabelecer o valor logico de uma conjuncao p A q a partir dos valores
logicos das proposicoes p e q é: “a conjuncao p A q ¢é verdadeira se p e g sao ambas

verdadeiras; se ao menos uma delas for falsa, entao p A q é falsa”.

7|

[ pAq]

o S S|S

q
V
F
V
F

S| RES] I

Tabela 3: Tabela verdade de p A q

Exemplo 8: Sejam p e q as proposicoes simples “A Terra é uma estrela” e “Plutao nao é
um planeta”, respectivamente. Podemos atribuir os valores logicos F e V as proposicoes

p e q, respectivamente. Logo, a proposicao composta p A q tera F como valor 16gico.

d) Conectivo V (ou):

Colocando o conectivo V entre duas proposicoes simples p e q, obtemos a proposicao

composta p V q, denominada disjuncao das sentencas p e q.

O critério para estabelecer o valor logico de uma disjuncao p V q a partir dos valores
logicos das proposicoes p e q é: “a disjuncao p V q é falsa se p e q sao ambas falsas; se

ao menos uma delas for verdadeira, entao p V q é verdadeira.”

14
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[ pVa]

o S S|S

q
V
F
V
F

B3| IS ]

Tabela 4: Tabela verdade de p V q

Exemplo 9: Utilizando as mesmas proposicoes simples do exemplo 8, a proposicao com-

posta p V q terd valor logico V.
e) Condicional — :

Colocando o condicional — entre duas proposicoes simples p e q, obtemos a proposi¢ao
composta p — q, que se 1é: “se p, entao q”, “p é condi¢ao necessaria para q”, “q é condicao
suficiente para p. Na condicional p — q, a proposicao p é chamada antecedente e q é

chamada consequente.

O critério para estabelecer o valor 16gico do condicional p — q a partir dos valores logicos
das proposicoes p e q é: “o condicional p — q é falso somente quando p é verdadeira e ¢

é falsa; caso contrario, p — q é verdadeiro”.

7]

[p—aq]

| Res SIS e
o < | e
< < m <

Tabela 5: Tabela verdade de p — q

Exemplo 10: Sejam p e q as proposicoes simples “A maca é uma fruta” e “Quatro é o
dobro de trés”, respectivamente. Podemos atribuir os valores logicos V e F as proposicoes
p e q, respectivamente. Logo, a proposicao composta p — q terda F como valor logico.

J& a proposicao composta q — p terd valor logico V.
f) Condicional < :

Colocando o condicional <+ entre duas proposicoes simples p e q, obtemos a proposi¢cao

bb N4

composta p <> q, que se lé: “p se e somente se, q”, “p é condi¢ao necessaria e suficiente

para q, “q é condicao necessaria e suficiente para p, “se p, entao q e reciprocamente”.

O critério para estabelecer o valor 16gico do condicional p <+ q a partir dos valores logicos
das proposicoes p e q é: “o condicional p <> q ¢ verdadeiro somente quando p e ¢ sao

ambas verdadeiras ou ambas falsas; se isso nao acontecer, o condicional < é falso”.

15
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[pora]

R3] eS| INSTINNI [

q
V
F
V
F

<<

Tabela 6: Tabela verdade de p <+ q

Exemplo 11: Utilizando as mesmas proposigoes simples do exemplo 10, as proposicoes

compostas p <> q e q <> p terao o mesmo valor logico V.
g) Tautologias:

Seja r uma proposicao formada a partir de proposicoes simples, mediante o emprego de
conectivos (A ou V) ou de modificador (=) ou de condicionais (— ou <»). Dizemos que
r ¢ uma tautologia ou proposicao logicamente verdadeira quando r tem o valor
logico V (verdadeira) independentemente dos valores logicos das proposi¢oes simples que
a constituem. Assim, a tabela verdade de uma tautologia r apresenta apenas o valor

logico V na sua tltima coluna.

Exemplo 12: Sejam as proposicoes simples p e q; e r a proposicao composta:

(PA-pP) = (QVPp)

J

plpA-plagVvp|(pA—-p = (qVp) ]

T < S|
o < | S|

_>
V
Vv
V
V

< S|
| | |

Tabela 7: Tabela verdade de r

Podemos observar que, independente dos valores logicos de p e q, o valor logico de r é

sempre verdadeiro. Logo, r é uma tautologia.
h) Proposigoes logicamente falsas:

Seja f uma proposicao formada a partir de proposi¢oes simples, mediante o emprego de
conectivos (A ou V) ou de modificador (=) ou de condicionais (— ou <+). Dizemos que f é
uma proposi¢ao logicamente falsa quando f tem o valor logico F (falsa) independentemente
dos valores 16gicos das proposicoes simples que a constituem. Assim, a tabela verdade
de uma proposicao logicamente falsa f apresenta apenas o valor logico F na sua tltima

coluna.

16



Exemplo 13: Sejam as proposicoes simples p e q; e f a proposi¢ao composta

(PV—q) < (-pAq)

¢ pV-q|pAqg| (Vg & (pAg) |

J
aS
J

—
F
F
F
F

SIESIRSIES (S
| <[ <[=
<<=~
<= <=
<™ <<
SIRSIESTES

Tabela 8: Tabela verdade de (p V —q) <> (-p A q)

Observamos que, independente dos valores logicos de p e q, o valor logico de f é sempre

falso. Logo, f é uma proposicao logicamente falsa.

A Loégica Matematica é um campo vasto e belo de estudo. Apresentamos aqui apenas a
primeira e indispensavel parte da Logica Matemética, o Célculo Proposicional, que sera
utilizado na formacao dos agrupamentos ordenados ou nao, objetos de estudo do nosso

tema principal que é a Anéalise Combinatoria.

1.2 Teoria dos Conjuntos

Como os objetos a serem contados na Anélise Combinatéria sao agrupamentos, parece
natural que facamos uma rapida revisao da Teoria de Conjuntos, em pontos que serao

lteis para um adequado manuseio da linguagem que sera utilizada.

1.2.1 Breve Historico

“Ninguém nos podera expulsar do Paraiso que Cantor criou”. Com esta frase, David Hil-
bert (1862 — 1943) expressou seu encantamento pela moderna Teoria de Cojuntos, cujo
desenvolvimento ¢ atribuido a Georg Cantor (1845—1918). De acordo com [17], Cantor foi
influenciado pelas ideias de infinito de Richard Dedekind (1831 —1916) e de Bernhard Bol-
zano (1781 — 1848) para a construcao de sua teoria. Os conceitos matematicos inovadores
propostos por ele enfrentaram muita resisténcia por parte da comunidade matematica da
época. A descoberta dos paradoxos da teoria cantoriana de conjuntos propiciou os traba-
lhos de Bertrand Russell (1872 — 1970), Ernst Zermelo (1871 — 1953), Abraham Fraenkel
(1891 — 1965) dentre outros matematicos, no comego do século XX. Considera-se que o
conjunto de axiomas da teoria de Zermelo-Fraenkel é suficiente para desenvolver toda a

matematica.
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Os mateméaticos modernos aceitam plenamente o trabalho desenvolvido por Cantor na
sua teoria de conjuntos, reconhecendo-o como uma mudanca de paradigma da maior

importancia.

Os conjuntos e suas operacgoes mais elementares fornecem um padrao de linguagem para
a formulacao de qualquer teoria matemética, apoiando-se, em grande parte, na Logica
Matematica. Essas operacoes permitem manipular os conjuntos e seus elementos de forma

similar as operagoes aritméticas, constituindo a Algebra dos Conjuntos.

1.2.2 Algebra dos Conjuntos

Em Algebra dos Conjuntos, os objetos de interesse sao os conjuntos e nao os elementos
que pertencem a eles. Assim, as operacoes devem ser definidas sobre ou entre conjuntos,

mas nunca sobre elementos isolados.

As operagoes basicas da algebra de conjuntos sao Uniao, Interseccao, Diferenca, Com-
plemento e Produto Cartesiano. Vamos considerar conhecidas essas operagoes. Algumas
delas possuem propriedades similares as operagoes com numeros. Por exemplo, a uniao
e a interseccao sao comutativas e associativas; o conjunto vazio é o elemento neutro da
uniao e o elemento absorvente da interseccao e do produto cartesiano; o conjunto universo
é o elemento neutro da interseccao e o elemento absorvente da uniao. Além disso, as ope-
racoes de uniao, interseccao, diferenca e complemento sao muito similares as operacoes

em uma Algebra de Boole bem como os conectivos logicos da Logica Proposicional.

Por esse motivo, pode-se dizer que o Célculo Proposicinal e a Algebra dos Conjuntos
possuem estruturas semelhantes, tendo toda féormula do primeiro uma operagao corres-

pondente entre conjuntos, a saber:

e a negagao (—) corresponde a complementagao (‘);
e a conjuncao (A) corresponde a intersec¢ao (N) e

e a disjuncdo (V) corresponde a uniao (U).

Além disso, as variaveis proposicionais (p, q,r...) que representam as proposigoes simples,

podem servir como variaveis que simbolizam conjuntos.

Exemplo: A proposi¢ao ((p V q) A =p) corresponde a operagao entre conjuntos ((p U q) N p°).

2

E importante lembrar que um conjunto é um agrupamento nao ordenado. Isto é, se

A = {1,2,3} e B = {3,1,2}, podemos afirmar que A = B, apesar dos elementos de
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A e B nao estarem posicionados na mesma ordem. Nao existe ordem, nem posi¢do na
formacao de um conjunto. Se desejarmos um agrupamento ordenado, langamos mao das
sequéncias. Por exemplo, a sequéncia (1,2,3) ndo é igual a sequéncia (3,1,2). Apesar
dos elementos utilizados na formacao de ambas serem os mesmos, encontram-se ordenados

em posicoes distintas.

Além disso, {1,2,3} nao é igual a (1,2,3), pois sdo objetos matemaéticos distintos. O
primeiro ¢ um conjunto (agrupamento nao ordenado) enquanto o segundo é uma sequén-
cia (agrupamento ordenado). Observemos que o simbolo “{ }” subentende auséncia de
ordenacgao entre os elementos enquanto o simbolo “( )” subentende presencga de

ordenacao entre os elementos.

Neste ponto, devemos interromper nossa brevissima revisao sobre conjuntos, apesar de
este ramo do conhecimento ser um dos mais interessantes da Matemaética, com seus signi-
ficados, simbolos e possibilidades de discussoes filosoficas e teoldgicas (como por exemplo,

quando se fala em infinito).

1.3 Linguagem Matemaéatica

Observemos as duas situagoes abaixo descritas.
Situacao 1: — What is your name?
— (Siléncio!)

E claro que quase a totalidade das pessoas sabe qual é o seu nome. Mas muitas poderiam

nao responder a essa pergunta, simplesmente porque desconhece a lingua inglesa.
Situacao 2:

“Quando sai de casa, nao olhei quanto eu tinha na carteira. Passei na padaria
e gastei 10 reais. Depois, tomei um sorvete que custou 2 reais. Dei para meu
filho a metade do que me sobrou e agora vejo que ainda tenho 18 reais na

carteira. Deixa eu pensar ...Ah! eu sai com 48 reais na carteira.”

Se essa situacao fosse transformada numa questao de matematica, a ser resolvida por
uma equagao de 1° grau, grande parte das pessoas nao conseguiria montar a equacao
xr — :E—TlQ = 18, embora muitas delas pudessem dar a resposta correta. Novamente
por uma questao de linguagem, uma pergunta nao seria respondida. Mas, neste caso,
a “lingua” desconhecida seria a utilizada na Matematica. Observe, o problema é uma

questao cotidiana, a pessoa sabe resolvé-lo, tiraria 10 no teste pratico, mas, no teste de
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matematica, tiraria zero!

Tem alguma coisa errada! Nas duas situagoes, faz-se necessario que o sujeito esteja alfa-

betizado em duas linguagens especificas.

Conforme [5], “Estar matematicamente alfabetizado significa que o sujeito entende o que
1é e 0 que escreve bem como percebe o significado do ato de ler e escrever no contexto da

Matematica.”

Ainda em [5], Devlin (2004) observa que a Matematica e a lingua materna tém as mesmas
caracteristicas no cérebro humano. Entao por que as pessoas tém facilidade em entender

o que as outras estao falando, mas tém dificuldades de entender a Matematica?

Ainda em [5], “Ler matematica nao é simplesmente saber o significado de cada simbolo,
jd que a notacao matematica nao é Matemaética, assim como a notacao musical nao é

miusica”. Devlin (2004, p. 27) expode isto de uma forma bastante clara:

“Uma pdgina de partitura musical representa uma peca de maisica, mas a notacao € a
mausica nao sao a mesma coisa; a musica propriamente dita acontece quando as notas da
pdgina sao cantadas ou tocadas por um instrumento musical. E no seu desempenho que a
musica vem a vida; ela existe nao na pdgina, mas nas nossas mentes. O mesmo € verdade
para a matemdtica. Quando lidos por um executante competente (isto €, alguém versado
em matemdtica), os simbolos da pdgina impressa vém & vida a matemdtica vive e respira

como uma sinfonia abstrata na mente do leitor.”

Como salienta [5], as simbologias tanto musical quanto matematica sdo apenas uma forma
de escrita, que so terd sentido se as combinagdes desses simbolos tiverem algum significado
para quem os estiver lendo. E ainda assinala a existéncia de trés dimensoes para o conceito
de significado. As palavras e os simbolos nao sao sempre empregados da mesma maneira,
tendo, dessa forma, significados variaveis, dependendo do contexto onde se inserem que

sa0:

e Sintatica, que varia conforme palavras e simbolos sao utilizados.
Exemplos:

1) Nas sentencas mateméticas “y® + 10 = 37" e “3y + 10 = 377, 0 “3” possui sig-

nificados diferentes.

2) Nas sentencas “O passaro solto voa livremente” e “Eu solto passaros sempre que

os vejo numa, gaiola”, a palavra “solto” também possui significados distintos.

e Pragmatica, que se refere aos significados de palavras e simbolos em relacao as

experiéncias de cada sujeito.
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e Semantica, que se refere as transformacoes do significado.

“Uma palavra sem significado é um som vazio”. Esta frase reflete a realidade de muitas
aulas de Matematica, onde conceitos sao trabalhados de forma mecanica e sem significado,

sobrando, entao, o vazio.

Conforme [5], ao resolver o problema, o aluno passa por um processo que envolve a lingua
materna, que é uma significagdo externa, num primeiro momento, para depois chegar a
solugao do problema obtendo a significa¢ao interna. Ele entende o problema (movimento
externo) para entao elaborar a solu¢do (movimento interno). Esse elo externo-interno
precisa ser completo para que ocorra a aprendizagem matemaética. Ao transformar o

significado externo em interno, o aluno esté lidando com seu poder de sintese.

Ainda em [5|, o professor apresenta a questao, o aluno 1&, decodifica, passa para a lingua-
gem matemaética, internaliza e associa outros conhecimentos e entao retorna um resultado.
A comunicacgao so serd perfeita se todas essas etapas fizerem sentido para o aluno. Esse
sentido estara ligado a forma como o professor, neste caso, trabalha o contetido. E um as-
sunto que agora é comum ao professor e ao aluno. De acordo com [14], podemos entender
a palavra “comunicar” em dois sentidos: no sentido etimologico, serd “tornar comum” e
no outro, numa acepcao mais corrente, significa “transmitir” ou “transferir para o outro”.
“Nos dois sentidos, é possivel perceber como a relacao entre professor-aluno pode facilitar
Ou nao essa comunicagao, ja que o meio ¢ um elemento importante para que ela ocorra

com clareza’.

Neste momento, acreditamos haver reunido as principais ferramentas para o desenvolvi-
mento do tema do trabalho. Logica Proposicional, Algebra dos Conjuntos e Linguagem

Matematica serao fundamentais para o bom entendimento da Analise Combinatoria.

2 Analise Combinatoéria

2.1 O que é Analise Combinatéria?

A definicao de Anéalise Combinatoria foi pesquisada em dez livros didaticos adotados no 2°
ano do Ensino Médio. Cinco autores optaram por apresentar o objetivo da Analise Com-
binatoria, mas nao a sua definicao: “O objetivo principal da Analise Combinatéria
é a determinacao do nimero de possibilidades de um dado evento ocorrer” em
[1] ou ainda “Obter tais métodos” (de contagem) “é o objetivo principal da Anélise

Combinatéria” em [13].
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Quatro autores definiram Analise Combinatoria: “ A Analise Combinatéria é a parte
da Matematica onde estudamos as técnicas de contagem de agrupamentos que
podem ser feitos com elementos de um dado conjunto” em [11] ou ainda “...é a
drea da Matematica que trata dos problemas de contagem” em 8], sendo esta

altima a mais comum.

Um dos autores [7], ndo fez referéncia nem ao objetivo nem a dfinicdo de Anéalise Combi-
natoria, partindo direto para as definicoes e aplicacoes de fatorial, arranjo, permutacao e

combinagao.

Podemos destacar ainda duas definicoes de importantes matematicos:

e Leibniz, em 1666, descreveu a combinatoria como “o estudo da colocacao, ordenacao

e escolha de objetos”.

e Nicholson, em 1818, definiu-a como “o ramo da matemética que nos ensina a averi-
guar e expor todas as possiveis formas através das quais um dado nimero de objetos

podem ser associados e misturados entre si”.

2.2 Breve Historico

“Quem pensou uma coisa tola ou sensata, que ji nao tenha pensado o mundo antigo?”
(Johann Goethe) [17]. Com base nessa afirmagao, descreveremos, desde a Antiguidade,
episodios famosos que servem de justificativa para a criacao da Analise Combinatoria,

importante instrumento para diversas ciéncias, em especial a Teoria das Probabilidades.

Conforme pesquisado em [12], [15] e [16], o Papiro de Ahmes (escriba que o escreveu
por volta de 1650 a.C.) ou Papiro de Rhind (antiquério escocés que o comprou em 1858)
contém, em seu problema 79, um texto que sugere um embriao da Analise Combinatoria.
“Temos sete casas que contém sete gatos cada uma. Cada gato mata sete ratos que haviam
comido sete espigas de trigo cada um. Cada espiga havia produzido sete heckats de grao.

Quantas unidades temos de cada coisa?”

Em seu livro Liber Abaci, Fibonacci (também conhecido como Leonardo de Pisa), no
século XIII, escreveu: “Sete velhas vao & Roma; cada velha tem sete mulas; cada mula
carrega sete sacos; cada saco contém sete paes; para cada pao ha sete facas; para cada

faca hé sete bainhas. Quantas coisas viajavam para Roma?”

Hé& ainda uma breve poesia infantil do século XVIII: “Quando ia para Saint Ives, encontrei

um homem com sete esposas; cada esposa levava sete sacos; cada saco tinha sete gatos;
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cada gato tinha sete gatinhos. Gatinhos, gatos, sacos e esposas, quantos fam para Saint

Ives?”

O interessante desses exemplos é que Fibonacci escreveu seu Liber Abaci antes do Papiro

de Ahmes ser popularizado por Rhind.

Coincidéncias a parte, prossigamos. Ainda na Antiguidade, um problema geométrico pro-
posto por Arquimedes de Siracusa (287 a.C. — 212 a.C.), Stomachion (palavra derivada
do grego stomachos, em portugués, estomago), consistia em determinar de quantas ma-
neiras poderiam ser reunidas 14 pecgas planas, com tamanhos e formas distintos, a fim de
formar um quadrado. Por mais de 2000 anos esse problema foi esquecido. Recentemente

provou-se que h& 17152 possibilidades de solucao.

Figura 1: Quadrado formado por 14 pecas planas com tamanhos e formas distintos

Conforme [2]|, o I Ching é considerado um dos trabalhos chineses mais antigos. Possui
duas datas de criagao: a mitica (durante a dinastia Shang 1766 — 1122 a.C") e a historica
(a partir de 1000 a.C'., até um pouco depois da dinastia Chou ser fundada). Segundo Biggs
(1979), a primeira ocorréncia da Anélise Combinatoria pode estar nos 64 hexagramas do I
Ching. Hexagrama ¢é o nome dado, no ocidente, a cada um dos 64 simbolos que constituem
o livro I Ching. E um simbolo abstrato, mas que com o tempo se torna compreensivel aos

que se interessam pelo Livro.
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Figura 2: Tabela dos 64 hexagramas (obtidos pela combinac¢ao de dois simbolos: Yang
(=) eo Yin (——)

Héa ainda outros exemplos muito antigos que, de alguma forma, sugerem ideias de Analise

Combinatoria tais como:

e Na literatura grega, Plutarco (46 — 120) citou o niimero de proposigoes compostas

feitas a partir de dez proposi¢oes simples;

e Na literatura indiana, o tratado médico de Susruta (século VI a. C. aproximada-
mente) onde aparecem discussoes sobre as combinagoes possiveis entre doce, dcido,

salino, pungente, adstringente e amargo, para confeccionar medicamentos;

e Ainda contribuicao dos hindus, aparece no livro Brihatsamhita, do matematico e
astronomo Varahamhira (505—587), a quantidade de perfumes que podem ser feitos,

misturando-se 4 ou 5 dados ingredientes, misturando-os em diversas proporcoes;

e O livro do matematico indiano Sri Bhaskara (1114 — 1185), Siddhanta Siromani,
onde em uma de suas partes mais conhecidas, Lilavati, aparece, por exemplo, um

problema onde eram contadas as chances de abertura das portas de um palacio;

e Os quadrados méagicos originarios provavelmente na China (o diagrama Lo Shu,
presente no I Ching), transmitidos aos arabes, que criaram quadrados maiores e
regras para construi-los, atingindo seu apogeu no Isla e chegando tardiamente a

Europa no século XIV, em textos traduzidos do arabe.
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Mas foi apenas no século XVII que a teoria combinatoria apareceu como um capitulo
novo da Matematica. Nessa época, o tridngulo de Pascal (conhecido por Chu Shih-Chieh,
na China por volta de 1300) foi objeto de estudo, no Ocidente, de muitos matematicos
tais como Blaise Pascal (1623 — 1662), Jaime Bernoulli (1654 — 1705) e Isaac Newton
(1646 — 1727).

Vérias obras de Euler (1707 —1783), muitas delas sobre probabilidades, contém resultados
importantes de Analise Combinatoria. Um exemplo classico é o Problema das Sete Pontes
de Koénigsberg, um teorema da Teoria dos Grafos, parte muito importante da Anélise

Combinatoria atualmente.

Segundo [12], “...A Anélise Combinatéria tem tido um crescimento explosivo nas tltimas
décadas...devido a necessidades em teoria dos grafos, em andlise de algoritmos...(em) pro-
blemas de pesquisa operacional, de armazenamentos de informagdes em bancos de dados
nos computadores...”. E ainda “...Em verdade, o desenvolvimento da Anélise Combinato-
ria deve-se em grande parte a necessidade de resolver problemas de contagem originados

bl

na teoria das probabilidades...”. Como uma ciéncia empirica, a teoria das Probabilida-
des tem sua origem associada aos jogos de azar, presentes em quase todas as civilizagoes,
como mostram documentos arqueologicos ou historicos. Quando essa ciéncia foi associada
a Matematica ¢ dificil determinar, mas a opiniao geral é de que Pascal e Fermat foram os

criadores das probabilidades.

Observamos que a histéria da Anélise Combinatoria é rica em exemplos curiosos; adquire,
algumas vezes, cunho filosofico e mistico; pode ser encarada de forma ludica, quando
associada aos jogos de azar, e de forma moderna, quando associada aos programas com-

putacionais, por exemplo.

Resta-nos a pergunta: “Onde inserir de forma atraente e simples, ciéncia tao diversifi-
cada, no cotidiano de uma sala de aula?”. Devemos, antes de mais nada, oferecer este
contetdo aos alunos, como algo que pode ser ludico (heranga dos estudiosos antigos) e
importante no mundo moderno (como demonstram os estudiosos modernos). Além disso,
deve-se destacar a importancia de fazer escolhas (tanto mais acertadas quanto identificar-
mos e prevenirmos riscos para o sucesso dessas escolhas), processo presente em todos os

momentos corriqueiros ou nao de nossas vidas. Prossigamos nesse objetivo.

2.3 A importancia da Analise Combinatoéria no Ensino Béasico

Por que estudar Analise Combinatéria? Uma boa resposta pode ser encontrada nos Pa-

rametros Curriculares Nacionais (PCN), como veremos a seguir.
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2.3.1 Parametros Curriculares Nacionais

De acordo com [3], “Os Parametros Curriculares Nacionais sao referéncias para os Ensinos
Fundamental e Médio de todo o pais. O objetivo dos PCN é garantir a todas as criancas
e jovens brasileiros, mesmo em locais com condicoes socioeconomicas desfavoraveis, o
direito de usufruir do conjunto de conhecimentos reconhecidos como necessarios para o
exercicio da cidadania. Nao possuem carater de obrigatoriedade e, portanto, pressupoe-se

que serao adaptados as peculiaridades locais”.

E dividido em trés blocos que se referem aos Ensino Fundamental I, Ensino fundamental
IT e Ensino Médio.

Ainda em [3], “Os PCN para o Ensino Médio tém por objetivo auxiliar os educadores na
reflexao sobre a prética diaria em sala de aula e servir de apoio ao planejamento de aulas
e ao desenvolvimento do curriculo da escola. Os documentos estao assim apresentados:
Bases Legais; Linguagens, Codigos e suas Tecnologias (Lingua Portuguesa, Lingua
Estrangeira Moderna, Educacdo Fisica, Arte e Informéatica); Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas tecnologias (Biologia, Fisica, Quimica, Matemética); Ciéncias
Humanas e suas Tecnologias (Historia, Geografia, Sociologia, Antropologia, Filosofia

e Politica)”.

Em nosso pais, os PCN destacam, dentre outras coisas, a importancia do raciocinio com-
binatoério na formacao dos alunos do Ensino Médio e o cuidado que os professores devem
ter ao procurar desenvolvé-lo. De acordo ainda com [3|, “As habilidades de descrever
e analisar um grande nimero de dados, realizar inferéncias e fazer predicoes com base
numa amostra de populacao, aplicar as ideias de probabilidade e combinatéria a feno-
menos naturais e do cotidiano sao aplicacoes da Mateméatica em questoes do mundo real
que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas. Técnicas
e raciocinios estatisticos e probabilisticos sao, sem duvida, instrumentos tanto das cién-
cias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como serd importante uma
cuidadosa abordagem dos contetidos de contagem, estatistica e probabilidades no Ensino
Médio...”

Em consonancia com uma tendéncia mundial, na reforma brasileira do ensino, os concei-
tos centrais e peculiares (assim como as relagoes conceituais especificas e complexas) que
definem o perfil de cada disciplina se mobilizam a partir da necessidade de fazer conver-
gir a aprendizagem para a aquisicao e o desenvolvimento de competéncias e habilidades
por parte do aluno, descentrando o processo do contetido meramente académico. Os PC-
NEM (Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio) incorporam o conceito

de competéncia formulado por [10]: “Competéncia é a faculdade de mobilizar um con-
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junto de recursos cognitivos (saberes, capacidades, informagoes etc.) para solucionar com

pertinéncia e eficicia uma série de situacoes”.

Nas competéncias das areas 1 e 7, da disciplina de Matematica, ficam explicitadas as

habilidades que envolvem raciocinios combinatérios, como descrito a seguir:

Competéncia de drea 1 — Construir significados para os nimeros naturais,

inteiros, racionais e reais.

H; — Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representagoes dos ntimeros

e operacoes — naturais, inteiros, racionais ou reais.
H, — Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.
H3 — Resolver situacao-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H, — Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcao de argumentos

sobre afirmacgoes quantitativas.
H5 — Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos numéricos..

Competéncia de area 7 — Compreender o cariter aleatério e nao determinis-
tico dos fen6menos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinagao de amostras e cilculos de probabilidade para interpre-

tar informacoes de variaveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

H,7 — Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de um conjunto de dados
expressos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em

graficos.

H,s — Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabili-
dade.

H,9 — Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a cons-

trucao de argumentagao.

Hj3o — Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos de esta-

tistica e probabilidade.

Como pode-se notar, o estudo da Analise Combinatoéria, ocupa importante papel na pre-

paracao do estudante brasileiro, segundo o PCN.
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2.4 Uma forma de ensinar Analise Combinatoéria

A partir de agora, com base em leitura, interpretacao e analise de textos, enfatizando a
traducao entre as linguagens materna e matemaética, serd apresentada uma maneira de se

tratar Analise Combinatoria, sem a utilizacao de formulas matematicas.

2.4.1 Ordenados ou Nao Ordenados?

E fundamental, para o bom entendimento da Analise Combinatoria, a compreensao da
diferenca entre grupos ordenados e grupos nao ordenados. Comecemos com um exemplo

simples.
Exemplo 1: Ana (A), Bia (B) e Caio (C) s@o colegas de classe.

Situacao A: Tendo participado de um concurso de redacao, conquistaram os trés primei-
ros lugares. Sabe-se que o 1° classificado viajara para Paris, o 2°, para Buenos Aires e o
3°, para o Rio de Janeiro e que nao houve empates. Descrevendo os resultados sempre
na ordem 1°; 2° e 3° classificados, tem-se as sequéncias (Ana, Bia, Caio), (Ana, Caio,
Bia), (Bia, Ana, Caio), (Bia, Caio, Ana), (Caio, Ana, Bia), (Caio, Bia, Ana)

viajando para Paris, Buenos Aires e Rio de Janeiro, respectivamente.

Nota-se que, nessa situacao, cada forma de premiacao é diferente da outra, pois implica na
mudanca do prémio recebido. Observa-se que a diferenca entre cada uma dessas formas

é, somente, quanto a posicao ocupada por cada aluno.

Percebe-se ainda que, apesar de trabalhar-se apenas com trés pessoas, pode-se ter seis

maneiras diferentes de fazer a distribuicao dos trés prémios.

Situacao B: Com o intuito de incentivar a préatica da escrita, a escola de Ana, Bia e Caio
convidou-os a formar uma comissao para divulgacao das aulas de Redacao. De quantas

formas os trés alunos puderam formar essa comissao?

Enquanto na situacao A seis respostas foram encontradas, na situacao B temos apenas
uma resposta, pois com trés pessoas forma-se apenas uma comissao de trés membros.
Observa-se que, ao contrario do que ocorreu na situacao A, na situacao B, trocando-se a

ordem dos membros da comissao, nao se cria uma comissao diferente.
Exemplo 2: Ana (A), Bia (B), Caio (C) e Dudu (D) sao colegas de classe.

Situagao A: Numa Olimpiada de Matemética, o 1° e o 2° classificados ganhariam, res-
pectivamente, um tablet e um celular. Nesse caso, teriamos como possiveis resultados
de premiacao: (Ana, Bia), (Ana, Caio), (Ana, Dudu), (Bia, Ana), (Bia, Caio),
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(Bia, Dudu), (Caio, Ana), (Caio, Bia), (Caio, Dudu), (Dudu, Ana), (Dudu,

Bia), (Dudu, Caio), num total de 12 resultados possiveis.

Novamente, as duplas (Ana, Bia) e (Bia, Ana), por exemplo, sao diferentes, pois, no
primeiro caso, Ana ganharia um tablet, enquanto, no 2° caso, Ana ganharia um celular.

Ao formarmos essas duplas, levamos em consideracao a ordem de cada elemento da dupla.

Situacao B: Uma dupla de alunos foi escolhida para representar a escola num curso
de robotica. Nesse caso, teriamos como possiveis duplas: {Ana, Bia}, {Ana, Caio},
{Ana, Dudu}, {Bia, Caio}, {Bia, Dudu}, {Caio, Dudu}, num total de 6 duplas

de representantes.

Nessa situagao, as duplas {Ana, Bia} e {Bia, Ana} representam a mesma equipe, isto

é, a formacao das duplas independe da ordem entre os estudantes.
O que devemos destacar nos exemplos e situagoes observados?

— No exemplo 1, 3 alunos foram oferecidos e os 3 foram utilizados na formacgao dos

grupos.

— No exemplo 2, 4 alunos foram oferecidos e apenas 2 foram utilizados na formacao dos

grupos.
— Nas situagoes A, os agrupamentos formados eram ordenados.

— Nas situacoes B, os agrupamentos formados nao eram ordenados.

2.4.2 Fatorial e seu significado de Ordenacao

Imaginemos uma sala com n cadeiras numeradas onde serao distribuidas n pessoas, de
forma que nunca sobre nem falte cadeira. Isto é, em n cadeiras sentar-se-ao n pessoas
(P, Ps, ..., P,). Nosso objetivo é calcular de quantas formas podemos organizar essa sala,
a medida que n for variando dentro do conjunto dos niimeros naturais (1 cadeira/1 pessoa,

2 cadeiras/2 pessoas,..., n cadeiras/n pessoas).

i) Quando n = 1, ha apenas 1 forma de dispor uma pessoa em uma cadeira.

ii) Quando n = 2, ha apenas 2 formas distintas de dispor duas pessoas em duas cadeiras.
Observe: Para ocupar a 1 cadeira, posso fazer duas escolhas (P1 ou P2). Para ocupar a

2 cadeira, resta-me uma escolha (Se P1 estiver na 1? cadeira, resta-me P2 para a segunda;

se P2 estiver na 1* cadeira, resta-me P1 para a segunda).
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’ Cadeira 1 \ Cadeira 2 ‘

P1 P2
P2 P1

Tabela 9: Exemplo sobre Fatorial

Este raciocinio também pode ser esquematizado, de forma mais simples, da seguinte

maneira (onde cada “tracinho”, da esquerda para a direita, corresponde a 1% e 2* cadeiras,

respectivamente): n° de escolhas 2 x 1 = 2

iii) Quando n = 3, temos que ha apenas 6 formas distintas de dispor trés pessoas em trés

cadeiras. Observe: Para ocupar a 1? cadeira, posso fazer trés escolhas (P1, P2 ou
P3). Para ocupar a 2* cadeira, restam-me duas escolhas (se P1 ja estiver sentado,
sobram P2 ou P3; se P2 estiver sentado, sobram P1 ou P3; se P3 ja estiver sentado,
sobram P1 ou P2) . Para a 3* cadeira, apos as escolhas feitas para as outras duas,
resta apenas uma escolha (quem tiver sobrado — P1, P2 ou P3 — apds a ocupagao

das duas cadeiras anteriores).

] Cadeira 1 \ Cadeira 2 \ Cadeira 3

P1 P2 P3
P1 P3 P2
P2 P1 P3
P2 P3 P1
P3 P1 P2
P3 P2 P1

Tabela 10: Exemplo 2 sobre Fatorial

Utilizando “tracinhos”™  n° de escolhas 3 x2x 1 = 6.

Quando n = 4, temos apenas 24 formas distintas de dispor 4 pessoas em 4 cadeiras.

Observe: Para preencher a 1? cadeira, posso fazer 4 escolhas. Para preencher a
2% cadeira, sobram-me 3 escolhas. Cada uma das 4 escolhas feitas, combina-se com
cada uma das outras trés escolhas e, assim, obtemos 12 pares ordenados. Para
preencher a 3* cadera, restam duas pessoas para serem escolhidas. Cada um dos
12 pares ordenados obtidos no preenchimento das cadeiras 1 e 2, ser4d combinado
com cada uma das duas pessoas que podem preencher a cadeira 3, formando, assim,
24 ternos ordenados. Para preencher a 4® cadeira, sobra apenas uma pessoa, que
serd combinada com cada um dos 24 ternos ordenados ja obtidos. Dessa forma,
verificamos que ha apenas 24 maneiras distintas de 4 pessoas sentarem-se em 4

cadeiras.
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| Cadeira 1 | Cadeira 2 | Cadeira 3 | (Cadeira 4) |

P1 P2 P3 P4
P1 P2 P4 P3
P1 P3 P2 P4
P1 P3 P4 P2
P1 P4 P2 P3
P1 P4 P3 P2
P2 P2 P3 P4
P2 P2 P3 P3
P2 P3 P4 P4
P2 P3 P1 P1
P2 P4 P1 P3
P2 P4 P3 P1
P3 P1 P2 P4
P3 P1 P4 P2
P3 P2 P1 P4
P3 P2 P4 P1
P3 P4 P1 P2
P3 P4 P2 P1
P4 P1 P2 P3
P4 P1 P3 P2
P4 P2 P1 P3
P4 P2 P3 P1
P4 P3 P1 P2
P4 P3 P2 P1

Usando “tracinhos™

n° de escolhas

Tabela 11: Exemplo 3 sobre Fatorial

4x3x2x1=24.

A essa altura, nota-se que a formacao de grupos ordenados com n elementos pode ser

feita de forma sistematica e segura, desde que tenhamos método e atencao. Nota-se

também que, a medida que o valor de n vai aumentando, o tempo gasto no calculo

da quantidade desses grupos, por meio da formagao de todos eles, torna-se muito

grande.

Ao mesmo tempo, observa-se que, se nossa intencao for apenas calcular a quantidade

desses grupos, ha como fazer esse calculo de forma mais rapida.

Voltando aos exemplos, considerando os “tracinhos” como as cadeiras e ainda:

v) n = 5 (5 cadeiras e 5 pessoas), temos: niamero de escolhas

120.

vi) n = 6 (6 cadeiras e 6 pessoas), temos: nimero de escolhas

1 = 720.
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vii) n = 7 (7 cadeiras e 7 pessoas), temos: niimero de escolhas
2 x 1 = 5040.

X

Quando n = 50 (50 cadeiras e 50 pessoas), temos: 50 x 49 x 48 x ... x 4 X

x2x1=7

|

(valor grande demais para ser calculado).

A essa altura, a titulo de simplificarmos nossos calculos, vamos definir uma simbologia

para multiplicacoes do tipo das que tém aparecido em nossos exemplos, o FATORIAL

().

n!l=n.(n—1).(n —2)....4.3.2.1

Para um valor natural qualquer de n, organizar, de forma ordenada, n pessoas em n
cadeiras, nos da, como resultado da quantidade de grupos ordenados que podem ser
formados, n!. (Compreender este conceito, de forma empirica, é muito mais natural para

o aluno do que a demonstragao por indugao finita.)

Ao fim desta secao, define-se que quando estamos organizando n elementos em n posi-

¢oes, fazemos permutagoes de n elementos (P,,).

Gostarfamos também de destacar que a igualdade “P, = n!” nao precisa ser usada na
solucao de problemas. Devemos ter em mente, para tornar consistente o desenvolvimento
do nosso contetido, que “n! simboliza a quantidade de todas as ordenacgoes possiveis de n
elementos em n posicoes”. Essa frase sera repetida algumas vezes ao longo do nosso

desenvolvimento.

14

E ainda enquanto “fazemos escolhas para formarmos um agrupamento”, utilizamos a ope-

racao de multiplicacao entre as quantidades de opcoes de escolhas diponiveis. Essa frase

também serd repetida algumas vezes ao longo do nosso desenvolvimento.

2.4.3 Escolhendo elementos para grupos ordenados (Sequéncias)

E se desejarmos verificar de quantas formas distintas 4 pessoas [P1, P2, P3 e P4| podem

sentar-se em duas cadeiras numeradas?
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Retomemos a tabela utilizada na secao anterior, onde distribuimos 4 pessoas em 4 cadeiras

numeradas.

| Cadeira 1 | Cadeira 2 | Cadeira 3 | Cadeira 4 |

P1 P2 P3 P4
P1 P2 P4 P3
P1 P3 P2 P4
P1 P3 P4 P2
P1 P4 P2 P3
P1 P4 P3 P2
P2 P1 P3 P4
P2 P1 P4 P3
P2 P3 P4 P1
P2 P3 P1 P4
P2 P4 P1 P3
P2 P4 P3 P1
P3 P1 P2 P4
P3 P1 P4 P2
P3 P2 P1 P4
P3 P2 P4 P1
P3 P4 P1 P2
P3 P4 P2 P1
P4 P1 P2 P3
P4 P1 P3 P2
P4 P2 P1 P3
P4 P2 P3 P1
P4 P3 P1 P2
P4 P3 P2 P1

Tabela 12: Escolhendo elementos para grupos ordenados

Se excluirmos as duas tltimas colunas, relativas as cadeiras 3 e 4, obtemos:
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’ Cadeira 1 \ Cadeira 2 ‘

P1 P2
P1 P2
P1 P3
P1 P3
P1 P4
P1 P4
P2 P1
P2 P1
P2 P3
P2 P3
P2 P4
P2 P4
P3 P1
P3 P1
P3 P2
P3 P2
P3 P4
P3 P4
P4 P1
P4 P1
P4 P2
P4 P2
P4 P3
P4 P3

Tabela 13: Escolhendo elementos para grupos ordenados 2

Observa-se que cada um dos pares ordenados aparece duas vezes. Excluindo a desneces-

saria duplicidade, obtém-se:
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’ Cadeira 1 \ Cadeira 2 ‘

P1 P2
P1 P3
P1 P4
P2 P1
P2 P3
P2 P4
P3 P1
P3 P2
P3 P4
P4 P1
P4 P2
P4 P3

Tabela 14: Escolhendo elementos para grupos ordenados 3

Dessa forma, temos 12 maneiras distintas de organizar 4 pessoas em duas cadeiras nume-

radas.

Lembramos que o exemplo (4 pessoas/4 cadeiras) também pode ser resolvido utilizando
4! = 4.3.2.1 = 24 (ha 24 maneiras diferentes de organizar 4 pessoas em 4 cadeiras, isto
é, formamos 24 quaternos ordenados). Se desejarmos calcular, nesse esquema, quantos
pares ordenados hé, considerando as duas primeiras cadeiras, basta fazermos 4.3 =12 (4
escolhas para a 1? cadeira, 3 escolhas para a 2* cadeira, sendo que cada uma das 4 pessoas

da 1?, é combinada com cada uma das 3 pessoas da 2%). Observa-se ainda que:

4321 4

12 =43 = = —
21 2!

Se fossem 5 pessoas em 2 cadeiras, teriamos 5 escolhas para a 1* cadeira, 4 escolhas para

a 2% num total de 5.4 — 20 formas diferentes de fazer essa arrumacao. Ou ainda:

54.3.2.1 5

20=54= = —
3.2.1 3!

Se fossem 6 pessoas em 4 cadeiras, teriamos 6 escolhas para a 1? cadeira, 5 escolhas para a
2% cadeira, 4 escolhas para a 3* e 3 escolhas para a 2% cadeira, num total de 6.5.4.3 = 360

formas diferentes de fazer essa arrumacao. Ou ainda:

654321 6!

=6.54.3 = = —
360 =6.5.4.3 51 2]

Se fossem 10 pessoas em 6 cadeiras, teriamos um total de:
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10.9.8.7.6.5.4.3.21 10!

10.9.8.7.6.5 = = —
4.3.2.1 4!

(T)

Apos esses exemplos um pouco repetitivos, pode-se tirar algumas conclusoes. Fixemo-
nos no tltimo exemplo (10 pessoas/6 cadeiras). Entender a expressao 10.9.8.7.6.5 como
aquela que vai nos dar a resposta correta para o problema é natural, pois temos “10
escolhas para a 1* cadeira, 9 escolhas para a 2? cadeira, 8 escolhas para a 3% cadeira, 7
escolhas para a 4? cadeira, 6 escolhas para a 5* cadeira e 5 escolhas para a 4% cadeira,
com cada escolha para cada cadeira, sendo combinada com cada escolha para a proxima
cadeira e assim sucessivamente até a tltima cadeira (e é por esse motivo que a operagao
utilizada é a de multiplica¢ao)”.

. _ 10! .
Precisamos agora entender a expressao e E claro que, se desenvolvermos e simplificar-

mos a expressao, chegamos ao resultado, como feito em (I). Mas nosso objetivo é entender

o “portugués” escondido por detris dessa expressao.
Se estivéssemos ordenando 10 pessoas em 10 cadeiras, teriamos um total de:

10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 10! formas diferentes de grupos ordenados.

Porém, desejamos ocupar apenas 6 cadeiras, ficando 4 cadeiras desocupadas. Isto nos
obriga a “excluir”, da organizacao feita nas 10 cadeiras, as escolhas feitas para as 4 cadeiras
que ficardo vazias: 10.9.8.7.6.5(.4.3.2.1).

Considerando que: ordenar 4 pessoas em 4 cadeiras pode ser representado como 4! e
que quando estamos no processo de organizacao, fazendo nossas escolhas, utilizamos a
operagao de multiplicacao (ja que cada escolha feita numa etapa do processo sera com-
binada com todas as escolhas que serdao feitas posteriormente), pode-se entender que,
apo6s ordenarmos 10 pessoas em 10 cadeiras, se quisermos excluir 4 cadeiras, precisaremos
desconsiderar as ordenacoes feitas nessas 4 cadeiras. Como no processo de ordenacao,
utilizamos a operacao de multiplicagao, no proceso de exclusao dessa ordenacao, deve-
remos utilizar a operagao inversa, divisao. Isto é, para ordenarmos 10 pessoas em 10
cadeiras, utilizamos 10!. Para ordenarmos 10 pessoas em 6 cadeiras, excluimos (por

meio de uma operacao de divisdo), a ordenagao feita nas 4 cadeiras que ficarao vazias 4!,

10!
obtendo, entao, como solucao do problema ar

Generalizando, se desejarmos ordenar n pessoas em m cadeiras, com m < n (nimero
de cadeiras, menor que o numero de pessoas), podemos raciocinar com: n! (ordenagao
de n pessoas em n cadeiras), fazendo a exclusao da ordenagao feita nas cadeiras que

permanecerao vazias, isto é, dividindo por (n — m)!.
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Dessa forma, obtemos como solucao para o problema:

n!
(n —m)!

Ao terminarmos essa se¢ao, vamos definir que, quando estamos ordenando n elementos em
m posi¢oes (m < n) estamos fazendo arranjos de n elementos em m posi¢oes, ou ainda,

estamos fazendo arranjos de n elementos tomados m a m (A, ou AT). Daf vem que:

n!
Anm =

)

(n —m)!

Simplificando ainda mais o raciocinio, utilizam-se os m tracinhos e analisa-se a quantidade

de escolhas que podem ser feitas em cada um:

nn—1).(n—2)....(n—m+1)

m tracinhos, n elementos, m < n

2.4.4 Escolhendo elementos para grupos nao ordenados (Conjuntos)

Nas secoes 3.4.2 e 3.4.3, trabalhamos com agrupamentos ordenados. Na 1?, oferecemos
n elementos e utilizamos n elementos na formacao do agrupamento, obtendo n! sequén-
cias. Na 27 oferecemos n elementos e utilizamos m elementos (m < n) na formagao do

n!

agrupamento, obtendo sequéncias.

(n—m)!
Nesta secao, formaremos agrupamentos nao ordenados. Como vimos no exemplo 1 —

situacao 2, se oferecemos n elementos e queremos formar conjuntos de n elementos,

obtemos apenas um agrupamento nao ordenado (conjunto) nessas condicoes.

Quantos agrupamentos nao ordenados de m elementos obteriamos, caso fossem oferecidos

n elementos, com m < n?

Por exemplo, dispondo de 6 pessoas [P1, P2, P3, P4, P5, P6|, quantas comissoes distintas

de 4 pessoas podem ser formadas?

Descrevendo todas as comissoes, temos: {P1, P2, P3, P4}, {P1, P2, P3, P5}, {P1, P2,
P3, P6}, {P1, P2, P4, P5}, {P1, P2, P4, P6}, {P1, P2, P5, P6}, {P1, P3, P4, P5}, {P1,
P3, P4, P6}, {P1, P3, P5, P6}, {P1, P4, P5, P6}, {P2, P3, P4, P5}, {P2, P3, P4, P6},
{P2, P3, P5, P6}, {P2, P4, P5, P6}, {P3, P4, P5, P6}, num total de 15 comissoes.

Vamos tentar, a partir das “tradugoes” entre as linguagens materna e matematica ja feitas,

chegar ao valor “15”.
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Se tivéssemos que ordenar 6 pessoas em 6 posicoes, obteriamos 6! = 720 sequéncias.

6! )
Caso o objetivo fosse ordenar 6 pessoas em 4 posicoes, obteriamos o1 = 360 sequéncias.

Importante! Oferecidas 6 pessoas, formam-se 360 sequéncias de quatro pessoas e 15
conjuntos também de quatro pessoas. As 6 pessoas oferecidas em ambos os casos sao as
mesmas e a quantidade de pessoas nos dois agrupamentos também é a mesma. Por que,
entao, uma diferencga tao grande entre as quantidades dos dois agrupamentos? Tomemos,
como exemplo, o conjunto {P1,P2, P3, P4}. Com seus elementos poderiam ser formadas
4! = 24 sequéncias distintas. Mas, para cada um dos 15 conjuntos obtidos, vale este
raciocinio. Ou seja, é possivel obter, a partir dos 15 conjuntos, 15.24 = 360 sequéncias.

Dai, destacamos uma das formas de escrever o nimero 15:

360 6!
1 = — = —
> 24 21.4!

Onde a tradugao de “divisao por 4!” é “exclusao da ordenagao entre 4 termos da sequéncia”.

Esclarecendo mais com outro exemplo, quantas comissoes de 5 pessoas posso formar com

11 pessoas? Ordenando as 11 pessoas, formamos 11! sequéncias; considerando apenas as
|
sequéncias de 5 pessoas, obtemos 11.10.9.8.7 = o sequéncias possiveis; destas, tomando

as comissoes de 5 pessoas, isto é, desconsiderando a ordenacao entre os termos de cada

1! . . 11!
uma das — sequéncias obtidas, teremos a5l

6!
Generalizando, se desejamos calcular a quantidade de agrupamentos nao ordenados de m

elementos que podem ser obtidos a partir de um universo de n elementos dados

n!

(m < n), podemos trabalhar com a expressao Estes agrupamentos nao

n—m)m!
ordenados sao chamados Combinacgoes de n elementos tomados m a m. Podemos

representar a formula matematica de combinagao como:

(n — m)!m!

E com “tracinhos”” Pode-se formar 11 x 10 x 9 x 8 x 7 sequéncias de 5 termos. Para

desconsiderarmos a ordem entre os 5 elementos e, consequentemente, obtermos conjuntos
11.10.9.8.7

5!

Mais uma vez, destacamos que usar a férmula de combinagao, ao longo da resolucao de

de 5 elementos, fazemos a divisao por 5!, obtendo

problemas nao é a nossa intencao. A utilizacao dos “tracinhos” e seus significados é o

nosso objetivo.
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2.5 Problemas que servem de base para o ensino-aprendizado de

analise combinatéria e um método de resolucao sem féormulas.

Até aqui destacou-se a relevancia do estudo da Analise Combinatoéria no ensino béasico e a
importancia na “traducao” entre as linguagens materna e matematica. Vejamos agora um
método de resolucao de problemas, baseado na leitura, interpretacao, analise, identificacao
de “riscos”, escolha de uma estratégia, traducao da lingua materna para a linguagem

matematica e resolucao matemaética do problema, sem a utilizacao de féormulas.
Exercicio 1: Quantos nimeros naturais de trés algarismos existem?

i) Interpretagao e analise do problema: Teremos que escolher trés algarismos (nao
necessariamente distintos), dentre os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (num total de
10 opgoes) para formarmos um nimero. Os nimeros 123 e 312 siao duas das respostas
a serem contadas no nosso problema. Apesar de formados pelos mesmos algarismos, os
niumeros 123 e 312 sao agrupamentos (formados por algarismos em sequéncia) diferentes.
Nao podemos esquecer também que o nimero 098 é considerado um nimero de dois
algarismos. Logo, para o meu algarismo das centenas, nao posso incluir o zero como

opcao de escolha.

ii) Estratégia de resolugao: Cada escolha feita para o algarismo das centenas sera rela-
cionada com cada escolha feita para o algarismo das dezenas. Cada par ordenado obtido,
serd relacionado com cada escolha feita para o algarismo das unidades. Essas escolhas
sao ordenadas: na primeira, nao posso escolher o zero, mas para as outras escolhas, nao

hé& restrigoes.

Algarismo das centenas | Algarismo das dezenas | Algarismo das unidades

Namero de opcoes 9 10 10

iii) Tradugao e resolugao: 9.10.10 = 900
Resposta: Existem 900 ntmeros de trés algarismos.

Exercicio 2: Quantos ntimeros naturais impares, de 4 algarismos distintos po-

dem ser formados?

i) Interpretacdo e anélise do problema: Ja vimos que nimeros sdo agrupamentos
ordenados e que cada escolha feita relaciona-se com a escolha subsequente. Neste exercicio,

deveremos fazer 4 escolhas:

— Como os nimeros a serem contados sao impares, no algarismo das unidades s6 poderao

ser utilizados os algarismos 1, 3, 5, 7, 9, num total de 5 opgoes;
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— O algarismo das unidades de milhar nao pode ser zero, como visto no exercicio anterior.
Nao devemos esquecer que os algarismos devem ser distintos. Por isso, além do zero,
devemos excluir das nossas opg¢oes, o algarismo impar utilizado nas “unidades”. Dessa
forma, restam, das 10 opcoes de algarismos que temos, apenas 8 para serem usados nas
unidades de milhar. (Nesse momento, o aluno sente muita diavida. E importante lembrar
sempre que analisamos a quantidade de escolhas, mas fazemos as escolhas individualmente.
Conseguimos o total, ao multiplicarmos todas as quantidades de opg¢oes, pois, novamente,

“cada escolha feita, relaciona-se com a escolha posterior e assim sucessivamente”.)

— Para o algarismo das centenas nao ha restricao, desde que ele seja diferente dos algaris-
mos escolhidos nas unidades de milhar e unidades simples. Dessa forma, restam-me, das

10 opcoes disponiveis de escolha, apenas 8§;

— Para o algarismo das dezenas também nao hé restricao. Ele s6 precisa ser diferente
dos outros trés algarismos escolhidos anteriormente. Dessa forma, restam-me 7 opcoes de

escolha.

ii) Estratégia de resolucgao:

Alg. (unidades de milhar) | Alg. (centenas) | Alg. (dezenas) | Alg. (unidades)
N° de opcdes 8 8 7 )

iii) Tradugao e resolucao: 8.8.7.5 = 2240
Resposta: Podem ser formados 2240 ntimeros impares de 4 algarismos ditintos.

Exercicio 3: Quantos nimeros pares, de trés algarismos distintos podem ser

formados com os algarismos 1, 2, 3, 4, 57

i) Interpretagao e anélise do problema: novamente vamos contar nimeros, que sao
agrupamentos feitos apos escolhas ordenadas; os algarismos a serem utilizados sao apenas
5; faremos 3 escolhas e os nimeros formados devem ser ntimeros pares de algarismos

distintos.
— O algarismo das unidades deve ser par. Logo, temos duas opc¢oes de escolha 2 ou 4;

— O algarismo das centenas nao possui restrigdo (pois o zero nao pertence ao nosso
universo de escolhas) desde que ele seja distinto do algarismo ja escolhido nas unidades.

Logo, temos 4 opc¢oes para fazer essa escolha;

— O algarismo das dezenas nao possui restricao, desde que ele seja diferente dos dois alga-
rismos ja escolhidos anteriormente para as unidades e centenas. Logo temos 3 maneiras

de fazer essa escolha.
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ii) Estratégia de resolucgao:

Algarismo das centenas | Algarismo das dezenas | Algarismo das unidades

Namero de opcoes 4 3 2

iii) Tradugao e resolugao: 4.3.2 = 24

Resposta: Podem ser formados 24 ntiimeros pares, de trés algarismos distintos, utilizando

os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5.

Exercicio 4: Quantos niimeros pares, de trés algarismos distintos podem ser

formados com os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 57

i) Interpretacao e analise do problema: a interpretacao e analise deste exercicio é
similar a do exercicio anterior. Mas surge um algarismo novo, 0 zero, que, a0 mesmo
tempo que pode ser utilizado nas unidades, nao pode ser usado nas centenas. Pode
parecer exagero fazer esse destaque, ja que no exercicio 3, ao formarmos nimeros impares,
também nao podiamos usar o zero como o 1° algarismo. A diferenca é que ele também
nao podia ser usado na tultima posi¢do (unidades) e, portanto, ele estava excluido das

duas possibilidades de escolhas. Afinal, qual é o problema? Observe:

— O algarismo das unidades deve ser par. Portanto, temos trés opcgoes de escolha 0, 2,

ou 4;

— O algarismo das centenas nao pode ser o zero e deve ser distinto do algarismo ja
utilizado nas unidades. Se nas unidades foi utilizado o zero, sobram 5 opcoes de escolha
(1, 2, 3, 4 ou 5). Porém, se nas unidades foi utilizado 2 ou 4, sobram 4 op¢oes de escolha
(1, 3,5,2) ou (1, 3, 5,4). Com isso, na hora de montarmos a nossa estratégia de resolugao
(quadro) nao havera valores tinicos nas op¢oes das centenas, caso nao separarmos 0 nosso

estudo em dois casos: 1°) zero nas unidades e 2°) 2 ou 4 nas unidades.
1° caso: zero nas unidades.

— opgoes para as unidades: 1 (o zero);

— opgoes para as dezenas: 5 (1, 2, 3, 4 ou 5);

— opgoes para as centenas: 4 (qualquer dos algarismos, com excecao do zero, ja usado nas

unidades, e do algarismo usado nas centenas).
2° caso: 2 ou 4 nas unidades.
— opgoes para as unidades: duas (2 ou 4);

— opgoes para as centenas: quatro (1, 3, 5, 2 ou 4)
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— opgoes para as dezenas: quatro (dos seis algarismos oferecidos no exercicio, qualquer

um, com excec¢ao dos dois utilizados nas unidades e centenas.
ii) Estratégia de resolugao: montaremos dois quadros representativos de cada caso.

1° caso: zero nas unidades

Alg. das centenas | Alg. das dezenas | Alg. das unidades (“zero”)

Ntmero de opcoes 5) 4 1

2° caso: 2 ou 4 nas unidades

Alg. das centenas | Alg. das dezenas | Alg. das unidades (“2 ou 4”)

Namero de opcoes 4 4 2

iii) Tradugao e resolucao: (5.4.1) + (4.4.2) = 20 + 32 = 52

Resposta: Podem ser formados 52 ntimeros pares de trés algarismos distintos, utilizando

os algarismos 0, 1, 2, 3, 4 ou 5.
Observacoes:

Neste ponto do aprendizado, muitas dividas surgem entre os alunos. O surgimento da
adicao, inacreditavelmente, os deixa muito confusos. E nao adianta tentarmos minimizar
este problema como se ele fosse algo 6bvio. Temos que explicar, incansavelmente, até
que ele compreenda, sob pena de, no proximo exercicio que envolva o mesmo conceito, a

davida ressurgir.

E importante que o aluno compreenda que a operacio de multiplicacio esta vinculada, na
Anaélise Combinatoria, ao processo de escolha, durante a formacao do(s) agrupamento(s)
que nos interessa(m). Até o exercicio 3, so trabalhamos com um tipo de agrupamento, ou
seja, todas as sequéncias que buscamos tinham o mesmo padrao de comportamento. Por
este motivo, conseguimos esquematizar a resolug¢ao do exercicio em apenas uma tabela. Ja
no exercicio 4, ha dois padroes de grupo que nos satisfazem. Enquanto estamos fazendo
as escolhas de cada grupo, estamos multiplicando. Assim que terminamos de forma-los,
adicionamos os resultados possiveis. Costumo, apds inimeras explicagoes, enunciar, para
os alunos, o que chamo de “teste da soma” (uma verificacdo pratica de qual operagao
utilizar quando surge esta diavida). Vamos usar o mesmo exercicio 5, ja na fase iv. Supo-
nhamos que o exercicio ja estd compreendido até esta fase e que o conceito de multiplicacao
ja foi repetidamente vinculado a etapa de: “escolhas, enquanto estamos formando a

éncia”. urgir rgun a iplico? m var
sequéncia”. Se s a pe ta “por que somo e nao multiplico?”, podemos levar o
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estudante ao raciocinio “se multiplicAssemos, ainda estariamos fazendo escolhas,
ainda estariamos formando nosso agrupamento ordenado e, portanto, com 6
fatores na nossa multiplicacao, estariamos formando um agrupamento de 6

termos, obtidos apo6s 6 escolhas.”
(5.4.1)(4.4.2)

E muito importante que o estudante entenda que essa percepcao de “ameacas em poten-
cial” para o sucesso de uma resolucao de problemas de Analise Combinatoéria s6 vem sendo
apurada e refinada com a prética. Essa pratica nao pode ser inibida com os erros. Er-
ros devem ser considerados momentos importantes do aprendizado, onde com liberdade
o estudante deve conjecturar, testar, errar, refazer as conjecturas, tornando todo este
processo algo de fundamental importancia para o real aprendizado. Inclusive, é valida a
comparagao desse processo com o0s jogos de video game, tao populares entre os jovens. Da
mesma forma que eles se sentem desafiados a vencer uma fase dificil de seus jogos preferi-
dos, cada exercicio novo de Analise Combinatoria deve ser encarado como uma nova fase

desafiadora de um jogo que, uma vez vencida, mais bonus trara na pontuacgao do jogador.

Abordaremos, a partir de agora, exercicios sobre anagramas, explorando varios conceitos
importantes sobre ordenacao e suas resolucoes que, uma vez bem entendidos, fornecem
uma liberdade grande ao estudante para a montagem de estratégias diversas a serem

aplicadas em problemas de complexidades variadas.

Exercicio 5: Com as letras da palavra ROMANCE, quantos anagramas pode-

mos formar, respeitando as condigoes descritas em cada item abaixo?
i) Interpretagao e analise do problema:

Neste exercicio, em qualquer dos itens, temos uma palavra de 7 letras distintas e desejamos
contar quantos anagramas (sequéncias de 7 letras) podem ser formados. O que diferencia
cada item do outro sao as restricoes impostas na formacao do anagrama. Portanto,
faremos, para tornar pratica a nossa resolucao, as etapas ii) e iii) juntas, em cada item

da questao.

a) Quantos anagramas podemos formar?

12 Letra | 22 Let. | 32 Let. | 42 Let. | 5 Let. | 62 Let. | 72 Let.

Ntimero de opgoes 7 6 5) 4 3 2 1

Resposta: A palavra ROMANCE possui 7.6.5.4.3.2.1 = 5040 anagramas distintos.

(lembrando que, a partir da 1* escolha, onde temos 7 opgoes de letras, a cada escolha
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subsequente, temos que excluir do nosso universo de opcoes, as letras escolhidas anteri-
ormente. E sempre bom lembrar outra vez que a operacao de multiplicacao ocorre, pois

cada letra escolhida sera relacionada com a letra posterior).

b) Quantos anagramas comeg¢am por vogal?

1* Let.[vog.(a,e,0)] | 2* Let. | 3* Let. | 4* Let. | 5* Let. | 6* Let. | 7* Let.

Ntmero de opgoes 3 6 5) 4 3 2 1

Resposta: A palavra ROMANCE possui 3.6.5.4.3.2.1 = 2160 anagramas distintos, que

comecam por vogal.

¢) Quantos anagramas comegam por vogal e terminam por consoante?

1* L. (vogal) | 22 L. | 3 L. | 4*¢ L. | 5* L. | 6* L. | 7* L. [cons.(r,m,n,c)]

Nimero de opgoes 3 5) 4 3 2 1 4

Neste caso, temos que satisfazer a duas condigoes: a 1?* letra deve ser vogal (3 opgoes) e
a 7% letra deve ser consoante (4 opgoes). A 22 letra pode ser qualquer uma das 7, desde
que diferente das duas ja utilizadas nas 1* e 7* posi¢oes (5 op¢oes) e para as escolhas

restantes (3%, 4%, 5* e 6%), usamos raciocinio analogo ao usado para a 2% letra.

Resposta: A palavra ROMANCE possui 3.5.4.3.2.1.4 = 1440 anagramas distintos, que

comecam por vogal e terminam por consoante.
d) Quantos anagramas apresentam a silaba M AN?

Neste caso, teremos que organizar os seguintes elementos: R, O, MAN, C, E, num total
de 5 elementos. E como se as letras M, A, N fossem “amarradas”, nessa ordem, num tinico

bloco, tornando-se um elemento tinico. Dessa forma, o esquema de resolucao é:

1® Letra | 2® Letra | 3* Letra | 4* Letra | 5* Letra

Nuamero de opcoes 5 4 3 2 1

Resposta: Podemos formar 5.4.3.2.1 = 120 anagramas que apresentam a silaba MAN.
e) Quantos anagramas apresentam as vogais juntas e em ordem alfabética?

Agora, a semelhanca do item anterior, desejamos que aparecam, nos anagramas que serao
contados, as letras A, E, O juntas e nessa ordem, como se fossem uma silaba. Logo, temos
que ordenar os elementos R, M, N, C, AEO, num total de 5 elementos. J& sabemos que

a resposta a essa pergunta é 120 anagramas com as vogais juntas e em ordem alfabética.
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f) Quantos anagramas apresentam as vogais juntas?

O que muda neste item, em relagdo ao item anterior é que as vogais devem aparecer
juntas, mas em qualquer ordem. De novo, temos que ordenar 5 elementos e ja sabemos
que essa ordenacao totaliza 120 anagramas. Porém devemos relacionar cada um desses
120 anagramas, com a ordenacao das vogais A, E, O, entre si. Essa ordenacao ¢ num
total de 3.2.1 = 6 sequéncias. Relacionando cada um dos 120 anagramas, com cada uma
das 6 ordenagoes das vogais, obtemos 120.6 = 720 anagramas com as vogais juntas (em

qualquer ordem).

A partir de agora, vamos acrescentar mais uma conclusao importante aos nossos conhe-
cimentos: “quando precisarmos acrescentar as nossas escolhas, uma nova or-
denagao, fazemos a multiplicagao das quantidades de ordenacgoes envolvidas
no problema” (neste exemplo, organizamos os 5 elementos — R, M, N, C, AEO — e

acrescentamos a ordenagao das trés vogais entre si — A, E, O, obtendo 5!.3!)

g) Quantos anagramas apresentam as vogais juntas e em ordem alfabética e

as consoantes juntas?

Os anagramas deste item devem apresentar A, E, O juntas e R, M, N, C também juntas.
Teremos, entao, que organizar apenas dois elementos: os “blocos” AEO e RMNC, sendo
que no primeiro bloco a ordem alfabética foi fixada e no segundo bloco a ordem nao
foi fixada. Assim teremos que “acrescentar” a ordenacao das 4 consoantes (4!). Logo, a

solucao desse problema sera 2!.4! = 2.24 = 48 anagramas.
h) Quantos anagramas apresentam as vogais em ordem alfabética?

Atencao para este enunciado! Queremos as vogais em ordem alfabética, mas elas nao
9

estarao “amarradas” formando um tnico bloco. Neste caso, precisamos traduzir “ordena-

cao de 7 elementos, excluindo os casos de troca de ordem entre 4 deles”, numa expressao

matematica correta.

Observe: RAMNECO é um anagrama que apresenta as vogais em ordem alfabética. Man-
tendo as consoantes na mesma posi¢ao, mas trocando as vogais de lugar entre si, obtemos
mais 5 anagramas: RAMNOCE, REMNACO, REMNOCA, ROMNACE e ROMNECA.
Ou seja, dos 6 anagramas onde as consoantes mantém-se em posicoes inalteradas, apenas
1 deles nos interessa (onde as vogais se apresentam em ordem alfabética). Os outros 5,
obtidos a partir das trocas de posicao apenas entre as vogais, devem ser descartados. Isto
é, de um total de 7! = 5040 anagramas, a cada 6, contamos apenas 1. Mas podemos
dividir os 5040 anagramas da palavra ROMANCE em quantos grupos de 6 anagramas?

Exatamente em 6 840 grupos de 6 anagramas. Como, de cada grupo vamos con-
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tar apenas 1 anagrama, temos que ha 840 anagramas que respondem a nossa questao.

Mas 5040 = 7! e 6 = 3!. Neste problema, 7! corresponde & ordenacao das 7 letras; 3!
7!

57
ordenagoes possiveis entre as 7 letras, exatamente as trocas de posicao entre as 3 vogais.

corresponde & ordenacgao das 3 vogais. Ao escrevermos estamos retirando, do total de
Reafirmando ideia vista anteriormente de que, se desejamos excluir, num problema resol-
vido ordenadamente, uma determinada ordenacao de m elementos, basta que dividamos

o resultado por m!.

E como se as vogais A, E, O fossem todas iguais e, portanto, troca-las de lugar entre

si, nao alteraria a palavra formada. Esta “traducao” é de suma importancia: excluir, da

. - n!
ordenagao de n elementos, uma ordenacdo de m elementos (m < n), traduz-se em —
m!

Exercicio 6: Quantos ntimeros de 7 algarismos podem ser formados com os

algarismos 1, 1, 1, 1, 2, 3, 3.

Apos a revisao de conceitos feita para a resolucao do item anterior, este exercicio torna-se
simples. Temos que ordenar 7 algarismos, sendo que o algarismo 1 repete-se quatro vezes

e o algarismo 3 repete-se duas vezes. Assim a quantidade de numeros contados nessas
|

= 105 ntmeros.

condicoes sera
4!.2!

Exercicio 7: Dez estudantes combinaram que os trés primeiros que terminas-
sem a tarefa iriam juntos para a fila do cinema para comprar ingressos para o

filme das 18h. De quantas maneiras esse trio pode ser formado?

A essa altura, depois de tantos exercicios que ofereceram nivel de complexidade crescente,
algum estudante distraido poderia responder rapidamente: 10.9.8 = 720 trios. Provavel-
mete usaria o raciocinio: “10 opc¢oes de escolha para o 1° a terminar a tarefa; 9 opcoes

para o 2° e 8, para o 3°”.

Apesar de 10.9.8 realmente expressar a quantidade de escolhas ordenadas para os trés
lugares do trio, esses lugares nao sao fixados por uma ordem. Portanto, ap6s a escolha
ordenada 10.9.8 = 720, faz-se necessario excluir a ordenagao considerada entre os trés
lugares. Portanto, novamente usando a traducao “quero excluir a ordenacao de 3 ele-
mentos” por “preciso dividir por 3!”, obtemos a resposta 720 : 3! = 120 maneiras de trés

estudantes irem ao cinema.

Exercicio 8: Ana, Bia, Caio, Dudu, Ema e Felipe sao os personagens deste
exercicio. (vamos resolvé-lo, supondo que o método de resolucdo dos exercicios ja esté

assimilado pelos estudantes).

a) Quantas filas podem ser formadas, comegando por uma menina e termi-

nando por um menino?

46



Resolugao: Sem nenhum raciocinio diferente dos que ja foram utilizados até aqui, resol-

veremos este problema.

1* Lugar (menina) | 22 L. | 3* L. | 4* L. | 5* L. | 6* L. (menino)

Numero de escolhas 3 4 3 2 1 3

Primeiramente, escolhemos uma, dentre as 3 meninas, para ocupar a 1? posicao na fila;
depois, escolhemos um, dentre os 3 meninos, para ocupar a ultima posicao. Dessa forma,
sobram 4 estudantes para serem ordenados nos 4 lugares restantes. Com isso, nosso

processo de escolhas constitui-se de 3 etapas, gerando 3.3.4! = 9.24 = 216 filas possiveis.

O objetivo desse item, na verdade, é servir como base de comparacao para o proximo,

onde a unica diferenca de enunciado é a mudanga de conectivos (e/ou).

b) Quantas filas podem ser formadas, comecando por uma menina ou termi-

nando por um menino?

Resolucgao: Provavelmente, a sutileza desse exercicio serd percebida por poucos alunos,
sem que haja uma provocacao por parte do professor. Na verdade, para explica-la de forma
convincente, faz-se necessario recorrer ao Calculo Proposicional (sem medo de perder
tempo. Esse raciocinio, uma vez compreendido, sera tutil inimeras vezes para o aluno, em

contetdos e disciplinas diversas).

Considerando p a proposicao simples “fila que comeca por menina” e q a proposicao
simples “fila que comecga por menino”, podemos formar duas proposicoes compostas p A q

epVaq.

J& sabemos que a condicao p A q seréd satisfeita apenas quando ambas as proposicoes
simples p e ¢ forem satisfeitas. E isso ocorre de 216 maneiras distintas, como verificamos

no item anterior.

J& a proposicao p V q somente nao serd satisfeita quando ambas as proposicoes p e q
forem falsas. Dai, temos algumas situacoes que respondem ao nosso problema: filas que
comecam por meninas; filas que comecam por meninos; e filas que comecam por meninas

e terminam por meninos.
i) Temos 3.5.4.3.2.1 = 360 filas que come¢am por meninas.
ii) O mesmo nimero de filas 5.4.3.2.1.3 = 360 terminam por meninos.

iii) Tanto num caso como no outro, estao incluidas as filas que comegam por menina e

terminam por menino, num total de 216 filas (item anterior). Isto é, essas 216 filas estao
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sendo contadas duas vezes. Logo, devemos excluir essa contagem uma vez, obtendo, como
resposta do exercicio, 360 + 360 — 216 = 504 filas.

Essa explicacao pode ser dada ao estudante sob outro ponto de vista também tutil, usando
a Algebra de Conjuntos. Sejam A é o conjunto das filas que comegam por meninas
(nunca é demais lembrar que, em Andalise Combinatoria, os objetos a serem contados sao
agrupamentos. Neste caso, os agrupamentos sao filas que comegam por meninas) e B
é o conjunto das filas que terminam por meninos. Estamos buscando filas que
satisfacam a qualquer dos conjuntos (é importante relembrar que o ou esta vinculado a
unido de conjuntos). Além disso, esses dois conjuntos, possuem elementos em comum,
que sao as filas que comecam por menina e terminam por menino, ao mesmo tempo.

Utilizando a mesma estratégia de contagem de i), ii) e iii), podemos dizer que:
n(A) =360; n(B) = 360; en(ANB) =216

comon(AUB)=n(A)+n(B) —n(ANB), temos que n(A UB) =

= 360 + 360 — 216 = 504 filas

c¢) De quantas maneiras podemos fazer uma fila com as meninas em ordem

crescente de altura, supondo que todas as meninas possuem alturas distintas?

Resolugao: Neste item, as meninas nao se encontram necessariamente “amarradas”. Por-
tanto, devemos ordenar 6 estudantes em 6 posicoes, o que nos leva em 6!. Mas, além disso,
nao desejamos que elas troquem de lugar entre si, toda vez que a ordem crescente de al-
tura for contrariada. Logo, excluindo, das 6! filas, essa troca de lugar indesejada, temos
g—: = 6.5.4 = 120 maneiras.

d) Quantas comissoes de 4 pessoas podem ser fomadas com exatamente duas

meninas?

Resolucgao: Ja sabemos que comissoes sao agrupamentos nao ordenados. Devemos esco-
lher duas meninas e dois meninos para formar essa comissao. Quando escolhemos duas das
trés meninas de forma nao ordenada, podemos fazer % = 3 formas de escolha. O mesmo
para a escolha de dois meninos dentre trés. Como estamos formando um grupo de 4 es-
tudantes, fazemos isso de 3.3 = 9 maneiras diferentes. Simples assim! Mas, ainda a essa
altura, surgem duavidas de linguagem, que precisamos estar preparados para responder.

(3.2).(3.2)

4!
forma: “tenho 3.2 opcoes de escolhas ordenadas para meninas e 3.2 opcoes de escolhas

1) Por que a solugao = nao é correta, ja que pode ser interpretada da seguinte

para meninos. Depois de feitas, excluo a ordenacao das 4 escolhas” Percebe-se que essa
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interpretagao possui logica, mesmo para quem ja compreendeu a tradugao em linguagem
matematica. A sutileza a ser destacada aqui é que, ao fazermos escolhas apenas de meni-
nas, estamos restringindo nosso universo de escolhas (de 6 para 3 elementos disponiveis).

O mesmo acontecendo para a escolha de meninos.

2) Outro erro frequente é confundir a formagao dos agrupamentos com o céalculo de quan-
tidades desses agrupamentos. Quando estamos formando o agrupamento, estamos “es-
colhendo as duas meninas, os dois meninos e juntando os quatro num mesmo grupo”.
“Juntar” é, ao longo de nossa vida, associado a “somar”. “Fazer a contagem dos agrupa-
mentos possiveis” é um processo que associamos as escolhas e suas possibilidades. Processo
que estamos associando a multiplicagao, pois, relembrando, “cada escolha feita combina-se

com todas as outras escolhas do processo”.

e) Quantas comissoes de 4 pessoas podem ser formadas com pelo menos duas

meninas?

Resolugao: A expressao “pelo menos” deve ser bem discutida com os alunos. “Pelo
menos” quer dizer “no minimo”, portanto, é diferente de “exatamente”. Uma comissao
com, no minimo duas meninas, é uma comissao que pode ter duas ou trés meninas. Nota-
se que sao dois tipos de comissao que atenderao ao problema. Portanto, calcularemos
a quantidade de comissoes de cada tipo e, depois, adicionamos para obtermos o total.

Sabemos que h& 9 comissoes com duas meninas (item anterior).

o . : 3.21).3
O niimero de comissoes com 3 meninas pode ser calculado da seguinte forma: (3'—1') =
comissoes (escolhem-se as 3 meninas de forma ordenada — 3.2.1 — e exclui-se a ordenacio

(3.2.1)

3] Escolhe-se 0 menino — 3 possibilidades — e exclui-se a orde-

dessa escolha —

nacao, Ik Passo que sabemos desnecessario, mas que, uma vez mencionado, nao induz
o aluno a pensar que estd ocorrendo uma excegao). Logo, no total, temos 9 + 3 = 12

comissoes com, pelo menos duas meninas.

f) Quantas comissoes de 3 pessoas podem ser formadas com pelo menos uma

menina?

Resolugao: Neste item, pode-se raciocinar da mesma forma como foi feito no item
anterior. Se desejamos, no minimo uma menina, podemos ter comissoes com uma, duas

ou trés meninas.

H4 ainda a forma de raciocinar com o complementar, muito Gtil em diversas situagoes.
Se desejo, no minimo, uma menina, os inicos casos que nao me satisfazem sao comissoes
sem meninas, isto é, formadas exclusivamente por meninos. Logo, do total de comissoes

possiveis, se as comissoes formadas exclusivamente por meninos forem retiradas, obtemos
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comissoes com, pelo menos uma menina. (Pode-se, a essa altura, rever Célculo Proposi-
cional e Algebra dos Conjuntos).

6.5.4
Total de comissoes possiveis: T 20 comissoes (escolhem-se 3 dentre 6, de forma

ordenada e, depois, exclui-se a ordenagao dos 3).

(3.2.1)
3!
dentre 3, de forma ordenada e, depois, exclui-se a ordenacao dos 3).

Total de comissoes formadas apenas por meninos: =1 comissao (escolhem-se 3

Total de comissoes com, pelo menos, uma menina: 20 — 1 = 19 comissoes.

g) Sabe-se que Ana e Caio nao se dao bem. De quantas formas podemos

formar uma comissao de 4 pessoas, onde todas se dao bem?

Resolugao: Verifica-se que as comissoes que nos satisfazem podem ser: Ana e mais 3
estudantes diferentes de Caio; Caio e mais 3 estudantes diferentes de Ana; ou 4 estudantes
diferentes de Caio e Ana.

1.(4.3.2)

1!.3!
missao s6 pode ser ocupado por Ana. Os outros 3 espacos devem ser ocupados por 3 das

Ana e mais 3 estudantes diferentes de Caio: = 4 comissoes (um lugar da co-

4 opgoes restantes, sem Caio, excluindo a ordenagao da escolha).

O mesmo raciocinio deve ser feito para “Caio e mais 3 estudantes diferentes de Ana”, num
total de 4 comissoes.

4.3.2.1)

= 1 comissao.
4!

Comissoes sem Caio e Ana:
Dessa forma, temos 4 +4 + 1 = 9 comissoes onde todos os integrantes se dao bem.

Ainda pode-se raciocinar, neste item com o complementar. De todas as comissoes possi-

veis, s6 nao nos convém aquelas onde Ana e Caio aparecem juntos.

6.5.4.3
Total de comissoes possiveis: T) = 15 comissoes.
- ) ) 1.14.3 Lo
Total de comissoes que contém Caio e Ana: 112~ 6 comissoes.

Total de comissoes onde todos se dao bem: 15 —6 =9.
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Consideracoes Finais

Procurou-se, neste trabalho, mostrar que é possivel resolver problemas de Anélise Com-
binatoria sem a utilizacao de formulas. Para isso, o pensamento utilizado baseou-se num

método que priorizou leitura, interpretacao, anilise e linguagens.

Sendo assim, destacou-se a importancia:

e de uma abordagem histérica, que oferece a estudantes e professores uma dimensao

do longo caminho percorrido até o conhecimento que esta sendo compartilhado;
e do aprendizado da Analise Combinatéria no ensino bésico;

e do Calculo Proposicional e da Algebra de Conjuntos como instrumentos es-

clarecedores em diversas areas do conhecimento;

e das linguagens materna e matematica, bem como suas tradugoes reciprocas,
nao s6 no aspecto do aprendizado da Anédlise Combinatoéria, bem como na clara

comunicagao entre professor/aluno numa sala de aula;

e do erro, como instrumento de aprendizado.

Ao longo da pesquisa realizada para a elaboragao deste trabalho, ficou claro que origi-
nalidade é algo impossivel de se alcancar. Foram pesquisados intimeros estudiosos que
abordaram a Analise Combinatoria de forma bastante parecida com a que foi exposta.
H4, ainda, muitos outros que abordam o tema, utilizando férmulas e métodos convenci-
onais na resolucao de exercicios, que se adequam a muitos estudantes e suas respectivas

necessidades e caracteristicas.

Ainda assim, espera-se que tudo o que foi apresentado possa contribuir para a discussao
e aperfeicoamento do ensino/aprendizado da Analise Combinatoria e todo o raciocinio

envolvido neste importante processo.
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