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RESUMO

A abordagem utilizada para o ensino de equag¢fes do 2° grau e fun¢des quadréticas é
fundamental no Ensino Fundamental anos finais e Ensino Médio, entretanto, hd uma
defasagem que permeia a aprendizagem da tematica e parte da responsabilidade
recai sobre a metodologia mecanizada utilizada para o ensino. Este trabalho analisa
0s métodos abordados nos livros didaticos, visando apontar recursos facilitadores do
processo ensino e aprendizagem, tanto para introducdo como para revisao e resgate
do conteudo, com o objetivo de proporcionar ao aluno uma aprendizagem mais
significativa. O trabalho mostra que atividades envolvendo equacdes do 2° grau e
funcbes quadréaticas, podem ser desenvolvidas sem a utilizacdo de métodos

mecanizados.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Equacbes do segundo grau. Funcbes

quadraticas.



ABSTRACT

The approach used to teach 2nd grade equations and quadratic functions on
the both Primary and Secondary Education is fundamental, however there is a
discrepancy on the students learning, what is provided in part for the mechanized
methodology applied. This work analysis the methods used in textbook aiming to
explore the keypoints that support the process of teaching in phases, such as
introduction, revision and retrieval of the learned content, thus being able to facilitate
the learning process for the students. This work shows that 2nd grade equations and

quadratic functions activities can be teached with no mechanized methodology.

Key-words: Mathematics Teaching. Equations of the second degree. Quadratic
functions.
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INTRODUCAO

Muito se tem discutido, recentemente, acerca do baixo rendimento dos alunos
na disciplina de Matemética, mostrando o nivel de insuficiéncia de aprendizagem e a
necessidade de mudanca no processo ensino e aprendizagem. Através do método
completamento de quadrado, pode-se ter acesso ao estudo de Equacdes do 2° grau
e Funcdes Quadraticas de modo mais instigante e construtivo. Assim, neste trabalho
€ proposto a utilizacdo deste método visando despertar no educando o interesse pela
Matematica, facilitando a absorcdo do conteudo.

Este trabalho é organizado comecando com uma reflexdo sobre o Ensino de
Matemética no Capitulo 1, trazendo uma analise sobre a importancia da histéria da
Matematica na aprendizagem e os motivos que levam a aprender esta matéria.

No Capitulo 2 é destacado o ensino de Equacéo do 2° grau, assim como seu
embasamento nos PCNs — Parametros Curriculares Nacionais, além das analises de
sequéncias didaticas para equacado de 2° grau nos livros didaticos.

O tema Funcgdes Quadratica, é abordado no Capitulo 3, onde é apresentado
seu contexto historico e realizada uma anéalise do modo como é apresentado nos livros
didaticos disponiveis ao Ensino Regular Publico do Estado de S&o Paulo.

Prosseguindo, o Apéndice A vem contribuir com uma proposta para ensino de
equacdes do 2° grau, listando exercicios sugestivos para o desenvolvimento das
etapas, tendo a finalidade de construir conceitos necessarios para a compreensao da
tematica.

Para finalizar, o Apéndice B dispde de uma proposta para ensino de funcdes
quadraticas, listando exercicios, trazendo analise das etapas das fun¢cbes quadraticas
em graficos, a fim de construir os conceitos necessarios para interpretacdo das

funcdes em estudo.
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1 REFLEXAO SOBRE O ENSINO DE MATEMATICA

O ensino de Matemética contempla o desenvolvimento do raciocinio légico
dedutivo, porém ndo se limita a isso. Também é decisivo para estimular reflexdo
abstrata. A historia da matematica nos revela o sentido do surgimento dos estudos
que foram desenvolvidos ao longo dos anos e a seguir € realizada uma breve

retomada observando a importancia da presenca do mesmo ensino de Matemética.

1.1 PCNs - Ensino da Hist6ria da Matematica

Nos Paradmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2001, p.32), também
conhecido como PCNs, temos que a Histéria da Matematica foi construida como
resposta a perguntas provenientes de diferentes origens e contextos, motivadas por
problemas de ordem prética, por problemas vinculados a outras ciéncias, bem como
por problemas relacionados a investigacfes internas a prépria Matematica. Assim,
surgiram os teoremas, as formulas e os simbolos, que com o tempo foram sendo
aprimoradas, enriguecendo cada vez mais.

Segundo os PCNs, tradicionalmente, os problemas néo tém desempenhado
seu verdadeiro papel no ensino, pois, ha melhor das hipoteses, séo utilizados apenas
como forma de aplicacdo de conhecimentos adquiridos anteriormente pelos alunos.
Ou seja, com o passar do tempo, as formulas foram perdendo o sentido primitivo na

qual foram fundamentadas.

1.2 O Ensino de Matemaética

O ensino atual da matematica, ou “Matematica da Escola”, trabalha o
formalismo das regras, das férmulas e dos algoritmos, bem como a complexidade dos
calculos com seu carater rigido e disciplinador, levando a exatidao e precisdo dos
resultados (RODRIGUES, 2005).

A forma como o autor expressa o ensino de Matematica retrata-a como sendo
cansativa e sem instigacdo ao aluno. Com isso, consequéncias tém sido provocadas
por conta dessa pratica educacional e tornou-se objeto de estudo de educadores

matematicos. Para D’Ambrosio (1989, p.16)
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(...) primeiro, os alunos passam a acreditar que a aprendizagem da
matematica se da através de um acumulo de férmulas e algoritmos. Alias,
nossos alunos hoje acreditam que fazer matematica é seguir e aplicar regras.
Regras essas que foram transmitidas pelo professor. Segundo, os alunos
acham que a matematica € um corpo de conceitos verdadeiros e estaticos,
dos quais nédo se duvida ou questiona, e nem mesmo se preocupam em
compreender porque funciona. Em geral, acreditam também, que esses
conceitos foram descobertos ou criados por génios.

Na atual era educacional € essencial para o educador a existéncia de uma
reflexdo peridédica sobre sua prética pedagdgica, sendo esse um dos saberes
necessarios para o bom andamento do processo ensino e aprendizagem. Afinal,
ensinar é mediar a construcdo dos conhecimentos pelos alunos proporcionando
analise, reflexdes e sentido aos envolvidos.

E comum ouvir afirmacées sobre a falta de afinidade com a Matematica. Isso
pode ocorrer (como em qualquer area do conhecimento), porém é notavel que esta
cada vez mais comum, 0 que é alarmante. Muitas vezes, o ensino de Matematica tem
sido pautado em uma metodologia que promove a aplicacdo de formulas de modo
“mecanico”, sem desenvolver o raciocinio loégico e isso faz com que os alunos
distanciem da ciéncia por acha-la sem sentido e ndo abracem a oportunidade de
aprofundar-se.

A importancia de aprender Matematica néo esta apenas atrelada a disciplina,
mas com o vinculo que ela tem com as demais areas do conhecimento,

desenvolvendo a légica e possibilitando sua aplicabilidade no nosso cotidiano.
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2 EQUACAO DO 2° GRAU

Dentre as tematicas abordadas no ensino regular, tem-se o tépico equacédo do
2° grau e a seguir € apresentada uma breve retomada do que os Parametros
Curriculares Nacionais descrevem sobre esse tema e serdo analisadas as propostas

de alguns livros didaticos sobre o conteudo.

2.1 PCNs — Uma abordagem sobre equacéo do 2° grau

O conteudo Equacédo do 2° grau é abordado nos PCNs no bloco Numeros e
Operacdes, e as orientacdes deste documento é que o professor desenvolva a
tematica mediante problematicas, proporcionando ao aluno uma melhor
compreensao.

A aplicacdo de situacBes-problemas, propicia o0 desenvolvimento do
pensamento critico, construtivo e reflexivo, proporcionando a aprendizagem de forma
significativa para a vida, pois sua construgdo se da gradativamente a partir dos
conhecimentos prévios.

Segundo os PCNs (BRASIL, 1998, p.84) é fundamental “[...] a formulagao e a
resolucao de problemas por meio de equacdes (ao identificar parametros, incégnitas,
variaveis) e o conhecimento da ‘sintaxe’ (regras para resolugdo) de uma equacgao”. E
preciso trabalhar as etapas de compreensdo da equacdo de 2° grau a fim de
desmitificar os significados e sentidos.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998, p.88) também nos
trazem que a resolucdo de situacOes-problema pode ser desenvolvida por uma
equacao de segundo grau cujas raizes sejam obtidas pela fatoracéo, discutindo o
significado dessas raizes em confronto com a situacao proposta. Com isso, € possivel
refletir sobre as problematicas e inserir incégnitas, obtendo assim o resultado
procurado de forma mais significativa.

Destacando o processo de ensino aprendizagem de equacdes do 2° grau, a
maior parte dos livros enfatiza a aplicagdo de formulas e as situacfes problemas
aparecem com menos intensidade no fim do capitulo. Essa abordagem precisa mudar,
dando mais sentido aos conteudos, mostrando para o aluno a aplicabilidade do que
esta sendo estudado.

Segundo Dante (1991, p. 25),
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(...) é possivel, por meio da resolucao de problemas, desenvolver no aluno
iniciativa, espirito explorador, criatividade, independéncia e a habilidade de
elaborar um raciocinio logico e fazer uso inteligente e eficaz dos recursos
disponiveis, para que ele possa propor boas solugcbes as questfes que
surgem em seu dia a dia, na escola ou fora dela.

Dante ressalta a importancia de trabalhar com situacdes problema, destacando
a possibilidade de mudancas na aprendizagem dos alunos, quando criado rotina de
situacdes problema. Os alunos precisam estar habituados para inserir os contetdos
matematicos nas situacdes do cotidiano.

E preciso mostrar que a Matematica ndo é apenas para aplicar formulas, como

relata os Parametros Curriculares Nacionais:

(...) a matemética pode dar sua contribuicdo a formagéo do cidaddo ao
desenvolver metodologias que enfatizem a construcdo de estratégias, a
comprovacao e justificativa de resultados, a criatividade, a iniciativa pessoal,
o trabalho coletivo e a autonomia advinda da confian¢a na prépria capacidade
para enfrentar desafios. (PCN, Brasil, 1998)

N&o se pode esquecer que a Matematica tem um valor formativo essencial,
sendo fundamental para desenvolver e estruturar o raciocinio l6gico e dedutivo, assim

nao se deve simplesmente mecaniza-la e aceitar que nao é possivel melhorar.

2.2 Sequéncia didatica para equacdo de 2° grau nos livros didaticos

Neste capitulo, é apresentada uma analise de livros didaticos do 9° ano que
abordam o conteddo Equacdo do 2° grau, buscando averiguar a proposta de
sequéncia didatica deste conteudo.

Para Polya (2006, p.3):

Ha dois objetivos que o professor pode ter em vista ao dirigir a seus alunos
uma indagag¢&o ou uma sugestao: primeiro, auxilid-lo a resolver o problema
gue Ihe é apresentado; segundo, desenvolver no estudante a capacidade de
resolver futuros problemas por si préprio.

No Apéndice A, é apresentada uma proposta para ensino de equacfes do 2°
grau, sendo uma sequéncia de exercicios para trabalhar diferentes situacdes. Vale
notar também que os livros didaticos analisados poderiam dedicar mais tempo
estudando equagfes do 2° grau antes de apresentarem as formulas, a fim de refletir
sobre as possiveis resolu¢cdes com os conhecimentos previamente adquiridos.

Assim, é possivel analisar e aprimorar a partir das orientacbes dos livros

didaticos e encontrar uma proposta metodolégica que resulte em uma aprendizagem



14

mais significativa. Isso também vai ao encontro da visdo que Moreira (2017, p.2) tem

baseado na Teoria de Aprendizagem Significativa:

A aprendizagem significativa se caracteriza pela interacdo entre
conhecimentos prévios e conhecimentos novos.[...]. Nesse processo, 0S
novos conhecimentos adquirem significado para o sujeito e os conhecimentos
prévios adquirem novos significados ou maior estabilidade cognitiva.

Com isso, temos que a aprendizagem deve ocorrer de maneira interativa,
envolvendo os conhecimentos previamente adquiridos e 0s novos, a fim de dar mais

significado ou maior estabilidade cognitiva.

2.2.1 Dante: Projeto Telaris

No livro “Projeto Telaris” que teve sua segunda edicdo em 2016, Dante
apresenta alguns fatos histéricos que marcaram o surgimento da Equacao do 2° grau.
Logo no inicio do Capitulo 2 — Equacdes e sistemas de equacdes do 2° grau, apos
introduzir resolucdo de equacdes incompletas e equacdes do tipo ax? + bx +¢c =0
cujo primeiro membro € trindbmio quadrado perfeito, Dante apresenta o0 método de
completar quadrados na equacgdo x?+6x —7 =0 e utiliza a ideia geométrica de
completar quadrados por meio da nocdo de area. Dessa forma chega a solucdo da

equacdao apresentando as raizes x' = -7 e x" = 1.

mado 93 x* + 6x

yigualda oi somado 9 tambéma +7,chegandoa x* + 6x + 9 = 16.
\ J

Figura 1. Completamento de quadrados. (DANTE,2016, p.41)




fva* ainterpretacao geometrica do "‘completamento de quadrado” de x? + 6\\
94 ve as Ira
Na fiqura da esque L
presenta a exp
+ alta al
| ud
- +
g 1111
T
11111
\_ J

Figura 2. Interpretacdo geométrica. (DANTE,2016, p.41)
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Dante faz uma relagdo entre o ludico e o tedrico a fim de que o aluno néo

apenas entenda o método como também compreenda sua origem. Dando

continuidade aos topicos, o autor propde que seja apresentado a formula e a historia

de Bhaskara, mostrando aos alunos que apesar da formula ser chamada de Bhaskara,

ndo ha evidéncias que comprovem este fato. Esse costume aparentemente é apenas

brasileiro. Embora tenha ocorrido esse equivoco, é importante lembrar a consideravel

contribuicdo que Bhaskara proporcionou para a matematica.



(A formula de resolucao de uma equacao do 22 grau N\
Generalizando a ideia de completamento de quadrado, podemos chegar a uma
formula para resolver equacdes do 22 grau.
Consideremos a equacao generica do 2¢ grau com coeficientes g, b e c,
coma # 0:

ax?*+bx+c=0

Dividindo ambos os membros dessa igualdade por g, temos:

b c
2 —_— AL
MoskaEX * 5 =0
2, b, __C
WX =
2
Completamos o quadrado do primeiro membro somando 4ba 5 a ambos os
membros:
b b? b? C
142 5 + - o =
XtaX" 4 40’ a
quadrado de x —I |_ [— quadrado de L
b 20
2-x- T
Fatorando o trindmio quadrado perfeito, obtemos:
2
b ) - b’ —4ac
X+—=| =
( 2a 4a’
Extraindo araiz quadrada:
b _ . Vb’ —4ac = S
X+ * .
20 2a | Como partimos da equagdo
do 22 grau na forma geral, a
Finalmente, obtemos a formula: | formula, que é chamada de
formula de Bhaskara, vale
i l para qualquer equagdo do
—b+Jb*—4ac : 2 grau. Ela permite calcular o
X= 20 | valor dex utilizando os

| coeficientesa, b ec.

Podemos indicar o valor da expressao b? — 4ac pela letra grega A (delta).

Assim:

A=b*-4ac

Mauro SouzaiArauivo da editors

Substituindo na formula da resolucdo de equagdes do 2° grau, obtemos:

-b+=VA
s

2a . )

Figura 3. A férmula de resolucao de uma equacgéo do 2° grau. (DANTE,2016, p.43)
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Bhaskara (1114-1185) foi um matematico e
astronomo indiano, considerado um dos mais im-
portantes matematicos do seculo XII. Porem, curio-
samente, a formula de resolugdo de equacdes do
22 grau, que leva seu nome, nao foi escrita por ele!

Quem foi Bhaskara e por que “féormula de Bhaskara”

\

* Problemas que recaem em uma equacao de 2° grau
jaapareciam, ha quase 4 mil anos, em textos escri-
tos pelos babilénios (como foi visto na introducéo
do capitulo). Nesses textos, o que se tinha era uma
“receita” (escrita em prosa, sem uso de simbolos)

17

que ensinava como determinar asraizes em exem-

. plos concretos com coeficientes numéricos (veja o

: texto “Os babil6nios e as equagdes do 2° grau”, na

F secdo Ponto de chegada).

3 ® As duas obras mais conhecidas de Bhaskara,
Lilavati e Vijaganita, que tratam de Aritmética e
Algebra, respectivamente, contém numerosos
problemas sobre equagdes de 1¢ e 2° graus, porém
resolvidas também com receitas em prosa.

¢ Até o fim do século XVI, ndo se usava uma férmu-
la para obter as raizes de uma equacgao do 2° grau,
simplesmente porque ndo se representavam por
letras os coeficientes de uma equacdo. Isso come-
cou a ser feito a partir de Francois Viéte, matema-
tico francés que viveu de 1540 a 1603.

Logo, embora ndo devam ser negadas a im-
portancia e a riqueza da obra de Bhaskara, nao é
adequado atribuir a ele a formula de resolucao da
equacao do 2° grau.

llustracao ficticia do matematico indiano Bhaskara.

Na verdade, o habito de dar o nome de Bhaskara
para essa formula se estabeleceu no Brasil por vol-
ta de 1960. Esse costume, aparentemente, € apenas
brasileiro, pois nao se encontra o nome de Bhaskara
para a formula em outros paises.

Os fatos apresentados a seguir contribuem
para indicar que Bhaskara provavelmente ndo € o
@tor da férmula.

Fonte: Revista do Professor de Matematica,n.6 en. Ey

Figura 4. Informativo sobre Bhaskara. (DANTE,2016, p.47)

E notavel que Dante descreve breves histdricos das tematicas abordadas e

aos poucos o aluno vai conhecendo o surgimento da Equacéo do 2° grau.

2.2.2 Marilia Centurién: Matematica na medida certa

Na primeira edicdo lancada em 2015, Marilia traz um breve historico na
introduc&o do capitulo 3 — Algebra: equacgdes e sistemas de equacdes do segundo
grau, relatando que os primeiros registros da algebra eram em palavras e ndo em
simbolos. Uma das primeiras situacdes-problemas que o livro langa é: “Eu deveria
dividir 4,5 por um namero x, mas me distrai e, em vez da divisao, fiz a subtracédo. Ao
fazer os calculos, encontrei, no entanto, 0 mesmo resultado de antes. Foi muita
coincidéncia: isso s6 acontece para dois valores de x. Vamos descobrir quais séo?”
(CENTURION, 2015, p. 59)

Também traz os relatos da histéria de Bhaskara de forma ilustrativa e mostra

que o método da resolucdo da Equacéo do 2° grau ja era aplicado por Al-Khowarizmi,
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propiciando que os alunos percebam que nao foi Bhaskara quem criou essa férmula.
Em seguida, Marilia apresenta a resolucao de algumas equacdes do 2° grau usando

0 método de completar quadrados.

¢ A formula de Bhaskara )

Existe um método que nos permite resolver qualquer equagédo do 2° grau. Apli-

cando esse método, obtemos uma férmula resolutiva conhecida como férmula de
Bhaskara.

Bhaskara foi um matemético hindu nascido por volta do ano 1100. Embora a or-
mula que vamos conhecer leve seu nome, ele ndo a formulou. Equagdes quadraticas
ja eram resolvidas h& milénios, e inclusive o Al-Khowarizmi (mencionado nas paginas
de abertura deste capitulo) ja havia categorizado varias formas de resolvé-las, 300
anos antes de Bhaskara. A atribuigdo do nome Bhaskara a férmula foi uma homena-
gem, ja que ele é considerado um importante astrénomo hindu.

SRty

R
A ¥"~ It -

JORG HACKEN

l Foto do Taj Mahal, na India, pais do matematico Bhaskara.

Antes de ver como se usa o método, devemos fazer as seguintes considerag¢des
para resolver uma equagéo do tipo ax* + bx + ¢ = 0, com a # 0:
* Seax’+ bx + cfor um trindmio quadrado perfeito, a resolugao é simples. Vimos
isso nas paginas anteriores.
/ ~ . ~ . . ’
* Seax’ + bx + cndo for um trinémio quadrado perfeito, podemos transforma-lo
num trinémio quadrado perfeito. Como? Somando um nimero conveniente aos

\ dois membros da equacio. /

Figura 5. A formula de Bhaskara. (CENTURION,2015, p.66)



19

\

A matematica tem histéria

O método de completar quadrados de Al-Khowarizmi

Nas paginas de abertura deste capitulo citamos o grande matematico persa Al-Khowarizmi que vi-
veu em Bagda no século IX. Al-Khowarizmi propds um interessante método para resolver equagoes do
2° grau na forma x* + bx = a, baseado na interpretagdo geométrica da expressao (a + b)’, que vocé jal
conhece.

Vale lembrar que, naquele tempo, nao se consideravam raizes negativas e também que néo se usa-
vam simbolos, dai que os problemas apresentados e as respectivas solugbes eram escritas por meio de
palavras.

Veja, por exemplo, como Al-Khowarizmi propunha a resolucao da equagao x* + 12x = 64:

TRANACHSHUTTERSTOCK

Na ilustracdo abaixo, esta representada geometricamente a expressdo x* + 12x. Veja:
* Um quadrado de lado x, portanto sua area é x2.

* Como o coeficiente de x é 12, formamos quatro retangulos com medidas dos lados x e 3, em que
area de cada um é 3x.

A soma das areas dos 4 retdngulos mais a do quadrado de lado x é igual a 64, pois x? + 12x = 64.

Figura 6. A matematica tem histéria. (CENTURION,2015, p.70)
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Para completar um novo quadrado, vamos acrescentar 4 quadrados menores com medida do Iadh
igual a 3 (aqui, colorimos esses quatro quadrados em azul):

Como cada um desses quadrados tem area 9, entéo a drea do novo quadrado deve ser 100, pois a
4rea 64 (que ja tinhamos) foi acrescentada em 36 (area dos quatro quadrados azuis).

Portanto, o lado do novo quadrado sera 10, e o valor positivo de x é 4 (10 — 6).

Esse método é conhecido como “completar quadrados”. Al-Khowarizmi ndo usava nimeros negati-
vos; por isso, aparece apenas a solugéo positiva da equagao. /

Figura 7. Continuacéo - A matemaética tem histéria. (CENTURION, 2015, p.71)
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2.2.3 Alvaro Andrini: Praticando Matematica

No livro da quarta edicdo de 2015, da Editora do Brasil, Andrini faz uma

introducdo a equacao do 2° grau e apresenta um breve relato sobre Francois Viéte.
\

Um francés, nascido em 1540, teve grande im-
porténcia no desenvolvimento da Algebra.

Francois Viéte era advogado, mas dedicava seu
tempo livre a matematica. Em seu livro In Arten
Analyticam Isagoge, publicado em 1591, mostrou a
vantagem de representar um ntimero desconhe-
cido (que chamamos hoje de incognita) por uma
letra.

Viéte usou nessa obra uma vogal para represen-
tgr uma quantidade desconhecida, no entanto, ele
ainda utilizava palavras em varias situagoes. Por
exemplo:

a’ ele escrevia como a quadratus.

Fontes: Universidade de Lisboa,
: <wwwedudc.uI.pt/ltmlicm98/|cm21/equacoeshlrn>;
il Carl B. Boyer. Historia da Matematica

\ A :

franqoss Viete (1540-1603). Andnimo (escola 530 Paulo: Edgard Bllicher, 1974. p. 223,
francesa). Gravura, 7

.
Colegao Particular. Franga. Bridgeman Images/Keystone Brasil

Figura 8. Francois Viéte. (ANDRINI,2015, p.49)

Nota-se que o livro ndo faz referéncia a Bhaskara o que o torna diferente dos

demais analisados, além disso, destaca a importancia da técnica de completar

quadrados.

Vocé achou a técnica de CONECTANDO
mpletar quadrados inte- C
essante? Muitas civilizagoes e
tigas utilizavam essa técnica, entre elas
babildnios.

Os arabes e os hindus, no século IX, uti-
lizavam essa técnica para resolver equa-
‘¢oes do 2° grau.

Esses povos tiveram um papel muito
importante no desenvolvimento da ma-
tematica.

Sabemos que o sistema de numeragao
decimal posicional teve origem na India

e foi difundido no mundo ocidental pelos Bagda, atual capital do Iraque, é uma cidade de cultura
Arabes. Dai 0s n0ssos algarismos serem predominantemgme arabe No passado, durante o califado de al-Mamun
chamados de indo-arébicos. (809-833), Bagda se transformou em importante centro cultural. © califa
3 levou a essa cidade sébios de toda parte, que traduziram e escreveram

' Falamos ant?rim.'mente do matematico importantes obras. Entre eles estava al-Khwarizmi.
arabe al-Khwarizmi, lembra?

Do nome dele derivam as palavras al-
garismo e algoritmo, e do titulo de um de seus livros, Al jabr wa’l mugabalah, veio 0 nome

Algebra.
Na obra de al-Khwarizmi encontram-se varios exemplos da técnica de completar qua-

drados.

P Fonte de pesquisa: Carl B. Boyer. Historia da Matematica. Sao Paulo: Edgard Bliicher, 1974

Bagoul AL

Figura 9. Método - Completar Quadrados. (ANDRINI, 2015, p.53)
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3 FUNCOES QUADRATICAS

Dentre as teméaticas abordadas no ensino regular, tem-se o topico funcéo
quadratica e a seguir é apresentada uma breve retomada da histéria observando o

modo como originou o estudo de funcéo do 2° grau.

3.1 Contexto historico das funcdes

O conceito que se tem sobre fungao foi construido ao longo de varios séculos.
Entretanto, foi a partir do século XVII que comecou a surgir o desenvolvimento da
nocéo de funcéo, temos Keppler (1571-1630) e Galileu (1564-1642) instigados pela
busca em estabelecer as leis de movimento. Em paralelo aos estudos de Kepler e
Galileu, alguns outros cientistas e matematicos da época vinham realizando pesquisas
acerca de variaveis dentro de um determinado calculo matemaético.

No século XVIII, a partir da anélise matematica, Leibniz usa pela primeira vez
o termo funcéo para designar a relacdo de dependéncia entre termos. A inovadora
concepcao de funcéo foi publicada por Bernoulli em um artigo no ano de 1718, com a
seguinte definicao “chamamos de fun¢do de uma grandeza varidvel uma quantidade
composta, de um modo qualquer, desta grandeza variavel e de constantes”. Muitos
outros cientistas aperfeicoaram o estudo das fun¢des matematicas, atribuindo
conceitos que hoje séo aprendidos em sala de aula.

E possivel verificar que o conceito de fungéo passou por diversas mudancas e
gue sua construcao foi bastante lenta. Euller (1707-1783), propde mais tarde em 1748,
a seguinte definicdo “Se x € uma quantidade variavel, entdo toda quantidade que
depende de x de qualquer maneira, ou seja, determinada por aquela, chama-se
funcao da dita variavel”.

Foi somente no século XIX, que Peter Dirchlet, Dedekind e Cantor, expandiram
o sentido de funcéo ao que se tem hoje em dia, a funcdo como uma relacéo entre os

elementos de dois conjuntos satisfazendo determinadas condigbes (ROQUE, 2012).
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3.2 Sequéncia didatica para funcdo quadratica nos livros didaticos

A seguir € apresentada a analise de alguns livros didaticos disponiveis para
escolha no Programa Nacional do Livro Didatico do Ensino Publico do Estado de Sao
Paulo, observando o modo como contemplam o assunto da funcéo do 2° grau.

No Apéndice B, € exibida uma proposta para ensino de func¢des quadraticas,
sendo uma sequéncia de fungOes para exercitar diferentes situagdes. Aqui, os livros
didaticos analisados poderiam trabalhar um pouco mais com fungdes do 2° grau sem
as formulas, a fim de refletir sobre as possiveis resolucées com os conhecimentos

previamente adquiridos.

3.2.1 Dante: Projeto Telaris

No livro da segunda edic&o de 2016, da Editora Atica, Dante faz uma introduc&o
para determinar os zeros da funcdo quadratica e se embasa no teorema conhecido

como sendo de Bhaskara para soluciona-lo.
(- )

Quadro-resumo

Resolucdo de equagdes do 2¢ grau pela formula

. YT —
Figura 10. Fungéo quadratica. (DANTE,2016, p.46)




3.2.2 Marilia Centurion: Matematica na medida certa

Na primeira edigcdo lancada em 2015, Marilia introduz a fungéo do 2° grau
fazendo andlise de problematicas e refletindo sobre a construcdo geométrica. A
construcéo do gréafico é realizada por atribuicdes de valores a x.

/Funcao de 2° grau )

Um automével anda a 50 km/h. O motorista vé um obstaculo e pisa fundo ne

freio. Quantos metros o automével percorre a partir do instante em que o obstéacule
foi avistado?

*\‘\jRRHRNIJv: ‘

A distancia depende dos reflexos do motorista e do modelo do automével. Entres
tanto, a distancia d é fungdo da velocidade v.

Para cada modelo de automével, engenheiros determinam uma lei de associaga
da fungéo apés certos testes. Uma lei de associagdo usual para esses casos, sendod @
distdncia em metros e v a velocidade em quilémetros por hora, é:

d = 0,004v* + 0,1v

Se considerarmos que o automével de nosso exemplo obedece a essa lei, vocé
pode calcular quantos metros ele vai percorrer até parar.

A fungdo dada por d = 0,004v* + 0,1v é chamada de fungdo polinomial de
2° grau, porque 0,004v* + 0,1v é um polindmio de 2¢ grau. Para abreviar, vamos chamar
de fungéo de 2° grau toda funcio dada por:

y=ax’+bx+csendoaERbER cER a+0

Exemplo

X

x

5¢cm

5¢em

A éreay dessa regido é fungdo de x
A medida da érea y (drea do quadrado menos a do retdngulo amarelo) é dada por:
y=25—-x(5-x)
Portanto:
y=x*—5x+25
Note que essa é uma leido tipoy =ax’+ bx+c,coma=1,b=-5ec = 25.
Entédo, as areas das regides azuis sdo funcoes de x, de 22 grau.
X X X

, _x

X

X

Figura 11. Funcéo de 2° grau. (CENTURION,2015, p.188)
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3.2.3 Alvaro Andrini: Praticando Matematica

No livro da quarta edicdo de 2015, da Editora do Brasil, Andrini faz uma
construcdo de grafico de fungéo através da montagem de tabelas atribuindo valores a
x e calculando, por meio de lei de formacao, os valores de y correspondentes. Explica
ao longo deste exemplo que na funcéo, x pode ser qualquer nimero real. Ao encerrar

a construcdo de um grafico de uma equacao do 1° grau, langca o questionamento

apresentado na Figura 12.

N
Serd que toda
{Ungao ‘f'em como
gréfico uma reta?
J

Figura 12. Diferentes fun¢des. (ANDRINI,2015, p.116)

Em seguida, Andrini mostra que a resposta é ndo, fazendo novamente, por

meio da construgéo de tabela, a substituicdo dos valores na lei de formacéao de uma

equacao quadratica.

(~  Aresposta € nio. Vamos montar uma tabela com alguns valores de x e de v para » « a3
N o iopontcimhiol 5UlN> Valores de x e de y para a fungao dada por
) ¢ T &X' | erepresentar os pares ordenados (x; ) no sistema cartes ano

X y=x"+2x-—1 (xy) r3
25 : =
-~ - | G 1
b ) Z
2
= 5 s |
. |
U _T N -“ #
2 LA He2) Tl Tt
. =
——— - kl ———— e S
+———
(e c NAA z il :
Us pontos ndo estdo alinhados, portanto n3o determinam [ ‘
uma reta. i
Nessa fungio, x pode ser qualquer niimero real. Podemo: |
fazerx = 05, x = 124; x = i etc
5
Van r /a ( na tabe '
amos atribuir mais valores a x na tabela, obtendo outros pares ordenados (x; y) da funca
N o Y ; LIOS pare 1enad , Y) da ng¢ao.
Representando mais pontos no siscema ca tésiano nos aproximaremos mais da forma final d 'CL
. a 0s mais da fo final do seu grafico.

\

Figura 13. Uma funcdo quadratica. (ANDRINI,2015, p.116)
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X y=x+u-1 (x:y) g
-35 4,25 (—354,25) ¢-mompen- --ee 74 ] 4
-25 025 (—25;0,25) ; T 5
| . ;
-1,5 1,75 (=15 =175) 5 :
T | o
=05 =175 (=05 —1,75) | . '
It 3 1
05 025 (0,5;0,25) e - L
il ] For
1,5 4,25 (1,5; 4,25) S 1
{11 Qegseaneq 1 ’ 4] o
b et
. . 5 -4 -8 -2 —1 | | 2 ol X
Podemos prosseguir atribuindo valores a x e locali SRERE
2ando ainda mais pares ordenados. Todos os pontos que L S0 T
fepresentam os pares ordenados dessa fungdao formam i
seu grafico. O gréfico dessa fungdo é uma curva chamada

parabola, cuja forma vocé vé abaixo.

Observe que a parabola possui um eixo de simetria.
O ponto da parabola que pertence ao eixo de simetria re-
cebe o nome de vértice (V) da parabola.

No grafico dessa fungao, o vértice tem coordenadas
(=1, —2). A parabola que tragamos tem concavidade vol-
tada para cima (ela é “aberta para cima”). No entanto, ha

} - fungoes cujo grafico é uma pardbola com concavidade

o

voltada para baixo, como veremos na proxima pagina

yértice da #* | y  eixode simetria
parabola == o a parabola

Observando
a lei de formacéao da

funcéo. Leia o quadro

a sequir.
E como eu vou
saber se o 9r6fico de uma
fungéo serd uma reta ou

uma parébola?

Figura 14. Detalhes da funcdo quadratica. (ANDRINI,2015, p.117)



No fechamento, Andrini faz a seguinte conclusao:

-

\.

Funcdes cuja lei de formagao pode ser escrita na forma y = ax + b, sendo a e b nimeros reais e
a diferente de zero, tém como grafico uma reta. E o caso das fungdes:

ey =2X (a=2eb=0)
oy =—3x+1 (a=—3eb=1)

Essas fungdes sdo chamadas fungdes polinomiais do 1° grau, pois encontramos na sua lei de
formagao um polinomio do 1° grau.

Fungdes cuja lei de formagao pode ser escrita na forma y = ax* + bx + ¢, sendo a, b, e ¢
ntimeros reais e a diferente de zero, tém como grafico uma parabola. E o caso das fungdes:

oy=x+2—1 (a=1,b=2ec=~1)
oy=—-2¢+4 (a=—-2b=0ec=4)

Essas sdo fungdes polinomiais do 2° grau, pois encontramos na sua lei de formagao um
polinémio do 2° grau.
Ha fungdes cujo grafico ndo é uma reta nem uma parabola.

Figura 15. Concluséo sobre funcdo do 1° e 2° grau. (ANDRINI,2015, p.118)
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Dentre os métodos para ensino de equacdes do 2° grau disponiveis nos livros
pesquisados do Programa Nacional do Livro Didatico do Ensino Publico regular do
Estado de Sdo Paulo, intensificamos o olhar no método de completar quadrados de
Al-Khowarizmi, pois a utilizacdo deste método proporciona um maior envolvimento
com a resolugéo tornando-a menos mecanica e mais significativa.

Esta estratégia também dispde de uma melhor resposta quando a equagéo nao
possui solucdo real, pois associa ao tratamento de area o que evidencia a nao
existéncia dos numeros negativos.

Outro ponto que fortalece a utilizacdo do método de completar quadrados, € a
facilidade de visualizar a simetria que aparece em func¢des quadraticas, trazendo
consigo as caracteristicas do estudo desta funcgéo.

Assim, conclui-se que dentre os métodos dispostos nos livros didaticos
apresentados aos alunos de escola publica regular, o método de completar quadrados
de Al-Khowarizmi traz suas vantagens e consideravelmente deve ser enfatizado.

Analisando nos livros pesquisados do Ensino Publico regular do Estado de Sao
Paulo disponiveis para escolha no Programa Nacional do Livro Didatico, ndo houve
um meétodo que sobressaisse, entretanto permaneceremos na proposta de completar
quadrados, pois podemos ver o grafico de uma funcéo quadratica como deslocamento

e multiplicagdo por uma constante do gréfico de f(x) = x?.
49 7\2 .
Por exemplo, f(x)=—x?+7x — - sendo f(x)=(-1) (x - 5) partindo do
grafico x2, desloca-se horizontalmente g para a direita, ou seja, o vértice que ficava

em (0,0) agora ficard em (% 0). Agora inverte-se o sentido do grafico, ao invés de

uma parabola com concavidade voltada para cima, tem-se para baixo.

Fx) = x? oo =(x=2) ) = (1) (x-2)
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Outro exemplo dado, g(x) =x* —5x + 6, analisando

5\2 1 . - ) , 5
gx) = (x - 5) ot partindo do gréafico de x*, desloca-se horizontalmente > para a
direita, depois desloca-se verticalmente i para baixo, assim obtém-se o grafico de

g(x).

1

g0 =2 900 = (x=5) 90 = (x-2) -1

2 745

Analisando h(x) = 3x2? 4+ 25x — 10, visualizando h(x) =3 (x + %) Y

sg £ g . 25 .
parte-se do grafico x2, deslocando o gréfico horizontalmente ~ Para esquerda, depois

. ~ . . 745
ampliando trés vezes a amplitude e deslocando o resultado verticalmente -, paraa

baixo obtém-se h(x).

h(x) = x? h(x) = (x + %)2
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h(x)=3(x+§)2 h(x)=3<x+%)2—%25
6
»

80

Para encerrar, é feita uma andlise sobre p(x) = 2x% + 2x + 3, que também

2
pode ser observada sobre a forma p(x) = 2(x+%) —g, partindo do grafico x?2,

deslocando-o % horizontalmente para esquerda, multiplicando a amplitude por dois,

p(x) = x*

. . ;g . 5 . .
para finalizar, deslocar o gréafico verticalmente 5 para baixo e assim encontra-se p(x).

0= ()

\
\ \
» |\ |/ »
\ / \ :
\ / \\ . r';
\ \ / \
\ /f
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p(x) =2 (x + %)2

Dessa forma, as principais informacdes da parabola sdo bem mais evidentes
na forma fatorada tornando a analise mais prética e eficiente (a0 menos mais facil do

que a abordagem por formulas como proposto em outros métodos).



32

APENDICE A — Uma proposta para ensino de equac¢des do 2° grau

Na sequéncia de aulas propostas a seguir, € visada a contribuicdo para o
desenvolvimento dos conceitos necessarios para a compreensdo e resolucao da

equacao do 2° grau.
Aula 1: Desenvolvimento de Produtos Notaveis.

Na aula inicial, os alunos irdo desenvolver exercicios que envolvam o produto

da soma e da subtracao, e reduzir os termos semelhantes.
Exercicios Sugeridos:
1-) Efetue as multiplicacoes:

a)x+ . E+y)=x*+xy+xy+y*=x>+2xy+y?
b-) (a + b).(2a + 3b) =

c-) (@—b).(a—b) =

d-) 2x—y).(x— 2y) =

e-)(a@a+b).(a—b) =

f) (3a— 2b).(a + 4b) =

2-) Desenvolva os produtos notaveis e reduza os termos semelhantes.
a)(x + Nx-7)-x> +50=x>—7x+7x—49—x*+50=1

b-) 3x + 1)(Bx-1)-8x? + 1

c-) (2a- 3b)(2a + 3b) + 9b% + 1

d-) (5x-2)(5x-2) + (x-3)(x- 2)

e-) (x-5)(x-5-((x-3)(x-3)-16

f-)(2x + 1)(2x + 1)-3x%2 + 8

g)(x + 2)(x + 2)- (x + H)(x + 2) + 4x + 12
h-)(x + D(x-3) + 2(x + 1)



I-)6(a + 2)(a + 2) + 2(a-3)(a-3) + (a- 4)(a + 4)
j-) 2m? - 3) - 2(m? + 1)(m? - 1)

k-) (a®b - 5)(a*bh + 5) + 2a(ab- 1)

) (x- D(x-1)- 2x- D)2x-1) + Bx-1)(3x-1)

33

3-) Abaixo temos alguns produtos notaveis. Vocé deve descobrir quais foram as

multiplicacGes que resultaram neles.

a-) y2 —49

b-) r2 + 2rs + s?
c)y?r—-2y+1
d-) a? — b?

4-) Calcule os seguintes produtos notaveis:

a) yx + 2a)(yx - 2a)
b) (yx + 2a)(yx + 2a)
)+ a)y-2)

d @+ a)x + 2)

e) (yx + 2a)?

5-) O resultado de (xy —11)(xy + 11) é o quadrado do primeiro termo menos o

quadrado do segundo. O quadrado do primeiro termo é

. Portanto, o resultado é

6-) Calcule os seguintes produtos:

@) (529) () -
) (x226xy) (;ij)//)
) (557 (=) -

d-) (Zx _1) (4x5+1) 53(2 -

U

O

e o0 do segundo é



34

Aula 2: Equacéo quando € um quadrado perfeito.

Esta aula tem o objetivo de propiciar que o aluno escreva algebricamente a
expressdo que identifica a area de quadrados, formados por outras figuras planas.
Depois faremos uso destes conceitos para encontrar a solucdo de uma equacao do

2° grau.

Exercicios Sugeridos:

1-) Desenvolva os produtos notaveis e reduza os termos semelhantes.

a-) (x + 1)2=

b-) 2x + 3)2 =
c-) 2x + 3y)* =
d-) (5a + x)* =

e-) (2ab + 1)% =
) (c* + y9)? =
g-) (a®b + ab?)? =
h) 3a + 2bc)? =
) (3x* + y©)? =

j) Ba-1)2=
k-) (3m - 5n)? =
) (4x - 3y)* =
m-) (a2 - b3)? =
n-) 3x° - y*)? =
0-) (5ab- 1)? =

p-) (ab? - a’b)* =
g-) (x*y - xy*)? =
) (3x - y)? =

9 (+7) -
9 (5+3) -
) (3-3) -
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2-) A respeito dos produtos notaveis, assinale verdadeiro (V) ou falso (F) para cada

caso a seqguir.

a( ) (x+ a)?=x*+ a*

D)( ) (x—a)(x+a)=x?—a?
c)( ) (x +a)? = x% + 2xa + a?
d( ) x-a)? =x*-a

e)( ) (x-a)* = x*-2x-a?

() (x-a)? = x%-2x + a?

3-) Seja x? + y? = 60. Qual é o valor positivo de x + y, sabendo que xy = 207?
a)b

b) 10

c) 15

d) 20

e) 25

4-) A segquir, cada trindbmio € o quadrado de uma expressao. Determine a expressao

de cada equacéo.

a-)a’? +2a+ 1=

a2®2a + 1 = (a+1)?

12



b-)1- 4x + 4x% =

104x + 4x%2 = (1 — 2x)?

/

12 (2x)?

c-)9m? + 6m + 1 =
d-)1-2y + y2=

e-)x? - 14x + 49 =

f-) 25x%2 - 10x + 1 =

g-) 4x2 - 12xy + 9y? =
h-) a® + 12a® + 36 =

i) 121x%y?% + 44xy + 4 =
i) %mz —§m+%= 0

k-) x? + 8x + 16 =0

l-) x2 — 10x + 25 =0

m-) 4x2 + 12x + 9 =0

n-) 16x?> —8x + 1 =0

0-) x2 + 2xy + y? =0
p—)x* — 6x + 9 =0

g-) n*-n+ % =0

) 42% — 20z + 25 =0

s-) 9a% + 12a + 4 =0

t-) v2 + 14v + 49 =0

u-) 0,01m? + 0,24mn + 1,44n? =0

2
V) 4416 =0
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Aula 3: Equacao do segundo grau que nao € um trinébmio quadrado perfeito, a equacao

gue possui raizes reais distintas e fatoracdo da equacao usando as raizes.

Nesta etapa, sera inserido o método de completar quadrados que € utilizado
para resolver equacdes do segundo grau, transformando-as em um produto notavel.
Ao resolver as equacdes podemos encontrar raizes. Raiz € o valor do qual substituido
nas incognitas, torna a sentenca verdadeira. A raiz pode ser chamada de solugéo da
equacao e essas solugbes encontradas formardo o conjunto verdade ou conjunto

solucéo, que sera representado pela letra S.

Exercicios Sugeridos:

Descubra o niumero que deve ser somado nos dois lados da equacéao, para tornar o

primeiro membro um quadrado perfeito, depois resolva as equacdes a seqguir:

a-) x? + 6x = 40
x> +6x+9=40+9

(x+3)2=49
JG+3)2 =49
x+3=x7
x+3=7 ou x+3=-7
x+3—-3=7-3 x+3—-3=-7-3
x=4 x =-—10
S ={-10;4}

b-) x? + 5x = 39
c)y? + 5y-6 =10
d)x?2+x—-2=0
e)m?—7m+10=0
fYx2+x—-12=0
g)n?—-3n—-10=0
h-) x2 + 12x = 28
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i-)x2+8x=9

j-) x2 — 10x = 39
k-)t?+6t+7=0
) x2—=3x+1=0
m-)x2—2x—-3=0
n-) x% — 0,6x + 0,08 = 0
0-)x2+3x—10=0
p-)c?—5¢c+4=0
g)x2—x—6=0
rr)x?+8x+12=0
s-)x2+x—-20=0

Aula 4: O caso em que o coeficiente “a” é diferente de 1.

No caso anterior, os calculos foram feitos considerando-se o coeficiente “a” da
equacao do segundo grau igual a 1. Desenvolver a concepgao que nos casos em que
“a” é diferente de 1, basta dividir toda a equacéo pelo valor de a.

Se o termo independente estiver no primeiro membro, deve-se isolar no
segundo termo, colocando o coeficiente “a” em evidencia no primeiro membro, em
seguida divide-se a equagao pelo valor do coeficiente “a”, descobrindo o niUmero para
completar o quadrado perfeito. Soma-se esse valor nos dois membros da equacéao,
para tornar o primeiro membro um quadrado perfeito, e finalmente ao resolver a

equacao, é encontrada suas raizes. Calcule:

a-) 4x? — 8x = -3



(x—1)2%=-
NCEEVE
.4
1= 1
XTAEES
x'—1=1 ou X'—1=-1
2 2
X' —1=- xX'—1=-:
2 2
, 1 " 1
X—1+1=E+1 X _1+1=_E+1
! 3 12 1
X = - X =-
2 2
-3
272

b-) 2x* -3x+1=0
2x2-3x+1-1=-1
2(x?-3x)=-1

Z(x2 —%x) -1

39



c-) —3x2+10x—3=0
d-)4x?—11x+6 =0
e-)10x2 —-7x—12=0
f-)4y2 =13y +3 =10
g-)2x2—4x+3=0

i) 2x2 —10x — 12 = 0
k-) 2x2 — 5x = —1
|-)2x2—§x+%=0
m-) 2x% + 6x — 40 = 0
n-)0,1x2—0,7x+1=0
0-)2x*+7x+5=0
p-) —x2+8x+9=0
g)2x2+3x+11=0
r-) 25x2 —10x+1=0
S$-)2x2—-7x+6=0
t) —4x% + 16x — 16 = 0

Aula 5: Equacdo que ndo possui raizes reais.
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Fechando o ciclo de apresentacdes de equacdes do 2° grau, tem-se as que nao

possuem raizes reais, mencionando assim, a existéncia do conjunto dos nameros

complexos.

Determine o conjunto das solu¢des de cada equacéo:

a-)x*+x+2=0



(c+3) =1
XT3) T

Entretanto, o quadrado de qualquer nimero real ndo é negativo, ou seja, S ={ }.
b-)x*+x+1=0

X’4+x+1-1=-1
x> +x=-1

1 1
x2+x+1=—1+—

( 1)2 3
2 4

Como o quadrado de qualquer nimero real ndo é negativo, entdo S = { }.

c)x?2—5x+71=0
d-)5x2+3x+5=0
e)y>* —4y +5 =0
f-)4x2 + 8x + 6 = 0
g)4x>-2x + 1 =0
h-)t?-7t + 15 = 0
i-)5x2—2x + 5 =0
j) x? + 6x = —40
k-) x2 + 5x =—39
-)x* + 9 =0
m-)x* —2x + 4 =0
n)x>* —5x +8 =0
0-)x* + 9 = 4x
p-)7x* + x + 2 =0
q) (x — 3)* = —2x*
N)3x2 —4x +2 =0
s-) k? + 15k + 56 =0
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Aula 6: Exercicios de fixacao

Propor exercicios de fixacdo a fim de exercitar os tdpicos apresentados
anteriormente, entretanto neste momento faca alternadamente para que o aluno

possa identificar em qual dos casos se encaixa cada exercicio.

1-) Determine o conjunto das soluc¢des de cada equacéo:

a)x* —5x+6 =0
b)x* —8x + 12 =0
c)x*+2x —8=0
d)x* —5x +8 =0
e)2x* —8x +8=0
fix® — 4x — 5 = 0
g —x*+x+12 =0
)—x*+6x —5=0
pex* +x —1 =0
Ky3x2 — 7x + 2 = 0
) 2x* — 7x = 15
m)x* + 5x + 6 =0
nx*—7x + 12 =0
0)x* +5x +4 =0
P)7x* + x +2 =0
Q) x> — 18x + 45 = 0
N—-x>-—x+30=0
s)x> —6x +9 =0

2-) Determine o conjunto das soluc¢des de cada equacéao:

a)4x* + 9 = 12x
b) x* = x + 12
C)2x* = —12x — 18
d)x* + 9 = 4x



e) 25x% = 20x - 4
f)2x = 15- x?

3-) Determine o conjunto das soluc¢des de cada equacéo:

a)x* + 3x-6 = —8
byx* + x-7 =5

C)4x* —x + 1 = x + 3x*
d)3x* + 5x = —x-9 + 2x?
e)d +x(x—4) =x
x(x +3)-40 =0
9)(x+3)?*=1

h)(x —5)? =1
i)(2x — 4)% = 0

D(x —3)? = -2x

43
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APENDICE B — Uma proposta para ensino de funcdes quadraticas

.. 49 . .
Iniciando com alguns exemplos. Dado f(x) = —x? + 7x — -, primeiramente

2
49 7 .
nota-se que x% — 7x + — = (x — E) , assim tendo:

49
flx) =—x2 +7x =

f(x)=(-1) (xz —7x + 47?>

2

Fe) = (-1 (x-7)
Ao reescrever f(x) dessa forma, fica evidente que o maior valor possivel para

f(x) é0, (pois (x — %)2 > 0, paratodo x € R ) e esse valor é atingido quando x = %
Dando prosseguimento, o proximo exemplo é g(x) = x? — 5x + 6. Para iniciar

2
25 5 .
observe que x? —5x + <= (x — E) , assim:

g(x) =x2—5x+——§+6
4 4

5\ 25 24

90 =(x-3) ~F+5

-(-3) -3
g0 =(x-3) -3
Ao reescrever g(x) dessa forma, fica claro que o menor valor possivel para
2
glx)é —i (umavez que (x — g) > 0, paratodo x € R) e esse valor é atingido quando
5
X =
2
Agora, analisando h(x) = 3x? + 25x — 10, observa-se que

625

5 . 25 252 . ]
X +?X+§— x+? assim tem-se:

h(x) = 3x? + 25x — 10

25 625 625
M@=3@1+—x+————ﬁ—

3 36 36
h()—3(2+25 +625) 625
Y=\ T3 AT g 36

25>2 120 625
12 12

h(x)=3(x+?
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h( )_3( +25>2 745
=27 12

Reescrevendo assim h(x), fica claro que o menor valor possivel para h(x) &

2
_%, (uma vez que (x + %) > 0, para todo x € R) e esse valor é atingido quando

_ 25

=-=
2
Observando p(x) = 2x? + 2x + 3, primeiro nota-se que x? + x +§ = (x +%) :
assim se tem:
p(x) = 2x* 4+ 2x + 3
p(x) =2(x?> +x)+3
( )—2( 2+ +1 1>+3
p() =2(x"+x+7—7
1

1
=2 (x? —) —2.=
p(x) (x +x+4 +3 2

Ca(rad) a8
2

or=afer) -

Ao reescrever p(x) dessa forma, visualiza-se melhor o menor valor possivel
2
P 5 1 P
para p(x) que é -3 (uma vez que (x +E) >0, para todo x € R) e esse valor é

atingido quando x = —%.

A seguir sdo propostos exercicios como sugestédo de treinamento de estudo de
funcdes quadraticas.

1-) Calcule as raizes, caso existam, das seguintes funcées quadraticas abaixo.

a-) f(x) =x?-1

b-) f(x) =x%+3x + 2
c)f(x)=x*+x-2

d-) f(x) =x>—6x+9
e-) f(x) =x?>—4x+3
f-) f(x) =x*+4x+3



46

9) f(x) =x*—x—2
h-) f(x) =x?—-2x—3

2-) O esboco do gréfico da funcéo quadratica f(x) = 2x? — 8x + 6 é:

3-) Calcule as raizes, caso existam, das seguintes fun¢des quadraticas abaixo.

a)y = —x*+ 6x + 5
b)y = —x*> — 6x + 5
c)y = —x*—6x — 5
dy =—-x>+6x-5

e)y = x* —6x + 5

Tem-se que a equacdo ax?+bx+c=0 é equivalente a ax? + bx = —c,
multiplicando os dois membros por 4a temos 4a.(ax? + bx) = 4a(—c), ou seja,
4a’x? + 4abx = —4ac. O lado esquerdo da equacdo acima pode ser interpretado
como a soma da area de um quadrado de lado 2ax com a area de dois retangulos de
lados b e 2ax. Para "completarmos o quadrado”, falta adicionar a expressao
4a’x? + 4abx a area de um quadrado de lado b. Assim, adicionando b? aos dois
membros da equacdo 4a’x? + 4abx = —4ac, se obtém

4a2x? + 4abx + b? = —4ac + b?, ou seja, (2ax + b)? = —4ac + b>.

. 2ax+b)2 . —b%+4 b\% . -b%+a
Contudo, é dado que ax? + bx + ¢ = Z&2° 4 X=qa (x + _) + ac
4a 4a 2a 4a
: e ~ b —b?%+4ac .
para simplificar a expressao tem-se h = —-€ k= , obtendo assim f na forma

f(x) = a(x — h)? + k que é sua forma padrdo. Assim, é possivel concluir que o vértice

do grafico da pardbola, representada pela funcdo f(x)=ax?+ bx+c, tem
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b -b%+4ac . . ., . b
coordenadas (h, k) = (_E’T)’ seu eixo de simetria é a reta vertical x = —so €

[—b2+4ac —b2+4ac]

,+) sea > 0 ou o intervalo sera (—oo, ”

sua imagem sera o intervalo

se a < 0. Ou seja, através do completamento de quadrados conseguimos avaliar a

funcdo quadratica.
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