
Helena Günther
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RESUMO

Este trabalho pretende abordar, de um ponto de vista elemen-
tar, as origens e a evolução da teoria anaĺıtica de números. Para isto,
primeiramente é analisado o surgimento da função zeta (devido a Le-
onhard Euler), enfatizando principalmente a sua relação com números
primos. Em seguida é discutida sua extensão como função anaĺıtica em
todo o plano complexo (exceto por seu polo em z = 1).

Palavras-chave: Função zeta. Funções anaĺıticas. Teoria anaĺı-
tica de números. Números primos.





ABSTRACT

This work intends to present an elementary introduction to the
origin and evolution of analytic number theory. To achieve this, the
advent of the zeta function (due to Leonhard Euler) is first analyzed,
with emphasis on its correlation to prime numbers. Its analytic ex-
tension to the complex plane (except for its pole in z = 1) is then
discussed.

Keywords: Zeta function. Analytic functions. Analytic number
theory. Prime numbers.
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INTRODUÇÃO

Segundo o Teorema Fundamental da Aritmética, os números pri-
mos são os “blocos” com os quais os inteiros são constrúıdos, por meio
da multiplicação; por tal razão, eles têm sido estudados desde a Grécia
antiga até hoje. Ainda na antiguidade foi obtida a prova da infinitude
do conjunto dos números primos (que, assim como a prova do Teorema
Fundamental da Aritmética, consta nos Elementos de Euclides) e foi
desenvolvido o crivo de Eratóstenes, usado para determinar os primos
inferiores a um inteiro dado [Eves 2008] [Prime number 2018].

A forma irregular com que os primos estão distribúıdos no conjunto
dos inteiros traz algumas dificuldades neste estudo. Apesar de a lista
de números primos conhecidos ser hoje bastante extensa, isso se deve
não só aos avanços na área, mas também à capacidade computacional
que temos atualmente. De fato, não há um método prático para testar
se um número grande é primo. E embora muitos matemáticos tenham
dedicado suas vidas a este estudo, ainda não se conhece uma fórmula
que gere todos os números primos – longe disso. O próprio Euler não
acreditava na existência de uma fórmula expĺıcita para o p-ésimo primo
pn, embora acreditasse ser provável encontrar uma fórmula recursiva
para pn em termos de p1, p2, . . . , pn−1 [Young 1992]. Até hoje, no en-
tanto, nenhuma tal fórmula é conhecida. Não se conhece nem ao menos
uma fórmula que gere uma infinidade de números, todos primos.

Um ramo que teve mais progressos, no entanto, foi o estudo da dis-
tribuição dos números primos. Euler já havia conjecturado que existem
infinitos primos da forma 100k+1. Em 1837, Dirichlet demonstrou um
resultado ainda mais geral: dados a e b primos entre si, a progressão
aritmética

a, a+ b, a+ 2b, . . . , a+ n · b, . . .

tem uma infinidade de primos. A prova deste teorema consolidou a
fundação da Teoria Anaĺıtica de Números [Dunham 1999].

Usaremos aqui a função π(x), que corresponde ao número de pri-



14

mos menores ou iguais a x. Um teorema devido a Euler [Young 1992]
estabelece que o conjunto dos primos tem densidade zero, ou seja, que

π(x)
x
→ 0 quando x→∞.

Esse resultado indica que conforme avançamos no conjunto dos inteiros
os primos ficam cada vez mais esparsos.

Vários matemáticos conjecturaram que

lim
x→∞

π(x)
x/ln x = 1.

Este resultado, conhecido como Teorema dos Números Primos, é notá-
vel por unir duas áreas da Matemática que podem, à primeira vista,
parecer disjuntas: a Teoria dos Números (que trata do aspecto discreto
dos números inteiros) e a Análise (que trata da continuidade, aqui
representada pela função real ln x. O primeiro enunciado publicado
deste resultado é devido a Legendre, em 1808. Baseado em evidências
emṕıricas, ele conjecturou que π(x) → x

ln x−A quando x → ∞, com
A ≈ 1, 08, embora hoje se saiba que uma melhor aproximação pode ser
obtida com A = 1 [Young 1992]. Também Gauss conjecturou que π(x)
poderia ser aproximada pela função

Li(x) =
∫ ∞

2

dt

ln t .

Esta função é uma aproximação melhor do que a de Legendre, que por
sua vez é melhor do que a do Teorema dos Números Primos, embora
todas sejam assintoticamente equivalentes [Martinez et al. 2010] [Young
1992]. Somente em 1896, depois de quase um século de desenvolvimento
da análise, este teorema pôde ser provado (de forma independente) por
Hadamard e de la Vallée Poussin [Boyer 1983].

Em 1859, Bernhard Riemann publicou Über die Anzahl der Prim-
zahlen unter einer gegebenen Grösse (Sobre o número de números pri-
mos menores do que uma quantidade dada), seu único trabalho sobre
teoria anaĺıtica de números [Riemann 1859]. Usando métodos de análise
complexa, ele estabeleceu que é posśıvel escrever uma fórmula expĺıcita
para o erro entre π(x) e Li(x) em termos dos zeros de ζ(s) [Baker 2017].
Desta forma, Riemann deixou evidente a relevância da função zeta para
a teoria de números.
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Este trabalho introduz a função zeta, conforme vista por Euler
e Riemann, e demonstra alguns resultados associados. O primeiro
caṕıtulo contém, além da definição da função zeta no conjunto dos
reais, uma demonstração da fórmula do produto de Euler. O segundo
caṕıtulo tem como objetivo dar uma extensão anaĺıtica da função zeta
no plano complexo (exceto para seu polo, em s = 1) e para isso in-
clui também um estudo da função Γ(s). Este texto é destinado a um
público amplo, porém foi escrito tendo em mente especialmente os leito-
res graduandos e graduados em Matemática; assim, objetiva trabalhar
os elementos da função zeta de forma acesśıvel e, sempre que posśıvel,
autocontida. Para tanto, uma breve exposição dos resultados utilizados
no texto – e conceitos associados – pode ser encontrada no Apêndice,
que está dividido em três partes, sendo elas: noções de topologia, noções
de análise real e noções de análise complexa.
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1 INTRODUÇÃO À
FUNÇÃO ZETA DE
EULER

Primeiramente, queremos definir a função zeta de Euler. Para isso,
precisamos mostrar que ela estará bem definida em seu domı́nio.

Proposição 1.1. A soma
∞∑
n=1

1
ns
, s ∈ R, (1.1)

converge para s > 1 e diverge para s 6 1.

Demonstração. Vamos analisar a convergência da soma acima.

No caso em que s = 1, temos
∞∑
n=1

1
ns

=
∞∑
n=1

1
n
,

que é a série harmônica.

Temos, pelo teste da integral, conforme enunciado em A.8, que∫ t

1

1
x
dx = ln |x|

∣∣∣t
1

= ln x
∣∣∣t
1

= ln t− ln 1 = ln t.
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Portanto ∫ ∞
1

1
x
dx = lim

t→∞

∫ t

1

1
x
dx = lim

t→∞
ln t =∞,

o que mostra a divergência da série harmônica e, consequentemente, da
soma em (1.1).

Para s 6= 1, pelo teste da integral, temos∫ t

1

1
xs

dx =
∫ t

1
x−s dx = x−s+1

−s+ 1

∣∣∣t
1

= t1−s

1− s −
1

1− s = t1−s − 1
1− s

e ∫ ∞
1

dx

xs
= lim
t→∞

t1−s − 1
1− s .

Quando s > 1 temos 1− s < 0, logo

lim
t→∞

t1−s − 1
1− s = −1

1− s = 1
s− 1 ,

e a série é convergente. Quando s < 1 temos 1− s > 0, logo

lim
t→∞

t1−s − 1
1− s =∞

e a série é divergente. Portanto a soma
∞∑
n=1

1
ns converge para s ∈ R,

s > 1 e diverge para s 6 1.

Podemos agora definir a função zeta de Euler conforme abaixo.
Definição 1.2. A função zeta de Euler é definida como

ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns

para todo s ∈ R tal que s > 1.
Observação. Se definirmos a função zeta para s ∈ C e Re(s) > 1,
podemos mostrar sua convergência usando o mesmo argumento acima,
pois se s ∈ C temos s = u+ iv logo, para todo n > 1,

n−s = n−u−iv = n−u · n−iv
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= 1
nu
· elnn−iv

= 1
nu
· e−iv lnn

= 1
nu
· e−i(v lnn)∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1
nu
· e−i(v lnn)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ 1
nu

∣∣∣∣ · ∣∣∣e−i(v lnn)
∣∣∣

=
∣∣∣∣ 1
nu

∣∣∣∣ · 1
=
∣∣∣∣ 1
nu

∣∣∣∣.
Assim, temos que ζ está definida para todo o semiplano Re(s) > 1.

1.1 FÓRMULA DO PRODUTO DE EU-
LER

Em 1737, no seu artigo “Variae observationes circa series infinitas”
[Euler 1744], Euler demonstrou que

∞∑
n=1

1
ns

=
∏

p primo

1
1− 1

ps

.

A sua demonstração no entanto não era rigorosa, especialmente por não
fazer diferença entre os valores de s para os quais a soma e o produto
acima convergem ou divergem. Em 1876, Kronecker demonstrou este
resultado rigorosamente, para s > 1 [Dunham 1999].

Teorema 1.3 (Fórmula do produto de Euler). Para s ∈ R, s > 1,
temos que

ζ(s) =
∏

p primo

1
1− 1

ps

, ou seja,

∞∑
n=1

1
ns

=
∏

p primo

1
1− 1

ps

.
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Apresentamos a seguir nossa demonstração para este resultado.

Demonstração. Considere os k primeiros primos. Associamos ao i-
ésimo primo um natural Ni. Para cada um desses primos, tomamos as
somas dos inversos de suas potências de expoente natural até o expo-

ente máximo Ni, ou seja,
(

1 + 1
ps
i

+ · · ·+ 1
p
Nis

i

)
. Consideramos então

o produtório P(k;N1,...,Nk) de tais somas, para todos os k primeiros pri-
mos:

P(k;N1,...,Nk) =
(

1 + 1
ps1

+ · · ·+ 1
pN1s

1

)
· · ·

(
1 + 1

psk
+ · · ·+ 1

pNksk

)

=
N1∑
r=0

1
prs1
· · ·

Nk∑
r=0

1
prsk

(1.2)

=
k∏
i=1

(
Ni∑
r=0

1
prsi

)

O resultado do produtório será a soma de todos os naturais que
têm em sua decomposição por primos apenas os k primeiros primos
(onde cada primo pi terá expoentes menores ou iguais do que Ni). Por
exemplo:

P(2;1,2) =
(

1
20·s + 1

21·s

)
·
(

1
30·s + 1

31·s + 1
32·s

)
=
(

1 + 1
2s

)
·
(

1 + 1
3s + 1

32s

)
= 1 + 1

2s + 1
3s + 1

2s3s + 1
32s + 1

2s32s .

Seja I o conjunto de ı́ndices (k;N1, . . . , Nk) com k > 1 (ou seja,
usando pelo menos um primo) e Ni > 0 (ou seja, cada uma das somas
começa com 1 e pode ou não ter outras parcelas):

I = {(k;N1, . . . , Nk) | k > 1, Ni > 0}.

Vamos introduzir uma ordem parcial no conjunto I conforme abaixo.

(k;N1, . . . , Nk) 6 (l;M1, . . . ,Ml)
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se e só se:

k 6 l; e Ni 6Mi ∀ i ∈ {1, . . . , k}.

Esta relação de ordem parcial faz de I um conjunto dirigido pois, apesar
de nem todos os pares de elementos de I serem comparáveis, todo par
de elementos de I tem uma cota superior.

De fato, se (k1;M1, . . . ,Mk1) e (k2;N1, . . . , Nk2) pertencem a
I, podemos tomar k = max{k1, k2} e Pi = max{Mi, Ni} ∀ i ∈
{1, . . . , k}, de forma que

(k;P1, . . . , Pk) > (k1;M1, . . . ,Mk1) e
(k;P1, . . . , Pk) > (k2;N1, . . . , Nk2).

Exemplos:

i) (2; 3, 6) e (2; 5, 4) têm (2; 5, 6) como cota superior.

ii) (3; 7, 1, 2) e (4; 1, 0, 3, 5) têm (4; 7, 1, 3, 5) como cota superior.

Observação. O fato de I ser um conjunto dirigido faz de
{P(k;N1,...,Nk) | k > 1, Ni > 0} uma net (ver definição A.5).

Consideremos agora as seguintes somas:

S =
∞∑
n=1

1
ns

e SN =
N∑
n=1

1
ns
,

onde s ∈ R, s > 1.

Afirmação 1.4.

P(k;N1,...,Nk) 6 SM 6 S (1.3)

para algum M .

De (1.2), temos

P(k;N1,...,Nk) =
(
N1∑
r=0

1
prs1

)
· · ·

(
Nk∑
r=0

1
prsk

)
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=
N1∑
r1=0

N2∑
r2=0
· · ·

Nk∑
rk=0

(
1

pr1s
1 pr2s

2 · · · prksk

)

=
N1∑
r1=0

N2∑
r2=0
· · ·

Nk∑
rk=0

(
1∏k

i=1 p
ris
i

)

=
N1∑
r1=0

N2∑
r2=0
· · ·

Nk∑
rk=0

1(∏k
i=1 p

ri
i

)s
Como M = pN1

1 pN2
2 · · · p

Nk
k é o maior denominador que aparece na

soma, então SM =
∑M
n=1

1
ns = 1 + 1

2s + · · · + 1
Ms > P(k;N1,...,Nk). Isto

ocorre porque cada potência aparece uma única vez em P(k;N1,...,Nk),
já que a decomposição em produtos de potências de primos é única e
SM contém todos os inversos de produtos de potências de inteiros até
M , inclusive (mas talvez não somente) esses.

Como SM =
∑M
n=1

1
ns <

∑∞
n=1

1
ns = S ∀M , então

P(k;N1,...,Nk) 6 SM < S.

Assim, {Pi | i ∈ I} é limitado superiormente (por S), e é não-
vazio, logo possui um supremo. Seja P = sup{Pi}. Como S > Pi ∀ i ∈
I (ou seja, S é cota superior de {Pi}), então

P 6 S. (1.4)

Observação 1.5. Se i < j, então

Pi < Pj .

De fato, se i = (k1;M1, . . . ,Mk1) e j = (k2;N1, . . . , Nk2), então
teremos k1 6 k2 e Mi 6 Ni ∀i ∈ {1, . . . , k1}, com ao menos um
i ∈ {1, . . . , k1} para o qual Mi < Ni, logo

Pj = P(k2;N1,...,Nk2 )

=
(
N1∑
r=0

1
prs1

)
· · ·

Nk1∑
r=0

1
prsk1

 · · ·
Nk2∑
r=0

1
prsk2


=
(
M1∑
r=0

1
prs1

+
N1∑

r=M1

1
prs1

)
· · ·

Mk1∑
r=0

1
prsk1

+
Nk1∑

r=Mk1

1
prsk1

 · · ·
Nk2∑
r=0

1
prsk2


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>

(
M1∑
r=0

1
prs1

)
· · ·

Mk1∑
r=0

1
prsk1

 · 1 · · · 1
= P(k1;M1,...,Mk1 ) = Pi

Observação.

P = lim
i∈I

Pi

De fato, já que P = sup{Pi}, o resultado segue da Proposição A.7
do Apêndice A.1.

Afirmação. Para todo N ∈ N existe i ∈ I tal que

SN 6 Pi 6 P. (1.5)

De fato, seja N ∈ N. Seja k = π(N) (ou seja, k é o número de
primos menores que ou iguais a N). Para cada i ∈ {1, . . . , k}, tome
Ni = {maxα | pαi 6 N}.

Então SN 6 P(k;N1,...,Nk). De fato, SN inclui a soma de todos
os inversos de potências de expoente s dos inteiros de 1 até N , en-
quanto P(k;N1,...,Nk), por considerar todos os primos envolvidos nas
decomposições dos inteiros supracitados (e seus respectivos expoentes
máximos na decomposição desses inteiros), inclui todos esses inteiros e
também possivelmente outros inteiros maiores que N .

Exemplo. Para N = 3, temos k = 2, p1 = 2, p2 = 3, N1 = 1 e N2 = 1.
Temos então

P(2;1,1) =
(

1 + 1
2s

)(
1 + 1

3s

)
= 1 + 1

2s + 1
3s + 1

2s3s

= 1 + 1
2s + 1

3s + 1
6s .

Por outro lado,

S3 =
3∑

n=1

1
ns

= 1 + 1
2s + 1

3s < 1 + 1
2s + 1

3s + 1
6s = P(2;1,1).
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Como SN 6 Pi 6 P para todo N , temos que P é cota superior de
{SN}. Como S = sup{SN}, S 6 P .

Como P 6 S (pela equação 1.4), então

S = P. (1.6)

Vamos agora mostrar que P =
∏

p primo

(
1

1− 1
ps
i

)
.

Seja P(k;∞) =
k∏
i=1

(
1

1− 1
ps
i

)
. Temos que

P(k;∞) =
k∏
i=1

(
1

1− 1
ps
i

)

=
k∏
i=1

( ∞∑
r=0

1
(psi )r

)
= lim
N1→∞

lim
N2→∞

· · · lim
Nk→∞

P(k;N1,...,Nk). (1.7)

Afirmação 1.6. Para todo k ∈ N∗,

P(k;∞) 6 P. (1.8)

De fato. Suponha que lim
N1→∞

lim
N2→∞

· · · lim
Nk→∞

P(k;N1,...,Nk) = P ′

para algum P ′ > P . Então para todo ε > 0 existe P(k;N1,...,Nk) ∈
(P ′−ε, P ′+ε). Tomando ε = P ′−P , temos P(k;N1,...,Nk) ∈ (P, 2P ′−P ),
logo P(k;N1,...,Nk) > P , o que é uma contradição. Segue que P ′ 6 P .

É fácil ver que, se k < l, então P(k;∞) 6 P(l,∞) 6 P , logo existe
P(∞;∞) = lim

k→∞
P(k;∞) e

P(∞;∞) = lim
k→∞

k∏
i=1

(
1

1− 1
ps
i

)
=

∏
p primo

(
1

1− 1
ps
i

)
.

Afirmação.

P(∞;∞) 6 P. (1.9)
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De fato, como a sequência (P(k;∞))k∈N∗ é monótona crescente,
então

P(∞;∞) = sup{P(k;∞)} 6 P,

pois P é cota superior de {P(k;∞)} e sup{P(k;∞)} é a menor das cotas
superiores do conjunto.

Conclúımos que
∏

p primo

(
1

1− 1
ps
i

)
6 P .

Para cada k ∈ N, definimos

Ik = {(k;N1, N2, . . . Nk) | N1, . . . , Nk ∈ N}.

Note que Ik ⊂ I é um conjunto dirigido. Então podemos tomar limites
em {Pi | i ∈ Ik}, que é uma net (ver definição A.6 do apêndice A.1)
e o limite (1.7) pode ser visto também como limite de net, ou seja,
P(k;∞) = limi∈Ik Pi.

Também já mostramos que, em I, se i < j, então Pi < Pj (ver
observação 1.5), o que se estende para Ik ⊂ I, cuja ordem é induzida
pela ordem de I. Isso significa que {Pi | i ∈ Ik} é uma net crescente e
limitada superiormente (vide afirmação 1.5).

Pela proposição A.7 do apêndice A.1, temos que a net {Pi | i ∈ Ik}
converge para seu supremo, logo

P(k;∞) = lim
i∈Ik

Pi = sup
i∈Ik

Pi. (1.10)

Como P é cota superior de P(k,∞) (afirmação 1.6), então
P(k;∞) = supi∈Ik Pi 6 P , pela definição de supremo.

A sequência dos P(k;∞) é crescente e limitada superiormente por
P , logo converge para seu supremo (propriedade A.1 do apêndice A.1),
ou seja,

P(∞;∞) = lim
k→∞

P(k;∞) = sup{P(k;∞)}. (1.11)

Afirmação. P(∞;∞) > P .
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Suponha que P(∞;∞) < P . Como P = supi∈I Pi, então existe
P(k;N1,...,Nk) tal que

P(∞;∞) < P(k;N1,...,Nk) 6 P. (1.12)

Mas, por (1.10), P(k;∞) = supi∈Ik{Pi}, logo

P(k;N1,...,Nk) 6 P(k;∞) 6 P(∞;∞), (1.13)

pois P(∞;∞) = sup{P(k;∞)} (equação 1.11). De 1.12 e 1.13 temos,
respectivamente, que P(∞;∞) < P(k;N1,...,Nk) e P(∞;∞) > P(k;N1,...,Nk),
o que é uma contradição. Conclúımos que P(∞;∞) > P .

Por (1.9), P(∞;∞) 6 P , de onde segue que P(∞;∞) = P , isto é,

∏
p primo

(
1

1− 1
ps
i

)
= P = S =

∞∑
n=1

1
ns
.

1.2 SOMA DOS INVERSOS
DOS PRIMOS

Vimos que a série harmônica (que é a soma dos inversos dos
números naturais não nulos) diverge (Proposição 1.1). Vimos também
na Introdução que

lim
x→∞

π(x)
x

= 0,

ou seja, o conjunto dos primos tem densidade zero. Será então que a
soma dos inversos dos primos, sendo uma soma com muito menos ter-
mos que a série harmônica, converge? A resposta é não. Demonstramos
abaixo este resultado.

Teorema 1.7. A série∑
p primo

1
p

= 1
2 + 1

3 + 1
5 + 1

7 + · · ·

é divergente.
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Demonstração. Considere os k primeiros primos, com k > 2. Definimos

Pk =
k∏

i=1

(
1

1− 1
pi

)

=
(

1
1− 1

2

)(
1

1− 1
3

)
· · ·

(
1

1− 1
pk

)

=
(

1
1− 1

2

)(
1

1− 1
3

)
· · ·

(
1

1− 1
pk

)

=
(

1 + 1
2 + · · ·

)(
1 + 1

3 + · · ·
)
· · ·
(

1 + 1
pk

+ · · ·
)

> 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
k

+ · · ·+ 1
pk
.

> 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
k
,

já que pk > k para todo k > 2. Note que

1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
k

=
k−1∑
i=1

1
i
>

∫ k

1

1
x
dx. (ver figura 1)

Figura 1:
∑k−1
i=1

1
i >

∫ k−1
1

1
x dx

Temos então que

Pk > 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
k
> ln |k| − ln |1| = ln k.
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Aplicando logaritmo, temos

ln (ln k) < lnPk

< ln
[(

1
1− 1

2

)(
1

1− 1
3

)
· · ·

(
1

1− 1
pk

)]

< ln
(

1
1− 1

2

)
+ ln

(
1

1− 1
3

)
+ · · ·+ ln

(
1

1− 1
pk

)
. (1.14)

Seja f(x) = ln
(

1
1−x

)
= − ln (1− x).

Temos que

f ′(x) = − 1
1− x · (−1) = 1

1− x

f ′(0) = 1
1− 0 = 1

f ′′(x) = (−1) · (1− x)−2 · (−1) = 1
(1− x)2 > 0,

ou seja, o gráfico de f é côncavo para cima.

Considerando g(x) = 2x, temos g′(x) = 2. Segue que

g(0) = 0 = ln 1 = ln
(

1
1− 0

)
= f(0)

g( 1
2 ) = 2 · 1

2 = 1 = ln e > ln 2 = ln
(

1
1− 1

2

)
= f( 1

2 ).

Podemos concluir que

f(x) < g(x) ∀x ∈
(
0, 1

2
]
. (ver figura 2) (1.15)

De (1.14) e (1.15), temos

ln (ln k) < ln
(

1
1− 1

2

)
+ · · ·+ ln

(
1

1− 1
k

)
= f( 1

2 ) + f( 1
3 ) + · · ·+ f( 1

pk
)

< g( 1
2 ) + g( 1

3 ) + · · ·+ g( 1
pk

)
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= 2 · 1
2 + 2 · 1

3 + · · ·+ 2 · 1
pk

= 2
(

1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
pk

)
ln (ln k)

2 <
1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
pk
. (1.16)

Como lim
k→∞

ln k =∞ e ln (x) é cont́ınua, então

lim
k→∞

ln (ln k) =∞, (1.17)

o que implica que o lado esquerdo de (1.16) diverge. Portanto a soma
do lado direito da desigualdade também é divergente quando k → ∞,
isto é,

lim
k→∞

(
1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
pk

)
=

∑
p primo

1
p

=∞. (1.18)

Figura 2: f(x) < g(x) ∀x ∈
(
0, 1

2
]
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Sabemos então que, embora os primos fiquem menos numerosos
conforme caminhamos no conjunto dos inteiros, eles não ficam tão es-
parsos a ponto de essa soma ser convergente. Ou seja, embora a ordem
de grandeza de pn seja maior que a de n, ela não pode ser muito maior.
De fato, se ela fosse, por exemplo, O(n2), ou até O(n(lnn)2), então a
série

∑ 1
pn

seria convergente [Young 1992]. Por outro lado, vimos em
(1.17) que o crescimento da série é muito lento, da ordem deO(ln(lnn)).
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2 A FUNÇÃO ZETA DE
RIEMANN

Em seu artigo “Sobre o número de números primos menores do
que uma quantidade dada”, Riemann menciona a fórmula do produto
de Euler, que acabamos de demonstrar. Ele então define a função zeta
como sendo a soma (ou o produto) da fórmula, considerando s ∈ C. Ele
afirma que tanto a soma quanto o produto “convergem somente quando
a parte real de s é maior do que 1; ao mesmo tempo, é fácil encontrar
uma expressão para a função que é sempre válida” [Riemann 1859, p. 1,
tradução nossa] (exceto para o polo em s = 1). Nosso objetivo neste
caṕıtulo é apresentar a extensão anaĺıtica da função zeta para o plano
complexo (exceto para o ponto s = 1). Para isso, iniciaremos com o
estudo da função gama.

2.1 A FUNÇÃO GAMA

A integral ∫ 1

0

(
ln 1

t

)x−1
dt

foi estudada por Euler entre 1729 e 1730. Em 1809, esta integral rece-
beu de Adrien-Marie Legendre o nome de função gama (definida para
x > 0, onde a integral acima converge) e o śımbolo Γ que a caracteri-
zam. [Havil 2003]

Alternativamente, é posśıvel escrever∫ 1

0

(
ln 1

t

)x−1
dt =

∫ 1

0
(ln 1− ln t)x−1

dt
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=
∫ 1

0
(− ln t)x−1

dt.

Substituindo u = − ln t, temos e−u = t, logo dt = −e−u du. Segue
que ∫ 1

0
(− ln t)x−1

dt =
∫ 0

∞
ux−1(−e−u) du

=
∫ ∞

0
ux−1e−u du, x > 0.

Podemos então definir a função gama conforme abaixo.

Definição 2.1. A função gama é definida como

Γ(x) =
∫ ∞

0
tx−1e−t dt (2.1)

para x ∈ (0,∞).

Afirmação 2.2. A função Γ não está definida em 0.

De fato, temos que∫ ∞
0

t−1e−t dt =
∫ 1

0

e−t

t
dt+

∫ ∞
1

e−t

t
dt

> e−1
∫ 1

0

dt

t
+
∫ ∞

1

e−t

t
dt

> e−1
∫ 1

0

dt

t
,

que diverge pois ∫ 1

0

dt

t
= lim
x→0+

∫ 1

x

dt

t

= lim
x→0+

(ln |1| − ln |x|)

=∞,

o que mostra a afirmação.

Afirmação. Γ(x) está definida para x > 0.
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Como

lim
t→∞

tx−1

e
t
2

= 0,

então existe n ∈ N tal que, se t > n, teremos tx−1

e
t
2
< 1. Já que t > 0

implica e−t < 1, então

Γ(0) =
∫ ∞

0
tx−1e−t dt

=
∫ n

0
tx−1e−t dt+

∫ ∞
n

tx−1e−t dt

<

∫ n

0
tx−1 · 1 dt+

∫ ∞
n

tx−1e−t dt. (2.2)

Analisando a primeira integral, temos∫ n

0
tx−1 dt = tx

x

∣∣∣n
0

= nx

x
.

A segunda integral também converge, pois∫ ∞
n

tx−1e−t dt =
∫ ∞
n

tx−1

e
t
2
e−

t
2 dt

6
∫ ∞
n

1 · e− t2 dt

= lim
r→∞

∫ r

n

e−
t
2 dt

= lim
r→∞

[
−2 ·

∫ −r
2

−n
2

eu du

]

= −2 · lim
r→∞

eu
∣∣∣−r

2

−n
2

= −2 · lim
r→∞

[
e−

r
2 − e−n2

]
= −2 ·

(
0− e−n2

)
= 2e−n2 .

Como ambas as integrais convergem, conclúımos que Γ(0) está definida.

A relação demonstrada a seguir permite calcular Γ(x) recursiva-
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mente para x > 0.

Proposição 2.3. Se x > 0, então Γ(x+ 1) = x · Γ(x).

Demonstração. Da definição, temos (tomando u = tx e dv = e−t dt na
integração por partes):

Γ(x+ 1) =
∫ ∞

0
txe−t dt

=
[
tx(−e−t)

]∞
0 +

∫ ∞
0

e−t · xtx−1 dt

= lim
t→∞

(−txe−t) + 0 · e0 + x

∫ ∞
0

tx−1e−t dt

= 0 + x

∫ ∞
0

tx−1e−t dt

= x · Γ(x).

Corolário 2.4. Para n ∈ N∗, Γ(n) = (n− 1)!.

Demonstração. Temos que

Γ(1) =
∫ ∞

0
t0e−tdt = [−e−t]∞0 = lim

t→∞
−e−t + e0 = 0 + 1 = 1 = 0! .

Da Proposição 2.3, para x = n − 1 ∈ N∗ temos Γ(n) = (n − 1) ·
Γ(n− 1), logo

Γ(2) = 1 · Γ(1) = 1 = 1!
Γ(3) = 2 · Γ(2) = 2 · 1! = 2!
Γ(4) = 3 · Γ(3) = 3 · 2! = 3!

...
Γ(n) = (n− 1) · Γ(n− 1)

= (n− 1) · (n− 2) · Γ(n− 2)
= (n− 1) · (n− 2)(n− 3) · · · 1
= (n− 1)!

para todo n ∈ N∗, já que Γ(1) = 1 = 0! = (1− 1)!.
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Portanto temos que a função Γ(x+1) coincide com a função fatorial
x! para todo x ∈ N, está definida em (0,∞) e pode ser estendida
também para os reais negativos não inteiros. Conclúımos então que a
função gama é uma extensão da função fatorial para o conjunto R\Z−.

Usando a substituição u = t
1
2 , du = 1

2 t
− 1

2 e a igualdade∫ ∞
0

e−u
2
du =

√
π

2

[Weisstein], temos

Γ( 1
2 ) =

∫ ∞
0

t
1
2−1e−t dt

=
∫ ∞

0
t−

1
2 e−t dt

= 2
∫ ∞

0
e−u

2
du

= 2 ·
√
π

2
=
√
π.

Da relação funcional Γ(x+ 1) = x · Γ(x) podemos escrever Γ(x) =
Γ(x+1)

x , com x 6= 0. Esta nova relação nos permite estender a definição
de Γ para números reais negativos, por exemplo

Γ(− 1
2 ) =

Γ( 1
2 )
− 1

2

= −2
√
π,

exceto para os números inteiros negativos pois teŕıamos, por exemplo,

Γ(−1) = Γ(0)
−1 .

O fato de Γ(0) não estar definida (conforme visto na Afirmação 2.2)
implicará, como veremos no Teorema 2.9 que, para todo k ∈ Z−, Γ(k)
não está definida.

Proposição 2.5. A função gama tem extensão anaĺıtica no semiplano
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Re(s) > 0, e sua extensão anaĺıtica também é dada pela fórmula integral

Γ(s) =
∫ ∞

0
e−tts−1 dt.

Demonstração. Basta mostrar que a integral define uma função holo-
morfa em toda faixa Sδ,M = {δ < Re(s) < M}, onde 0 < δ < M <∞.
Se s for um complexo da forma s = σ + iρ, temos∣∣e−tts−1∣∣ =

∣∣e−t∣∣∣∣tσ−1tiρ
∣∣ = e−t

∣∣tσ−1∣∣∣∣tiρ∣∣ = e−ttσ−1.

Observação. Note que

•
∣∣tσ−1

∣∣ = tσ−1, pois t > 0

•
∣∣tiρ∣∣ = 1, pois tiρ = eln(tiρ) = eiρ ln t = ei(ρ ln t), logo

∣∣tiρ∣∣ =∣∣ei(ρ ln t)
∣∣ = 1.

Ou seja, quando Re(s) > 0, temos∫ ∞
0

∣∣e−tts−1∣∣ dt =
∫ ∞

0
e−ttσ−1 dt,

com σ > 0 real. Como
∫∞

0 e−ttσ−1 dt converge, então
∫∞

0
∣∣e−tts−1

∣∣ dt
converge para todo s ∈ Sσ,M .

Note que∫ ∞
0

e−ttσ−1 dt =
∫ 1

0
e−ttσ−1 dt+

∫ ∞
1

e−ttσ−1 dt

= lim
ε→0+

∫ 1

ε

e−ttσ−1 dt+ lim
ε→0+

∫ 1
ε

1
e−tts−1 dt

= lim
ε→0+

∫ 1
ε

ε

e−tts−1 dt,

(já que
∫∞

0 e−tts−1 dt é imprópria em zero, pois como limt→0+ e−t = 1
e limt→0+ t1−s = 0, temos limt→0+ e−tts−1 = limt→0+

e−t

t1−s =∞).

Para cada n ∈ N, seja Fn(s, t) =
∫ n

1
n
e−tts−1 dt. Pelo Teorema

A.17 do apêndice A.3 (tomando f(s, t) = e−tts−1 no lugar de F (z, s)
e Fn(s) no lugar de f(z)), temos que Fn é holomorfa na faixa Sδ,M ,
bastando para isso verificar as duas afirmações abaixo.
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Afirmação 2.6. Para um s ∈ Ω = Sδ,M fixo e a, b ∈ R, f(s, t) =
e−tts−1 é holomorfa em s para todo t ∈ [a, b].

Demonstração. Temos que ts−1 = eln ts−1 = e(s−1) ln t = es−1eln t =
t · es−1. Como t e et são constantes em relação a s e es−1 é holomorfa
em s para todo t ∈ [a, b] e para s ∈ Sδ,M , então f(s, t) = et · ts−1 é
holomorfa em s para todo t ∈ [a, b] e para s ∈ Sδ,M .

Afirmação 2.7. f(s, t) = e−tts−1 é cont́ınua em Ω×
[ 1
n , n

]
.

Demonstração. f(s, t) = e−tts−1 é produto de funções cont́ınuas, logo
é cont́ınua para (s, t) ∈ Sδ,M ×

[ 1
n , n

]
, e é holomorfa para todo (s, t) ∈

Sδ,M , satisfazendo as hipóteses do Teorema A.17, garantindo que as
funções Fn são holomorfas.

Se mostrarmos que Fn converge uniformemente para Γ na faixa
Sδ,M , então para todo compacto C ⊂ {s | Re(s) > 0} existirá uma
faixa Sδ,M contendo C. Dessa forma, como Fn é holomorfa para todo
n ∈ N, o Teorema A.19 garante que Γ será holomorfa em {s | Re(s) >
0}. Temos então

|Γ(s)− Fn(s)| =

∣∣∣∣∣
∫ ∞

0
e−tts−1 dt−

∫ n

1
n

e−tts−1 dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 1

n

0
e−tts−1 dt+

∫ ∞
n

e−tts−1 dt

∣∣∣∣∣
6
∫ 1

n

0

∣∣e−tts−1 dt
∣∣+
∫ ∞
n

∣∣e−tts−1 dt
∣∣

=
∫ 1

n

0
e−ttσ−1 dt+

∫ ∞
n

e−ttσ−1 dt. (2.3)

Analisando a primeira integral de (2.3) temos que, como t ∈ [0, 1
n ],

então e−t < e0 = 1, logo∫ 1
n

0
e−ttσ−1 dt 6

∫ 1
n

0
tσ−1 dt

= tσ

σ

∣∣∣ 1
n

0
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=
1
nσ

σ
− 0
σ

= 1
σnσ

.

Analisando a segunda integral de (2.3) temos que, dado s ∈ Sσ,M com
s = σ + iπ e Re(s) = σ < M , então Re(s)− 1 = σ − 1 < M − 1 < M .
Como limt→∞

tM

e
t
2

= 0, existe k > 1 tal que, se t > k, então tM

e
t
2
< 1.

Dessa forma, temos

e−ttσ−1 6 e−ttM = e−
t
2 · t

M

e
t
2
< e−

t
2 · 1

e ∫ ∞
n

e−ttσ−1 dt <

∫ ∞
n

e−
t
2 dt = −2e− t2

∣∣∣∞
n

= −2
[

lim
r→∞

e−
r
2 − e−n2

]
= 2e−n2 = 2e−n2 .

Logo, de 2.3, temos

|Γ(s)− Fn(s)| =
∫ 1

n

0
e−ttσ−1 dt+

∫ ∞
n

e−ttσ−1 dt

<
1
σnσ

− 2e−n2 .

Portanto,

lim
n→∞

|Γ(s)− Fn(s)| 6 lim
n→∞

[
1
σnσ

− 2e−n2
]

= 0.

Conclúımos que Fn converge uniformemente para Γ na faixa Sδ,M , ou
seja, a extensão anaĺıtica da função F (s) no semiplano Re(s) > 0 é
dada pela fórmula integral, conforme queŕıamos demonstrar.

Lema 2.8. Se Re(s) > 0, então

Γ(s+ 1) = sΓ(s).

Demonstração. Já demonstramos esta fórmula em na Proposição 2.3
para x ∈ R, x > 0. A demonstração para o caso Re(s) > 0 é análoga.



39

Teorema 2.9. A função Γ(s), definida inicialmente para Re(s) > 0,
tem como continuação anaĺıtica uma função meromorfa em C cujas
únicas singularidades são polos simples nos inteiros negativos e no zero
(ou seja, os pontos s = 0,−1,−2, . . .). O reśıduo de Γ em s = −n é
(−1)n
n! .

Demonstração. É suficiente estender Γ para cada semiplano Re(s) >
−m com m ∈ N∗. Para Re(s) > −1 queremos ter a relação do Lema
2.8, ou seja, uma função F1 tal que Γ(s+ 1) = s · F1(s).

Para s ∈ {Re(s) > −1}\{0}, definimos

F1(s) = Γ(s+ 1)
s

.

Como Γ(s+ 1) é holomorfa em Re(s+ 1) > 0, ou seja, em Re(s) > −1,
então F1 é meromorfa nesse semiplano, com polo simples em s = 0.
Como Γ(1) = 1 temos, por A.16, que

lim
s→0

(s− 0)Γ(s) = lim
s→0

sΓ(s) = lim
s→0

Γ(s+ 1) = Γ(1) = 1,

ou seja, ress=0 Γ(s) = 1. Pelo Lema 2.8, temos então que

F1(s) = Γ(s+ 1)
s

= Γ(s)

para Re(s) > 0, ou seja, F1 estende Γ para uma função meromorfa no
semiplano Re(s) > −1.

De maneira análoga, para cada m ∈ N∗, definimos no semiplano
Re(s) > −m uma função

Fm(s) = Γ(s+m)
(s+m− 1)(s+m− 2) · · · s . (2.4)

Como Γ(s+m) é holomorfa em Re(s+m) > 0, ou seja, em Re(s) > −m,
e tem polos simples em 0,−1,−2, . . . ,−m+1, então Fm(s) é meromorfa
no semiplano Re(s) > −m. Além disso, para cada polo −n ∈ Z∗− temos,
por (2.4) e pelo Corolário 2.4, o reśıduo

ress=−n Γ = lim
s→−n

(s− (−n))Fm(s)
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= lim
s→−n

(s+ n) Γ(s+m)
(s+m− 1)(s+m− 2) · · · (s+ n) · · · s

= lim
s→−n

Γ(s+m)
(s+m− 1)(s+m− 2) · · · (s+ n+ 1) · (s+ n− 1) · · · s

= Γ(−n+m)
(−n+m− 1)(−n+m− 2) · · · 1 · (−1) · · · (−n)

= (−n+m− 1)!
(−n+m− 1)! (−1) · · · (−n)

= (−1)n

n!

Note que, como a equação (2.4) vale para o semiplano Re(s) > −m,
então vale também para Re(s) > 0. Neste caso, aplicando m vezes o
Lema 2.8, temos que

Fm(s) = Γ(s+m)
(s+m− 1)(s+m− 2) · · · s

= (s+m− 1)(s+m− 2) · · · s · Γ(s)
(s+m− 1)(s+m− 2) · · · s

= Γ(s),

isto é, para todo m ∈ N a função Fm(s) coincide com Γ(s) no semiplano
Re(s) > 0. Além disso, temos que Fm = Fk para 1 6 k 6 m no
domı́nio de Fk. Dessa forma, temos uma continuação anaĺıtica de Γ(s)
para C\Z−.

Lema 2.10. Para 0 < x < 1,∫ ∞
0

zx−1

1 + z
dz = π

sen (πx) .

Demonstração. Considere a função f(z) = zx−1

1−z = −g(z)
z−1 , onde g(z) =

zx−1. Sabemos que z = 1 é polo simples de f . Dessa forma, por A.16
o reśıduo de f será

res1 f = lim
z→1

(z − 1)f(z)

= lim
z→1

(z − 1)−g(z)
z − 1

= −g(1)
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= −1.

Assim, usando o contorno da figura 3, temos

2πi res1 f =
∫
γ

f(z) dz

−2πi · 1 =
∫
γ

zx−1

1− z dz

−2πi =
∫
γ

zx−1

1− z dz. (2.5)

Vamos calcular a integral acima em 3 partes, conforme a imagem
abaixo.

Figura 3: contorno
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(1) Fazendo z = Reiθ, com R > 0 e −π + α < θ < π + α, temos∣∣∣∣∣∣∣
∫

(1)

zx−1

1− z dz

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ π−α

−π+α

(Reiθ)x−1Rieiθ

1−Reiθ dθ

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ π−α

−π+α

Rx−1eiθ(x−1) ·R · i · eiθ
1−Reiθ dθ

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ π−α

−π+α

Rxeiθx · i
1−Reiθ dθ

∣∣∣∣
6
∫ π−α

−π+α

Rx−1∣∣ 1
R − eiθ

∣∣ dθ · ∣∣eiθx∣∣ · |i|. (2.6)

Observe que 0 < x < 1 implica −1 < x − 1 < 0, logo 1 − x > 0 e,
como Rx−1 = 1

R1−x , temos limR→∞Rx−1 = 0 e

lim
R→∞

Rx−1∣∣ 1
R − eiθ

∣∣ = 0
|0− eiθ| = 0,

logo

0 < lim
R→∞

∣∣∣∣∣∣∣
∫

(1)

zx−1

1− z dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6 lim
R→∞

∫ π−α

−π+α

Rx−1∣∣ 1
R − eiθ

∣∣ dθ · ∣∣eiθx∣∣ · |i| = 0

lim
R→∞

∣∣∣∣∣∣∣
∫

(1)

zx−1

1− z dz

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

(2) Usando a substituição z = uei(π−α) = u(eiπeiα) = u(−1)eiα =
−ueiα, com 0 < u < R, obtemos∫

(2)

zx−1

1− z dz = lim
R→∞

∫ 0

R

ux−1ei(π−α)x · e−i(π−α) · ei(π−α)

1− uei(π−α) du

= ei(π−α)x · lim
R→∞

∫ 0

R

ux−1

1 + ue−iα
du
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pois ei(π−α) = eiπ · e−iα = −e−iα. Conclúımos que

lim
α→0

∫
(2)

zx−1

1− z dz = lim
α→0

[
ei(π−α)x · lim

R→∞

∫ 0

R

ux−1

1 + ue−iα
du

]

= lim
α→0

ei(π−α)x · lim
α→0

lim
R→∞

∫ 0

R

ux−1

1 + ue−iα
du

= eiπx · lim
R→∞

lim
α→0

∫ 0

R

ux−1

1 + ue−iα
du

= eiπx · lim
R→∞

∫ 0

R

ux−1

1 + u
du

= eiπx ·
∫ 0

∞

ux−1

1 + u
du.

(3) Usando a substituição

z = ue−i(π−α) = u(e−iπe−iα) = u(−1)e−iα = −ue−iα

com 0 < u < R, obtemos∫
(3)

zx−1

1− z dz = lim
R→∞

∫ R

0

ux−1e−i(π−α)x · ei(π−α) · e−i(π−α)

1− ue−i(π−α) du

= e−i(π−α)x · lim
R→∞

∫ R

0

ux−1

1 + ueiα
du

pois e−i(π−α) = e−iπ · eiα = −eiα. Conclúımos que

lim
α→0

∫
(3)

zx−1

1− z dz = lim
α→0

[
e−i(π−α)x · lim

R→∞

∫ R

0

ux−1

1 + ueiα
du

]

= lim
α→0

e−i(π−α)x · lim
α→0

lim
R→∞

∫ R

0

ux−1

1 + ueiα
du

= e−iπx · lim
R→∞

lim
α→0

∫ R

0

ux−1

1 + ueiα
du

= e−iπx · lim
R→∞

∫ R

0

ux−1

1 + u
du

= e−iπx ·
∫ ∞

0

ux−1

1 + u
du.
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Para concluir a integração, somamos os resultados das integrações
sobre as partes do contorno, obtendo (por (2.5))

0 + eiπx ·
∫ 0

∞

ux−1

1 + u
du+ e−iπx ·

∫ ∞
0

ux−1

1 + u
du =

∮
zx−1

1− z dz∫ ∞
0

ux−1

1 + u
du (e−iπx − eiπx) = −2πi∫ ∞

0

ux−1

1 + u
du (−2i sen (πx)) = −2πi∫ ∞

0

ux−1

1 + u
du = π

sen (πx) ,

pois

eiθ = cos θ + i sen θ e
e−iθ = cos−θ + i sen−θ

= cos θ − i sen θ,

logo

e−iθ − eiθ = (cos θ − i sen θ)− (cos θ + i sen θ)
= −2i sen θ,

o que conclui a demonstração do resultado.

É posśıvel também demonstrar que∫ ∞
0

us−1

1 + u
du = π

sen (πs)

para s ∈ C com 0 < Re(s) < 1.

Teorema 2.11. Para todo s ∈ C\Z,

Γ(s)Γ(1− s) = π

sen πs .

Demonstração. Por definição, temos

Γ(s) =
∫ ∞

0
e−uus−1 du.
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• Caso 1: s ∈ C com 0 < Re(s) < 1.

Tomando u = vt, temos

Γ(1− s) =
∫ ∞

0
e−uu−s du

=
∫ ∞

0
e−vt(vt)−st dv

= t

∫ ∞
0

e−vt(vt)−s dv.

Então

Γ(s)Γ(1− s) =
∫ ∞

0
ts−1e−t Γ(1− s) dt

=
∫ ∞

0
ts−1e−t

(
t

∫ ∞
0

e−vt(vt)−s dv
)
dt

=
∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−t(1+v)ts · t−sv−s dv dt

=
∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−t(1+v)v−s dv dt.

Note que∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−t(1+v)v−s dv dt =

= lim
m→∞

∫ m

1
m

(
lim
n→∞

∫ n

1
n

e−t(1+v)v−s dv

)
dt

= lim
m→∞

lim
n→∞

∫ m

1
m

∫ n

1
n

e−t(1+v)v−s dv dt

Considere a função f :
[ 1
n , n

]
×
[ 1
m ,m

]
tal que

f(v, t) = e−t(1+v)v−s.

Sabemos que f é integrável em
[ 1
n , n

]
×
[ 1
m ,m

]
. Assim, pelo

Teorema A.11 temos que

lim
m→∞

lim
n→∞

∫ m

1
m

∫ n

1
n

e−t(1+v)v−s dv dt =
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= lim
m→∞

lim
n→∞

∫ n

1
n

∫ m

1
m

e−t(1+v)v−s dt dv

= lim
n→∞

lim
m→∞

∫ n

1
n

∫ m

1
m

e−t(1+v)v−s dt dv

= lim
n→∞

∫ n

1
n

lim
m→∞

∫ m

1
m

e−t(1+v)v−s dt dv

=
∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−t(1+v)v−s dt dv. (2.7)

Resolvendo a integral interna (com relação a t) usando l = t(1+v),
temos ∫ k

0
e−t(1+v)v−s dt =

∫ t=k

t=0
e−l

v−s

1 + v
dl

= − v−s

1 + v

[
e−l
]t=k
t=0

= − v−s

1 + v

[
e−t(1+v)

]t=k
t=0

= − v−s

1 + v

(
e−k(1+v) − 1

)
logo∫ ∞

0
e−t(1+v)v−s dt = lim

k→∞
− v−s

1 + v
(e−k(1+v) − 1) = v−s

1 + v
.

Assim, pelo Lema 2.10, temos, de (2.7):

Γ(1− s)Γ(s) =
∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−t(1+v)v−s dt dv

=
∫ ∞

0

v−s

1 + v
dv

= π

sen (π(1− s))

= π

sen (π − πs)

= π

sen πs ,
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pois

sen (π − πs) = sen π cosπs− cosπ sen πs
= −(−1) · sen πs
= sen πs.

• Caso 2: −m < Re(s) < −m+ 1 6 0 para algum m ∈ N∗.

Temos que

0 6 m− 1 < Re(−s) < m,

assim podemos aplicar o Lema 2.8 a −s, obtendo

Γ(1− s) = (−s)(−s+ 1) · · · (1− s−m) · Γ(1− s−m).

Como Re(s) > −m, pela continuação anaĺıtica de Γ obtida no
Teorema 2.9, conforme a equação (2.4), temos

Γ(s) = Γ(s+m)
(s+m− 1)(s+m− 2) · · · s .

Assim, temos que

Γ(s)Γ(1− s) = Γ(s+m)
(s+m− 1) · · · s · (−s) · · · (1− s−m) · Γ(1− s−m)

= Γ(s+m)
(s+m− 1) · · · s · (−1)m · (s+m− 1) · · · s · Γ(1− s−m)

= Γ(s+m)Γ(1− s−m) · (−1)m.

Como 0 < Re(s+m) < 1, então o caso 1 é válido, tomando s+m
no lugar de s. Assim, temos que

Γ(s)Γ(1− s) = π

sen (π(s+m)) · (−1)m

= π

sen πs · cosπm+ sen πm cosπs · (−1)m

= π

sen πs · (−1)m + 0 · (−1)m

= π

sen πs .
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• Caso 3: m < Re(s) < m+ 1 para algum m ∈ N∗.

Temos que

−m− 1 < Re(−s) < −m 6 −1
−m < Re(1− s) < −m+ 1 6 0,

assim podemos aplicar o Lema 2.8 a s, obtendo

Γ(s) = (s− 1)(s− 2) · · · (s−m) · Γ(s−m).

Como Re(1 − s) > −m, pela continuação anaĺıtica de Γ obtida
no Teorema 2.9, conforme a equação (2.4), temos

Γ(1− s) = Γ(1− s+m)
(−s+m)(s+m− 1) · · · (1− s) .

Assim, temos que

Γ(s)Γ(1− s) = Γ(1− s+m)
(−s+m) · · · (1− s) · (s− 1) · · · (s−m) · Γ(s−m)

= Γ(1− s+m)
(−s+m) · · · (1− s) · (−1)m · (1− s) · · · (m− s) · Γ(s−m)

= Γ(1− s+m)Γ(s−m) · (−1)m.

Como 0 < Re(s−m) < 1, então o caso 1 é válido, tomando s−m
no lugar de s. Assim, temos que

Γ(s)Γ(1− s) = π

sen (π(s−m)) · (−1)m

= π

sen πs · cosπm− sen πm cosπs · (−1)m

= π

sen πs · (−1)m − 0 · (−1)m

= π

sen πs .
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2.2 A FUNÇÃO ZETA

Proposição 2.12. A série
∞∑
n=1

1
ns converge para todo s com Re(s) > 1

e a função ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns é holomorfa nesse semiplano.

Demonstração. Seja s = σ + it. Temos então∣∣n−s∣∣ =
∣∣∣elnn−s

∣∣∣ =
∣∣e−s lnn∣∣ =

∣∣∣e(−σ−it) lnn
∣∣∣ =

∣∣e−σ lnn∣∣∣∣e−it lnn∣∣ =

=
∣∣e−σ lnn∣∣ · 1 = e−σ lnn = n−σ.

Como consequência, se σ > 1 + δ > 1, então nσ > n1+δ > n e
1
nσ <

1
n1+δ <

1
n . Assim, temos∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

1
ns

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1
ns

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1
nσ

<

∞∑
n=1

1
n1+δ .

Como para cada σ existe uma famı́lia de s para os quais Re(s) = σ,
então

∑∞
n=1

1
ns é uniformemente limitada por

∑∞
n=1

1
n1+δ , que converge

(pois é uma p-série com p = 1 + δ > 1). Portanto, para todo δ > 0,
a série

∑∞
n=1

1
ns converge uniformemente no semiplano Re(s) > σ >

1 + δ > 1, e por conseguinte define uma função holomorfa em Re(s) >
1.

Definição 2.13.

θ(t) =
∞∑

n=−∞
e−πn

2t = 1 + 2
∞∑
n=1

e−πn
2t

Como a transformada de Fourier da função f(x) = e−πt(x+a)2 é
f̂(ξ) = e2πiaξt−

1
2 e−

πξ2
t (por A.3.1), pela Fórmula de Poisson (A.23)

temos ∑
n∈Z

e−πt(n+a)2
=
∑
n∈Z

t−
1
2 e−

πξ2
t e2πina

.
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Fazendo a = 0, temos∑
n∈Z

e−πtn
2

=
∑
n∈Z

t−
1
2 e−

πn2
t = t−

1
2
∑
n∈Z

e−
πn2
t .

Como θ(t) =
∑
n∈Z

e−πn
2t, temos θ( 1

t ) =
∑
n∈Z

e−
πn2
t , logo

θ(t) = t−
1
2 θ( 1

t ). (2.8)

Observação 2.14. Embora f(x) = e−πt(x+a)2 possa ser definida como
uma função holomorfa em uma faixa, aqui usamos variáveis reais para
f e sua transformada de Fourier já que, ao aplicar a Fórmula de Pois-
son, x e ξ serão restritos aos inteiros.

Afirmação 2.15. A função θ satisfaz as seguintes propriedades:

a) θ(t) 6 C1t
− 1

2 quando t→ 0, para algum C1 > 1;

b) |θ(t)− 1| 6 C2e
−πt quando t > 1, para algum C2 > 2.

Demonstração. a) Temos que

θ(t) =
∑
n∈Z

e−πn
2t = 1 + 2

∞∑
n=1

e−πn
2t, (2.9)

logo como θ(t) = t−
1
2 θ( 1

t ) temos

θ(t) = t−
1
2

(
1 + 2

∞∑
n=1

e−
πn2
t

)
. (2.10)

∞∑
n=1

e−
πn2
t = e−

π
t +

∞∑
n=2

e−
πn2
t

6 e−
π
t +

∫ ∞
1

e−
πx2
t dx

6 e−
π
t +

∫ ∞
0

e−
πx2
t dx

= e−
π
t + 1

2

∫ ∞
−∞

e−
πx2
t dx
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= e−
π
t + 1

2

√
π
π
t

= e−
π
t +
√
t

2 ,

usando a integral gaussiana
∫∞
−∞ e−x

2
dx =

√
π [Weisstein] com a

substituição u =
√
πx√
t

. Por (2.10), temos então que

θ(t) 6 t−
1
2 (1 + 2e−πt + 2

√
t

2 )

= t−
1
2 (1 + 2e−πt +

√
t).

Temos que t < 1, logo π
t > π, portanto −πt < −π e e−πt < e−π.

Note que

1 + 2e−πt +
√
t < 1 + 2e−π +

√
1 =

= 2 + 2e−π = 2(1 + e−π) > 1,

assim

θ(t) 6 t−
1
2 · C1,

para C1 > 1.

b) De (2.9), temos

|θ(t)− 1| = 2
∞∑
n=1

e−πn
2t

6 2
∞∑
n=1

e−πnt,

pois a primeira soma é sobre os naturais do tipo n2, enquanto a
segunda inclui todos os naturais. Usando a soma dos infinitos termos
de uma progressão geométrica, obtemos

|θ(t)− 1| 6 2
∞∑
n=1

e−πnt

= 2 e−πt

(1− e−πt)
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<

(
2

1− e−π

)
e−πt,

pois 1
1−e−πt <

1
1−e−π para t > 1 (de fato, já que e−πt < e−π, logo

−e−πt > −e−π, então 1− e−πt > 1− e−π).

Como 2
1−e−π > 2 (de fato, já que e−π > 0, então −e−π 6 0, 1 −

e−π 6 1 e 1
1−e−π > 1), então

|θ(t)− 1| 6 C2e
−πt

para algum C2 > 2.

Teorema 2.16. Se Re(s) > 1, então

π−
s
2 Γ( s2 )ζ(s) = 1

2

∫ ∞
0

u
s
2−1[θ(u)− 1] du.

Demonstração. Temos que θ(u)− 1 = 2
∞∑
n=1

e−πn
2u du, logo

1
2

∫ ∞
0

u
s
2−1[θ(u)− 1] du = 1

2

∫ ∞
0

u
s
2−1 · 2

∞∑
n=1

e−πn
2u du

=
∞∑
n=1

∫ ∞
0

u
s
2−1e−πn

2u du. (2.11)

(Note que a integral da série acima pode ser avaliada como a soma das
integrais (pelo Corolário A.10 do Apêndice A.2), pois a série converge
uniformemente na variável u.)

Como Γ(s) =
∫∞

0 e−tts−1 dt, então Γ( s2 ) =
∫∞

0 e−tt
s
2−1 dt. Avali-

amos a integral de (2.11) com a substituição u = t
πn2 :∫ ∞

0
e−πn

2uu
s
2−1 du =

∫ ∞
0

e−t
(

t

πn2

) s
2−1
· 1
πn2 dt

=
∫ ∞

0
e−tt

s
2−1(πn2)1− s2−1 dt

= π−
s
2n−s

∫ ∞
0

e−tt
s
2−1 dt
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= π−
s
2n−sΓ( s2 ).

De (2.11) obtemos, portanto,

1
2

∫ ∞
0

u
s
2−1[θ(u)− 1] du =

∞∑
n=1

π−
s
2n−sΓ( s2 )

= π−
s
2 Γ( s2 )

∞∑
n=1

n−s

= π−
s
2 Γ( s2 )ζ(s).

Definição 2.17.

ξ(s) = π−
s
2 Γ( s2 )ζ(s)

Teorema 2.18. A função ξ(s) é holomorfa para Re(s) > 1 e tem conti-
nuação anaĺıtica em todo plano complexo como uma função meromorfa
com polos simples em s = 0 e s = 1. Além disso,

ξ(s) = ξ(1− s) para todo s ∈ C\{0, 1}.

Demonstração. Definimos ψ(u) = θ(u)−1
2 . De (2.8) temos θ(u) =

u−
1
2 θ( 1

u ), então

ψ(u) =
u−

1
2 θ( 1

u )− 1
2

=
u−

1
2 θ( 1

u )− u− 1
2 + u−

1
2 − 1

2

=
u−

1
2 (θ( 1

u )− 1)
2 + u−

1
2 − 1
2

= u−
1
2ψ( 1

u ) + 1
2u 1

2
− 1

2

Pelo Teorema 2.16 segue que

π−
s
2 Γ( s2 )ζ(s) = 1

2

∫ ∞
0

u
s
2−1[θ(u)− 1] du =

∫ ∞
0

u
s
2−1ψ(u) du

=
∫ 1

0
u
s
2−1ψ(u) du+

∫ ∞
1

u
s
2−1ψ(u) du
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=
∫ 1

0
u
s
2−1

[
u−

1
2ψ( 1

u ) + 1
2u 1

2
− 1

2

]
du+

∫ ∞
1

u
s
2−1ψ(u) du

=
∫ 1

0
u
s
2−

3
2ψ( 1

u ) + u
s
2−

3
2

2 − u
s
2−1

2 du+
∫ ∞

1
u
s
2−1ψ(u) du

=
(
u
s
2−

1
2

s
2 −

1
2
− u

s
2

s
2

)∣∣∣∣∣
1

0

· 1
2 +

∫ 1

0
u
s
2−

3
2ψ( 1

u ) du+
∫ ∞

1
u
s
2−1ψ(u) du

=
(

1
s
2 −

1
2
− 1

s
2

)
· 1

2 +
∫ 1

∞
t

3
2−

s
2ψ(t) · 1

−t2
dt+

∫ ∞
1

u
s
2−1ψ(u) du

= 1
s− 1 −

1
s

+
∫ ∞

1
t−

s
2−

1
2ψ(t) dt+

∫ ∞
1

u
s
2−1ψ(u) du

= 1
s− 1 −

1
s

+
∫ ∞

1
[u− s2− 1

2 + u
s
2−1]ψ(u) du. (2.12)

Sendo s = x+ iy, temos

u−
s
2−

1
2 = u

−x−1
2 −i y2 = u

−x−1
2 · u−i

y
2 =

= u
−x−1

2 · elnu−i y2 = u
−x−1

2 · e−i
y
2 lnu.

Como ψ tem decaimento exponencial e [u− s2− 1
2 +u s2−1] tem decaimento

polinomial, então a integral em (2.12) converge, resultando em uma
função holomorfa em s. Portanto ξ tem continuação anaĺıtica em C
com polos em s = 0 e s = 1.

Além disso, ξ(s) = ξ(1− s). De fato:

u−
s
2−

1
2 + u

s
2−1 = u

s
2−1 + u−

s
2−

1
2 = u−

(1−s)
2 − 1

2 + u
(1−s)

2 −1

e

1
s− 1 −

1
s

= −1
s

+ 1
s− 1 = 1

(1− s)− 1 −
1

(1− s) ,

ou seja, a expressão em (2.12) é a mesma se substituirmos s por (1− s).

Teorema 2.19. A função zeta tem continuação meromorfa em todo o
plano complexo, tendo como única singularidade um polo simples em
s = 1.

Demonstração. Da definição de ξ temos a continuação meromorfa de
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ζ, a saber:

ζ(s) = π
s
2
ξ(s)
Γ( s2 ) .

Como Γ(s) tem polos simples em 0,−1,−2, . . . (pelo Teorema 2.9),
então Γ( s2 ) tem polos simples em 0,−2,−4, . . . e 1

Γ( s2 )
tem zeros simples

em 0,−2,−4, . . . e não tem polos, pois Γ( s2 ) não tem zeros, já que

Γ( s2 )Γ(1− s
2 ) = π

sen(πs2 ) 6= 0.

Já que 1
Γ( s2 )

tem zero simples na origem, podemos representá-la por
1

Γ( s2 )
= s · f(s), onde f(s) é uma função que tem zeros simples em

−2,−4,−6, . . . e não tem polos. Assim, de (2.12), segue que

ζ(s) = π
s
2 · s · f(s) ·

(
1

s− 1 −
1
s

+
∫ ∞

1
[u− s2− 1

2 + u
s
2−1]ψ(u) du

)
= π

s
2 · f(s) ·

(
s

s− 1 − 1 + s

∫ ∞
1

[u− s2− 1
2 + u

s
2−1]ψ(u) du

)
.

Note que, como f tem zeros em {s = −2n | n ∈ N∗}, então pela
expressão acima, ζ também terá zeros nesses pontos. Além disso, ζ
tem um único polo simples em s = 1.

Observação 2.20. Os zeros encontrados acima são chamados zeros
triviais de zeta.

Observação 2.21. Os demais zeros da função ζ(s) estão na faixa
cŕıtica {s | 0 < Re(s) < 1} [Edwards 2001].

2.3 MAIS SOBRE A FUNÇÃO ZETA

Em “Sobre o número de números primos menores do que uma
quantidade dada”, Riemann parte da fórmula do produto de Euler para
obter a extensão anaĺıtica de ζ(s) para o plano complexo (exceto o polo
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em s = 1). Ele então fixa s = 1
2 + ti e estuda as ráızes de ξ(t). Com

isso, chega à conclusão de que a parte imaginária dessas ráızes deve
estar entre − 1

2 i e 1
2 i. Com base em evidências emṕıricas, ele diz:

[...] é muito provável que todas as ráızes [de ξ(t)] se-
jam reais. Certamente alguém desejaria uma prova
mais rigorosa aqui; por ora, deixei de lado essa busca
após algumas breves tentativas frustradas, já que isso
parece desnecessário para o próximo objetivo da mi-
nha investigação. [Riemann 1859, p. 3, tradução
nossa]

Como as ráızes de ξ(s) são também ráızes de ζ(s), a afirmação de
Riemann é equivalente a dizer que todos os zeros não-triviais de ζ(s)
(isto é, aqueles que não são inteiros negativos pares) estão na reta
vertical Re(s) = 1

2 . Esta afirmação recebeu o nome de Hipótese de
Riemann.

Desde então muitos matemáticos tentaram provar esta hipótese,
até o momento sem sucesso. O problema ganhou ainda mais notorie-
dade ao ser divulgado como o oitavo problema de Hilbert, no Segundo
Congresso Internacional de matemáticos em Paris, em 1900. No ano
2000, o Clay Mathematics Institute ofereceu o prêmio de 1 milhão de
dólares para quem encontrasse uma demonstração de um dos “proble-
mas do milênio”, dos quais a Hipótese de Riemann faz parte. A de-
mora e a dificuldade em encontrar uma prova desse resultado fizeram
dele um dos problemas em aberto mais importantes da matemática,
e certamente quem conseguir demonstrá-lo terá, além do prêmio em
dinheiro, um grande prest́ıgio. Por este motivo, tanto matemáticos de
diversas universidades do mundo quanto amadores figuram entre os que
tentam demonstrar a Hipótese de Riemann, e muitos já alegaram ter
conseguido. Um grande problema, no entanto, é que a quantidade de
esforço necessária para verificar cada uma destas tentativas de prova é
tão grande que poucos se dedicam a isso. Em geral, tais alegações são
tratadas com grande ceticismo. Isso se deve em parte porque, dado o
histórico das tentativas de se demonstrar esse resultado, muitos acre-
ditam que seja necessário o desenvolvimento de novas ferramentas – ou
até mesmo uma nova área da matemática – para que a demonstração
seja posśıvel.

A utilidade do estudo dos primos já foi muito questionada. Em
1915, em um relatório da British Association, Hardy afirmou:
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A teoria de números foi sempre vista como um dos
ramos mais obviamente inúteis da matemática pura.
Esta é uma acusação contra a qual não há defesa
válida; e ela é ainda mais justificada quando diz res-
peito às partes da teoria mais diretamente relacio-
nadas com os primos. [Albers et al. 2015, p. 199,
tradução nossa]

Esta afirmação se tornou falsa com o tempo. O próprio Hardy
admitiu, em seu “A Mathematician’s Apology” [Hardy 1992], que isto
poderia vir a acontecer um dia. O problema da fatoração de números
primos grandes serve hoje à área da criptografia, em que vários algo-
ritmos se baseiam no fato de que a fatoração por primos de números
muito grandes pode levar muito tempo. Uma prática comum é usar
um número muito grande que seja semiprimo (ou seja, que é o produto
de dois números primos não necessariamente distintos) como chave de
encriptação. Para quebrar o código, é necessário conhecer a fatoração
por primos desse número. Se ele for grande o suficiente, essa fatoração
é muito demorada de encontrar – um computador pode levar de dias
até anos ou até séculos para encontrar os fatores. Isso faz o número
semiprimo ser considerado uma chave segura.

A importância da Hipótese de Riemann reside no fato de que ela
possibilita estimar o erro envolvido no Teorema dos Números Primos.
[Prime number theorem 2018] Se (e somente se) ela for verdadeira, o
erro pode ser melhorado para

π(x)− Li(x) = O(
√
x ln x).

Uma demonstração da Hipótese de Riemann não vai necessariamente
comprometer a criptografia como a conhecemos hoje, porém as ferra-
mentas matemáticas usadas na sua demonstração talvez possibilitem
uma melhoria nos algoritmos existentes de fatoração por primos.
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CONCLUSÃO

É um tanto surpreendente que a teoria de números tenha tido que
confiar na análise para seu desenvolvimento, assim como surpreende
que os números primos, tão fundamentais na aritmética, tenham uma
distribuição tão impreviśıvel e ainda não plenamente compreendida.
A busca ainda não conclúıda por uma demonstração da validade da
Hipótese de Riemann é um grande est́ımulo para o estudo da função
zeta.

Ao longo deste trabalho buscamos desenvolver um texto intro-
dutório ao estudo da função zeta e à teoria anaĺıtica de números. Os
resultados aqui, apesar de já conhecidos, estão compilados de maneira
sucinta e direta, tendo como objetivo final determinar a continuação
anaĺıtica da função.

Buscamos detalhar as demonstrações de forma a facilitar a com-
preensão do leitor, e com isso acreditamos que este texto possa servir
como base para este estudo ou como referência complementar para um
olhar mais aprofundado sobre a construção da continuação anaĺıtica de
zeta.
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APÊNDICE A -- RESULTADOS
UTILIZADOS
NO TEXTO

Neste apêndice, introduziremos algumas noções elementares de to-
pologia, análise real e análise complexa utilizadas neste trabalho. Estas
noções serão úteis tanto para o leitor que não estiver familiarizado com
elas quanto para aquele que conhecer as versões mais gerais de tais
definições e resultados.

A.1 NOÇÕES DE TOPOLOGIA

Para os fins deste trabalho, é suficiente definir uma net no conjunto
dos reais, motivo pelo qual os conceitos aqui apresentados também estão
limitados a esse conjunto.

Proposição A.1. Se {an}n∈N é uma sequência real, monótona cres-
cente (ou seja, ∀n1, n2 ∈ N, n1 < n2 implica an1 < an2 ) e limitada
superiormente (ou seja, an 6M para algum M ∈ R), então S converge
para o seu supremo.

Definição A.2. Uma relação binária 6 é dita uma pré-ordem em I
se ela é

i) reflexiva: se i ∈ I, então i 6 i;

ii) transitiva: para todos i, j, k ∈ I, se i 6 j e j 6 k, então i 6 k;
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Obs.: Também podemos usar j > i para representar i 6 j.

Definição A.3. Se uma pré-ordem 6 for também antissimétrica (ou
seja, se i 6 j e j 6 i, então i = j), então 6 é chamada ordem parcial
em I.

Definição A.4. Um conjunto I não vazio munido de uma pré-ordem
6 é dito dirigido se para cada par i, j ∈ I existe k ∈ I tal que i 6 k e
j 6 k.

Definição A.5. Uma net em R é uma função

S : I −→ R
i 7−→Si

cujo domı́nio I é um conjunto dirigido.

Definição A.6. Uma net {Si}i∈I em R converge para L (ou, alterna-
tivamente, o limite de {Si}i∈I é L) se, para todo ε > 0, existir i0 ∈ I
tal que i0 6 i implica que |Si − L| < ε.

Notação: lim
i∈I

Si = L.

Proposição A.7. Sejam I um conjunto dirigido e S (definida por
S(i) = Si, onde i ∈ I) uma net em R. Se S é monótona crescente (ou
seja, se i < j implica que Si < Sj ∀i, j ∈ I) e limitada superiormente,
então S converge para o seu supremo.

Demonstração. Considere I e S conforme o enunciado. Como
{Si | i ∈ I} ⊂ R é não vazio e limitado superiormente, então existe
s = supi∈I{Si}. Dado ε > 0, é posśıvel encontrar i0 ∈ I tal que
s− ε < Si0 6 s (caso contrário, Si 6 s − ε ∀ i ∈ I e s − ε seria uma
cota superior menor que s para {Si}i∈I , o que é uma contradição com
o fato de s ser supremo de {Si}i∈I).

Se i ∈ I é tal que i > i0, temos que Si 6 s (pois s é supremo) e,
como S é crescente, Si0 < Si, logo s − ε < Si0 < Si 6 s < s + ε, ou
seja, |Si − s| < ε ∀ i > i0, de onde conclúımos que limi∈I Si = s.

Observação. A demonstração de A.1 é um caso especial dessa de-
monstração para I = N.
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A.2 NOÇÕES DE ANÁLISE REAL

Teorema A.8 (Teste da integral). Sejam N ∈ Z e f : [N,∞) → R+
uma função cont́ınua, monótona decrescente e não negativa em todo
seu domı́nio. Então a série

∑∞
n=N f(n) converge se e só se a integral

imprópria
∫∞
N
f(x) dx é finita. Além disso, se a soma acima convergir,

temos que ∫ ∞
N

f(x) dx 6
∞∑
n=N

f(n) 6 f(N) +
∫ ∞
N

f(x) dx.

Figura 4:
∫ k
N
f(x) dx 6

∑k−1
n=N f(n)

Figura 5:
∑k
n=N f(n) 6 f(N) +

∫ k
N
f(x) dx

Teorema A.9. [Lima 2006] Se uma sequência de funções integráveis
fn : [a, b]→ R converge uniformemente para f : [a, b] → R, então f é
integrável e vale ∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.
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Corolário A.10. [Lima 2006] Seja
∑∞
n=1 fn uma série uniformemente

convergente de funções integráveis fn : [a, b] → R. Então sua soma é
integrável e tem-se∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x) dx =
∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x) dx

Em outras palavras: é permitido integrar termo a termo uma série
uniformemente convergente.

Teorema A.11 (Teorema da integração repetida). [Lima 2015] Seja
f : A1×A2 → R integrável no produto dos blocos A1 ⊂ Rm e A2 ⊂ Rn.
Para todo x ∈ A, seja fx : A2 → R definida por fx(y) = f(x, y) e
ponhamos

ϕ(x) =
∫
A2

fx(y) dy, ψ(x) =
∫
A2

fx(y) dy.

As funções ϕ,ψ : A1 → R, assim definidas, são integráveis, com∫
A1

ϕ(x) dx =
∫
A1

ψ(x) dx =
∫
A1×A2

f(x, y) dx dy,

isto é, ∫
A1×A2

f(x, y) dx dy =
∫
A1

(∫
A2

f(x, y) dy
)
dx

=
∫
A1

(∫
A2

f(x, y) dy
)
dx.

A.3 NOÇÕES DE ANÁLISE
COMPLEXA

Definição A.12. Seja f uma função complexa definida em um aberto
Ω ⊂ C. Dizemos que f é holomorfa em z0 ∈ Ω se o quociente

f(z0 + h)− f(z0)
h

converge quando h→ 0.
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Definição A.13. Seja f uma função complexa definida em uma vizi-
nhança de z0 da forma

{z | 0 < |z − z0| < r}

para algum r > 0. Dizemos que f tem um polo em z0 se a função 1
f ,

definida como zero em z0, for holomorfa em {z | |z − z0| < ε} para
algum ε > 0.

Teorema A.14. Se f tem um polo em z0 ∈ Ω, então em uma vizi-
nhança deste ponto existem uma função holomorfa h que não se anula
em nenhum ponto e um único inteiro positivo n tais que

f(z) = (z − z0)−nh(z).

Observação A.15. O inteiro n é a ordem do polo, e denota a taxa
de crescimento de f em torno de z0. Se n = 1 dizemos que o polo é
simples, e para n = 2 temos um polo duplo.

Teorema A.16. Suponha que f seja holomorfa em um aberto que
contém um disco D, exceto por um polo simples em z0 ∈ D. Então∫

∂D

f(z) dz = 2πi resz0 f,

em que

resz0 f = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

Teorema A.17. Seja F (z, s) definida para (z, s) ∈ Ω × [a, b], em que
Ω é um conjunto aberto em C. Suponha que F satisfaça as seguintes
propriedades:

i) F (·, s) é holomorfa em Ω, para todo s.

ii) F é cont́ınua em Ω× [a, b].

Então a função f definida em Ω por

f(z) =
∫ b

a

F (z, s) ds (A.1)

é holomorfa.
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Definição A.18. Suponha que {fn}∞n=1 seja uma sequência de funções
complexas definidas em Ω ⊂ C. Dizemos que essa sequência converge
uniformemente para uma função f : Ω → C se para todo ε > 0 existe
um natural N tal que, para todos z ∈ Ω e n > N , tivermos que
|fn(z)− f(z)| < ε.

Teorema A.19. Se {fn}∞n=1 é uma sequência de funções holomorfas
que converge uniformemente para uma função f em todo subconjunto
compacto de Ω, então f é holomorfa em Ω.

A.3.1 TRANSFORMADA DE FOURIER

Definição A.20. Para todo a > 0, denotamos por Fa a classe de todas
as funções f que têm decaimento moderado, ou seja, que satisfazem as
condições abaixo:

(i) a função f é holomorfa na faixa horizontal

Sa = {z ∈ C | |Im(z) < a|};

(ii) existe A > 0 tal que |f(x+ iy)| 6 A
1+x2 para todo x ∈ R e |y| < a.

Denotamos por F a classe de todas as funções que pertencem a Fa para
algum a.

Definição A.21. Se f ∈ F, então sua transformada de Fourier é dada
por

f̂(ξ) =
∫ ∞
−∞

f(x)e−2πixξ dx, ∀ξ ∈ R,

e a transformada inversa de f é

f(x) =
∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e−2πixξ dξ, ∀x ∈ R.

Observação A.22. f(z) = e−z
2 pertence a Fa para todo a, pois é

uma função holomorfa em todo plano e tem decaimento moderado em
cada linha horizontal do tipo Im(z) = y para |y| < a. Logo f pertence
também a F.
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De faato, considerando a função real e−x2 , temos que e−x2
6 1

1+x2

(ver figura 6). Se z = x+ iy, então temos∣∣∣e−(x+iy)2
∣∣∣ =

∣∣∣e−x2+y2−2ixy
∣∣∣ =

∣∣∣e−x2
∣∣∣∣∣∣ey2

∣∣∣∣∣e−2ixy∣∣ <
< e−x

2
ea

2
· 1 6

ea
2

1 + x2 = A

1 + x2 .

Figura 6: decaimento de e−x2

Exemplo. A função e−πx2 é sua própria transformada de Fourier, ou
seja, ∫ ∞

−∞
e−πx

2
e−2πixξ dx = e−πξ

2
.

Demonstração. Temos que∫ ∞
−∞

e−πx
2
e−2πixξ dx =

∫ ∞
−∞

e−π(x2+2ixξ) dx

=
∫ ∞
−∞

e−π(x2+2ixξ−x2+x2) dx

=
∫ ∞
−∞

e−π[(x+eξ)2+ξ2] dx

=
∫ ∞
−∞

e−π(x+iξ)2−πξ2
dx. (A.2)
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Temos também, por [Weisstein], que∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π.

Fazendo a mudança de variável y =
√
π(x + iξ), dy =

√
π dx temos,

de (A.2), ∫ ∞
−∞

e−πx
2
e−2πixξ dx =

∫ ∞
−∞

e−π(x+iξ)2−πξ2
dx

=
∫ ∞
−∞

e−y
2
· e

πξ2

√
π
dy

= e−πξ
2

√
π

∫ ∞
oo

e−y
2
dy

= e−πξ
2

√
π

√
π

= e−πξ
2
.

Exemplo. A transformada de Fourier da função f(x) = e−πt(x+a)2 é
f̂(ξ) = e2πiaξt−

1
2 e−

πξ2
t .

Demonstração. Consideremos f(x) = e−πt(x+a)2 e y = t
1
2 (x + a), de

onde temos que x = t−
1
2 y − a e dx = t−

1
2 dy. Temos que∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξ dx =

∫ ∞
−∞

e−πt(x+a)2
e−2πixξ dx

=
∫ ∞
−∞

e−πy
2
e−2πi(t−

1
2 y−a)ξt−

1
2 dy

=
∫ ∞
−∞

e−πy
2
e−2πit−

1
2 yξ dy · (e2πiaξt−

1
2 )

= e2πiaξt−
1
2

∫ ∞
−∞

e−π[(y+it−
1
2 ξ)2+t−1ξ2] dy

= e2πiaξt−
1
2

∫ ∞
−∞

e−π(y+it−
1
2 ξ)2

dy · e−
πξ2
t

= e2πiaξt−
1
2 e−

πξ2
t .
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Teorema A.23 (Fórmula da soma de Poisson). Se f̂ é a transformada
de Fourier de f(n), então∑

n∈Z
f(n) =

∑
n∈Z

f̂(n).
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