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RESUMO

Este trabalho pretende abordar, de um ponto de vista elemen-
tar, as origens e a evolugdo da teoria analitica de niimeros. Para isto,
primeiramente é analisado o surgimento da fungio zeta (devido a Le-
onhard Euler), enfatizando principalmente a sua relacdo com niimeros
primos. Em seguida é discutida sua extensdo como fun¢ao analitica em
todo o plano complexo (exceto por seu polo em z = 1).

Palavras-chave: Funcao zeta. Fungbes analiticas. Teoria anali-
tica de nuimeros. Numeros primos.






ABSTRACT

This work intends to present an elementary introduction to the
origin and evolution of analytic number theory. To achieve this, the
advent of the zeta function (due to Leonhard Euler) is first analyzed,
with emphasis on its correlation to prime numbers. Its analytic ex-
tension to the complex plane (except for its pole in z = 1) is then
discussed.

Keywords: Zeta function. Analytic functions. Analytic number
theory. Prime numbers.
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INTRODUCAO

Segundo o Teorema Fundamental da Aritmética, os niimeros pri-
mos sao os “blocos” com os quais os inteiros sdo construidos, por meio
da multiplicacdo; por tal razdo, eles tém sido estudados desde a Grécia
antiga até hoje. Ainda na antiguidade foi obtida a prova da infinitude
do conjunto dos ntimeros primos (que, assim como a prova do Teorema
Fundamental da Aritmética, consta nos Elementos de Euclides) e foi
desenvolvido o crivo de Eratdstenes, usado para determinar os primos
inferiores a um inteiro dado [Eves 2008] [Prime number 2018].

A forma irregular com que os primos estao distribuidos no conjunto
dos inteiros traz algumas dificuldades neste estudo. Apesar de a lista
de ntimeros primos conhecidos ser hoje bastante extensa, isso se deve
nao sé aos avangos na area, mas também a capacidade computacional
que temos atualmente. De fato, ndo ha um método pratico para testar
se um numero grande é primo. E embora muitos matematicos tenham
dedicado suas vidas a este estudo, ainda nao se conhece uma férmula
que gere todos os nimeros primos — longe disso. O préprio Euler nao
acreditava na existéncia de uma férmula explicita para o p-ésimo primo
Pn, embora acreditasse ser provavel encontrar uma féormula recursiva
para p, em termos de p1,pa,...,pn—1 [Young 1992]. Até hoje, no en-
tanto, nenhuma tal formula é conhecida. Nao se conhece nem ao menos
uma féormula que gere uma infinidade de ntimeros, todos primos.

Um ramo que teve mais progressos, no entanto, foi o estudo da dis-
tribuicao dos niimeros primos. Euler ja havia conjecturado que existem
infinitos primos da forma 100k + 1. Em 1837, Dirichlet demonstrou um
resultado ainda mais geral: dados a e b primos entre si, a progressao
aritmética

a,a+b,a+2b,...,a+n-b,...

tem uma infinidade de primos. A prova deste teorema consolidou a
fundacao da Teoria Analitica de Ntimeros [Dunham 1999].

Usaremos aqui a fungdo m(x), que corresponde ao ntimero de pri-
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mos menores ou iguais a z. Um teorema devido a Euler [Young 1992]
estabelece que o conjunto dos primos tem densidade zero, ou seja, que

— =0 quando z — 0.

Esse resultado indica que conforme avangamos no conjunto dos inteiros
os primos ficam cada vez mais esparsos.

Vérios matematicos conjecturaram que

i 8
z—oo x/Inx

Este resultado, conhecido como Teorema dos Niimeros Primos, é noté-
vel por unir duas areas da Matematica que podem, & primeira vista,
parecer disjuntas: a Teoria dos Numeros (que trata do aspecto discreto
dos ndmeros inteiros) e a Andlise (que trata da continuidade, aqui
representada pela funcéo real Inz. O primeiro enunciado publicado
deste resultado é devido a Legendre, em 1808. Baseado em evidéncias
empiricas, ele conjecturou que m(z) — =~ quando x — oo, com
A =~ 1,08, embora hoje se saiba que uma melhor aproximagio pode ser
obtida com A =1 [Young 1992]. Também Gauss conjecturou que 7(z)
poderia ser aproximada pela fungao

°° dt
Li(z) = —.
i) /2 Int

Esta fung@o é uma aproximacao melhor do que a de Legendre, que por
sua vez é melhor do que a do Teorema dos Numeros Primos, embora
todas sejam assintoticamente equivalentes [Martinez et al. 2010] [Young
1992]. Somente em 1896, depois de quase um século de desenvolvimento
da anélise, este teorema pdde ser provado (de forma independente) por
Hadamard e de la Vallée Poussin [Boyer 1983].

Em 1859, Bernhard Riemann publicou Uber die Anzahl der Prim-
zahlen unter einer gegebenen Grésse (Sobre o numero de nimeros pri-
mos menores do que uma quantidade dada), seu tnico trabalho sobre
teoria analitica de nimeros [Riemann 1859]. Usando métodos de anélise
complexa, ele estabeleceu que é possivel escrever uma férmula explicita
para o erro entre m(x) e Li(z) em termos dos zeros de ((s) [Baker 2017].
Desta forma, Riemann deixou evidente a relevancia da fungio zeta para
a teoria de nimeros.
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Este trabalho introduz a funcdo zeta, conforme vista por Euler
e Riemann, e demonstra alguns resultados associados. O primeiro
capitulo contém, além da definicdo da funcdo zeta no conjunto dos
reais, uma demonstracdo da férmula do produto de Euler. O segundo
capitulo tem como objetivo dar uma extensdo analitica da funcao zeta
no plano complexo (exceto para seu polo, em s = 1) e para isso in-
clui também um estudo da funcdo I'(s). Este texto é destinado a um
publico amplo, porém foi escrito tendo em mente especialmente os leito-
res graduandos e graduados em Matemadtica; assim, objetiva trabalhar
os elementos da funcdo zeta de forma acessivel e, sempre que possivel,
autocontida. Para tanto, uma breve exposicao dos resultados utilizados
no texto — e conceitos associados — pode ser encontrada no Apéndice,
que esta dividido em trés partes, sendo elas: nogoes de topologia, nog¢oes
de andlise real e nog¢des de andlise complexa.
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1 INTRODUGAO A
FUNCAO ZETA DE
EULER

Primeiramente, queremos definir a funcao zeta de Euler. Para isso,
precisamos mostrar que ela estara bem definida em seu dominio.

Proposigao 1.1. A soma

°°1
- R 1.1

converge para s > 1 e diverge para s < 1.

Demonstra¢do. Vamos analisar a convergéncia da soma acima.

No caso em que s = 1, temos

001 oo
Zoe T

3\'—‘

que ¢é a série harmonica.

Temos, pelo teste da integral, conforme enunciado em A.8, que

t1 t t
/ fdlen|x\‘ zlnx’ =Int—Inl=Int
1T 1 1
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Portanto

®1 1
/ — dx = lim — dx = lim Int = oo,
1

x t—oo J1 T t—o0

o que mostra a divergéncia da série harmonica e, consequentemente, da
soma em (1.1).

Para s # 1, pelo teste da integral, temos

t t —s+1
1 s+
—dx:/x_sdmzx
1335 1 —3+1

¢ tl—s 1 tl—s -1

1:1—3_1—5 1—s

/°° dx ot -1
= lim ——.
;xS tsoo 1 —s

Quando s > 1 temos 1 — s < 0, logo

ot -1 -1 1
lim = = )
too 1 —s 1—s s—1

e a série é convergente. Quando s < 1 temos 1 — s > 0, logo

ti=s —1
t—woo 1 — 8§

[ee]
e a série é divergente. Portanto a soma . # converge para s € R,
n=1
s > 1 e diverge para s < 1. O
Podemos agora definir a funcao zeta de Euler conforme abaixo.

Definigdo 1.2. A fungdo zeta de Euler é definida como

para todo s € R tal que s > 1.

Observagao. Se definirmos a fungio zeta para s € C e Re(s) > 1,
podemos mostrar sua convergéncia usando o mesmo argumento acima,
pois se s € C temos s = u + v logo, para todon > 1,

n—S — n—u—w — n—’u. . n—'L’U
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efi(v Inn)

N e—i(vlnn)

—i(vinn)

:7-‘6

Assim, temos que ¢ estd definida para todo o semiplano Re(s) > 1.

1.1 FORMULA DO PRODUTO DE EU-
LER

Em 1737, no seu artigo “Variae observationes circa series infinitas”
[Euler 1744], Euler demonstrou que

1 1

Z ns H 1 L~

n=1 p primo p®
A sua demonstracao no entanto néo era rigorosa, especialmente por nao
fazer diferenca entre os valores de s para os quais a soma e o produto
acima convergem ou divergem. Em 1876, Kronecker demonstrou este
resultado rigorosamente, para s > 1 [Dunham 1999).

Teorema 1.3 (Férmula do produto de Euler). Para s € R, s > 1,
temos que

1 )
C(s) = H 1_1,0use]a,

p primo p?

=1 1
Zﬁznli'

n=1 p primo p°
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Apresentamos a seguir nossa demonstracao para este resultado.

Demonstra¢ao. Considere os k primeiros primos. Associamos ao i-
ésimo primo um natural N;. Para cada um desses primos, tomamos as
somas dos inversos de suas poténcias de expoente natural até o expo-

ente maximo N, ou seja, (1 + p—ls 4+ 4 13) Consideramos entao
i p; ¢

o produtério Py, ... n,) de tais somas, para todos os k primeiros pri-
mos:

1 1 1 1
Pl i) = 1+];+"'+Zm T T N

1 1 k Py,
Ny,
1
=y (1.2)
r= Op1 r*Opk
i= 1(7‘ Opl>

O resultado do produtério serd a soma de todos os naturais que
tém em sua decomposi¢do por primos apenas os k primeiros primos
(onde cada primo p; terd expoentes menores ou iguais do que NN;). Por

exemplo:
1 1 1 1 1
Peaz) =505 515 )\ 300 T 315 T 325
1 1 1
1 14+ —
~(+5) (5 )
P T T T | 1
=1+ 5+ 5+ 5oms T 33 T gege
Seja I o conjunto de indices (k; N1,...,Ni) com k > 1 (ou seja,

usando pelo menos um primo) e N; > 0 (ou seja, cada uma das somas
comega com 1 e pode ou nao ter outras parcelas):

I={(k;Ny,...,Ng) | k=1,N; >0}
Vamos introduzir uma ordem parcial no conjunto I conforme abaixo.

(k;Nl,...,Nk) < (Z;Ml,...,Ml)
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se e so se:

Esta relagao de ordem parcial faz de I um conjunto dirigido pois, apesar
de nem todos os pares de elementos de I serem comparaveis, todo par
de elementos de I tem uma cota superior.

De fato, se (ki;Miy,...,My,) e (ka;N1,...,Ng,) pertencem a
I, podemos tomar k = max{ki,ko} e P, = max{M;,N;} Vi €
{1,...,k}, de forma que
(ki;Pl,...,Pk) 2
(k;Pl,...,Pk) 2 (/ﬂQ;Nl,...,Nkz).

Exemplos:

i) (2;3,6) e (2;5,4) tém (2;5,6) como cota superior.
i) (3;7,1,2) e (4;1,0,3,5) tém (4;7,1,3,5) como cota superior.

Observagao. O fato de I ser um conjunto dirigido faz de
{Pis;n,.. Ny | k= 1,N; =0} uma net (ver definigao A.5).

Consideremos agora as seguintes somas:

N

— 1 1
S = n; — e Sy= nz::l =
onde s € R, s > 1.
Afirmacgéao 1.4.
PNy, N S Su < S (1.3)

para algum M.

De (1.2), temos
Ny

1 e
P(k:;Nl,H.,Nk) = (Z TS) (Z P?)

r=0 Py r=0
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N1 N» Ny, 1

r1=07r2=0 7,=0
N1y Ny Ny, < 1 >
r1=07r2=0 re=0 Hi:l '3

N; N Ny

1
rlzz:o mz::o rgo (Hle pfl> )

N1 N. Ne 4 . .
1Py’ ---p, " € o maior denominador que aparece na

- M
soma, entao Sy = Y, ni =1+ Qi + -+ ﬁ > Pusn,,...Ny)- Isto

ocorre porque cada poténcia aparece uma tnica vez em Py, ... Ny)
ja que a decomposicao em produtos de poténcias de primos é tinica e
Sar contém todos os inversos de produtos de poténcias de inteiros até
M, inclusive (mas talvez ndo somente) esses.

Como Sy = Zf\f:l# < YL = 5 VM, entdo
Ploes vy eeeNi) < S < S.

Como M =p

Assim, {P; | ¢ € I} é limitado superiormente (por S), e é ndo-
vazio, logo possui um supremo. Seja P = sup{F;}. Como S > P, Vi¢€
I (ou seja, S é cota superior de {P;}), entdo

P<LS. (1.4)
Observagao 1.5. Se i < j, entdo
P < Pj.

De fato, se i = (ki; My,...,My,) e j = (ko; N1,..., Ng,), entdo
teremos k1 < k2 e M; < N; Vi € {1,...,k1}, com ao menos um
it €{1,...,k1} para o qual M; < N;, logo
P] = P(kz;Nl,...,Nk2)

Mg R} RN}
2

7S TS
r=0 Py r=0 pkl r=0

Mg Ny B T RN}
D, Py,

rs
r=0 P1 r=M; r=0 P, r=Mjy, r=0
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My, )
Z — |11
rOpl TOpkl

= Py, vy, = B

Observacgao.

i€l

De fato, j4 que P = sup{P;}, o resultado segue da Proposi¢ao A.7
do Apéndice A.1.

Afirmacgao. Para todo N € N existe i € I tal que

Sy < P, < P. (1.5)

De fato, seja N € N. Seja k = w(N) (ou seja, k é o nimero de
primos menores que ou iguais a N). Para cada i € {1,...,k}, tome
N; = {maxa | p* < N}.

Entdao Sy < Pu;n,,...,n,,)- De fato, Sy inclui a soma de todos
os inversos de poténcias de expoente s dos inteiros de 1 até N, en-
quanto Py, ... N,), por considerar todos os primos envolvidos nas
decomposigoes dos inteiros supracitados (e seus respectivos expoentes
méximos na decomposi¢do desses inteiros), inclui todos esses inteiros e
também possivelmente outros inteiros maiores que N.

Exemplo. Para N = 3, temosk =2,p; =2,p2 =3,N; =1 e Ny = 1.
Temos entdo

Por outro lado,

111
ngZ— +—+—S<1+—+—S+ = Po1,1)-
L 3 3 60
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Como Sy < P; < P para todo N, temos que P é cota superior de
{Sn}. Como S =sup{Sn}, S < P.

Como P < S (pela equagdo 1.4), entao

S=P. (1.6)

Vamos agora mostrar que P = ] (111>

. Iy
p primo Py

k
Seja Plo) = 1 (1_11> Temos que
v

i=1

=1 p;
B k e 1
()
- Nlllgloo Nilinoo o N}Clgloo P(k;Nl """ Ni): (17)

Afirmacgao 1.6. Para todo k € N*,

P(k;oo) < P (1.8)

De fato. S h li lim --- lim Py,
e fato. Suponha que Nllinoo N;Lnoo N;Lnoo (k: Ny

para algum P’ > P. Entao para todo ¢ > 0 existe Py;n, .. n,) €
(P'—¢, P'4¢). Tomando ¢ = P'—P, temos Py, ... n,) € (P,2P'—P),
logo P;n,,....N,) > P, 0 que é uma contradigao. Segue que P < P.

.....

E facil ver que, se k < I, entdo P00y < P00y < P, logo existe
Pioooy = lim Pp.o0) €
(o0300) = L £ (k;00)

_ 1 1
P<oo;oo>:k£%oﬂ<1l): L1 (1)
i=1 H

P p primo

Afirmagao.

Plocios) < P. (1.9)
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De fato, como a sequéncia (P(;;x))ken+ € mondtona crescente,
entao

P(oo,oo) = Sup{P(k;oo)} < Pa

pois P ¢é cota superior de {P(;;00)} € SUp{ Pi;o0)} ¢ @ menor das cotas
superiores do conjunto.

Concluimos que ] (1> < P.

T
p primo H

Para cada k € N, definimos
I, = {(k‘;Nl,NQ,...Nk) | Ny,...,N € N}

Note que I, C I é um conjunto dirigido. Entao podemos tomar limites
em {P; | ¢ € I}, que é uma net (ver defini¢do A.6 do apéndice A.1)
e o limite (1.7) pode ser visto também como limite de net, ou seja,
P(k;oo) = hmiejk Pi-

Também ja mostramos que, em I, se i < j, entdo P; < P; (ver
observagiao 1.5), o que se estende para I C I, cuja ordem ¢é induzida
pela ordem de 1. Isso significa que {P; | i € I} é uma net crescente e
limitada superiormente (vide afirmagéo 1.5).

Pela proposi¢do A.7 do apéndice A.1, temos que anet {P; | i € I}
converge para seu supremo, logo

Plrooy = lim P, = sup P,. 1.10
(ko) = lim sup (1.10)

Como P ¢é cota superior de Py o) (afirmagdo 1.6), entdo
Pliyoo) = sup;eg, Pi < P, pela definigao de supremo.

A sequéncia dos P, ¢ crescente e limitada superiormente por
P, logo converge para seu supremo (propriedade A.1 do apéndice A.1),
ou seja,

Plocio) = 1M Priec) = SUP{ P(;00) } - (1.11)

Afirmagdo. Poo;00) = P.
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Suponha que Po;o0) < P. Como P = sup;c; P;, entdo existe
PNy ,...,n,,) tal que

P(oo,oo) < P(k:;Nl,...,Nk) <P (112)
Mas, por (1.10), P(y;00) = sup;er, {F;}, logo
PNy, Ny < Pliioo) S Plooioo)s (1.13)

POis Plogio0) = SUP{P(i;00)} (equacdo 1.11). De 1.12 e 1.13 temos,
respectivamente, que Ploo;o0) < PNy, .Ny) € Ploosoo) 2 PlkiNg,....Ny)»
o que é uma contradi¢ao. Concluimos que P(oc;00) = P.

Por (1.9), Pis;o0) < P, de onde segue que Pog.o0) = P, isto é,

1 1
11 (1_1>PS o

p primo p; n=1

1.2 SOMA DOS INVERSOS
DOS PRIMOS

Vimos que a série harmonica (que é a soma dos inversos dos
niimeros naturais nao nulos) diverge (Proposi¢io 1.1). Vimos também
na Introducgao que

. 7w(z
lim Q =0,
r—o00 I
ou seja, o conjunto dos primos tem densidade zero. Sera entao que a
soma dos inversos dos primos, sendo uma soma com muito menos ter-
mos que a série harménica, converge? A resposta é ndo. Demonstramos
abaixo este resultado.

Teorema 1.7. A série
) U G S
T2 35 7

p primo p

€ divergente.
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Demonstra¢ao. Considere os k primeiros primos, com k > 2. Definimos

k 1
by :H (1_1>
i=1 Pi

ja que pg > k para todo k > 2. Note que

-1

k k
1 1 1 1 1
1+§—|—§—|—---—|—E:E Z>/1 ;dl‘. (Verﬁgural)

i=1

Figura 1: S '1 > flk_l L dx

i=1 1

Temos entao que

1 1 1
Pk>1+§—|—§+-~+E>1n|k|—1n\1|:1nk.
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Aplicando logaritmo, temos

In(Ink) <In Py

<In

Seja f(x) =1n (ﬁ) =—In(1-x).

Temos que
, _ 1 1
Jl) = e (1) =
f’(O)_mzl
M) = (—1) - 71,72 1) — 1
fia)=(=1)-1==z)7"(=1) (1_I)2>0,

ou seja, o grafico de f é concavo para cima.

Considerando g(z) = 2z, temos ¢'(z) = 2. Segue que

g(0)=0=Inl=1In <1i0> = £(0)

9(%)22-521:ln6>ln2:ln<1 ! >:f(%)

Podemos concluir que

f(x) <g(z) Vze(0,3]. (ver figura 2) (1.15)

De (1.14) e (1.15), temos

1 1
ln(lnk)<ln(1_é)+~-~+1n(1_}€>
3+ G0

9B+ g(d)




_9.1 1 1
_2.54_2.54_.. +2. =
_o9(1 1 1
—2(3+4++ )
1n(1n/<;)<1+1Jr 1
2 2 3 Dr

Como klim Ink = 0o e In(x) é continua, entdo
— 00

lim In (Ink) = oo,
k— o0

29

(1.16)

(1.17)

o que implica que o lado esquerdo de (1.16) diverge. Portanto a soma
do lado direito da desigualdade também é divergente quando k — oo,

isto é,

1 1 1 1
li — — . JE— = — = .
k;ngo(ﬁg* +pk> >, 5=

(1.18)

fla) =log (%)

Figura 2: f(z) < g(z) V€ (0,3]
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O

Sabemos entdo que, embora os primos figuem menos numerosos
conforme caminhamos no conjunto dos inteiros, eles nao ficam tao es-
parsos a ponto de essa soma ser convergente. Ou seja, embora a ordem
de grandeza de p,, seja maior que a de n, ela ndo pode ser muito maior.
De fato, se ela fosse, por exemplo, O(n?), ou até O(n(Inn)?), entdo a
série Y p% seria convergente [Young 1992]. Por outro lado, vimos em
(1.17) que o crescimento da série é muito lento, da ordem de O(In(lnn)).
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2 A FUNCAO ZETA DE
RIEMANN

Em seu artigo “Sobre o nimero de ntimeros primos menores do
que uma quantidade dada”, Riemann menciona a férmula do produto
de Euler, que acabamos de demonstrar. Ele entao define a funcao zeta
como sendo a soma (ou o produto) da férmula, considerando s € C. Ele
afirma que tanto a soma quanto o produto “convergem somente quando
a parte real de s é maior do que 1; ao mesmo tempo, é facil encontrar
uma expressio para a fungdo que é sempre vélida” [Riemann 1859, p. 1,
tradugdo nossa] (exceto para o polo em s = 1). Nosso objetivo neste
capitulo é apresentar a extensdo analitica da fungdo zeta para o plano
complexo (exceto para o ponto s = 1). Para isso, iniciaremos com o
estudo da fungao gama.

2.1 A FUNCAO GAMA

A integral
1
/ (1) gt
0

foi estudada por Euler entre 1729 e 1730. Em 1809, esta integral rece-
beu de Adrien-Marie Legendre o nome de fungdo gama (definida para
x > 0, onde a integral acima converge) e o sfimbolo " que a caracteri-
zam. [Havil 2003]

Alternativamente, é possivel escrever

1 1
/ (In1)*™! dt:/ (Inl—1Int)*"" at
0 0
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1
:/ (—Int)"" dt.
0

Substituindo u = —Int, temos e™* = ¢, logo dt = —e™" du. Segue
que
1 0
/ (—Int)* " dt = / uH(—eY) du
0 0o
= / ute™ du, x> 0.
0

Podemos entao definir a fungdo gama conforme abaixo.

Definigdo 2.1. A funcdo gama € definida como

I'(z) = /OOo t* et dt (2.1)

para x € (0, 00).

Afirmacao 2.2. A funcdo I’ ndo esta definida em 0.

De fato, temos que

que diverge pois

o que mostra a afirmacao.

Afirmacao. T'(z) estd definida para x > 0.
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Como

tz—l

lim —— =0,
t—o0 ez

x—1

entdo existe n € N tal que, se t > n, teremos * <1l. JAquet>0

et
implica et < 1, entdo

F(O):/ t" et dt
0

n (o ]
:/ et dt+/ t*le7t dt
0 n
</ tz_l-ldt—i—/ t"te~t dt. (2.2)
0 n

Analisando a primeira integral, temos

/ntm‘l gt =
0 x

n n

0 xT

A segunda integral também converge, pois

o] [ee] tajfl .
/ trlemt dt:/ —e72 dt
n n €2
o0 t
< / l-e72dt
n

= lim e 2 dt
T— 00 n
=
= lim 72~/ e" du
r—00 _n
2
—2. lim e* j
r—00 2"
~2 i [ ]
=-2-(0- e*%)
=27,

Como ambas as integrais convergem, concluimos que I'(0) estd definida.

A relagdo demonstrada a seguir permite calcular T'(z) recursiva-
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mente para z > 0.

Proposigdo 2.3. Se x > 0, entdo I'(x + 1) =z - I'(x).

Demonstragdo. Da defini¢do, temos (tomando u = t% e dv = e~ ! dt na
integracdo por partes):

Mz+1)= / tYet dt
0
= [t"”(—eft)]go Jr/ e bt dt
0
= lim (—t"e ") +0-€" + x/ t* et dt
t— o0 0

=0+ x/ t*le7t dt
0

=z -I'(x).

Corolario 2.4. Paran € N*, T'(n) = (n — 1)\
Demonstragao. Temos que

()= / e tdt = [—e 7! = lim —e P+ =0+1=1=0!.
0 t—o00

Da Proposi¢ao 2.3, para x = n — 1 € N* temos I'(n) = (n — 1) -
I'(n—1), logo

rey=1-r1)=1=1

r(3)=2-T(2)=2-11=2

T(4) =3-T(3) =32 = 3!

F'n)=(n-1)-T'(n—-1)
=n-1)-(n—-2)-T(n—-2)
=n-1))-(n-2)(n-3)---1
=(n—1)!
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Portanto temos que a funcao I'(x+1) coincide com a fungéo fatorial
x! para todo = € N, estd definida em (0,00) e pode ser estendida
também para os reais negativos nao inteiros. Concluimos entao que a
fungéo gama é uma extensdo da fungéo fatorial para o conjunto R\Z_.

Usando a substituicao u = t%, du = %t_% e a igualdade

Ooe*“2 du = YT
O 2

[Weisstein], temos

Da relagdo funcional T'(z + 1) = « - T'(z) podemos escrever I'(z) =
w, com z # 0. Esta nova relagdo nos permite estender a definigdo

de I' para ntimeros reais negativos, por exemplo

r(-g - 1@

2

= _2\/77-3

exceto para os ntmeros inteiros negativos pois teriamos, por exemplo,

O fato de I'(0) ndo estar definida (conforme visto na Afirmacao 2.2)
implicard, como veremos no Teorema 2.9 que, para todo k € Z_, T'(k)
nao esta definida.

Proposigao 2.5. A funcdo gama tem extensdo analitica no semiplano
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Re(s) > 0, e sua extensdo analitica também é dada pela férmula integral
(oo}
I'(s) = / e tts L dt.
0

Demonstracdo. Basta mostrar que a integral define uma fungao holo-
morfa em toda faixa S5y = {d < Re(s) < M}, onde 0 < 6 < M < oo.
Se s for um complexo da forma s = o + ip, temos

|67tt571| — |67tha'71tip| — €7t|t071||tip| — efttafl.
Observagao. Note que
° |t‘7*1f =t""1 poist >0

° |t7,p| = 1, pois 1P — eln(tiP) — eiplnt _ ei(plnt)} lOgO |t1p| —
’ei(plnt)’ - 1.

Ou seja, quando Re(s) > 0, temos

o o0
/ le"t* 7t dt = / e 771 dt,
0 0

com ¢ > 0 real. Como [;° e~"7~1 dt converge, entdo [ e~ 57| dt
converge para todo s € Sy ar.

Note que
e} 1 [e%s)
/ e o1 dt:/ e tto 1 dt+/ e ito 7l dt
0 0 1
1 1
= lim e 1l dt + lim et dt
e—=0t /o e—=0t Jq

=

e
= lim e st dt,
e—0t /o

.’ oo — s . ’ . . . —
(ja que [~ e *5~! dt é imprépria em zero, pois como lim; o+ e7f =1
t

ti=s tps—l = lim;_,o+ teli_,; = OO)

e lim;_,o+ =0, temos lim;_,g+ e~

Para cada n € N, seja F,(s,t) = ff e~ 't~ dt. Pelo Teorema

A.17 do apéndice A.3 (tomando f(s,t) = e **~! no lugar de F(z,s)
e F,(s) no lugar de f(z)), temos que F,, é holomorfa na faixa Ss s,
bastando para isso verificar as duas afirmagdes abaixo.
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Afirmacéo 2.6. Para um s € Q = Ssp fizo e a,b € R, f(s,t) =
e~tt*=1 ¢ holomorfa em s para todo t € [a,b].
(s—1)Int

s—1
tsfl — elnt — sflelnt —

Demonstragao. Temos que e e
t-e*~1. Como t e e! sdo constantes em relacdo a s e e*~! é holomorfa
em s para todo t € [a,b] e para s € S5, entdo f(s,t) = e -1 ¢

holomorfa em s para todo t € [a,b] e para s € S5 .

-1

1

Afirmagdo 2.7. f(s,t) = e 't*"! ¢ continua em Q x [+ n].

Demonstragdo. f(s,t) = e t*~1 é produto de fungdes continuas, logo
é continua para (s,t) € S5 X [%, n], e é holomorfa para todo (s,t) €
Ss.n, satisfazendo as hipéteses do Teorema A.17, garantindo que as
fungoes F), sdo holomorfas.

Se mostrarmos que F), converge uniformemente para I' na faixa
Ss.n, entdo para todo compacto C' C {s | Re(s) > 0} existird uma
faixa S5 ar contendo C. Dessa forma, como F;, é holomorfa para todo
n € N, o Teorema A.19 garante que I' serd holomorfa em {s | Re(s) >

0}. Temos entao
o0 n
/ ettt dt —/ ettt dt
0 1

n

ID(s) = Fu(s)| =

1

; o0
/ e sl dt +/ et dt
0 n

1

n oo
g/ le~" 1t dt| +/ le"t*~ " dt|
0 n

1

= /" e to ! dt+/ e tt7 ! at. (2.3)
0 n

Analisando a primeira integral de (2.3) temos que, como ¢ € [0, 2],
entdo e~ < e =1, logo

J

1

et de < / o1 dt
0

3=

1
t% =

a

0
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ono’

Analisando a segunda integral de (2.3) temos que, dado s € S, p com
s=oc+imreRe(s) =c < M,entdo Re(s) —1=0c—-1<M-1< M.
Como limy_, % = 0, existe k£ > 1 tal que, se t > k, entao % < 1.
Dessa forma, teerilos “

M
. tT <e 5.1

ez2

e+

el Lo M = e~

Logo, de 2.3, temos

1

ID(s) — Fy(s)| = / et dt+/ et dt

0
— 273,
on’
Portanto,
. . 1 n
lim [T(s) — F(s)| < lim |— —2e7 2
n—o00 n—oo | on?

Concluimos que F;, converge uniformemente para I' na faixa Ss iz, ou
seja, a extensdo analitica da fun¢do F(s) no semiplano Re(s) > 0 é
dada pela férmula integral, conforme queriamos demonstrar. O

Lema 2.8. Se Re(s) > 0, entdo

I'(s+1) = s(s).

Demonstra¢ao. Ja demonstramos esta férmula em na Proposigdo 2.3
para z € R, z > 0. A demonstragdo para o caso Re(s) > 0 é andloga.
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Teorema 2.9. A funcao I'(s), definida inicialmente para Re(s) > 0,
tem como continuac¢do analitica uma fungdo meromorfa em C cujas
unicas singularidades sao polos simples nos inteiros negativos e no zero
(ou seja, os pontos s = 0,—1,—2,...). O residuo de T' em s = —n é
(=n"

n!

Demonstracio. E suficiente estender I' para cada semiplano Re(s) >
—m com m € N*. Para Re(s) > —1 queremos ter a relagdo do Lema
2.8, ou seja, uma fungdo Fj tal que I'(s + 1) = s - Fi(s).

Para s € {Re(s) > —1}\{0}, definimos

I'(s+1
Fi(s) = LT

s
Como I'(s + 1) é holomorfa em Re(s+1) > 0, ou seja, em Re(s) > —1,
entdao F; é meromorfa nesse semiplano, com polo simples em s = 0.
Como T'(1) = 1 temos, por A.16, que

lim (s — 0)I'(s) = lim sI'(s) = lir% N(s+1)=TQ1)=1,
5—

s—0 s—0

ou seja, ress—oI'(s) = 1. Pelo Lema 2.8, temos entdo que

T(s+1)

S

Fi(s) = =1I'(s)

para Re(s) > 0, ou seja, F} estende I' para uma fungdo meromorfa no
semiplano Re(s) > —1.
De maneira andloga, para cada m € N*, definimos no semiplano
Re(s) > —m uma funcao
I'(s+m)
(s+m—1)(s+m—2)---s

Fnz(s) = (24)

Como I'(s+m) é holomorfa em Re(s+m) > 0, ou seja, em Re(s) > —m,
e tem polos simples em 0, —1,—2,..., —m+1, entdo F,,,(s) é meromorfa
no semiplano Re(s) > —m. Além disso, para cada polo —n € Z* temos,
por (2.4) e pelo Corolario 2.4, o residuo

ress——n I = lim (s — (—=n))Fn(s)

s—>—n
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. T'(s+m)
sgrzln(s—i_n)(squ—1)(5+m72)~~~(5+n)~~8
= lim (s +m)
so-n(s+m—-1)(s+m—-2)---(s+n+1)-(s+n—1)---s
B P(—n+m)
(—=n4+m—-1)(-n+m-—=2)---1-(=1)---(—n)
(—n+m —1)!

(—n+tm—1D1(-1)-(—n)
(=1)"

n!

Note que, como a equagdo (2.4) vale para o semiplano Re(s) > —m,
entao vale também para Re(s) > 0. Neste caso, aplicando m vezes o
Lema 2.8, temos que

I(s+m)
(s+m—-1)(s+m—2)---s
(s+m—1)(s+m—2)---s-T'(s)

(s+m—-1)(s+m—2)---s
=I(s),

F(s) =

isto é, para todo m € N a funcéo F,,(s) coincide com I'(s) no semiplano
Re(s) > 0. Além disso, temos que F,, = Fy para 1 < k < m no
dominio de Fy. Dessa forma, temos uma continuacgéo analitica de I'(s)
para C\Z_. O

Lema 2.10. Para 0 < x < 1,
oo xr—1
/ : dz = LI—
o 142z sen (7x)

= = =2 onde g(2) =

2®~1. Sabemos que z = 1 é polo simples de f. Dessa forma, por A.16
o residuo de f serda

Demonstragio. Considere a funcdo f(z) =

vesy f = lim (= — 1)/ (2)

= lim(z—1) —9(z
z—1 z — 1

=—g(1)

~—
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=1

Assim, usando o contorno da figura 3, temos

2mi resy f = / f(z) dz
2!

x—1
—27rz'~1:/z dz
,yl—z

Zr—l
—2mi :/ dz. (2.5)
L1

Vamos calcular a integral acima em 3 partes, conforme a imagem
abaixo.

(2)

(3)

Figura 3: contorno
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(1) Fazendo z = Re?, com R>0e —7 +a < < 7 + a, temos

z—1 T—a i0\o—1 ;i
/z &l = / (Re®)*~! Rie d@‘

1—2z —rta 1—Re?
1)

T—a pzr—1_,10(x—1) it
_ / R*le f i-e'f dﬂ‘
—r+ta 1-— R@Z
tet Razeiew i
= ——df
/7r+a 1 — Re'® ‘
e inl 10x -
—rra | — €

Observe que 0 < x < 1 implica —1 <z —1<0,logo 1 —x > 0 e,
como R*~! = ﬁ, temos limp_oo R ' =0 e

logo

R—o0

r—1 T—Q x—1 )
0 < lim /Z dz| < lim L.d0~|e’9"”‘~|i|:0

mel
lim / dz| = 0.
R— o0 11—z
(1)

(2) Usando a substituicio z = ue!™™® = y(e'™e!®) = u(—1)e!* =
—ue'®, com 0 < u < R, obtemos

dz = lim , du
1-=2 R—oo Jp 1 — uei(m—)

/ 471 0 - lei(m—a)z | —i(r—a)  i(r—a)

(2)
0 -1
Ry e
R—oo Jp 14+ ue '@
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pois (7= = ¢i™ . g~i® — _e~i®  Concluimos que

rz—1 ) 0 ux—l
lim dz = lim |e/™®7% . Jim —du
a—0 —z a—0 R—oo Jp 14 ue @
(2)
0 r—1
. (7 — . . u
= lim /™97 . lim lim _—
a—0 a—0 R—oo Jp 1+ ue—@
0 r—1
=" . lim lim _—
R—ooa—0 [p 1+ ue '@
0, x—1
. . u
=¢e"" . lim du
R—oo Jp 1 +u
0, xz—1
) U
= / du.
o 1+u
(3) Usando a substituicdo
2z =ue T = u(e™ e ) = u(—1)e " = —ue” @
com 0 < u < R, obtemos
L1 ) R uzflefi(ﬂ'fa)x . ei('frfa) . 67i(7r7a)
dz = lim . du
1—2 R—oo /) 1 — ue—ilm—a)
(3)
R r—1
ilm— . (%
= T Jim _—
R—oo Jo 1+ ue™@
pois e~ iT—) — =i . gia — _cia  Concluimos que
z—1 ) R u;c—l
lim dz = lim |e "= . Jim —du
a—0 — 2 a—0 R—oo Jo 14 ue@
(3)
R z—1
. Cilm— . . u
= lim e "™~ . lim lim _—
a—0 a—0 R—oo /g 1+ uet™
R z—1
Cimm 1 . u
=e¢ . lim lim _—
R—o0 a—0 [, 1+ uet>
R z—1
i . n
=e . lim du

R—oo 1+u

:e_im”./oo u du.
o 1+u
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Para concluir a integragao, somamos os resultados das integragoes
sobre as partes do contorno, obtendo (por (2.5))

0 -1 oo ,x—1 rz—1
0+em’ac / u” du+ e iTT / u du :74 z dx
oo 1+ o 14w 1-=2

+u
/ 7271'2 o eiﬂ’w) — — 973

—2isen (mx)) = —2mi

o0 uac—l T
/ du = ;
o l+u sen (7x)

pois
e = cosf +isenf e
e "% = cos—0 + isen —0
=cosf —isenb,
logo
e W _ et = (cos@ —isen®) — (cosB + isen )
= —2isenf,

0 que conclui a demonstragdo do resultado.

E possivel também demonstrar que

/OO usfl T
du =
o l+4+u sen (ms)

para s € C com 0 < Re(s) < 1.

Teorema 2.11. Para todo s € C\Z,

™

L(s)['(1—s) =

senms

Demonstracdo. Por defini¢do, temos

I'(s) =/ e “ut~t du.
0



45

e Caso 1: s € C com 0 < Re(s) < 1.

Tomando u = vt, temos

o0

I(l—s) e “u" % du

o0

e vt (vt) ™%t dv

),
I

:t/ e H(vt)* d.
0
Entao
o0
L(s)I'(1—s) = / t5 e (1 — s) dt
0
:/ tslemt (t/ e Vi (vt)"* dv) dt
0
:/ / e tIHs =5y du dt
o Jo
:/ / ety =3 dy dt.
o Jo
Note que

/ / etV =5 gy dt =
o Jo
= lim <lim/ e tHv)y—s dv) dt
m—r 00 n— o0
= lim hm/ / t1+0) =5 dy dt
m—00 N— 00

Considere a funcéo f : [%,n} X [%,m] tal que
flu,t) = e taHv)y=s,

Sabemos que f é integravel em [%,n] X [i

m’
Teorema A.11 temos que

m n
lim lim / / et =8 gy dt =
m—oon—oo | 1 1

m] . Assim, pelo
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n

= lim lim e tH0)0 =5 gt do

m—00 Nn—r0o0

= lim lim / / e )y =5 4t dv
n—00 M—r 00

= lim lim / —t(40) =5 dt do

n— oo i m— 00

:/ / ety dt dv. (2.7)

Resolvendo a integral interna (com relagéo a t) usando | = t(14v),

temos
k t=k Ufs
/ el :/ et dl
0 =0 I+w
_ U gt=k
- 1 +'U [e :I =
_ v {e—t<1+v>r:’“
1+wv t=0
__v- (6%(1”) _ 1)
1+wv
logo

0

lim —
k—o00 1 + v

—S

v S (efk(l‘H)) B 1) _ v '
14w

Assim, pelo Lema 2.10, temos, de (2.7):

r'1-s)r

/ / —t(l—i—v) =S dt dv
/ dv
0 + v

™

~ sen (7(1 —s))

T
sen (m — 7s)
71'

senms’
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pois
sen (T — TS) = Sen 7 COS TS — COS T SeN TS

=—(—1)-senws

= senms.
Caso 2: —m < Re(s) < —m + 1 < 0 para algum m € N*.
Temos que

0<m—1<Re(—s) <m,
assim podemos aplicar o Lema 2.8 a —s, obtendo
Fl—s)=(=s)(-=s+1)---(1=s—m) -I'(1 —s —m).

Como Re(s) > —m, pela continuacdo analitica de T' obtida no
Teorema 2.9, conforme a equacao (2.4), temos

T'(s+m)
(s+m-—1)(s+m—2)---s

I'(s) =

Assim, temos que

T'(s+m)
(s+m—1)---s
—M. — m. S m— .--S. —S—m
— o) me 1) s T s m)

=T(s+mI'(1l—-s—m)-(-1)™.

L(s)I(1—s) = (=s)---(1=s—m)-T'(1—-s—m)

Como 0 < Re(s+m) < 1, entdo o caso 1 é vélido, tomando s+m
no lugar de s. Assim, temos que

I(s)T(1 - s) T

("
- . (D"
Sen ms - COS ™M + Sen mMm cos s

™
— . _1 m
senms - (—1)™ +0 (=1)

™

sen (m(s + m))

senms
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e Caso 3: m < Re(s) < m+ 1 para algum m € N*.

Temos que

-1
0,

—m—1<Re(—s) < —m
—m < Re(l—s)<—m+1

NN

assim podemos aplicar o Lema 2.8 a s, obtendo

I'(s)=(s=1)(s—=2) - (s —m)-T'(s—m).

Como Re(1 — s) > —m, pela continuagdo analitica de T" obtida
no Teorema 2.9, conforme a equacdo (2.4), temos

T'(l1—s+m)
(—s+m)(s+m—1)---(1—9)

(l1-s)=

Assim, temos que

D(s)D(1—s) = (sriln:)ff(ql) 5 =D s —m) T —m)
I'l—s+m)

T (—s+m)---(1—s) (=)™ (L =s)- - (m—s) - T(s —m)

=T(1-s+m)I'(s—m) (-1)™.

Como 0 < Re(s—m) < 1, entdo o caso 1 é vélido, tomando s —m
no lugar de s. Assim, temos que

L(s)I'(1 —s)

|
—

I
—_
~—
3

Sen s - COSTImM — Sen mNn CoS s ( )
T

" senns - (—1)m—0 (=)™

s

senms’



49

2.2 A FUNCAO ZETA

o0
Proposigao 2.12. A série Y. L converge para todo s com Re(s) > 1

n=1

e a fungio ((s) = Z % holomorfa nesse semiplano.

Demonstracdo. Seja s = o + it. Temos entdo

s

Inn~ e(—o—it) Inn

_ ‘e—slnn’ —

’n—s‘ — le _ ‘e—alnnHe—ztlnn‘ _

701nn| 1= —olnn __ -0

:|€ & =n

Como consequéncia seoc > 148 > 1, entdio n° > n't? > ne
= < n1+5 < . Assim, temos

1 |1 =1 1
D P e B
n=1 n=1 n=1 n=1

Como para cada o existe uma familia de s para os quais Re(s) = o,
entao Z — ¢ uniformemente limitada por Zn 1 n11+5 , que converge
(pois é uma p série com p = 1+ ¢ > 1). Portanto, para todo 6 > 0,
a série 7 | -1 converge uniformemente no semiplano Re(s) > o >
1+ 0 > 1, e por conseguinte define uma fungao holomorfa em Re(s) >

1. O

Definicao 2.13.

oo

a(t): Z —mn’t 1+22 —mn’t

n=—oo

Como a transformada de Fourier da fungdo f(z) = e~mtlata)” ¢

A . T 2
f = e2miay—} o= (por A.3.1), pela Férmula de Poisson (A.23)
temos

Z _ e2mina
e 7rt n+a E t .

neZ ne”Z
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Fazendo a = 0, temos

2 1 _mn? 1 _xn?
Ee“tnzgt% t:t2ge i,

nez nez neZ

77”2
Como O(t) = 3 =™t temos 0(4)= > e ", logo
nez neL

o(t) =t 30(1). (2.8)

Observagao 2.14. Embora f(z) = e~ mt(a+a)” possa ser definida como
uma fungao holomorfa em uma faiza, aqui usamos varidveis reais para
f e sua transformada de Fourier jd que, ao aplicar a Formula de Pois-
son, x e £ serao restritos aos inteiros.

Afirmacéao 2.15. A funcdo 0 satisfaz as sequintes propriedades:

a) 0(t) < Cit~2 quando t — 0, para algum Cy > 1;

b) |0(t) — 1| < Coe™ ™ quando t > 1, para algum Cq > 2.

Demonstragio. a) Temos que

0(t) = Z e =142 i e (2.9)
n=1

nez

logo como 0(t) = t_%Q(%) temos

o(t) = t% <1+2§:e“?2>. (2.10)

00 o]

_zn? _ _mn?
E e t = e t _|_ E e t
n=1 n=2
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I

[qM]

|

e

+
DN | =
S

I

g

o

_|_
ol

. . oo 2 . .
usando a integral gaussiana [~ e™*" dx = \/m [Weisstein| com a

substitui¢do u = \/\/E; Por (2.10), temos entdo que

(t) <t 3(1+2e T + 20
=172(1+ 277 +V1).

M\»—A

T _m

Temos que t < 1, logo ¥ > 7, portanto —F < —mee "+ < e .
Note que

142 T4+VEi<142 "+V1=
=242 "=2(1+e"")>1,

assim
para C; > 1

De (2.9), temos
() — 1| =2 e
n=1
2 Z e*ﬂ"l’bt7

pois a primeira soma é sobre os naturais do tipo n?, enquanto a
segunda inclui todos os naturais. Usando a soma dos infinitos termos
de uma progressao geométrica, obtemos

| _ 1| Z —mnt
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2 —nt
<\77/7/—= )
(=)

pois ﬁ < ﬁ para t > 1 (de fato, j& que e™™ < e~ ™, logo
—e ™ > —e T entdo l —e "t >1—€e"").

2
l—e— 7 1
<le ==

™

Como > 2 (de fato, jd que e”™ > 0, entdo —e~ ™ < 0, 1 —

> 1), entdo
0(t) — 1] < Cpe™™

para algum Cy > 2

Teorema 2.16. Se Re(s) > 1, entdo

o0
Demonstragio. Temos que O(u) —1=2 > e—m’u du, logo

|
N
3
<
(M1
L
=
—
£
|
=
<
<
I
N |
8
M\v

io: TI'TL u du
= Z/ §-le—m’u gy (2.11)

(Note que a integral da série acima pode ser avaliada como a soma das
integrais (pelo Coroldrio A.10 do Apéndice A.2), pois a série converge
uniformemente na varidvel u.)

Como I'(s) = [T e "t~ dt, entdo I'($) = [, e 't27" dt. Avali-

amos a 1ntegral de (2.11) com a substituicdo u = —-:

> > t N\
/ e Uy sl gy = / et (2> 5 dt
o 0 ™ ™

o0 S s
/ et (mn?) 727 dt
0

o0
nfs/ ettt dt
0

™

()1
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— 7207 T(3).

De (2.11) obtemos, portanto,

1/ w2 HA(u) — 1) du = wagnfslﬂ(g)
2 0 n=1
=n 20(3)) n*
n=1

Definicao 2.17.

£(s) = 7 2T(3)¢(s)

Teorema 2.18. A func¢io &(s) é holomorfa para Re(s) > 1 e tem conti-
nuag¢do analitica em todo plano complexro como uma fung¢ao meromorfa
com polos simples em s =0 e s =1. Além disso,

() =¢(1— ) para todo s € C\{0,1}.

Demonstragdo. Definimos 1(u) = Q(UTH. De (2.8) temos O(u) =

u=z0(L), entdo
1
uz0(L) -1
Y(u) = >

B u_%ﬁ(%) —uTE 4w —1
B 2
CwTEO(L) 1) w1
N 2 T
bty 1

u ¢(“)+2u% 5

Pelo Teorema 2.16 segue que

w*%F(%)((s) = ;/000 w2 HA(u) — 1) du = /000 u? Y (u) du

1 oo
z/ u? 1 (u) du—|—/ w2 Y)(u) du
0 1
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s 1 1 e
[ -2 e [as s
0 2uz 2 1
1 s_3 1 u%_% u%_l o0 s_q
:/ u2”29(5) + — du+/ w2 P(u) du
0 2 2 1

I
N
o | 2
[N
bl
N[ wI=
|
M\o-‘ %M
N———

0
1 1\ 1 Vs s s
- 5_1—s> 3+ t3754(t) _th+/ us ' (u) du
272 2 o0
1 1 > * ey
= -+ t272(t) dt + u2” Y(u) du
s—1 s 1 1
1 1 o _s_1 21
— -4+ [U 273 4 g2 ]w(u) du. (212)
s—1 s 1

1 = 3 3 z
2 = q 2 2 = 2 N TAR—

e—i% lnu.

Como % tem decaimento exponencial e [u‘g_% +u3 71 tem decaimento
polinomial, entdo a integral em (2.12) converge, resultando em uma
fungdo holomorfa em s. Portanto £ tem continuagdo analitica em C
com polosem s=0e s = 1.

Além disso, £(s) = &(1 — s). De fato:

s—1 s L (1—-s)—1 (1—s)

ou seja, a expressao em (2.12) é a mesma se substituirmos s por (1 — s).
O

Teorema 2.19. A funcao zeta tem continuacdo meromorfa em todo o
plano complexo, tendo como unica singularidade um polo simples em
s=1.

Demonstracdo. Da definicdo de £ temos a continuagdo meromorfa de
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¢, a saber:

£(s)

C(s) =m3 ;)

Como I'(s) tem polos simples em 0, —1, —2, ... (pelo Teorema 2.9),

entdo I'(5) tem polos simples em 0, -2, —4,... e F(lg) tem zeros simples
em 0, -2, —4,... e nao tem polos, pois I'(5) ndo tem zeros, ja que
PG - 3) = — == #0.
sen(%2)
Ja que - (1% ) tem zero simples na origem, podemos representa-la por
1‘(15) = s- f(s), onde f(s) é uma fungdo que tem zeros simples em

—2,—4,—6,... e ndo tem polos. Assim, de (2.12), segue que

Note que, como f tem zeros em {s = —2n | n € N*}, entdo pela
expressao acima, ( também terd zeros nesses pontos. Além disso, ¢
tem um tnico polo simples em s = 1.

Observagao 2.20. Os zeros encontrados acima sao chamados zeros
triviais de zeta.

Observagao 2.21. Os demais zeros da funcdo ((s) estdo na faiza
critica {s | 0 < Re(s) < 1} [Edwards 2001].

2.3 MAIS SOBRE A FUNCAO ZETA

Em “Sobre o nimero de nimeros primos menores do que uma
quantidade dada”, Riemann parte da férmula do produto de Euler para
obter a extensdo analftica de ((s) para o plano complexo (exceto o polo
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em s = 1). Ele entdo fixa s = 3 + ti e estuda as rafzes de £(t). Com
isso, chega a conclusao de que a parte imaginaria dessas raizes deve
1

estar entre —51 e %z Com base em evidéncias empiricas, ele diz:

[...] é muito provével que todas as raizes [de £(t)] se-
jam reais. Certamente alguém desejaria uma prova
mais rigorosa aqui; por ora, deixei de lado essa busca
ap6s algumas breves tentativas frustradas, ja que isso
parece desnecessario para o préximo objetivo da mi-
nha investigagdo. [Riemann 1859, p. 3, tradugdo

nossa|

Como as raizes de £(s) sdo também raizes de ((s), a afirmagdo de
Riemann é equivalente a dizer que todos os zeros nao-triviais de ((s)
(isto é, aqueles que ndo sdo inteiros negativos pares) estdo na reta
vertical Re(s) = 3. Esta afirmacdo recebeu o nome de Hipétese de

2
Riemann.

Desde entdao muitos matematicos tentaram provar esta hipdtese,
até o momento sem sucesso. O problema ganhou ainda mais notorie-
dade ao ser divulgado como o oitavo problema de Hilbert, no Segundo
Congresso Internacional de mateméticos em Paris, em 1900. No ano
2000, o Clay Mathematics Institute ofereceu o prémio de 1 milhao de
ddlares para quem encontrasse uma demonstragdo de um dos “proble-
mas do milénio”, dos quais a Hip6tese de Riemann faz parte. A de-
mora e a dificuldade em encontrar uma prova desse resultado fizeram
dele um dos problemas em aberto mais importantes da matematica,
e certamente quem conseguir demonstra-lo terd, além do prémio em
dinheiro, um grande prestigio. Por este motivo, tanto matematicos de
diversas universidades do mundo quanto amadores figuram entre os que
tentam demonstrar a Hipdotese de Riemann, e muitos ji alegaram ter
conseguido. Um grande problema, no entanto, é que a quantidade de
esfor¢o necessaria para verificar cada uma destas tentativas de prova é
tdo grande que poucos se dedicam a isso. Em geral, tais alegacdes sao
tratadas com grande ceticismo. Isso se deve em parte porque, dado o
historico das tentativas de se demonstrar esse resultado, muitos acre-
ditam que seja necesséario o desenvolvimento de novas ferramentas — ou
até mesmo uma nova area da matematica — para que a demonstragao
seja possivel.

A utilidade do estudo dos primos ja foi muito questionada. Em
1915, em um relatério da British Association, Hardy afirmou:
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A teoria de nuimeros foi sempre vista como um dos
ramos mais obviamente intuteis da matematica pura.
Esta é uma acusacdo contra a qual nao ha defesa
valida; e ela é ainda mais justificada quando diz res-
peito as partes da teoria mais diretamente relacio-
nadas com os primos. [Albers et al. 2015, p. 199,

traducdo nossa]

Esta afirmacdo se tornou falsa com o tempo. O préprio Hardy
admitiu, em seu “A Mathematician’s Apology” [Hardy 1992], que isto
poderia vir a acontecer um dia. O problema da fatoragdo de niimeros
primos grandes serve hoje a area da criptografia, em que varios algo-
ritmos se baseiam no fato de que a fatoragdo por primos de ntmeros
muito grandes pode levar muito tempo. Uma pratica comum é usar
um ndimero muito grande que seja semiprimo (ou seja, que é o produto
de dois nimeros primos ndo necessariamente distintos) como chave de
encriptacdo. Para quebrar o cddigo, é necessario conhecer a fatoragao
por primos desse niimero. Se ele for grande o suficiente, essa fatoracdo
é muito demorada de encontrar — um computador pode levar de dias
até anos ou até séculos para encontrar os fatores. Isso faz o ntmero
semiprimo ser considerado uma chave segura.

A importancia da Hip6tese de Riemann reside no fato de que ela
possibilita estimar o erro envolvido no Teorema dos Ntumeros Primos.
[Prime number theorem 2018] Se (e somente se) ela for verdadeira, o
erro pode ser melhorado para

n(z) — Li(z) = O(v/zInx).

Uma demonstracao da Hipétese de Riemann nao vai necessariamente
comprometer a criptografia como a conhecemos hoje, porém as ferra-
mentas matematicas usadas na sua demonstragao talvez possibilitem
uma melhoria nos algoritmos existentes de fatoragdo por primos.
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CONCLUSAO

E um tanto surpreendente que a teoria de niimeros tenha tido que
confiar na andalise para seu desenvolvimento, assim como surpreende
que os nimeros primos, tdo fundamentais na aritmética, tenham uma
distribuicao tao imprevisivel e ainda nao plenamente compreendida.
A busca ainda nao concluida por uma demonstragao da validade da
Hipo6tese de Riemann é um grande estimulo para o estudo da fungéo
zeta.

Ao longo deste trabalho buscamos desenvolver um texto intro-
dutoério ao estudo da funcdo zeta e a teoria analitica de nimeros. Os
resultados aqui, apesar de ja conhecidos, estdao compilados de maneira
sucinta e direta, tendo como objetivo final determinar a continuagao
analitica da funcéo.

Buscamos detalhar as demonstracées de forma a facilitar a com-
preensdo do leitor, e com isso acreditamos que este texto possa servir
como base para este estudo ou como referéncia complementar para um
olhar mais aprofundado sobre a construgao da continuagao analitica de
zeta.
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APENDICE A - RESULTADOS
UTILIZADOS
NO TEXTO

Neste apéndice, introduziremos algumas nog¢oes elementares de to-
pologia, analise real e anélise complexa utilizadas neste trabalho. Estas
nogoes serao uteis tanto para o leitor que nao estiver familiarizado com
elas quanto para aquele que conhecer as versdoes mais gerais de tais
defini¢oes e resultados.

A.1 NOCOES DE TOPOLOGIA

Para os fins deste trabalho, é suficiente definir uma net no conjunto
dos reais, motivo pelo qual os conceitos aqui apresentados também estao
limitados a esse conjunto.

Proposi¢do A.1. Se {a,}nen € uma sequéncia real, mondtona cres-
cente (ou seja, VYni,ne € N, ny < ng implica an, < an, ) e limitada
superiormente (ou seja, an, < M para algum M € R), entdo S converge
para 0 Seu SuPremo.

Defini¢do A.2. Uma relacdo bindria < € dita uma pré-ordem em [
se ela é

i) reflexiva: se i € I, entdo i < i;

it) transitiva: para todos i,j,k € I, sei < j e j <k, entdoi < k;
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Obs.: Também podemos usar j > i para representar i < j.

Definicdo A.3. Se uma pré-ordem < for também antissimétrica (ou
seja, sei < jej<i,entdoi=j), entdo < é chamada ordem parcial
em I.

Definicao A.4. Um conjunto I ndo vazio munido de uma pré-ordem
< € dito dirigido se para cada pari,j € I existe k € I tal quei <k e
j<k.

Defini¢do A.5. Uma net em R € uma funcao

S:I—R

cujo dominio I é um conjunto dirigido.

Defini¢do A.6. Uma net {S;}icr em R converge para L (ou, alterna-
tivamente, o limite de {S;};cr é L) se, para todo € > 0, existir igp € I
tal que ig < i implica que |S; — L| < €.

Notagao: lim S; = L.
iel

Proposi¢do A.7. Sejam I um conjunto dirigido e S (definida por
S(i) = S;, onde i € I) uma net em R. Se S é mondtona crescente (ou
seja, sei < j implica que S; < S; Vi, j € I) e limitada superiormente,
entdo S converge para o seu supremo.

Demonstra¢ao. Considere I e S conforme o enunciado.  Como
{S; | i€ I} CR é ndo vazio e limitado superiormente, entdo existe
s =sup;e;{S;}. Dado € > 0, é possivel encontrar iy € I tal que
s—e < S;, <s (caso contririo, S; < s—e¢ Vi €I e s— ¢ seria uma
cota superior menor que s para {S;}icr, 0 que é uma contradigdo com
o fato de s ser supremo de {S;}icr).

Se i € I é tal que i > ig, temos que S; < s (pois s é supremo) e,
como S é crescente, S;, < 5;, logo s —¢ < 55, < 53 < s<s+¢, ou
seja, |S; — s| <& Vi >ig, de onde concluimos que lim;e; S; =s. O

Observagao. A demonstragio de A.1 é um caso especial dessa de-
monstragao para I = N.
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A.2 NOCOES DE ANALISE REAL

Teorema A.8 (Teste da integral). Sejam N € Z e f : [N,00) = Ry
uma funcdo continua, mondtona decrescente e nao negativa em todo
seu dominio. Entao a série Yo~ f(n) converge se e sé se a integral
impropria fN (x) dzx € finita. Além disso, se a soma acima convergir,

temos que
G 3 70 < ) + |t

Y
\’\ ﬁ
N+l N+2 @
Figura 4: fff flz)de < F2L f(n)
)

S

N — -1 k T

Figura 5: Zi:N fn) < f(N) +f]]\€, f(z) dzx

Teorema A.9. [Lima 2006] Se uma sequéncia de fungdes integrdveis
fn : la,b] = R converge uniformemente para f : [a,b] — R, entdo f é
integrdavel e vale

b b
/ f(z) dz = lim fn(z) da

n—oo
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Corolario A.10. [Lima 2006] Seja y", " | fn uma série uniformemente
convergente de fungdes integrdveis fy : [a,b] — R. Entdo sua soma é
integrdvel e tem-se

b o 0 b
/ Z fn(z) dx = Z fn(z) dz

Em outras palavras: € permitido integrar termo a termo uma série
uniformemente convergente.

Teorema A.11 (Teorema da integracdo repetida). [Lima 2015] Seja
[ A1 X Ay — R integrdvel no produto dos blocos Ay C R™ e A; C R™.

Para todo © € A, seja f, : As — R definida por f.(y) = f(x,y) e
ponhamos

(@)= [ fa(y) dy, V()= [ fa(y) dy.
J Az Az
As fungoes o, : Ay — R, assim definidas, sdo integrdveis, com

/m)dx: (e) do = / f(x,y) dz dy,
Ay Ay A1 xXAg

isto €,

/ f(x,y) do dy = / ( f(m)dy) da
A1 X Ao Aq JAs

- /A | ( [t dy) dz.

A.3 NOCOES DE ANALISE
COMPLEXA

Definicdo A.12. Seja f uma funcdo complexa definida em um aberto
Q C C. Dizemos que f € holomorfa em zy € ) se o quociente

flzo+h) = f(20)
h

converge quando h — 0.
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Definigdo A.13. Seja f uma fungdo complexa definida em uma vizi-
nhanca de zy da forma

{z | 0<|z—20 <71}

para algum r > 0. Dizemos que f tem um polo em zy se a func¢do %,

definida como zero em zy, for holomorfa em {z | |z — 20| < €} para
algum € > 0.

Teorema A.14. Se f tem um polo em zy € €1, entdo em uma vizi-
nhanca deste ponto existem uma funcdo holomorfa h que ndo se anula
em nenhum ponto e um unico inteiro positivo n tais que

f(2) = (z = 20)7"h(2).

Observagao A.15. O inteiro n € a ordem do polo, e denota a taza
de crescimento de f em torno de zy. Se n = 1 dizemos que o polo é
simples, e para n = 2 temos um polo duplo.

Teorema A.16. Suponha que f seja holomorfa em um aberto que
contém um disco D, exceto por um polo simples em zg € D. Entdo

(z) dz = 2mi res,, f,
aD

em que

res,, f = lim (z — 20) f(2).

zZ—20

Teorema A.17. Seja F(z,s) definida para (z,s) € Q X [a,b], em que
Q € um conjunto aberto em C. Suponha que F satisfaca as segquintes
propriedades:

i) F(-,8) € holomorfa em Q, para todo s.

it) F é continua em Q X [a,b].

Entdo a fungdo f definida em 2 por

€ holomorfa.
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Definicdo A.18. Suponha que {f,}52 , seja uma sequéncia de fungées
complezxas definidas em Q0 C C. Dizemos que essa sequéncia converge
uniformemente para uma funcao f : Q — C se para todo € > 0 existe
um natural N tal que, para todos z € Q e n = N, tivermos que

[fn(2) = f(2)] <e.

Teorema A.19. Se {f,}52, € uma sequéncia de fung¢des holomorfas
que converge uniformemente para uma fun¢do f em todo subconjunto
compacto de ), entao f € holomorfa em 2.

A.3.1 TRANSFORMADA DE FOURIER

Definig¢ao A.20. Para todo a > 0, denotamos por §, a classe de todas
as funcgoes f que tém decaimento moderado, ou seja, que satisfazem as
condicdes abairo:

(i) a fungdo f € holomorfa na faiza horizontal

Se={2€C | Im(z) <al};
(it) existe A > 0 tal que |f(x + iy)| < H% para todo x € R e |y| < a.

Denotamos por § a classe de todas as funcdes que pertencem a §o para
algum a.

Definigdo A.21. Se f € §, entdo sua transformada de Fourier é dada
por

o= [ reemtan,  veer,
e a transformada inversa de [ €

flz) = [ h f(&)e2m7E e, vz € R.

z

Observagao A.22. f(z) = e pertence a §, para todo a, pois é
uma fung¢do holomorfa em todo plano e tem decaimento moderado em
cada linha horizontal do tipo Im(z) =y para |y| < a. Logo f pertence
também a §.
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De faato, considerando a funcgao real e*ﬁ, temos que e~ < Tlﬂ
(ver figura 6). Se z = x + iy, entdo temos

‘e—(m+iy)2‘ _ ‘e—xZ—Q—yz—Qixy —z?

:’e

2 _ .
eV “6 2wcy| <

2
2 2 e“ A
<ever 11— = —.
¢ ¢ IS T 12

x
1
1
14 a?
— 72

Figura 6: decaimento de e’

o aa? L .
Exemplo. A func¢do e™™ ¢ sua propria transformada de Fourier, ou
seja,

> 2 ; 2
/ e eIy = o7

—00

Demonstra¢ao. Temos que

oo oo
/ 677\'952672772'955 dx :/ e*'fr(a:2+2i:r.£) dx

— 00

oo
> 2 o 2, 2
:/ e—ﬂ(z +2izl—a*+x”) dr

= / e (@tie)? = gy (A.2)

o0
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Temos também, por [Weisstein|, que

o0 2
/ e dx = /7.

— 00

Fazendo a mudanga de varidvel y = /m(z + i£), dy = /7 dz temos,
de (A.2),

) )
/ e—ﬂxze—Qﬂ'irf dz :/ e—w(fc+i§)2—7r52 dx

— 00 —00

e"r§2
= ——F— V7T
Jr
_ e
O
—mt(z4a)? é

Exemplo. A transformada de Fourier da fungio f(x) =e

fe) = mivsyhe

Demonstragio. Consideremos f(z) = e " @0 ¢ y = {3 (z + a), de
1 1
onde temos que z =t~ 2y —a e dr =1t~ 2 dy. Temos que

- ! e 2 .
/ f(z)e 2™ dy :/ e~ Tt(ata)”  —2mizt g,
s o
o0 1
:/ efﬁy2672ﬂi(t7§y7a)§t,% dy
— 00

o0 2 -1 . 1
:/ e~ Y e—?ﬂ'lt 2 y& dy (627rza£t—§)

—o0
omi 1 o0 [ .t—% 2 4-1g2]
—e maﬁt—2/ el bePe) g

—00

. 1 o0 R &2
_ e?ﬂzaftfi/ efw(erzt 2¢) dy e

— 00
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O

Teorema A.23 (Férmula da soma de Poisson). Se f € a transformada
de Fourier de f(n), entdo

Yoy =" fn).

nez nez
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