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Resumo

Frequentemente, no ensino basico, conteidos de matematica sao apresentados sem
justificativas satisfatorias, as vezes até sem justificativas e sem um desenvolvimento
logico que faca sentido desses contetudos e ideias num contexto mais amplo. O calculo
de areas e volumes é um exemplo de conteido em que estas deficiéncias normalmente
ocorrem.

Neste trabalho, apresentamos um modelo de desenvolvimento progressivo dos con-
ceitos envolvidos no céalculo de volumes, com uma fundamentagao que seja, ao mesmo
tempo, satisfatoria e acessivel ao nivel de desenvolvimento do estudante. Para isso,
fazemos extensivo uso do Principio de Cavalieri, que permite nao so6 justificar adequa-
damente o calculo do volume de cilindros, cones ou esferas, mas também fazer sentido
o célculo de volume de outros tipos de regioes, como partes da esfera, elipsbides e
paraboloides.

Concluimos com uma interessante aplicacao do Principio de Cavalieri ao céalculo
da area delimitada por um segmento de parabola e a consequente demonstracao do

Teorema de Arquimedes a esse respeito.

Palavra-chave: Principio de Cavalieri, volumes, areas.



Abstract

In elementary mathematics teaching, it often occurs that some subjects are presen-
ted without proper justification or without a coherent logical construction that makes
sense of those subjects and ideas in a wider context. The calculation of areas and
volumes is an example of a subject in which these shortcomings are usually present.

In this work, we present a model for the gradual development of the ideas involved
in the calculation of volumes, in a way that is, at once, well justified and approachable
by the average student at this stage. In order to achieve that, we make extensive
use of the Cavalieri Principle, which allows not only an adequate justification of the
expressions for the volume of cylinders, cones or spheres, but also the calculation of
volumes of other shapes, such as parts of the sphere, ellipsoids and paraboloids.

We conclude with an interesting application of the Cavalieri Principle to calculate

the area of a parabolic segment and then give a demonstration of Archimedes’ theorem.

Keyword: Cavalieri Principle, volumes, areas.
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Aplicacoes do Principio de Cavalieri ao Calculo de

Volumes e Areas

Kariton Pereira Lula

13 de marco de 2013

1 Introducao

E de comum conhecimento que varios estudantes, desde bem cedo, desenvolvem
uma certa aversao a Matematica que, cultivada ao longo dos anos escolares, tende a
evoluir para um total bloqueio aos contetidos desta disciplina.

Diante desta constatacao, e entendendo que uma das principais causas do problema
estd na maneira como a matematica é ensinada nas escolas, desenvolvemos este trabalho
escolhendo alguns conteidos em geometria, como exemplo de conceitos matematicos
que sao, usualmente, apresentados aos estudantes quase que exclusivamente em termos
de formulas prontas, sem justificativas satisfatorias e sem um encadeamento logico que
dé um sentido maior aos conceitos desenvolvidos.

Mostramos, entao, que estes conteiidos podem receber um tratamento mais ade-
quado e estimulante, utilizando recursos que estao ao alcance do nivel de compreensao
do estudante e que nao s6 permitem melhor justificar alguns resultados, mas ir além dos
conteudos do curriculo basico, dando, ao estudante mais interessado, a oportunidade
de explorar outras possibilidades de aplicacao dos conceitos desenvolvidos.

A maior parte dos resultados apresentados neste texto é justificada com base no
Principio de Cavalieri, que em boa parte dos livros didaticos nao chega a ser mencionado
e, no entanto, pode ser introduzido de uma maneira acessivel ao nivel de desenvolvi-

mento do estudante. Assim, este principio sera abordado na forma de um postulado,
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mas alguns exemplos de sua aplicagao podem ser suficientes para convencer o estudante
de sua validade e reduzir possiveis objegoes a adota-lo como um axioma. Este, talvez,
seja o caminho mais adequado para justificar de maneira satisfatoria varios resultados
sobre o calculo de volumes neste estagio do desenvolvimento do estudante.

Diante disto, é apresentada uma nota histérica sobre alguns matematicos que con-
tribuiram para o célculo do volume de sélidos. Em seguida, introduzimos a ideia
intuitiva de volume, como quantidade de espaco ocupada por uma regiao do espago,
apartir de uma unidade de volume fixada. Nesta mesma secao obtemos o volume de
um paralelepipedo reto retangular, que seré ttil nos teoremas que seguem.

Tendo como base o Principio de Cavalieri e o volume de um paralelepipedo, de-
senvolvemos as expressoes usuais para o calculo do volume de diversos so6lidos, como
prismas, cilindros, piramides e cones.

Passamos, entao, ao calculo do volume da esfera e de algumas de suas subdivisoes,
como secoes, calotas e cunhas.

Ao final, apresentamos uma variedade de interessantes aplicagoes adicionais do
Principio de Cavalieri em contextos raramente explorados no nivel do ensino médio.
Por exemplo, a area de uma elipse, o volume de um elipséide, de uma calota parabolica
e a area de um segmento de pardbola. Nesta tltima aplicacao é apresentada uma
relacao entre a area do segmento de parabola e a do triangulo de drea maxima inscrito

neste segmento (Teorema de Arquimedes).
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2 Nota Historica

Volumes sao tratados por Euclides, por volta de 300 a.c no Livro XII dos Elementos.
Euclides sabia calcular os volumes do prisma, do cilindro, do cone e da piramide, mas
nao apresentou uma expressao para o volume da esfera. Arquimedes, em meados de 200
a.C, foi o primeiro a efetuar com rigor e elegancia, o calculo do volume da esfera no livro
“Superficie e volume do cilindro e da esfera”. No entanto, esses métodos desenvolvidos
pelos mateméticos antigos eram extremamente trabalhosos. O método mais eficiente
e geral que se usa hoje em dia para obter expressoes do volume dos chamados “trés
corpos redondos” (cilindro, cone e esfera) é o calculo infinitesimal, com a integragao de
funcoes elementares.

O célculo foi desenvolvido na segunda metade do século XVII, por Newton e Leib-
niz, a partir de trabalhos iniciais de Fermat e Descartes. Arquimedes, entretanto, ja
pode ser considerado o precursor dos métodos infinitesimais que conduziram a nocao de
integral. Muito depois dele, no comeco do século XVII, o padre italiano Bonaventura
Cavalieri, discipulo de Galileu, deu um passo importante na mesma direcao com seu
livro “Geometria dos Indivisiveis”. Ali esta enunciado seu principio. Cavalieri conside-
rava uma regiao plana como formada por cordas paralelas e um sélido como constituido
de placas planas paralelas. As ideias de Cavalieri exerceram forte influéncia em Leibniz.
Mesmo Newton, o outro criador do Céalculo, embora assumisse publicamente uma ati-
tude critica em relacao aos indivisiveis, em alguns de seus trabalhos usou terminologia
introduzida por Cavalieri.

Mais adiante discutiremos um pouco mais sobre Cavalieri, que foi um dos precur-

sores do Calculo infinitesimal.
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3 A Ideia Intuitiva de Volume

Um conceito intuitivo do que vem a ser volume de um soélido ¢ a “quantidade de
espaco’ por ele ocupado. O objetivo central seria exprimir esta “quantidade de espaco”
que chamaremos daqui para frente de volume por um nimero real positivo. Para
encontrarmos este niimero devemos comparar o espaco ocupado pelo s6lido com certa
unidade, o resultado desta comparacao serd o nimero desejado, a saber, o volume do
solido.

Vamos considerar como unidade de volume um cubo de aresta uma unidade de
comprimento, o qual serd denominado cubo unitdrio. O seu volume, por definicao, sera

3 se a aresta do cubo

1. Se a aresta do cubo for 1 cm, entao o seu volume serd 1 cm
for 1 m, entdo o seu volume sera 1 m3.

Uma forma interessante de se pensar nestas ideias intuitivas de volume é o trabalho
desenvolvido com um recurso didatico conhecido como Material Dourado. O Material
Dourado é composto de cubos, placas, barras e cubinhos. O cubo é formado por dez
placas, a placa é formada por dez barras e a barra é formada por dez cubinhos. Cada
cubinho é chamado de cubo unitério e possui volume 1 cm® . Se pensarmos na barra,
como ela é composta de 10 cubinhos, o seu volume sera de 10 x 1 cm?® = 10 cm?®. A
placa é composta por dez barras, logo o volume de uma placa serd 10 x 10 cm?® = 100
cm?®. Por fim, como o cubo é composto de dez placas, o seu volume sera dado por 10

x 100 cm?® = 1000 cm? .

Figura 1: Material Dourado

Portanto, a ideia de calcular o volume de um s6lido qualquer seria pensar: quantos
cubos unitarios eu posso colocar dentro deste solido? A soma dos volumes desses cubos

unitarios, ou fracao deles, seria o volume do so6lido. E claro que, se o solido tiver um
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formato irregular, nao poderemos pensar somente na quantidade de vezes que um cubo
unitario cabe dentro do sé6lido. Esta ideia é apenas um passo inicial para calcular o

volume de alguns solidos em especifico.

3.1 Volume de um Paralelepipedo Retangular

Um paralelepipedo ou bloco retangular é a designacao dada a um soélido cujas
faces sao paralelogramos, quadrilatero cujos lados opostos sao iguais e paralelos. Um
paralelepipedo tem seis faces que, duas a duas, sao idénticas e paralelas entre si. Os
paralelepipedos podem ser retos ou obliquos, dependendo de suas faces laterais serem,
ou nao, perpendiculares a base. A figura abaixo representa um paralelepipedo reto

retangulo, pois todas as suas faces sao retangulos.

Figura 2: Paralelepipedo

Todo paralelepipedo reto retangulo fica perfeitamente determinado por trés me-
didas: o seu comprimento (a), a sua largura (b) e a sua altura (¢). Dizemos que os
nimeros reais positivos a, b e ¢ sao as dimensoes do paralelepipedo. Um caso particular
de um paralelepipedo reto retangulo é o cubo, este possui todas as dimensoes iguais e

estas dimensoes sao as medidas das arestas do cubo.

Teorema 1. O volume de um cubo de aresta a € RY € dado pelo produto das trés

dimensoes, ou seja, V = a3.

18



Demonstracgao:

Vamos considerar, progressivamente, os casos em que a medida da aresta, a, ¢ um
numero natural, depois racional e, por fim, irracional:

1° caso: Se a é um nimero natural, o cubo cuja aresta mede a unidades de compri-
mento pode ser decomposto em a® cubos unitarios justapostos, logo o volume do cubo
eV =a

2° caso: Se a é um numero racional ele pode ser escrito da forma a = p/q, com
p,qg €N, ¢#0.

Consideremos um cubo unitario, dividindo suas arestas em um nimero inteiro ¢
de partes iguais, o cubo unitario fica dividido em ¢* cubos de aresta 1/¢, cujo volume

denotaremos por Vi, de forma que
q

. 1 1\*
Veibo=1 = ¢ - Vi=1 = V;:—?’: - .
q q q

Entéo, o volume de um cubo de aresta 1/q é (1/¢)°.
Pensando agora em um cubo cuja aresta é p/q, podemos decompor cada uma de suas
arestas em p partes iguais, cada uma delas com comprimento 1/q . Deste modo, o cubo

ficara dividido em p? cubos justapostos, cada um com aresta 1/q e, consequentemente,

1\ 3 D 3
ver=r @) = ()
a4 q q

Concluimos, entao, que o volume de um cubo cuja aresta ¢ a = p/q , com
p,q €N, g #0, é dado por V = a?.

3° caso: Seja a um ntimero irracional. Para qualquer nimero z < a3, existe um

seu volume total é

nimero racional r < a , tdo proximo de a quanto se deseje, de tal forma que z < r® < a®.
Desta maneira, podemos pensar em um cubo V, de aresta a, que contém um cubo V,
de aresta r e como um cubo contém o outro segue que V, < V,. Sabemos que o volume
de V. = 13, pois r é racional, concluimos que z <V, < V,, logo, z < V.

Por um raciocinio analogo, para qualquer ntimero y > a, existe um ntimero racional
s > a , tdo proximo de a quanto se deseje, de tal forma que a® < s* < y. Entdo, um
cubo com aresta s, racional, contém um cubo de aresta a e segue que V; > V,. Como
s & racional, o volume de V; = s® e concluimos que V, < V, <y, logo, V, < y.

Assim, para quaisquer niimeros reais x e ¥ tais que x < a® < y, temos x < V, < y.

Portanto, o volume do cubo de aresta irracional a é dado por V, = a®. O
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Teorema 2. O volume de um paralelepipedo reto retangulo de dimensoes a,b,c € R

¢ dado pelo produto das dimensoes, ou seja, V = abc .

Demonstracgao:

Inicialmente vamos supor que exista um paralelepipedo cujas dimensoes sejam nii-
meros racionais. Como estes nimeros sao racionais podemos sempre exibi-los com
um mesmo denominador, ou seja, as dimensoes do paralelepipedo serao dadas pelos
nimeros racionais x/q, y/q e z/q, com z,y,z e g € N.

Decompondo as trés arestas do paralelepipedo em segmentos de comprimento 1/g,
teremos que as arestas x/q, y/q e z/q, serao divididas em x,y e z partes, respectiva-
mente. Portanto, o paralelepipedo foi decomposto em z -y - z cubos de aresta 1/q.
Sabemos que o volume de um cubo cuja aresta é 1/q é dado por V = (1/q)3, como o

paralelepipedo foi decomposto em x - y - 2 cubos, temos

1N\ =z Yy oz
‘/;)ar.:x.y.z. 5 —_ — .. =

Deste modo, o volume de um paralelepipedo cujas dimensoes sao dadas por ntimeros
racionais é o produto das dimensoes. Assim, dado um paralelepipedo cujas dimensoes
sao a,b,c € Q,, o seu volume é V = abc.

Resta mostrar que quando ao menos uma destas dimensoes ¢ um nimero irracional,
o teorema também é vélido.

Consideremos, entao, um paralelepipedo I cujas dimensoes sao dadas pelos nimeros
a,b e ¢, sendo que ao menos uma das dimensoes é um nimero irracional. Queremos
mostrar que V; = abe.

Considere um nimero = de tal forma que ele seja menor que a - b - c. Podemos
encontrar nimeros racionais r, s e t tais que r < a, s < bet < ¢, tao proximos de a, b, c,
quanto se deseje de tal forma que x < rst < abc. Desta maneira, o paralelepipedo [
contém um paralelepipedo () menor, cujas arestas sao r, s e t, logo, v < rst = Vo < Vi,
ou seja, r < Vj .

Por um raciocinio andlogo considerando um nimero y > abe, podemos encontrar
nuimeros racionais u,v e w tais que u > a, v > b e w > ¢, tao proximos de a,b e ¢,
quanto se deseje de tal forma que abc < uvw < y. Desta maneira, o paralelepipedo
I est& contido em um paralelepipedo R, maior, cujas arestas sao u,v e w, logo, V; <
uvw = Vi <y, ou seja, Vi <y.

Como x < abc < y, segue que V; = abe.
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Portanto, o volume de qualquer paralelepipedo reto retangulo é dado pelo produto

das trés dimensoes. O
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4 Principio de Cavalieri

Até este ponto conseguimos estabelecer uma expressao para calcular o volume de um
paralelepipedo reto retangulo. Para que possamos calcular o volume de outros sélidos,
precisaremos desenvolver métodos mais abrangentes para comparar as “quantidades de
espaco’ ocupadas por dois solidos, inclusive lancando mao de recursos adicionais, como
o Principio de Cavalieri. Antes de enunciar e utilizar o Principio de Cavalieri, pode
ser proveitoso conhecer um pouco do contexto de sua origem na importante obra de

Cavalieri, “Tratado de Geometria Indivisibilibus”, nas palavras do historiador H. Eves:

O tratado de Cavalieri € longo demais e pouco claro, sendo dificil até des-
cobrir o que ele entendia por “indivisivel”. Tudo indica que um indivisivel
de uma por¢ao plana dada € uma corda dessa por¢cao e um indivisivel de um
solido dado € uma sec¢ao desse solido. Considera-se que uma por¢ao plana
seja formada de uma infinidade de cordas paralelas e que um solido seja
formado por uma infinidade de seccoes planas paralelas. Entao, arqgumen-
tava Cavalieri, fazendo-se deslizar cada um dos elementos do conjunto das
cordas paralelas de uma por¢ao plana dada ao longo de seu proprio eixo, de
modo que as extremidades das cordas ainda descrevam um contorno con-
tinuo, a drea da nova porcao plana € igual a da original, uma vez que
ambas sao formadas das mesmas cordas. Um procedimento andlogo com
0s elementos do conjunto das seccoes planas paralelas de um solido dado
fornecerd um outro sdlido com o mesmo volume do original (este iltimo
resultado pode ser ilustrado claramente formando-se uma pilha vertical de
cartas e depois deformando suas laterais transformando-as em superficies
curvas; o volume evidentemente nao se altera com essa deformagao). Esses
resultados, ligeiramente generalizados, fornecem os chamados Principios de

Cavaliers.

( Eves, H., 2008 p. 425 e 426) - ver |5]

O conceito de indivisivel, mencionado por Cavalieri de uma maneira intuitiva e um
pouco vaga, s6 pode ser formalizado com mais rigor em um contexto matematico mais
avancado, como a Teoria da Medida, base para a construcao formal do Calculo Integral.

Assim, uma demonstragao mais rigorosa do Principio de Cavalieri nao seria acessivel ao
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estudante do ensino médio, e, em muitos casos, infelizmente, nem mesmo do professor.
Mas alguns exemplos, podem ser suficientes para persuadir o estudante a aceitar o
Principio como um axioma, de uma maneira mais intuitiva. Assim, o Principio, tal
como o utilizaremos neste texto, pode ser sintetizado em dois enunciados equivalentes,

um para as regioes do plano e outro para regides do espaco, como segue.

Principio de Cavalieri:

1. Se duas porgoes planas sao tais que toda reta secante a elas e paralela a uma reta
dada determina nas duas por¢oes segmentos de reta cuja razao € constante, entao

a razao entre as dreas dessas porgoes é a mesma constante.

2. Se dois solidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano dado
determina nos solidos secgoes cuja razao € constante, entao a razao entre o0s

volumes desses sdlidos € a mesma constante.

De acordo com o Principio de Cavalieri se considerarmos dois solidos quaisquer que
possuem a mesma altura e seccionarmos estes solidos a uma mesma altura qualquer,
se as secgoes possuirem sempre a mesma area, concluimos que o volume destes solidos

sao iguais.

A
A L

Area(0LNSy) = Area(0LNSy) => Vg, = Vg

2

Figura 3: Ilustracao do Principio de Cavalieri

Com o auxilio destes resultados conseguimos mostrar como calcular o volume de

outros soélidos.

Definicao 1. Um prisma ¢é todo poliedro formado por uma face superior e uma
face inferior paralelas e congruentes (também chamadas de bases) ligadas por arestas

paralelas entre si.
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As laterais de um prisma sao paralelogramos. A nomenclatura dos prismas ¢ dada
de acordo com a forma das bases. Assim, se temos hexagonos nas bases, teremos um
prisma hexagonal. O prisma pode ser classificado em reto quando suas arestas laterais

sao perpendiculares as bases e obliquo quando nao sao.

Prisma triangular

. ) Paralelepipedo Paralelepipedo
Prisma Prisma Retangulo

Reto Obliquo

Figura 4: Prismas

Teorema 3. O volume de um prisma qualquer € dado pelo produto da sua altura pela

drea da base.

Demonstracgao:

Para um prisma, com altura h e area da base A, seja [ o plano da base inferior.
Consideremos um paralelepipedo reto retangulo com altura h, cuja base inferior, tam-
bém contida no plano [, tenha area A. Seja o um plano, paralelo a /3, e seccionando

os solidos a uma distancia hy de 3, como ilustra a figura 5.
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@ Ly 7

Figura 5: Areas equivalentes

fo
[

Os dois solidos sdo cortados pelo plano «, produzindo duas seccoes de areas A’ e
A", no paralelepipedo e no prisma, respectivamente. Sabendo que o paralelepipedo
também é um prisma e que toda seccao feita por um plano paralelo & base de um
prisma determina uma figura congruente a base, segue que A' = A = A",

Como os dois prismas possuem a mesma altura h e as secgoes feitas paralelas a base
determinam figuras equivalentes, ou seja, possuem a mesma area, temos, pelo Principio
de Cavalieri, que os volumes destes solidos sao iguais.

J& vimos que o volume do paralelepipedo reto retangulo é dado pelo produto das
suas trés dimensoes, o que, neste caso, equivale a dizer que Vi = Ah, de onde

concluimos que Viyisma = Vparal. = Ah. O

Definicao 2. Considere uma figura plana fechada, situada em um plano o, e um
segmento de reta PQ, secante a o. Chama-se de cilindro a reuniao dos segmentos
congruentes e paralelos a PQ, com uma extremidade nos pontos da figura plana. O

segmento PQ é denominado a geratriz do cilindro e serd indicada por g.
OBSERVACOES:

e Um cilindro cuja base é um circulo serd denominado cilindro circular.

e Um cilindro em que a geratriz forma um angulo reto com o plano que contém a

base é chamado de cilindro reto, caso contrario o cilindro é dito cilindro obliquo.

25



g=h

2 L

Cilindro Cilindro
reto obliquo

Figura 6: Cilindros

Todo cilindro circular reto cuja geratriz é igual ao diametro da base serd chamado

de cilindro equildtero.

Teorema 4. O volume de um cilindro circular é dado pelo produto da drea da base

pela altura do cilindro.

Demonstragao:

/T
=

Figura 7: Aplicando o Principio de Cavalieri

A demonstracao deste teorema é analoga a demonstragao do teorema 3. Observando
a figura 7, dado um cilindro circular cuja base possui area A e altura h, construiremos
um paralelepipedo de base A e altura h. Como A" = A = A", pelo Principio de

Cavalieri, os dois solidos possuem o mesmo volume e Vijinaro = A - h. O
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5 O Volume de uma Piramide

Definicao 3. Consideremos um poligono convexro A;AsAs... A, situado em um plano
a e um ponto V' fora de a. Chama-se de pirdmaide a reuniao dos segmentos com uma

extremidade em V e as outras nos pontos do poligono.

Dizemos que V é o vértice da piramide e A;A5As...A,, é a base da piramide. Uma
piramide cuja base ¢ um triangulo serd chamada de pirdmide triangular ou tetraedro,

se a base for um quadrilatero sera dita pirdmide quadrangular e assim por diante.

V

Figura 8: Piramide qualquer

Vamos estudar algumas propriedades das piramides triangulares, que estendem-se
facilmente as demais piramides, uma vez que um poligono convexo de n lados pode ser
sempre dividido em n — 2 triangulos.

Primeiramente, vamos encontrar o volume de uma piramide triangular, novamente
usando o Principio de Cavalieri. Para isto, verifiquemos o que ocorre quando uma
piramide é seccionada por um plano paralelo a sua base.

Considere uma piramide de base triangular ABC, vértice V e altura H. Seccionada

por um plano paralelo a base e a uma distancia h do vértice V', conforme a figura abaixo:
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Figura 9: Triangulos Semelhantes

Mostraremos que os triangulos ABC e DEF sao semelhantes, sendo a razao de
semelhanga H/h e, consequentemente, a razao entre as areas dos triangulos ABC' e
DEF & (H/h)*.

Inicialmente, vamos mostrar que ABC' e DEF sao de fato semelhantes com razao k.
Observemos os triangulos VAB e VDE. Como os segmentos AB e DE sao paralelos,
segue que os triangulos VAB e V DE sao semelhantes, pelo Teorema Fundamental [3],

entao podemos escrever
VA VB AB
VD VE DE
Aplicando o mesmo raciocinio temos que VBC e VEF sao semelhantes, pois os

k. (1)

segmentos BC' e E'F sao paralelos. Entao podemos escrever

VB VC BC @)
VE VF EF’

k

Da mesma forma temos que VAC e VDF sao semelhantes, pois os segmentos AC

e DF sao paralelos. Entao podemos escrever

_VC VA AC )
VF VD DF’

k

Concluimos, por (1), (2) e (3), que

AB BC AC
DE EF DF

k,

ou seja, os lados da base e da seccao sao proporcionais e os triangulos ABC e DEF

sdo semelhantes de razdo k. Agora nos resta mostrar que esta constante k = H/h.
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Figura 10: Razao de Semelhanca

Para mostrar isto consideremos os pontos Y, na seccao, e X, na base, ambos sobre a
perpendicular baixada pelo vértice V., como mostra a figura:
Observando os triangulos VX B e VY E, como os segmentos X B e Y E sao paralelos,
segue que os triangulos VX B e VY E sao semelhantes, logo podemos escrever
VX XB VB
VY  YE VE
Tendo em vista que os triangulos VX B e VY E sao retangulos em X e Y, respec-
tivamente, segue que VX = H e VY = h, logo k = VX/VY = H/h, portanto os
triangulos ABC e DEF sao semelhantes e sua constante de proporcionalidade é dada
por H/h.

Com base nesta analise podemos agora determinar uma relagao entre as areas da

k.

base e da secgao. Como os triangulos ABC' e DEF' sao semelhantes, temos que todos
os segmentos opostos ao mesmo angulo destes triangulos sao proporcionais e a razao
da proporcao sera dada por H/h. Seja hy a altura relativa a base BC do triangulo
ABC' e hy a altura relativa a base E'F' do triangulo DEF. As areas de ABC e DEF

satisfazem

BC-hi_ Awpe _ BC-l
Appr EF - hy Apgr  EF - hy
e sabemos que BC'/EF = hy/hy = H/h, entao,

Axpe H H Aapc (H) ?

Aapc

I NI

Apgr h ok Apgr

h

como queriamos demonstrar.

Com estes argumentos podemos demonstrar o seguinte teorema.
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Teorema 5. Duas piramides de mesma base e mesma altura possuem o mesmo volume.

Demonstracgao:
Consideremos duas piramides de mesma base triangular ABC', mesma altura H e
vértices V) e V5 (iremos considerar a base triangular para uma simplifica¢ao no desenho,

pois a razao entre areas de figuras semelhantes é sempre o quadrado da razao de

semelhanca).

Figura 11: Volumes iguais

As seccoes S7 e Sy sao obtidas quando passamos um plano paralelo & base ABC, a

uma altura h dos vértices. Observe que estas seccoes possuem a mesma area, pois

Aapo  Aape  (H\ _
S, = S, —(h) = 51 =25

Pelo Principio de Cavalieri, concluimos que as piramides possuem o mesmo volume. [
Com esta analise podemos perceber que o vértice de uma piramide pode deslocar-se

sobre um plano paralelo a base e seu volume nao seréa alterado.

Teorema 6. O volume de uma piramide triangular € um terco do produto de sua altura

pela drea da base.

Demonstracao:
Consideremos um prisma triangular de base ABC' e a altura h. O volume deste

prisma é dado por V = A,pc - h.
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A’v C’
A.C
B

Figura 12: Prisma

Este prisma pode ser dividido em trés piramides triangulares, conforme a figura

abaixo:

A C’

[ 77
Vi

"

B

Figura 13: Particao do prisma em piramides

Sabemos que em um prisma as bases paralelas possuem a mesma area, logo,
Aupe = A g E facil ver que o volume da piramide cujo vértice é A e base ¢ A'BC"
é igual ao volume da piramide cujo vértice é B’ e base ¢ ABC, pois possuem a mesma
base e a mesma altura, denotaremos por A— A'BC" a piramide cujo vértice é A e base &
A'B'C’'. Observe que as piramides A" — AB'C" e C — ABC’, tem o mesmo volume, pois
as suas bases e suas alturas sdo iguais, mas a piramide A'— ABC’" é a mesma piramide
A — A'B'C’, logo o prisma foi dividido em trés piramides triangulares que possuem o

mesmo volume, entao:

1
Virisma = 3 - Vpirémide =Aapc-h = Vpirémide = gAABC -h u



Teorema 7. O volume de uma piramide qualquer é um ter¢o do produto de sua altura

pela da drea da base.

Demonstracgao:

Basta observar que qualquer piramide pode ser dividida em piramides de base
triangular. Esta divisao é feita dividindo-se a base em triangulos justapostos por meio
de diagonais e definindo cada plano de divisao da piramide por uma dessas diagonais

da base e pelo vértice da piramide, como na figura a seguir.

[ATATIN

NV

Figura 14: Volume de uma piramide qualquer

Suponha que a altura da piramide seja h e que sua base, de area A, tenha sido
dividida em n triangulos de areas A, A, As, ..., A,. O volume da piramide original sera
dado pelo somatorio dos volumes das piramides triangulares de bases Ay, Ao, As, ..., A,.

Logo,

1 1 1
= -“Ah+-Ah+..+=Ah
V 3 1+ 3 oh + ...+ 3

1
= g(Al + Ay + ...+ Aph

1
= —Ah. [l
3
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6 O Volume de um Cone

Definicao 4. Consideremos uma figura plana fechada situada em um plano o e um
ponto V' fora de . Chama-se cone a reuniao dos segmentos de reta com uma extre-
midade em V', denominado vértice do cone, e a outra na figura plana, denominada

base do cone.

Um cone, cuja base é um circulo serd denominado cone circular, veja a figura 15.

Vv
a-/_‘

Figura 15: Cone Circular

Os cones podem ser classificados em retos, quando o seu eixo central é perpendicular

ao plano que contém a base, ou obliquos, caso contréario, conforme a figura abaixo:

AL

Cone Reto Cone Obliquo

Figura 16: Tipos de cones

Os elementos principais de um cone circular reto sdo: geratriz (g), altura (h) e o
raio da base (). Quando um cone reto possui a geratriz igual ao didmetro da base ele

serd chamado de cone equildtero.
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Figura 17: Elementos de um cone

Teorema 8. O wvolume de um cone € um ter¢o do produto de sua altura pela drea da

base.

Demonstracgao:

Para demonstrar este fato vamos, novamente, utilizar o Principio de Cavalieri. Dado
um cone com altura H e area da base A, consideremos uma piramide qualquer com a
mesma altura e mesma area da base. A figura abaixo nos mostra um possivel esboco

da situacao, note que a base da piramide e a base do cone estao em um mesmo plano.

ANEIAY
Lo L

Figura 18: Volume do cone

Se um plano paralelo ao plano que contém as bases intersectar os solidos a uma
altura h dos vértices destes solidos, obteremos figuras de areas A; e As.

As regioes A e As sao circunferéncias de raios R e r, respectivamente, ver figura 19.

Figura 19: Razoes entre as areas
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Tragando a perpendicular V' B no cone, obtemos os triangulos VBC' e VDE seme-

lhantes, assim, R/r = H/h. Entao o quociente entre estas areas é
A aR* (R\* [(H\®
A, w2 \r) \h/) "~
A H\*> A
2o (2) -2 Ay = A,
A, <h) A, T

Logo, pelo Principio de Cavalieri, os volumes dos solidos sao iguais, isto é,
vpirémide = Veone = Ah/?). ]

Portanto,

Definicao 5. Considere um cone reto de altura H e raio R e um plano que secciona
este cone a uma altura h da base do cone. O plano ird determinar dois sdlidos, um
cone de altura (H — h) e raio r e o outro sdlido serd denominado tronco de cone de

ratos R e r e altura h, conforme a figura abaizo.

Figura 20: Tronco de cone

Observando a figura acima, temos que os triangulos ABC' e ADE sao semelhantes,

portanto, podemos escrever

H H-h
R r

= Hr=HR-hR =

hR
R—r
Portanto, se quisermos determinar o volume de um tronco de cone reto, basta

Hr—HR=-hR = H(r—R)=-hR = H=

subtrair do cone de raio R e altura H um cone de raio r e altura H — h, logo,
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Vironco = V::one(R) - ‘/cone(r)

1 1
= TR — car(H - h) = %(RQH—r2H+r2h)
T p2 2 2 T p2 N 2
- = —r2\H . _
3[(R r*)H + r°h] 3[(R r)R_T+rh]
- %[(RH«)(R—?«)Rhi +r2h) = g[(R+r)hR+r2h]
h
= %(R2+Rr+r2).

O mesmo raciocinio pode ser feito com uma piramide reta, para se obter uma

expressao que determina o volume do tronco de piramide.
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7 O Volume de uma Esfera

Definicao 6. Uma esfera ¢ formada pelo conjunto de pontos do espaco que equidistam
de um ponto dado, denominado centro da esfera. A distincia entre um ponto P da

esfera e o centro da esfera é chamada de raio da esfera.

Figura 21: Esfera

Considere um plano qualquer que secciona uma esfera de raio R a uma distancia h

do seu centro.

Figura 22: Area da seccio

Para determinarmos a area da seccao basta conhecermos o raio da circunferéncia
que foi formada. Este raio é facilmente determinado, pois conhecemos o raio R da
esfera e a distancia h do centro da esfera ao centro da circunferéncia. Pelo teorema de
Pitagoras, temos que

R=n+d = &=R-h.

Entdo, a area da secgio sera dada por Ag = 7(R? — h?).

Teorema 9. O volume de uma esfera de raio R é 4w R3/3.
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Demonstracgao:

Consideremos um cilindro equilatero de raio R, cuja base esta contida em um plano
a. E possivel construir dois cones de raio R e altura R contidos no cilindro equila-
tero e com bases coincidindo com as bases do cilindro, como indica a figura abaixo.

Consideremos, entao, uma esfera de raio R, tangente ao plano «.

Figura 23: Volume da esfera

Agora, observemos as areas determinadas por um plano qualquer paralelo ao plano
a que intersecta os solidos a uma altura R + h, de acordo com a figura acima. Existe
uma relacao entre a area da seccao determinada na esfera e a area da coroa circular
determinada entre o cilindro e o cone. A area da seccao da esfera, como vimos, é dada
por Ag = m(R?* — h?). J4 a area da coroa circular é facil de se determinar, pois ¢ a
diferenca entre um circulo de raio R e um circulo de raio h, pois a geratriz dos cones
formam um angulo de 45° com o plano que contém a base, logo a area da coroa ¢é dada
por

Acoron = TR* — mh? = ©(R* — h?).

Como o plano paralelo ao plano o determina secgoes que possuem a mesma area
e as alturas dos solidos sao as mesmas, podemos afirmar, pelo Principio de Cavalieri,

que os volumes dos solidos sao iguais, ou seja,
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‘/esfera = V::ilindro - 2chone
1
= 7R?*-2R — 2-§-WR2-R

= 27R® — Z . 7R3
4
= §7TR3 O

[SRN )

Tendo em vista o volume da esfera, o Principio de Cavalieri nos permite, ainda,
obter expressoes para os volumes de algumas partes da esfera, como uma semi-esfera,

uma cunha esférica, um segmento esférico ou uma calota esférica.

Cunha Esférica

Semiesfera

R

Semiesfera

Segmento Esférico Calota Esférica

Figura 24: Partes da esfera

7.1 O Volume de Cunha esférica

Se um semicirculo girar em torno do seu diametro um angulo «, onde 0° < o < 360°,
ele gera um solido que é chamado cunha esférica. Note que o volume da cunha esférica

é proporcional ao angulo a.
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Cunha Esférica

Figura 25: Cunha esférica

Assim,

‘/esfera o 360° 067TR3

‘/cun a .
‘/cunha « " 270°

Caso o angulo « seja dado em radianos o volume da cunha é

‘/esera 2 2
f = _ﬂ- = ‘/cunha - §R3Oé.

V;:unha (0%

7.2 O Volume de um Segmento Esférico

Definicao 7. Segmento esférico é a regiao limitada por dois planos paralelos que

seccionam uma esfera, gerando um solido com duas bases circulares de raios Ry e Rs.

R

N

Figura 26: Segmento esférico
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Teorema 10. O volume de um segmento esférico com bases circulares de raios R e r
mH

e altura H € dado por Vi = ?(ZRQ + 7).
Demonstracgao:

Para determinar o volume de um segmento esférico, utilizaremos novamente a ideia
da demonstracao do Teorema 9, ou seja, considere um cilindro reto de altura 2R e raio
da base R onde inseriremos dois cones retos de altura R, conforme a figura abaixo.
Considere também uma esfera de raio R tangente ao plano que contém a base do

cilindro.

Figura 27: Volume do segmento esférico

Agora, consideremos um plano que seja paralelo ao plano que contém a base do
cilindro e que intersecta os dois solidos a uma altura h, onde h < R. Vamos comparar
as areas da seccao determinada na esfera e da coroa circular que é determinada no
cilindro.

A area da secgio é dada por Ay = 7r?, como R? = (R — h)? + r?, temos que
Ay = 7w[R*— (R - h)?
= n(R*— R*>+2Rh — h?)
= 7(2Rh — h?)

= wh(2R —h).
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A area da coroa circular determinada no cilindro é dada por
A= 7R* — (R —h)?
= 7R?> — 7R*> + 2rRh — 7h?
= 7wh(2R — h).

Deste modo, a area da seccao As e a area da coroa circular A; sdo iguais, qualquer
que seja h. Logo, os volumes dos s6lidos também sao iguais pelo Principio de Cavalieri.
Denotaremos o volume do segmento esférico por V., o volume do cilindro de raio R

e altura H por V e o volume do cone de raio H e altura H por V... Assim, teremos
‘/se = ‘/cil - ‘/cone
2 | —
= 7wR‘H — §7TH H
mas, H = R — h,

Vie= wR*(R—h) — %W(R — h)*(R—h)

= n(R—h)BE* — (R—h)’
- %W(R — h)[2R* + R* — (R—h)?].

Como R*= (R—h)?+1r?e H=R— h tem-se,
1
Vie = ng(2R2 + 7). O

Obemos uma particular verificagao desta expressao observando que um segmento
esférico em que » = 0 e R ¢é o raio da esfera é exatamente uma semi- esfera. Logo,
fazendo r = 0 e H = R nesta tltima equacao, podemos obter o volume da semi-esfera

CcOomao:
1 2 2 2 3
V= gmRQR +07) = snR’,

que é exatamente metade do volume da esfera, ja calculado.

7.3 O Volume da Calota Esférica
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Figura 28: Calota esférica

Definicao 8. Calota esférica ¢ o solido gerado a obtido de uma esfera ao ser secci-

onada por um plano.

O volume da calota esférica pode ser obtido observando que uma semiesfera pode
ser vista como uniao da calota com um segmento esférico, cujo volume obtivemos na

secao anterior.

e
ﬂ H=R-h

Figura 29: Volume da calota esférica

Assim se, subtrairmos do volume da semi-esfera de raio R o volume do segmento

esférico de altura H e bases circulares de raios R e r, obtemos
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‘/calota — Vsemi—esfera — ‘/;e

2 1
‘/calota = gﬂ'RB — §7TH<2R2 + 7’2)

. Como H = R — h, temos

2 1
Viealota = gﬁRi” - §7r(R — h)(2R? + 1)

i

V::alota = 3 2R2h — TQ(R — h)]

Esta expressao depende do raio da calota e do raio da esfera, além da altura da

calota, e pode ser ainda simplificada, para eliminar uma destas variaveis, se observarmos

que
RP=(R—-h)?+r*=R*-2Rh+h*+71* = (2R—h)h=r"
Assim,
Vialota = g[QRQh — (2R — h)h(R — h)]
Th o 2 2
= 2R =28+ 2Rh+ Rh— 1]
h?
- %(33 —h).

Agora, esta expressao fica em funcao apenas da altura da calota e do raio da esfera.
Podemos obter uma expressao em que as variaveis sao a altura e o raio da circunferéncia
da calota, da seguinte maneira.

Entao, pela expressao que ja encontramos,

chalota = _(3R - h)

= %h(GRh — 3h? + h?)

= %[3(2]—% — h?) + k7]

= %h[?,(R? — R* 4+ 2Rh — h?) + h?]
_ %h[g(}z? —(R—h)?) + 12,
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Por outro lado,
RP=(R-h)?’+r* = r*=R’—(R-h)%
Assim,

h
chalota = %[37’2 + h2]

Escolhemos obter o volume da calota esférica a partir do volume do segmento
esférico, mas poderiamos ter feito o caminho oposto. Ou seja, se sabemos calcular
o volume de uma calota esférica, podemos calcular, de uma maneira geral, o volume
de um segmento esférico de altura H = R — hy — hy e raios R; e Ry, onde Ry < Ra.
Basta obter a diferenca entre o volume de uma calota esférica de altura hy e raio Ry e
uma calota esférica de altura h; e raio R;.

Uma outra maneira de encontrar o volume de uma calota esférica de uma forma
mais direta, sem necessitar do volume do segmento esférico, é utilizar diretamente o
Principio de Cavalieri com a mesma construcao utilizada para o calculo do volume da
esfera, o que envolve a comparacao da calota esférica de raio r e altura A, com um

tronco de cone de altura h e raios R e R — h, como indica a figura a seguir.

Figura 30: Equivaléncia entre as areas

De acordo com a figura acima sabemos que A; = A,, como as sec¢oes feitas a uma
mesma altura proporcionam seccoes planas de mesma area, pelo Principio de Cavalieri,

concluimos que o volume da calota esférica é igual ao volume do cilindro de altura h e
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raio R subtraido do tronco de cone de altura h e raios R e R — h.

h
Vaatowa = TH*h — (B 4 R(R = h) + (R — h’]

h

= 7R — %(3R2 — 3Rh+ h?)
h2

= %(3}% —h).
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8 Outras Aplicacoes

Nesta se¢ao apresentamos algumas aplicagoes interessantes do Principio de Cavali-
eri, que tornam acessiveis ao estudante do ensino médio alguns resultados usualmente
mais associados ao calculo integral.

As aplicacoes a seguir assumem um conhecimento das curvas conicas e suas repre-

sentacoes cartesianas.

8.1 Area da elipse

Consideremos uma elipse de semi-eixos a e b, com a > b. Podemos escolher eixos

cartesianos de modo que a equacao cartesiana da elipse seja dada por

$2 y2
StE=1

Utilizando a versao bidimensional do Principio de Cavalieri, vamos comparar esta elipse

com uma circunferéncia de equacao cartesiana z? + y? = a?.

A
a
-4
Lt FARN
’ :P b \

Figura 31: Elipse e Circunferéncia

De acordo com Cavalieri, se duas por¢oes planas sao tais que toda reta secante a
elas e paralela a uma reta dada determina nas duas por¢oes segmentos de reta cuja

razao € constante, entao a razao entre as dreas dessas porcoes € a mesma constante.
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Tendo como base o exposto acima tracaremos retas paralelas ao eixo Oy. A reta

. . R . ’ .

x = t, para cada t fixo em (—a,a), intersecta a circunferéncia em P, e P, e intersecta
. /

a elipse em P e P,.

Para obtermos PlPll e P2P2/ observamos que P; e Pll e P»e PQI sao simétricos em
relacao a reta y = 0, logo P, P, = 2y, e P,P, = 2.

Como P, pertence a elipse, temos para cada t € (—a,a),

t? y% 2 2 t?
?_1_?:1 = y;=2>o 1—5 .

Como P, pertence a circunferéncia, temos
t2+y§:a2 = y§:a2—t2.

Assim, o quociente entre y? e y3 é

g v(-5) »

Y3 a2 —12 a2’
onde obtemos
n_b
Y2 a

Logo, para qualquer —a < t < a, temos

P2P2/_2y2

P1P1/ 2y1 b
a.

Pelo Principio de Cavalieri, a razao entre as areas obedece a mesma proporcao.
Logo,

Ac  «a Ta? a

onde Ag e Ac indicam as areas da elipse e da circunferéncia, respectivamente.
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8.2 Volume do elipséide

O volume do elipséide também pode ser obtido atraves do Principio de Cavalieri.
Consideremos um elipsoide de semi-eixos a, b e ¢, com a > b > c¢. Podemos escolher

eixos coordenados de maneira que a equacao cartesiana do elipsoide seja

e a esfera de equacgao

Tracaremos planos paralelos ao plano xOz no sistema de eixos OXY Z. O plano ird
determinar na esfera uma seccao que serd uma circunferéncia de raio r e no elipsoide

uma elipse de semi-eixos x; e 21, de acordo com a figura abaixo:

Figura 32: Elipsoide e Esfera

Sey=tez=0,

2 2 2 2 2 2
7 0= ry t ) t
Sey=tex=
O A 22 t? 12
D T e S, = d_1_ = — 2 _
b2+a2+02—1 2 a? a=ye ! a?



Como vimos, a area da elipse é

_ 2
Ap =712 ¢ Ag = 7r?,

como a® =12 +t* = a®—1t®=r2 Desta forma

AC = ’/T((Z2 — tz).

Assim, o quociente entre as areas da elipse e da circunferéncia é

AE L1121
AC 71'((12 - t2)

Pelo Principio de Cavalieri temos que a razao entre os volumes do elipsoide e da

esfera é esta mesma constante. Logo,

Velipsoid A Velipsoi b 4
psoéide E elipséide C
—_— = = —F——= =7 = Vilipsoide = gmzbc.

- 4.3 2
Vestera Ac 37a a
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8.3 Volume de uma calota parabdlica

Definicao 9. Paraboléide de revolugao é uma superficie obtida através da rotacao

de uma pardbola ao redor de seu eixo.

Vamos determinar o volume delimitado por um paraboldide de revolugao e por um
plano perpendicular ao seu eixo, este solido serd denominado calota parabélica. Para
isso consideremos, no plano cartesiano, uma parabola simétrica em relagao ao eixo y,
com vértice na origem e passando pelo ponto (a, b).

Dada uma parabola qualquer, é sempre possivel escolher os eixos coordenados, de

forma que a parabola seja representada por uma equacao da forma y = ka?.

'y

o

Figura 33: Parabola

Como o ponto (a,b) pertence a parabola, temos
b
b=ka® = k= —-
a
Logo a equagao da parabola que contém o ponto (a,b) e tem vértice na origem é
y = bx?/a’.
Para calcular o volume da calota parabolica de revolucao de raio a e altura b, vamos
compara-lo com um prisma triangular de altura ma®/b em que a base é um triangulo

retangulo e isosceles de catetos b, como ilustra a figura a seguir.
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Figura 34: Volume da calota parabélica

Considerando a sec¢ao plana do parabolodide e do prisma a uma altura by, 0 < by < b,
temos que o plano ira determinar no paraboldide uma circunferéncia de raio a - 1/by/b,
pois, o ponto (a v/ bo/b, b0> pertence a parabola e, no prisma, um retangulo de lados
ma?/b e by. Desta forma, a area da circunferéncia é A, = wa2by/b, que coincide com a
area do retangulo.

Como as secgoes tem areas iguais concluimos, pelo Principio de Cavalieri, que o
volume da calota parabolica é igual ao volume do prisma triangular, ou seja,

1 ma®  ma?b

Vparab, = Vprisma = 5 “b-b- T = 9 - (4)

Um exemplo interessante de utilizagao desse resultado pode ser o seguinte problema

encontrado em uma avaliacao de Calculo Diferencial e Integral.

Problema: Andando pelo quintal, um fazendeiro encontrou uma antena parabdlica que
tinha sido descartada e resolveu utilizd-la para colocar alguns graos de café que havia
colhido. Para isso, arranjou um suporte de maneira que a grande tigela parabolica
ficasse com a boca na posi¢cao horizontal e voltada para cima. Seu desafio, agora, é
calcular a capacidade desse recepiente , em litros de café (em grao), quando cheio até
a boca e passada uma régua para nivelar o café com a boca do recipiente. A antena
possui um didmetro de 2m e a altura do vértice do paraboloide ao plano da boca, € de
0,5m.

A solugao deste problema é uma aplicagao imediata da equagao (4).
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8.4 Area de um segmento parabélico

Nesta secao vamos utilizar o Principio de Cavalieri para calcular a drea delimitada
por um segmento de pardbola. Como aplicacao, demonstraremos um notével teorema
de Arquimedes, que relaciona a area de um segmento da pardbola a area do maior

triangulo inscrito nesse segmento.

Definicao 10. Considere uma pardbola e uma reta secante a ela. Definimos como

segmento de pardbola a regiao delimitada pela curva e pela reta.

Para calcular a area do segmento de parabola, consideraremos, sem perda de ge-
neralidade, um sistema de coordenadas em que o eixo Ox é tangente a parabola em
seu vértice e o eixo Oy coincide com o eixo da parabola, orientado no sentido da con-
cavidade. Além disso, a unidade de comprimento pode ser escolhida de modo que a
parébola passe pelo ponto (1, 1), de forma que a pardbola é descrita pela equagao
y = x? (basta escolher como (1, 1) o ponto, fora da origem, em que a parabola inter-
cepta a bissetriz dos quadrantes impares). Entretanto o desenvolvimento a seguir pode
ser facilmente estendido para qualquer parabola da forma y = k22

Inicialmente calcularemos a area da regiao que fica entre o eixo Ox e a parabola

como descrito a seguir.

Proposicao 1. Seja t um niumero real qualquer, a drea delimitada pelo eixo x e pela

t3
3

reta v =t abairo da curva y = x* € dada por

Figura 35: Area abaixo da curva

Demonstracao:
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Figura 36: Solido de altura 7

2 vamos construir um sélido com

Para calcular a area A(t) abaixo da curva y = x
bases paralelas e iguais e distando m uma da outra, de acordo com figura abaixo.

O volume deste s6lido é a area da base multiplicada por 7, pois suas bases sao
paralelas e iguais.

Por outro lado, comparando o s6lido com um cone de altura ¢ e raio da base t,
como na figura a seguir, observamos que quando planos paralelos a base do cone inter-
sectam os soOlidos, eles determinam seccoes que possuem a mesma, area. Portanto, pelo
Principio de Cavalieri, estes dois sélidos possuem o mesmo volume. Assim,

1 t3
V=Vione = A(t)-w=§7rt2-t = A(t):? O
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- s e s e o =

Figura 37: Comparando os so6lidos

Uma consequéncia deste resultado é que a area da regiao delimitada pela parabola

y = x?, pelo eixo = e as retas * = a e x = b, com a < b, é dada por (b*> — a?)/3.

Y

Figura 38: Area abaixo da curva no intervalo [a, b]

Note que este resultado continua sendo valido se a < 0.
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Teorema 11. A drea de um segmento de pardbola cujos extremos sao 0s pontos
A(a,a?) e B(b,b*) € dada por (b— a)3/6.

Demonstracgao:

A area do segmento de parabola é dada pela diferenca entre a area do trapézio

ABCD e a area abaixo da parabola y = 22 e acima do eixo Ox entre as abscissas a e

b.

Figura 39: Area do segmento da Parabola

Assim, denotando por A pep a area do trapézio ABC'D, temos

b3 _ a3
Aascp — 5
1 b — a?
S0 +a)b—a) - o=
b3 — ab® + a’b — a® _b_3+a_3
2 3 3
303 — 3ab® + 3a2b — 3a® — 2b° + 243
6
b3 — 3ab® + 3a°b — a?
6
(b—a)’
, 0
6

Para demonstrar o Teorema de Arquimedes utilizaremos ainda o seguinte resultado,

a respeito do triangulo de area maxima inscrito em um segmento de parabola.
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Proposicao 2. Considere um segmento de pardbola cujos pontos extremos sao
A(a,a?®) e B(b,b*), com a < b. O triangulo de maior drea inscrito neste segmento e
com dois de seus vértices nos pontos A e B € tal que a abscissa do terceiro vértice, C,

¢ dada pela média aritmética das abscissas dos pontos A e B.

Demonstracao:

Considere os seguintes pontos
Ala, a%); B(b,1); C(¢,£2); D(a, 0); E(b,0) e F(t,0),

onde ¢ & um numero real que pertence ao intervalo (a,b). Queremos mostrar que o
triangulo ABC' possui drea méaxima quando t = (b+ a)/2. A figura abaixo mostra um

possivel esboco da situagao.

O
[V

Figura 40: Maior triangulo inscrito

A area do triangulo ABC, que denotaremos por A(t), é dada pela diferenga entre
a area do trapézio ABED e as areas dos trapézios ACFD e BCFE.
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A(t) = Aapep — Aacrp — Apcre

L oo 2 Lo Lo, 2
= 5(0, +b6°)(b—a) — 5(& +t5)(t—a) — §(b +t%)(b—1)

(@b — ab® + (b* — a*)t + (a — b)t?]

N NN =N

[—(b— a)t* + (b* — a®)t + a*b — ab?].

[(a2 + b)) (b—a) — (a* +t*)(t —a) — (b* + %) (b — t)}

(a®b — a® + b® — ab® — a*t + a® — t* + at® — b + b*t — bt* + 1°)

Como A(t) é quadratica em t e o coeficiente de t* ¢ negativo, a area méxima é

atingida quando t é o ponto médio das raizes de A(t), ou seja,

t =

2(a—b)  2(b—a) 2

—(b*—a*)  (b+a)(b—a) _ b—i—a.

]

Portanto, o triangulo de area maxima inscrito em um segmento de parédbola e com

dois dos vértices nos extremos do segmento, possui o terceiro vértice no ponto da

pardbola cuja abscissa é a média das abscissas dos extremos.

Para este valor de ¢, obtemos a area maxima do triangulo inscrito

O T R
1 (b+a)®> 2(b—a)b+a)® abla—b)4
= 5{—(b—a) Y 1 +
— %(b;a) [—(b+a)2+2(b—|—a)2—4ab}
_ (bga)[(b+a)2—4ab]
_ (bga)(b—a)Q
_ -wp
T

Em consequéncia dos resultados apresentados podemos enunciar o Teorema de Ar-

quimedes.
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Teorema de Arquimedes. A drea de um segmento de pardbola € igual a 4/3 da drea
do mazior triangulo inscrito neste segmento.
Demonstracao:
Pelo Teorema 11, temos que, para uma particular escolha de eixos coordenados e
unidades de comprimento, a 4drea Agp, do segmento de parabola é dada por (b—a)3/6.
De acordo com a Proposicao 2 temos que, para a mesma escolha de eixos coordena-
dos e unidades de comprimento, a area Ar, do maior tridngulo inscrito neste segmento
de parabola ¢ dada por (b — a)®/8. Assim, Asp = 4A1/3. O
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9 Conclusao

Acreditamos que, com este enfoque dado a geometria espacial, é possivel desenvolver
conceitos pouco usuais, mas acessiveis aos estudantes do Ensino Médio.

Uma das motivagoes para o desenvolvimento desta dissertacao, foi a constatacao,
durante o exercicio da docéncia, do fato de que alguns livros didéaticos nao explicam
de modo satisfatorio, por exemplo, o por qué do volume de uma esfera ser calculado
usando a expressao 47 R /3, ficando a impressio de que a matemética é vista como um
conjunto de regras prontas. Diante disto, o estudante atua como um mero expectador,
e é estimulado a seguir métodos tradicionais de memorizacao e repeticao, sem associar
de forma adequada suas proprias ideias e o que lhe foi apresentado.

Esperamos que as ideias aqui apresentadas possam tornar-se material util de leitura,
que estimule o desenvolvimento de um senso critico nos estudantes e desperte nos
professores um interesse em incorporar os conceitos aqui desenvolvidos em sua pratica
de ensino, tanto em sala de aula, quanto no direcionamento extra-classe, e estimulo a

descoberta, para estudantes mais interessados e curiosos.
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