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“Nenhuma medicao experimental pode ofe-
recer como resultado um numero irracional.
Deve-se entretanto lembrar que, quando o ra-
ciocinio matematico assegura a incomensu-
rabilidade, o niimero racional obtido experi-
mentalmente é apenas um valor aproximado;
O valor exato é um numero irracional.”

(Elon Lages Lima).



RESUMO

Busca-se desmistificar o conjunto dos niimeros irracionais através da explanagao de suas
propriedades e demonstracoes. Tem como objetivo principal contribuir para a formacao
de estudantes do Ensino Médio e licenciandos em Matemaética, bem como na formagcao
continuada de professores da disciplina de Matematica. Realiza um estudo bibliografico
visando aprofundar o conhecimento sobre conjuntos numéricos, em especial, o conjunto
dos ntumeros irracionais. Tal estudo é feito em dois niveis de aprofundamento: o pri-
meiro nao muito formal voltado para os discentes do Ensino Médio e um segundo nivel
mais formal e com maior rigor matematico direcionado aos docentes. Neste sentido, foi
produzido um material que trata da teoria dos assuntos mencionados, além de algumas
sugestoes de atividades, a serem realizadas em sala de aula, que visam abordar de forma
mais didatica e atraente, os conceitos relacionados. Afim de incentivar a produgao de mais
atividades didaticas, nao s6 sobre o tema deste trabalho, mas em diversos outros ramos

da Matematica, contribuindo assim, para uma aprendizagem mais efetiva e significativa.

Palavras-chave: Conjuntos numéricos. Irracionais. Provas de Irracionalidade.



ABSTRACT

It seeks to demystify the set of irrational numbers through the explanation of their pro-
perties and demonstrations. Its main objective is to contribute to the training of High
School students and graduates in Mathematics, as well as in the continuing training of
teachers of Mathematics. It carries out a bibliographical study aiming to deepen the
knowledge about numerical sets, especially the set of irrational numbers. This study is
made in two levels of deepening: the first not very formal for the students of the High
School and a second level more formal and with greater mathematical rigor directed to
the teachers. In this sense, a material was produced that deals with the theory of the
mentioned subjects, besides some suggestions of activities, to be realized in classroom,
that aim to approach in a more didactic and attractive way, the related concepts. In order
to encourage the production of more didactic activities, not only on the subject of this
work, but in several other branches of Mathematics, thus contributing to a more effective

and meaningful learning.

Keywords: Numerical sets. Irrational. Evidence of Irrationality.
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1 INTRODUCAO

Na Grécia antiga, acretidava-se que todo numero inteiro positivo ou a razao
entre eles, eram suficientes para medir todo e qualquer segmento, ou seja, dados dois
segmentos AB e C'D, sempre conseguirfamos um segmento EF que caberia um nimero n
inteiro de vezes em AB e um ntimero m inteiro de vezes em C'D. Boa parte da Matemética
grega baseava-se nessa crenca. Mas, ao tentar medir a diagonal do quadrado unitério,
tomando o lado como unidade de medida, chegaram a conclusao de que esses segmentos
nao podiam ser medidos, tomando-se o lado como unidade de medida, ou seja, sao inco-
mensuraveis. Como consequéncia disso, a medida da diagonal do quadrado unitario nao
pode ser expressa pela razao entre nimeros inteiros, isto é, nao é racional. Surgem assim,
os irracionais.

No nosso contexto escolar, em nivel de educagao bésica, nos encontamos como
os gregos antigos. Os numeros que frequentemente utilizamos sao as razoes entre intei-
ros, que hoje denominamos de racionais. Estes sao suficientes para realizar contagem,
operacoes e medigoes, pois, embora o resultado, por exemplo, obtido em uma medicao,
seja teoricamente um numero irracional, na préatica, utilizamos apenas aproximacoes des-
ses numeros, uma vez que, mesmo o mais preciso instrumento de medicao fabricado até
hoje, possui suas limitagoes. E assim, a énfase necessaria a compreensao dos irracionais
e suas propriedades é, muitas vezes, negligenciada, seja pelo livro didatico, programa de
curso da escola ou até mesmo pelo préprio professor, acarretando um déficit muito grande
na formacao de nossos educandos.

Na tentativa de sanar essas dificuldades, fizemos um levantamento bibliografico
e pesquisas para producao de material e elaboracao de atividades, visando aprofundar o
conhecimento de professores e alunos do Ensino Médio em relagao aos irracionais. Nesse
sentido, propomos um estudo teérico e pratico, a fim de desenvolver competéncias e
habilidades dos educandos, assim como auxiliar os docentes na realizagao de tarefas que
tornem mais significativa a aprendizagem desses nimeros. Esperamos com este trabalho,
desmistificar o conjunto dos irracionais através do estudo de suas propriedades e por meio
de demonstracoes a eles relacionadas.

A dissertagao esta dividida em quatro secoes. A secao 1 contém este texto
introdutorio. A secao 2 esta subdividida em duas partes: a primeira trata dos conjuntos
numéricos, onde aceitamos inicialmente os conceitos de nimero e conjunto como algo in-
tuitivo. Dai, desenvolvemos o estudo dos niimeros naturais, inteiros, racionais, irracionais
e reais, apresentando suas propriedades e operagoes ao nivel de entendimento dos alunos
do ensino médio, salvo algumas demonstragoes mais elaboradas; a segunda parte realiza
uma abordagem mais formal e com rigor matematico sobre os conjuntos supra-citados.
Nela, vemos como se da a construcao dos nimeros, desde os naturais, com os axiomas de

Peano, até os reais, com os Cortes de Dedekind. A secao 3, consiste em demonstracoes
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formais que provam a irracionalidade de uma infinidade de ntimeros reais. Demonstra,
por exemplo, a irracionalidade de casos particulares como \/5, \/g, \/6, V2++3e algumas
generalizacOes como /p, com p primo; /a £ Vb, com Vab irracional; e {/a, em que a
nao seja uma n-ésima potencia de um nimero natural. Vale ressaltar ainda, as provas de
irracionalidades de valores trigonométricos, logaritmicos e do nimero de Euler (e). Na
sequéncia, apresenta uma bela férmula matemética: e + 1 = 0, seguida da justificativa
de tal titulo. Além disso, contém as sugestoes de algumas atividades que objetivam explo-
rar conceitos matematicos e despertar o interesse dos discentes em relacao aos nimeros

irracionais. E, finalmente, as conclusoes, na secao 4.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 CONJUNTOS NUMERICOS

Nesta secao, faremos de modo elementar, uma construcao dos niimeros reais.
Partimos dos ntimeros naturais, mostrando-se a necessidade de amplid-lo para os inteiros,
e deste, a necessidade de se criar os racionais. Em seguida, mostra-se que todo racional
é um numero com representacao decimal finita ou infinita e periddica e, vice-versa. Mos-
traremos, também, que existem numeros com uma representacao decimal infinita e nao

periodica, que sao os irracionais.

2.1.1 Nimero e conjunto

Aceitaremos, no contexto deste trabalho, o conceito de nimero como entidade
abstrata, o qual se refere a representacao de quantidades e que esta relacionada a nocao de
contagem. E conjunto, como sendo um conceito primitivo, isto é, aceito sem a necessidade
de defini-lo, por se tratar de uma nogao que se forma a partir de observagoes das coisas
que nos cercam, embora, nos dé a ideia de colecao ou agrupamento. Os conjuntos sao
de fundamental importancia no estudo da Matemaética, conforme aponta (LIMA et al.,
1997):

Toda a Matemaética atual é formulada na linguagem de conjuntos. Por-
tanto, a nocao de conjunto é a mais fundamental: a partir dela, todos
0s conceitos matematicos podem ser expressos. Ela é também a mais
simples das ideias matematicas.

Nesse sentido, daremos enfoque aos conjuntos formados por niimeros, em espe-
cial, ao conjunto dos naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais, por serem estudados
desde as séries iniciais do Ensino Fundamental, aprofundados no Ensino Médio, e reto-
mados novamente no Ensino Superior com uma visao mais ampla, analitica e formal. Os
conjuntos supa-citados fazem parte de um dos principais objetos de estudo da Matematica,
segundo (LIMA et al., 1997):

A Matematica se ocupa primordialmente de nimeros e do espaco. Por-
tanto os conjuntos mais frequentemente encontrados na Matematica sao
os conjuntos numéricos, as figuras geométricas (que sao conjunto de pon-
tos) e os conjuntos que se derivam destes, como os conjuntos de fungoes,
de matrizes etc.

Segue dai, a importancia de estudarmos esses conjuntos, que formam toda uma
base de Matematica e servem de apoio para estudos em diversas areas do conhecimento.
Desse modo, sao indispensaveis para uma boa compreensao dessa disciplina (Matematica)

e uma formacao sélida e significativa de nossos educandos.
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A nossa ideia é fazer uma apresentacao dos conjuntos numéricos, iniciando-se
com os naturais, e mostrando-se a necessidade de expansao desses, criando um novo
conjunto de numeros e expandindo-o, até chegarmos ao conjunto dos numeros reais.

Comecaremos tal apresentacao com um breve estudo dos Naturais, na secao a seguir.

2.1.2 Conjunto dos niimeros naturais - N

A nocao de contar esta intimamente ligada ao conjunto dos niimeros naturais
que, segundo (LIMA et al., 1997), sdo o modelo matemético para a contagem, afirmando

ainda que:

A importancia dos niimeros naturais provém do fato de que eles consti-
tuem o modelo matematico que torna possivel o processo de contagem.
Noutras palavras, eles respondem a perguntas do tipo: “Quantos ele-
mentos tem este conjunto?”. (LIMA et al., 1997, p.38).

Ao longo da historia da humanidade, as civilizagoes foram se apoderando dos
numeros naturais através da realizacao de contagens. Assim, o conceito de nimero natural
foi sendo desenvolvido de maneira nao tao formal, até que no século XX, o Matematico
italiano, Giuseppe Peano, descreveu concisa e precisamente estes nimeros. Esta descrigao
ficou conhecida como os axiomas de Peano, os quais detalharemos no subitem 2.2.2.1, que
trata da construcao desses nimeros.

O conjunto dos nimeros naturais pode ser representado na forma tabular como
N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8, ...},
ou por meio da reta numerada, como na Fig. 1 abaixo

Figura 1 — Representacao dos Naturais

N

I
r

0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nesta reta, temos os ntmeros naturais representados por pontos e separados
por um segmento unitdario, isto é, segmento cujo comprimento é uma unidade. Observe
que os numeros nao se encontram de forma aleatoria, estao seguindo a ordem de sucessao
dos naturais. Este fato estd mais detalhado no subitem 2.2.2.3, que trata da relagao de
ordem em N.

Existe um questionamento em relacao ao “zero”, ser ou nao natural. Para os
gregos antigos o 1(um) nao era nimero, e sim a unidade, a partir da qual se formavam

os numeros. Na contagem de elementos, é mais comum iniciarmos pelo nimero 1, pois,
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dificilmente comecamos uma contagem pelo “zero”. Este, surgiu como algarismo' para
preencher o espago vazio entre os demais simbolos na formacgao dos niimeros, sendo, entao,
incorporado como nimero ao longo dos anos. Dependendo de como ¢é constituida a Teoria
de Numeros Naturais, podemos considera-lo natural ou nao. Neste trabalho, daremos
um destaque para as propriedades dos conjuntos numéricos, onde sera abordado, por

“zero”. Portanto, o mesmo

exemplo, a existéncia de elemento neutro da adicao, isto é, o
sera apresentado nessa teoria como um elemento do conjunto dos niimeros naturais.

A caracterizacao de N é feita essencialmente, a partir do termo primitivo su-
cessor, que estd presente nos axiomas de Peano, e cujo primeiro elemento desse conjunto
é o “zero”. O sucessor de zero é 1, o sucessor de 1 é 2, e assim, por diante. Represen-
tamos o sucessor de um nimero natural qualquer n por n + 1. O conjunto dos nimeros
naturais ¢ infinito, indicando tal afirmacao com o uso de reticéncias (...) apds escrevermos
alguns de seus elementos, na sua representacgao tabular (antes de fechar as chaves). Mas,
o que realmente significa dizer que um conjunto é infinito? Na préxima subsecao, temos

algumas defini¢oes a esse respeito.

2.1.2.1 Conjuntos infinitos

Daremos, inicialmente, as defini¢coes de conjuntos finito e infinito, contagem e
nimero cardinal. Além disso, provaremos a infinitude dos naturais e dos primos, e apre-
sentaremos o Teorema Fundamental da Aritmética?. As definicoes abaixo sdo essenciais
para a compreensao das demonstragoes que se seguem.

Antes das defini¢oes anunciadas, precisamos do conjunto dos n-ésimos primei-
ros naturais, I, = {p € N;p < n}. Observe que I,, é o conjunto dos niimeros naturais
menores do que ou iguais a n.

Vamos agora definir conjunto finito e conjunto infinito.
Definigao 2.1 (Conjunto Finito). Um conjunto X € finito quando é wvazio ou entdo
existem n € N e uma bijecao f : I, — X, de modo que x1 = f(1),29 = f(2),...,x, =
f(n), isto é, X = {x1,x9,...,2,}. A bijecao f chama-se uma contagem e n o nimero
de elementos, ou nimero cardinal do conjunto finito X. Se X for vazio, seu nimero de
elementos € zero.
Defini¢ao 2.2 (Conjunto Infinito). Um conjunto X € infinito quando nao € finito, ou
seja, nao € vazio e nem existe, seja qual for o n € N, uma bijecao f : I, — X.

Com base nessas definigdes, vamos mostrar a seguir que o conjunto dos niimeros

naturais é infinito.

Teorema 2.1. O conjunto dos nimeros naturais é infinito.

1Sfmbolos de 0 até 9, que usamos no nosso sistema de numeracio decimal para formar os nimeros, e
estes sao representacoes de quantidades.
2A demonstracio se encontra no Ex. 2.1, pag.41, que trata da utilizacdo do 2° Principio de Inducdo.
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Demonstracao. De fato, dada qualquer funcao f : I, — N, nao importa qual n se fixou,
pomos k = f(1)+ f(2)+---+ f(n), e vemos que para todo = € I, tem-se f(z) < k. Logo,
nao existe x € I, tal que f(z) = k. Assim, f nao é sobrejetiva e, consequentemente, nao
é bijetiva. [ |

Um subconjunto importante de N é o conjunto dos naturais nao nulos, isto é,
N*={1,2,3,4,5,6,7,8, ...},
obtido excluindo-se o nimero 0 de N, ou seja,
N* =N\ {0}.

Outros subconjuntos de N, igualmente importantes, sao apresentados a se-
guir: o conjunto dos nimeros pares, o conjunto dos numeros impares, e o conjunto
dos nimeros primos. O conjunto dos numeros pares, é o conjunto dado por P =
{0,2,4,6,8,10,12,14, 16, ...} ou P = {2n;n € N}, ou seja, sdo nlimeros pares os nimeros
naturais que na divisao por 2 deixam resto igual a zero, isto é, sao divisiveis por 2.
Ja, o conjunto dos nimeros impares, é dado por P = {1,3,5,7,9,11,13,...} ou P’ =
{2n + 1;n € N}, ou seja, sdo nlimeros impares os nimeros naturais que na divisao por 2
deixam resto igual a um, isto é, nao sao divisiveis por 2. Finalmente, temos o conjunto dos
niimeros primos P = {2,3,5,7,11,13, ...}, cuja importancia ¢ destacada, principalmente,
na seguranca dos atuais sistemas de informacoes, que se utilizam de criptografia através
de produtos com primos muito grandes. Os nuimeros primos positivos sao os nimeros
naturais, exceto o 1, que possuem apenas dois divisores, o 1 e o proprio niimero.

Apresentamos a seguir o Teorema Fundamental da Aritmética, cuja demons-

tragao ¢ feita mais adiante, e demonstraremos a infinitude dos nimeros primos.

Teorema 2.2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural, diferente de

1, pode ser decomposto de modo 1nico, a menos da ordem, em fatores primos.
Teorema 2.3. O conjunto dos niumeros primos € infinito.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que exista uma quantidade finita n de niimeros
primos, os quais representaremos por pi, P2, P3, Pa, P, -, Pn- Considerando o nimero N =
(p1-p2-p3-...-pn)+1, pelo Teo. 2.2, N pode ser decomposto em fatores primos, e assim,
existe algum primo p; que divide N = (p; -p2-p3-...-pn)+ 1. Mas, por hipdtese, como s
existem n primos, p; deve ser igual a algum dos py, ps, p3, .., Pn, OUSEjA, P; | P1P2-D3*- - - Dn-
Do fato, de p; | N, temos que p; | N — (p1 - p2-p3 - ... pn), isto é p; | 1, o que é absurdo!,
pois p; seria igual a 1, e 1 nao é primo. Este absurdo surgiu do fato de supor que existia

uma quantidade finita de primos. Portanto, existem infinitos primos. [ |

No conjunto dos nimeros naturais podemos definir as operacoes de adigao
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(+) e a multiplicacao (-), cujos resultados sao, respectivamente, denominados de soma e

produto. Além disso, destacamos algumas propriedades:

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Fechamento. A adi¢ao de naturais resulta em um nimero natural, e a mul-
tiplicagao de naturais, também tem como resultado outro natural, isto é,
o conjunto dos numeros naturais é fechado para a adi¢ao e multiplicagao.
Existéncia de elemento neutro. Na adic¢do, o zero (0) e na multiplicagao,

o um (1), que em simbolos, fica
a+0=04+a e a-1=1-a,VaeN.

Comutatividade da adi¢do e multiplicacdo. A ordem das parcelas na
adicao nao altera a soma, bem como a ordem dos fatores na multiplicagao

nao altera o produto. Em simbolos, temos
a+b=b+a e a-b=b-a,Va,beN.

Associatividade da adicao e da multiplicagdo. A soma de a com b adici-
onada a c é igual a a adicionado da soma de b com c¢. E o produto de a
por b multiplicado por ¢ é igual a a multiplicado pelo produto de b por c.

Em simbolos:
(a+b)+c=a+(b+c) e (a-b)-c=a-(b-¢),Va,b,ceN.

Distributividade da multiplicacao em relacao a adicao. A soma de a com
b multiplicado por ¢ é igual a soma dos produtos de a por c e b por ¢. Em
stimbolos:

(a+b)-c=a-c+b-c,Va,b,ceN.

As operagoes bésicas conhecidas por nds, como subtracao (—) e divisao (<),

nao podem ser realizadas nos naturais, justamente por contrariar a propriedade P1. Por

exemplo, 3 e 5 sdo naturais, mas 3 —5 ¢ N e 3+ 5 ¢ N. Este exemplo ilustra a necessi-

dade de um conjunto em que as operacoes descritas acima facam sentido e mantenham a

validade das propriedades. Estes problemas serao resolvidos com a criagao dos conjuntos

dos Inteiros e dos Racionais, respectivamente, que serao descritos nos préximos topicos.

2.1.3 Conjunto dos numeros inteiros - Z

Reunindo os nimeros naturais (positivos e o zero) com os negativos, obtemos

o conjunto dos niimeros inteiros. O conjunto Z sera indicado, na forma tabular, por

Z=A..-5—-4,-3,-2,—1,0,+1,42,+3,+4,+5, ...},
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ou por meio da reta numerada, conforme Fig. 2:

Figura 2 — Representacao dos Inteiros

Z

] ] ] ]
T T

-5 -4 -3 -2 -1 0 +4+1 +2 +3 +4 +5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os inteiros, assim como os naturais, sao representados por meio de pontos sobre
a reta numerada, separados por um segmento unitario, diferenciando-se apenas no fato
de termos uma orientacao. Os numeros positivos ficam a direita do zero e os negativos, a
esquerda.

Apesar dessa sequéncia légica nao retratar a cronologia correta da descoberta
e utilizacao dos conjuntos numéricos, ela segue a construcao destes nimeros na forma
como estao estruturados na Matematica atual. Os gregos, por exemplo, conheciam os

naturais, os racionais positivos, e a existéncia de niimeros irracionais. No entanto, nao
utilizavam niimero negativos. Segundo (BERLINGHOFF ¢ GOUVEA, 2010),

[...] Apesar da profundidade e sutileza de sua matematica e filosofia,
0s gregos ignoraram os numeros negativos completamente. A maioria
dos matematicos gregos pensavam em ‘nimeros’ como sendo inteiros
positivos, e pensavam em segmentos de retas, areas, e volumes como
tipos diferentes de tamanhos (e, portanto, ndo com nimeros). Mesmo
Diofante, que escreveu um livro sobre a resolucao de equagdes, nunca
considerou nada além de nimeros racionais positivos |...]

Apés os gregos antigos, por volta do século VII, conforme apontam (BER-
LINGHOFF e GOUVEA, 2010), matemédticos como o indiano Brahmagupta, trabalha-
ram com quantidades negativas e até desenvolveram algumas regras para operar com estes
nimeros. Muitos matematicos os utilizaram, mas existia ainda certo receio e desconfianca,
que s6 foram superados por volta do século XIX, conforme ainda (BERLINGHOFF e
GOUVEA, 2010):

[...] Colombo descobriu a América mais de dois séculos antes de os
negativos serem incorporados a sociedade dos numeros. Eles nao se
tornaram cidadaos de primeira classe até meados do século XIX, por
volta da mesma época da Guerra Civil dos Estados Unidos.

Um subconjunto importante de Z é o conjunto dos inteiros nao nulos - Z*,

dado por
7F=A{.,-5-4,-3,-2,—1,+1,+2,4+3,+4, 45, ...},

ou seja,
7 =7\ {0}.
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Dado um numero inteiro nao nulo n, indicamos o simétrico ou oposto ou inverso aditivo
de n, por —n.

O conjunto Z preserva as propriedades de adicao e multiplicacao definidas em
N, inclusive o fechamento, isto é, a adicao de inteiros é um inteiro, e a multiplicacao
de inteiros, também resulta em um nimero inteiro. Com isso, podemos ampliar para os
inteiros, os conceitos de nimero par (inteiro que na divisao por 2 deixa resto 0), e impar
(inteiro que na divisao por 2 deixa resto 1), para, em seguida provarmos as duas proximas
proposicoes, que tratam do fechamento do conjunto dos numeros pares para adicao e
multiplicacao, e dos impares para a multiplicacao.
Proposicao 2.1. O conjunto dos inteiros pares € fechado em relagcao a adi¢ao e a mul-
tiplicacao.
Demonstracdao. Sejam 2m e 2n, com m,n € 7, inteiros pares quaisquer. Realizando a

keZ

——
adigdo de 2m com 2n, teremos 2m + 2n = 2(m+n) = 2k, k € Z. De modo andlogo,
keZ

—~
teremos 2m - 2n = 2 (2mn) = 2k, k € Z |
Proposicao 2.2. O conjunto dos inteiros impares é fechado em relacao a multiplicacdo.

Demonstracao. Sejam 2m + 1 e 2n + 1, com m,n € Z, inteiros impares quaisquer. Reali-

keZ
zando a multiplicagdo de 2m+1 por 2n+1, teremos (2m+1)-(2n+1) = 2 (2mn +m + n) +1,
ouseja, (2m+1)-2n+1)=2k+ 1,k € Z. ]

Ja, as duas proposicoes a seguir, nos dizem que o quadrado de um niimero par
é par, e o quadrado de um ntumero impar é impar.

Proposicao 2.3. x ¢ par se, e somente se, x* for par.

Demonstracao. De fato, sendo x € Z par, pela Prop. 2.1, 2% é inteiro par. Reciproca-
mente, suponha que 22 € Z é par; entao x também é par, pois se x fosse fmpar, pela

Prop. 2.2, 22 também seria impar, o que contradiz nossa hipétese. Assim, x é par. [

Proposicao 2.4. z € impar se, e somente se, x° for impar.

Demonstra¢ao. Analoga a Prop. 2.3. |

Ha uma relagao entre os nimeros naturais e os nimeros inteiros nao negativos,
de modo que ambos sao equivalentes em termos de propriedades e estrutura. Assim,
aceitaremos o conjunto dos naturais como subconjunto dos inteiros, isto é, N C Z. Desta
maneira, consideraremos os inteiros como uma extensao dos naturais, mantendo todas as
propriedades das operacoes com os naturais, validas para as operagoes no conjunto dos
inteiros, acrescentado agora a existéncia do simétrico ou oposto.

Cada numero inteiro n, com excessao do zero, passa a admitir um tnico

simétrico, que indicaremos por —n.
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Com base nas consideracoes feitas no paragrafo anterior, tem sentido em Z, o
simbolo a — b, Va,b € 7Z. Podemos, assim, definir a operagao de subtracao em Z, como
segue.

Defini¢ao 2.3 (Subtracao). Dados inteiros a e b, a subtracio a — b, nesta ordem, € a
adi¢ao do inteiro a com o simétrico de b. Em simbolos:a — b = a + (=b), com a,b € Z.

Com o conjunto dos inteiros e a propriedade de existéncia de simétricos, pode-

mos definir a operacao de subtracao, onde todas as propriedades dos naturais continuam

validas. Porém, nao podemos realizar a divisao, pois tornaria invalida a propriedade P1

(Fechamento). Por exemplo, para os inteiros 3 e 5, temos 3 — 5 € Z, porém 3 =5 ¢ Z.
Surge assim, a necessidade de um conjunto onde se possa realizar a divisao e

que as propriedades validas para os inteiros sirvam também nesse novo conjunto. E criado

entao, o conjunto dos niimeros racionais como uma extensao dos inteiros, que passaremos

a detalhar a seguir.

2.1.4 Conjunto dos nimeros racionais -

A nocao de medir conduz ao conceito de numero racional, que é o modelo
matematico para realizar medicdo. Se aos inteiros acrescentarmos todas as fracoes nao
aparentes, isto é, fracoes que nao representam inteiros, teremos o conjunto dos nimeros
racionais. Este conjunto, representado pelo simbolo Q, é formado por todos os nimeros
que podem ser escritos como fragoes, cujos numerador e denominador sao inteiros, e o
denominador diferente de zero. Usualmente, indicamos este conjunto, simbolicamente,
por

Q:{%|aEZebEZ*},

que ficard, na reta numerada, conforme Fig. 3.

Figura 3 — Representacao dos Racionais

Fonte: Elaborado pelo autor.

~ ! /
Observacao: § = % < ab =ba',V ¢, % € Q.

Neste conjunto podemos definir as operagoes de adigao (+), subtragao (—),

multiplicacéo (-) e divisdo (<) como descritas abaixo:
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Definicao 2.4. A adicdo, subtracao, multiplicacao e divisao de racionais, sao definidas,

respectivamente, por

a ¢ ad+bc
b Td
a ¢ ad—bc
b d bd
a ¢ _a-c
b d b-d
a ¢ a d
b d b ¢

a c

b € a
Todas as propriedades listadas anteriormente, validas para as operagoes com

para quaisquer racionais

inteiros, permanecem validas para os racionais. Além disso, se tomarmos b = 1, em
Q={%lac€Zebec Z*}, teremos que o conjunto Q coincide com o conjunto dos inteiros,
isto é, Z = Q. Assim, dizemos que todo inteiro é racional, ou seja, o conjunto dos niimeros
inteiros ¢ subconjunto do conjunto dos niimeros racionais, indicando este fato por Z C Q.

Como N C Z, temos as seguintes relagoes de inclusao
NczcQ. (1)

Até agora, vimos que os racionais foram escritos na forma fraciondria. Na
subse¢ao a seguir, estudaremos outra forma de representar os racionais, a sua repre-

sentagao decimal.

2.1.4.1 Representagao decimal de um nimero racional
De maneira geral, a expressao decimal de um ntimero « é um simbolo da forma
a = ag, a10s...0y..., (2)

em que ag ¢ um numero inteiro maior do que ou igual a zero, e os a;'s, com i = 1,2, .., n,
sao digitos, ou seja, algarismos de 0 a 9. Para cada n € N, tem-se que a, é denominado
n-ésimo digito da expressao decimal «, e ag, a sua parte inteira.

A expressao decimal acima pode ser escrita como

aq a9 Ay,

Este niimero tem por valores aproximados, os ntimeros racionais da forma



24

a medida que os valores de n crescem.

A passagem de um racional da forma § para a forma decimal é feita dividindo-
se a por b. Ao efetuarmos essa divisao, obteremos um numero com uma quantidade finita
de algarismos (decimal exato), ou um nimero com infinitos algarismos que se repetem
periodicamente (um decimal infinito e periédico, ou dizima periédica).

Sendo assim, os elementos de @Q podem ser representados na forma decimal
exata, ou seja, um numero finito de casas apds a virgula ou dizima periddica, isto é, um
nimero infinito de casas apds a virgula, mas com uma repeticao de um periodo formado
por um ou mais algarismos.

Como exemplos de decimais exatos temos 0,5; 1,25 e 6,2573, etc. Podemos
citar como exemplos de dizimas periddicas, os ntimeros 0, 555...; 0, 333... e 0, 323232..., etc.
Para evidenciar o periodo e ficar claro o que vem depois das reticéncias (...), costuma-se
representar a dizima colocando-se um traco acima do periodo. Desta forma, os exemplos
acima ficam, respectivamente, assim 0,5; 0,3 e 0, 32.

Mas, como saber quando um numero racional ¢, na forma irredutivel®, tem re-
presentacao decimal finita? E decimal infinita e peridédica? As respostas a estas perguntas
encontram-se nas duas proposigoes a seguir.

a

b’
decimal finita se, e somente se, b nao tiver outros fatores primos além de 2 e de 5.

Proposicao 2.5. Um numero racional £, na forma irredutivel, tem uma representagao

Demonstragao. Suponhamos que o numero racional § estd na forma irredutivel, ou seja,
que a e b sao primos entre si. Desta forma, uma fracao equivalente a 3 deve ter a forma
Z—’Ij, que obtemos multiplicando a e b pelo mesmo nimero natural £ > 0. Como os fatores
primos de uma poténcia de 10 sao 2 e 5, se % é fracao decimal, para algum k& > 0 natural,
entao, para algum s € N, bk = 10%, ou seja, bk é poténcia de 10. Assim, bk sé admite
fatores primos iguais a 2 ou 5 e, portanto, b também. Reciprocamente, se b possui apenas
fatores primos iguais a 2 ou 5, entdao b = 2°5°, com «, 3 € {0,1,2,3,...}. Analisaremos
duas condicoes para « e [3.
a) B <a.
Neste caso, multiplicaremos o numerador e o denominador de ¢ por 5378,
obtendo-se assim,

a a abh* P abh* P B ah* P

b 2058  205850-B  2apa (e

Como a— f3 é positivo ou nulo, 5% é um inteiro e, portanto, a5** também

serd um inteiro, digamos p. Logo,

a p

b 100

3Uma fracao % se diz irredutivel se o maior divisor comum de a e b for 1, ou seja, se a e b forem primos
entre si.
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e como a divisao do inteiro p por 10% requer apenas um deslocamento da

virgula de um nimero « de casas decimais para a esquerda, obteremos para

7 uma representagao decimal finita.

b) B> a.
Aqui, multiplicaremos o numerador e o denominador de § por 28= obtendo-

se assim
a a a2b— a2b— a2b—

b 92058  2a5Bf-a 9858 108

Agora, fazendo ¢ = a2°~%, na equacio anterior, obteremos

a_ 1
b 108’
que, também, ¢ uma representacao decimal finita para 7. [ |

Na proposicao a seguir, mostraremos que se um racional §, na forma irre-

dutivel, tiver outros fatores, além de 2 ou 5, a representacao decimal de £ ¢ infinita e

Salls]

periodica.

a
b
fatores primos além de 2 ou 5, entdo sua expansdo decimal serd infinita e, a partir de um

Proposicao 2.6. Dado um nimero racional, na forma irredutivel %, se b tiver outros

certo ponto, periodica.

Demonstracao. De fato, como hé fatores de b diferentes de 2 ou 5, em nenhuma etapa
o resto da divisao continuada de a por b, para transformar § em ndmero decimal, serd
zero, pois estamos tratando apenas de niimeros com representacao decimal infinita, uma
vez que, ha fatores de b diferentes de 2 ou 5. Se sua representacao fosse finita, seria uma
contradicao a reciproca contida na Prop. 2.5. Logo, a expansao nunca termina, ou seja,
é infinita. Além disso, os diferentes restos (diferentes de zero) que ocorrem, sao todos
menores do que b; logo, o numero deles é no maximo b — 1. Assim, algum resto deve
repetir-se e, a partir dai, o processo se repete: os restos se sucedem na mesma ordem
anterior e, portanto, os quocientes também, o que fornece a periodicidade (observe que o

periodo tem, no maximo, b — 1 algarismos). [ |

As Props. 2.5 e 2.6 acima, mostram que todo nimero racional § pode ser
representado por decimais finitos (decimais exatos) ou decimais infinitos, porém periédicos

(dizimas periédicas). A reciproca também é verdadeira, isto é, todo niimero decimal exato

ou decimal infinito periddico representa um numero racional na forma §. Tratam-se de

dois tipos de nimeros decimais: os finitos e infinitos periédicos.

Os decimais finitos (exatos), representam niimeros racionais como visto na

a

b
a = numeral decimal sem a virgula e b = 10°, onde s € N é o nimero de algarismos da

Prop. 2.5, ou seja, um decimal exato ¢ equivalente a um ntmero racional %, em que

parte decimal do numeral decimal.
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Examinaremos, agora, as dizimas periédicas que podem ser escritas (sem a

parte inteira) da seguinte forma:
r = O, (llagag...amblbzbg...bn, (5)

em que aasaz...a,, representa a parte nao periddica (antiperiodo) com m algarismos e
b1babs...by,, representa o periodo (parte que se repete), com n algarismos.
Multiplicando-se ambos os membros da Eq. (5) por 10™*" para que tenhamos

todo o antiperiodo seguido de um periodo antes da virgula, temos
10m+n X = alagag...amblbgbg...bn + 0, blbgb3...bn. (6)

Agora, multiplicando-se, membro a membro, a Eq.(6) por 10™, para que fique apenas o

antiperiodo antes da virgula, temos

10™ -z = a10203...0y, + 0, blbgbg...bn. (7)

Subtraindo (7) de (6), obtemos
(1Om+n - 10m) = alagag...amblbgbg...bn — A10203...Ay,

de modo que
alagag...amblbgbg...bn — a10203...Qy,

10mtn — 10m ’

ou seja,

alagag...amblebg...bn — a10203...Qy, (8)
Tr =
107 (10" — 1) ’

que estd na forma ¢, a,b € Z e b # 0. Portanto, x é racional, e a fracdo na Eq. (8),
chama-se fragdo geratriz da dizima periédica na Eq.(5). |

O procedimento acima, nao s6 demonstra que toda dizima periédica repre-
senta um numero racional 7, como também fornece um algoritmo prético e eficiente para
determinar a fracao geratriz* de uma dizima, isto é, o niimero racional que a gerou, dispen-
sando assim, memorizar regras para se determinar geratriz de dizimas periédicas simples
ou compostas.

Portanto, reunindo as duas tltimas proposicoes e esta demonstracao sobre

dizimas periédicas, podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.7. Um numero € racional se, e somente se, quando escrito na forma

decimal, € finito ou infinito periddico.

4Se a dizima tem a parte inteira diferente de zero, este valor deve ser acrescentado a fracio obtida
para que se tenha a fracao geratriz.
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Observe que se for feita uma correspondéncia entre os niimeros racionais e os
pontos de uma reta, a cada racional corresponde um ponto na reta, ou seja, a todo decimal
(finito ou infinito periédico) corresponde um ponto na reta. Mas, nem todo ponto da reta
tem abscissa racional, ou seja, existem pontos na reta que nao tem abcissa decimal (finita
ou infinita periddica), de modo que os racionais nao preenchem toda a reta. Qual é,
entao, a natureza desses pontos da reta que nao possuem abscissa racional? Esses pontos
existem, porém, com abscissas nao racionais, e sua existéncia serd mostrada na préxima

subsegao, que tratard do conjunto dos nimeros irracionais (néo racionais).

2.1.5 Conjunto dos nimeros irracionais - I

Na secao anterior, vimos que, todo racional é equivalente a um decimal exato
ou decimal infinito e periddico, e que existem ntmeros, que também tém representacao
infinita nao periédica.

Observa-se, entao, que existem duas categorias de nimeros decimais: os finitos
e os infinitos, sendo que os infinitos podem ser periédicos ou nao periédicos. Os decimais
finitos juntos com decimais infinitos periédicos constituem os racionais, e os infinitos nao
periodicos, os nao racionais, que como veremos, os chamaremos de irracionais.

Os numeros que, na forma decimal, sao infinitos e nao periédicos sao denomi-
nados irracionais e, conforme Prop. 2.7, nao podem ser representados como fragao com
numerador e denominador inteiros.

Alguns irracionais sao bastante conhecidos, como 7 ~ 3,1415, que é a razao
entre o perimetro e o diametro de uma circunferéncia qualquer; & = %5 ~ 1,618033,
conhecido como nimero de ouro; dag = 1 + V2 &~ 2,4142, que é denominado nimero de
prata; e ~ 2,718281, base dos logaritmos naturais (constante de Euler); V2 ~ 11,4142,
que é a medida da diagonal do quadrado unitério; v/3 ~ 1, 732, etc.

Vimos nos tépicos anteriores algumas propriedades dos naturais, inteiros e
racionais. Como existe uma relagdo de inclusao indicada na Eq. (1), pag.23, as proprie-
dades validas nos subconjuntos, sao apenas extendidas para os conjuntos que os contém,
permanecendo sua validade.

No caso dos irracionais, temos uma inconsisténcia com os demais, por exemplo,
na propriedade de fechamento. A adigao, subtragao, multiplicacao e divisao de irracionais
nem sempre tem como resultado um nitmero irracional. Por exemplo, considerando os
numeros irracionais \/5, \/g, 3+v2e3-12 (serd mostrado mais adiante a irracionalidade
destes), temos que (3++/2)+(3—v2) =6, (3+v2)—v2=3, (3+v2)-3—V2) =T, e
V8+V2=V4=2, que sao racionais. No entanto, existem irracionais, por exemplo V2
e /3, cuja soma é v/2 + /3, que é irracional, como veremos na secio 3.

Na Grécia antiga, acreditava-se que os Uinicos nimeros existentes eram natu-

rais. O que hoje conhecemos por racionais eram vistos apenas como razao entre nimeros
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naturais. Utilizavam-se os niimeros para realizacoes de medicoes de segmentos de reta, e
até entao, esse conhecimento era suficiente para suas necessidades. Tamanho foi o espanto,
ao descobrirem que a diagonal e o lado do quadrado eram incomensuraveis, isto é, nao
existe um submultiplo comum de modo que um seja medido a partir do outro. Como con-
sequéncia disso, a medida da diagonal do quadrado unitario nao pode ser expressa pela
razao entre nuimeros inteiros, ou seja, nao é racional. Surge assim, o primeiro nimero
irracional formalmente descoberto. Na notacéo atual, o representamos pelo simbolo v/2.

A tabela a seguir mostra aproximagcoes sucessivas por falta ou excesso:

Tabela 1 — Aproximacdes de /2

N° Casas decimais Falta Excesso Resultado
0 1 2 1<vV2<2
1 1,4 1,5 1,4<v2<1,5
2 1,41 1,42 1,41 <2< 1,42
3 1,414 1,415 1,414 < V2 < 1,415
4 1,4142 1,4143 1,4142 < /2 < 1,4143
5 1,41421 141422 1,41421 < V2 < 1,41422
6

1,414213  1,414214 1,414213 < /2 < 1,414214

Fonte: Elaborado pelo autor.

Mas, como garantir que se continuarmos esse processo de aproximacoes nao
havera repetigao? Como garantir que nao chegaremos a uma dizima periédica? A tnica
forma de garantir, com precisao, é com uma demonstracao matematica que faremos na
secao 3 sobre irracionalidade de alguns nimeros reais.

A seguir, veremos um teorema que permitird produzir uma infinidade de

nimeros irracionais, a partir de um tnico ntimero irracional dado.

Teorema 2.4 (Produgao de Irracionais). Sea € 1 e0 # r € Q, entdo a adi¢do, subtragdo,

multiplicacao e divisio de r e « resultardo em nimeros irracionais. Também —o e a1

SA0 1rracionais.

Demonstra¢ao. Suponhamos, para comegar, que —« fosse racional, digamos —a = ', 7’ €
Q. Entao, terfamos que a = —1’' = (—1) -1’ e, pelo fato de os racionais serem fechados

para multiplicagao, acarretaria que a € Q, o que é absurdo, pois contradiz a hipétese de

1

ser o € . Provaremos a irracionalidade de a~" no caso mais geral, pois se trata do caso

particular =, r = 1. O enunciado do teorema, afirma também, além do ji demonstrado,

que
o T

a+r, a—r, r—0o ro, —, —

T o

el (9)

Se pelo menos uma dessas expressoes fosse racional, entao terfamos uma ou mais das

equacoes
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0} r
a—+1r=r Q—T="T9, T—C&=Ts3, rax =Ty, — =175, — =T,
T o

com 11, 79,73, 74,5, g Tepresentando niimeros racionais. Resolvendo-as em «, obteriamos

T4 r
a=7rm—r, a=ro+7r, a=r—r3 QO=—, A=1IT5; O=—, (10)

T Te
em que os segundos membros das equagoes, em (10), sao racionais, pelas propriedade de
fechamento dos niimeros racionais. Mas, nenhuma dessas igualdades é verdadeira, pois «
é irracional. Portanto, é impossivel que qualquer um dos nimeros na Eq.(9) seja racional,

completando assim, a demonstracao do teorema. [ |

Usando o Teo.2.4, o ntimero irracional descoberto pelos gregos, v/2, e os ele-
mentos de N, por exemplo, j4 somos capazes de produzir uma infinidade de nimeros
irracionais. A partir desses, e utilizando novamente o mesmo teorema, poderao ser cria-
dos outra infinidade de irracionais.

De modo analogo, poderiamos utilizar cada um dos irracionais citados no inicio
desse tépico. Sendo assim, sdo exemplos de irracionais: 3 + v/2, 3 —v/2, V2 — 3, 3v2 ,
—V2, B, 2 3+V3,3-V3,V3-3,3V3, —V3, L, Z 34737 7—3,37, 3,
7,2, 34+9,3-®, 03,30, -0, 7,2 3+¢,3—¢,e—3,3¢, —¢, £, 2, et

Observemos que QNI = & e que os ntimeros racionais juntos com os irracionais
formam uma nova categoria de nimeros que chamaremos de reais, indicados por R, ou
seja, QU T = R. Vimos, assim, que todo nimero estudado até agora é real.

Os numeros reais e algumas de suas propriedades serao explorados na proxima

subsecao.

2.1.6 Conjunto dos nimeros reais - R

A reunidao do conjunto dos numeros racionais com o conjunto dos numeros
irracionais formam o conjunto dos nimero reais, isto é, R = QUI. Podemos entao, definir

o conjunto dos nimeros reais como
R={z;z€Qoux €l}.

Para (LIMA et al., 1997), o conjunto R pode ser visto como modelo aritmético
de uma reta, enquanto esta, por sua vez, ¢ o modelo geométrico de R. Segue, conforme
Fig. 4, a representacao desse conjunto na reta numerada, que passaremos a denominar
de reta real. Afirma ainda que tal propriedade é o que garante a continuidade da reta.
Detalharemos um pouco mais essa importante caracteristica dos niimeros reais no tépico

de representacao decimal de niimeros reais.
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Figura 4 — Representacao dos Reais

—6—2_%% V3 e

R T S RN

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir veremos a relagao existente entre comensurabilidade e incomensura-
bilidade com nimeros racionais e irracionais, e ampliaremos o conceito de niimero para

poder representar medidas incomensuraveis com a unidade.

2.1.6.1 Segmentos comensuraveis e incomensuraveis

Seja AB® um segmento de reta. Se quisermos medi-lo, devemos estipular um
segmento padrao u, o qual utilizaremos para tal fim. Este segmento, serd por definicao, a
nossa unidade de medida, tendo, portanto, comprimento 1(um). Para realizar a medigao,
devemos comparar o segmento unitario com o segmento AB, ou seja, verificar quantas
vezes o segmento u pode ser colocado de maneira justaposta no segmento AB. Se u
couber um nimero n exato de vezes em AB, entdo a medida AB serd n; caso contrario,
a medida AB nao serd um numero natural. Esta situagao, nos leva a ideia de fracao.

Procederemos da seguinte forma: (i) procuramos um segmento v que caiba
um nimero ¢ de vezes no segmento unitario u e p vezes no segmento AB, e assim, v serd
uma medida comum de u e AB. Se pudermos encontrar v, afirmaremos que AB e u sdo
comensuraveis. O comprimento de v sera a fracao % e a medida AB, sera p vezes é, ou
seja, %’. (ii) Se ndo conseguirmos v como descrito acima, diremos que AB e u ndo sdo
comensuraveis, isto €, serao incomensuraveis.

Observando (i), temos que u e AB sdo segmentos comensuraveis, em que
u=queAB = puv, isto é, AB = p%, ou ainda, AB = §u. Portanto, sendo u um segmento
unitério, a medida de AB é o nimero §, que é racional. Em (éi), ampliamos o conceito de
nimero, introduzindo os niimeros irracionais para representarem as medidas de segmentos
que sao incomensuraveis com a unidade. Assim, as medidas de segmentos comensuraveis
com a unidade sao representadas pelos ntimeros racionais, enquanto que as medidas de
segmentos incomensuraveis com a unidade, sao representados pelos niimeros irracionais.
Desse modo, fixando uma unidade de comprimento arbitraria, todo segmento de reta tera

uma medida numérica que sera um numero real. Dali, a correspondéncia entre a reta e

5Utilizaremos AB para representar o segmento e AB representando sua medida.
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o conjunto dos numeros reais, de modo que R é aceito como modelo aritmético da reta,
enquanto esta serd aceita como modelo geométrico de R.

Podemos citar como exemplo da existéncia de segmentos incomensuraveis o
lado e a diagonal de um quadrado JABC'D de lado AB. Com efeito, suponha que o lado
AB e a diagonal AC sido comensuraveis, isto é, existe um segmento de reta v que cabe
q vezes em AB e p vezes em AC. Tomando AB como unidade de comprimento, temos
AC =

ainda,

SNt

2
e AB = 1, e assim, pelo Teorema de Pitagoras, temos que <§> =1%2+12% ou

p* = 2¢°. (11)

A igualdade em (11) é um absurdo!, pois na decomposigao de p? em fatores
primos, o expoente do fator 2 é par, enquanto, em 2¢?, é impar. Tal absurdo, deve-se ao
fato de se supor o lado e a diagonal do quadrado comensuraveis. Portanto, o lado e a

diagonal do quadrado sao segmentos incomensuraveis. |

2.1.6.2 Representacao decimal de um ntimero real

Ao estudarmos os numeros racionais (Q), vimos que, na forma decimal, po-
dem ser representados por meio de decimais exatos ou infinitos, mas periédicos. Ja os
irracionais (I), por decimais infinitos nao periédicos. Assim, como os reais sao formados
pela uniao de Q e I, podemos representa-los, por decimais exatos, infinitos periédicos ou
nao periédicos, isto é, qualquer representacao decimal é um nimero real.

Todo numero irracional na forma decimal, é infinito e nao periédico, como ja
mencionado anteriormente. No entanto, se limitarmos, um irracional g a uma quantidade
n de casas decimais teremos um racional «,, como em (4). E quanto mais casas decimais
utilizarmos, mais préximo «,, estard de . Dizemos, entao, que o limite de «,,, quando
a quantidade n de casas decimais tende ao infinito, é S. Em outras palavras, o nimero
irracional § é uma aproximagao por racionais «,. Esta caracteristica nao é tnica dos
irracionais. Na realidade, é o que caracteriza o conjunto dos nimeros reais e, por isso,
denominamos tal propriedade de completeza dos reais: todo niimero real pode ser obtido
por aproximacao de racionais «,; ela nos permite representar os reais como uma reta.

Segundo (LIMA et al., 1997), “A completeza de R equivale a continuidade da
reta. E ela que garante a existéncia de /a e, mais geralmente, de a®, para todo a > 0 e
todo 2 € R. E a completeza de R que diferencia os reais dos racionais [...]”.

Na proxima subsecao, sao estudados alguns subconjuntos importantes de R,
dentre eles destacaremos os intervalos reais. Além disso, apresentaremos a propriedade
Arquimediana dos reais e veremos também um importante teorema sobre a densidade dos

irracionais e racionais na reta real, isto é, que estao “espalhados”por toda a reta.
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2.1.6.3 Subconjuntos dos Reais

Do fato de que R = QNI tem-se que Q C Rel C R. Javimosque N C Z C Q;
logo, NCZCQCR, QUI=g, ICReR-Q=1
Outros subconjuntos de R que merecem destaque, por serem comumente uti-

lizados, sao os intervalos, cuja definicao segue abaixo:

Definicao 2.5 (Intervalos). Sejam a,b nimeros reais com a < b. Denominamos de
intervalos reais ou, simplesmente, intervalos, os subconjuntos de R:

[a,b] ={r € R;a <z <b}, (a,b)={reRja<az<b}, [a,b)={r€R;a<x<b},
(a,b) ={x € Rja <z <b}, (—o00,b={reRx<b}, (—o00,b)={zeRz<b},
la,+00) ={z e Rz > a}, (a,+o0)={reR;z>a}, (—o0,+00)=R.

Os quatro primeiros intervalos sao limitados, com extremos a,b: [a,b] é um
intervalo fechado, (a,b) é aberto, [a,b) é fechado a esquerda, (a,b] é fechado a direita.
Os demais intervalos sao ilimitados: (—oo,b] é a semirreta esquerda, fechada de origem b;
(—00,b) é a semirreta esquerda, aberta de origem b; [a, +00) é a semirreta direita, fechada
de origem a; (a,+00) é a semirreta direita, aberta de origem a, e (—o0,+00) é toda a
reta real, isto é, (—oo, +00) = R. Quando a = b, o intervalo fechado [a, b] reduz-se a um
Unico ponto e o denominamos de intervalo degenerado. Os simbolos +00 e —o0 nao sao
nimeros, apenas simbolos que usamos para a representagao de intervalos ilimitados.

A seguir, veremos uma propriedade importante dos niimeros reais, a proprie-

dade Arquimediana.

Proposicao 2.8 (Propriedade Arquimediana). As propriedades em R sdo equivalentes:
a) N C R é ilimitado superiormente;
b) dados a,b € R, com a > 0, existe n € N talque n-a > b;
¢) para cada a > 0 de R, existe n € N talque 0 < % < a.

Demonstracao. a) = b) Sendo a > 0, por a), existe n € N talque n > %, isto é, n-a > b.
b) = ¢) Em b), fazendo b = 1, obtemos n - a > 1, isto é, % < a; logo, 0 < % < a.
¢) = a)Va > 0, tem-se é > 0. Por ¢), existe n € N talque % < % Portanto, n > a, ou

seja, N é ilimitado superiormente em R. [ |

No Teorema a seguir, veremos um resultado sobre intervalos, que tem como
consequéncia a densidade de I e Q em R, isto €, que tanto os irracionais quanto os racionais

estao por toda parte nos reais.

Teorema 2.5. O conjunto I dos niimeros irracionais e o conjuto Q dos nimeros racionais

sao ambos densos em R.

Demonstracao. Seja («, 5) um intervalo aberto em R, nao-degenerado. Devemos mostrar

que existem um nidmero irracional e um nimero racional em («, 3). Como f — a > 0,

existe um ntmero natural n tal que 0 < L < 522 ou seja, 0 < V2 o 8 —a. Os
n V2 n
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numeros da forma %5, onde k € Z, sao (salvo k = 0) irracionais e dividem a reta R
em intervalos de comprimento % Como \/75 ¢ menor do que o comprimento [ — « do
intervalo (a, ), conclui-se que algum %ﬁ deve pertencer ao intervalo («a, (). Esta é
apenas uma ideia intuitiva da prova, cuja prova formal serd feita a seguir. Considere o
conjunto Y = {k € Z; %ﬁ > }. Como R é arquimediano, temos que N C R é ilimitado
superiormente. Logo, existe n tal que %ﬁ > [, para algum k € Z, nao importa qual
seja f. Entao, @ # Y C Z é limitado inferiormente por fn. Assim, pela Boa Ordenacgao
dos inteiros, Y possui um menor elemento, e Seja ko € Y esse menor elemento. Entao,
b < ko‘[ ; mas, como kg — 1 < ko, tem-se (ko DvV2 S.

Aﬁrmamos que a < (ko—1)v2 B.

. . , ko—1)v/2
Com efeito, se nao fosse assim, teriamos M <a< f < Jﬁ, o0 que acarreta

6 —a< kof (ko— 1)\f \[

, 0 que é uma contradlgao pois pela Prop. 2.8, item (i),

temos que Va >0 de R, ex1ste n € N, tal que 0 < f < a. Tomando a = 8 — «, segue que

] (ko 1)\[ ( B). Para obter um ntimero racional

no intervalo («, ), tomamos n € N*, de modo que < f — a. Os nimeros da forma %,

V2 8 — a. Logo, o nimero irraciona
n

onde k € Z, sao todos racionais e dividem a reta R em intervalos de comprimentos %
Como % é menor do que o comprimento 8 — « do intervalo («, /3), conclui-se que algum
% deve pertencer ao intervalo (a, ). A demonstragao se faz como no caso anterior: se ko

for o menor inteiro tal que 8 < * entdo, o nimero racional =1 ¢ (a, B). [
n n

Fizemos nesta secao uma construcao dos niimeros reais, menos formal, e mais
didatica, pensando nos nossos alunos e professores do Ensino Médio.

Na préxima secao, faremos uma construgao dos ntimeros, porém com um certo
grau de formalidade, usando-se os Axiomas de Peano, para construir os naturais, a ideia
de classe de equivaléncia, para construir os inteiros e os racionais e, finalmente, os cortes

de Dedekind, para a contrugao dos reais.
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2.2 CONSTRUCAO DOS NUMEROS

Nesta secao, abordaremos, formalmente a construcao dos numeros. Inicial-
mente, utilizando nocoes de conjuntos e os axiomas de Peano, costruiremos os naturais e,
a partir dai, construiremos os conjuntos dos inteiros, racionais, irracionais e reais. Para
tal fim, sao necessarias algumas defini¢coes, como conjunto das partes, pares ordenados,
produto cartesiano, relagao e classes de equivaléncia, quociente de um conjunto por uma
relagao, dentre outras.

A seguir, apesentaremos algumas definicoes e propriedades, necessarias ao en-
tendimento da secao e, na sequéncia, iniciamos a construcao formal dos niimeros naturais,

utilizando os axiomas de Peano.

2.2.1 Conceitos preliminares

Definigao 2.6 (Conjunto Poténcia). Denomina-se conjunto poténcia ou conjunto das
partes de A, o conjunto cujos elementos sao os subconjuntos de A, e o denotamos por
P(A).

Por exemplo, sendo A = {1, 2}, temos que Z(A) = {2, {1},{2}, A}.

A definicao a seguir, de pares ordenados, utiliza-se de um subconjunto bem

especifico do conjunto poténcia.

Definigao 2.7 (Pares Ordenados). Dados um conjunto, nao wvazio, A, e o, € A,
definimos o par ordendo («, ) como sendo o conjunto {{a},{«a,B}}. (Observe que
(0, 8) € 2(4)).

A Def. 2.7 formaliza a ideia intuitiva de que par ordenado é um par de objetos
onde a ordem tem importancia. Este fato sera comprovado no teorema a seguir.
Teorema 2.6 (Igualdade de pares ordenados). Sejam A um conjunto e a, 3,7,6 € A.

Temos que

(@,8) = (1.0) & a=veB =4 (12)

Demonstragao. Se a = e =0, é claro que («, 5) = (7,0). Reciprocamente, suponha
que (a, B) = (7,9), isto é, {{a},{a, B}} = {{1}, {7, d}}. Temos dois casos a considerar:
a) a = . Nesta situacao, (a, 8) = (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a}, {a}} =
{{a}}. Assim, a hipétese seria {{a}} = {{7},{7,0}}. Entao, o conjunto
{7,0} é um elemento de {{a}}. Portanto, s6 pode ser igual a {a}, o que
acarreta que v = 6 = a. Como o = f3, temos que v =9 = [3; logo, « =y e
p=0.
b) a # B. Devemos analisar a igualdade {{a},{«,8}} = {{7}, {7,d}}.
Se {a, 5} = {7}, entdo terfamos @ = § = =, contrazidendo a hipdtese
a # . Logo, {a,8} = {v,d}, de onde concluimos que v # §. Assim,
o elemento {a} nao pode ser {v,d}; logo, {a} = {7}, de onde obtemos
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a =7. De {a, B}, como § # a e v # 6, segue que = 0. [ |

A seguir, definiremos produto cartesiano e o utilizaremos para definir operacao,

relacao binaria, relacao de ordem e relagao de equivaléncia.

Definigao 2.8 (Produto cartesiano). Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, o produto
cartesiano de A por B, denotado por A X B, € o conjunto de todos os pares ordenados
(x,y), comz € Aey€ B, isto é, Ax B={(z,y); v € Aey € B}.

Por exemplo, se A = {«a, } e B={~,d}, entao Ax B = {(«,7), (o, 9), (5,7),
(8,0)}.

Definigao 2.9. Uma operagdo num conjunto A # &, é uma fungdo x : A X A — A. A
imagem *((x,y)) de um par ordenado (z,y) pela func¢ao *, € usualmente denotado por

x *xy. Em simbolos, temos

x: AXA— A (13)

(z,y) = x*xy

Definigao 2.10 (Relagao binaria). Uma relagdo bindria R num conjunto A € qualquer
subconjunto do produto cartesiano A X A, isto é, R C A x A.

Por exemplo, sendo A = {a, 8,7}, temos que R = {(a, a), (o, B), (v, ), (7, @),
(7, 5), (7,7)} é uma relagdo bindria em A.

Se R é uma relacao binaria em A e se (o, ) € R, escrevemos aRf3, isto é,

(a,f) € R < aRp. (Lé-se: « estd relacionado com f via R).

Definigao 2.11 (Relagao de ordem). Uma relagio R em A diz-se relagio de ordem, se
possuir as sequintes propriedades:

a) refleriva: aRa, Vo € A;

b) antissimétrica: aRf e fRa = a =, Va,p € A;

c) transitiva: aRp e Ry = aRvy, Va, [,y € A.

Definigao 2.12 (Relagao de equivaléncia). Uma relagio R em A, diz-se relagdo de equi-
valéncia, se possuir as sequintes propriedades:

a) reflexiva: aRa,¥Ya € A;

b) simétrica: aRfS = BRa,V o, € A;

c) transitiva: aRB e PRy = aRy,Ya,B,v € A.

Definigao 2.13 (Classe de equivaléncia). Sejam R uma relagao de equivaléncia num
conjunto A e « € A um elemento fixzado arbitrariamente. O conjunto @ = {x € A; xRa}
¢ denominado classe de equivaléncia de a pela relacdo R, ou seja, @ € o conjunto formado

por todos os elementos de A que sao equivalentes a .

Definigao 2.14 (Conjunto quociente). Seja R uma relagao de equivaléncia num conjunto

A. Denominamos conjunto quociente de A por R, o conjunto formado pelas classes de
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equivaléncia em A pela relagio R. Denotando-se esse quociente por A/R, tem-se A/R =
{@; a € R}.
Feitas essas consideragoes que serao utilizadas na construcao dos nimeros in-

teiros, faremos inicialmente, na préxima subsecao, a construcao dos niimeros naturais.

2.2.2 Construcao dos naturais
2.2.2.1 Axiomas de Peano

Os Axiomas® de Peano baseiam-se nos conceitos de conjuntos e funcoes. Utiliza-

se da fung¢ao, denominada sucessor,

s:N—N

n— s(n),
para construir o conjunto N, cujos elementos sao chamados nimeros naturais, que satisfaz
0s axiomas a seguir:

A1l. Existe uma fun¢do s : N — N. A imagem s(n) de cada nimero natural n

¢é denominada o sucessor de n;

A2. Se s(m) = s(n), entdo m = n, isto é, s ¢ injetiva;

A3. Existe um tnico natural 0 € N tal que 0 # s(n),Vn € N;

A4. Se um subconjunto X C Nétalque0 € X e s(X) C X (istoé, ne X =

s(n) € X), entao X = N.

Podemos reformular as propriedades descritas acima de uma outra maneira,
mais natural e em uma linguagem mais acessivel:

1. Todo numero natural n tem um tunico sucessor, denotado por s(n), que

ainda é natural;

2. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

3. Existe um unico natural, chamado zero, e representado pelo simbolo 0, que

nao é sucessor de nenhum outro;

4. Seja X um subconjunto de nimeros naturias (X C N).

Se 0 € X e se, além disso, o sucessor de todo elemento x € X, ainda pertencer
a X, entao X = N.

A propriedade 4, acima, também conhecida como Principio da Indugao, é de
grande importancia para construir o conjunto dos nimeros naturais. Para (RIPOLL et
al., 2016b), “O Principio da Indugado Finita caracteriza o conjunto N como aquele que é
totalmente coberto pelo processo de se tomar o sucessor progressivamente a partir do 0”.
(LIMA, 2004), afirma que

O principio da inducao serve de base para um método de demons-
tracao de teoremas sobre nuimeros naturais, conhecido como o método

5Proposicoes que sdo aceitas como verdadeiras sem demonstracdes.
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da indugao (ou recorréncia), o qual funciona assim: “se uma propriedade
P é valida para o nimero 1, e se, supondo P valida para o nimero n
dai resultar que P é valida também para seu sucessor s(n), entdao P é
valida para todos os niimeros naturais”.

Desse modo, construiremos o conjunto dos naturais:

Essa construgao é assegurada pelo principio supra-citado e determina todos
os elementos do conjunto dos naturais. Neste ponto, passamos a adotar a notacao indo-
arabica para o nosso sistema decimal, ou seja, para os elementos de N. Vemos entao, que

N coincide com o conjunto

10, 5(0), 5(s(0)), s(s(s(0))), ...} = {0,1,2,3, ...}.

Assim, N nao contém outro elemento além desses. Isto confirma o que apren-
demos nas séries inicias sobre quais sao os elementos do conjunto dos naturais. Este fato

¢ provado no Teo. 2.7 abaixo:
Teorema 2.7. N={0,1,2,3,...}

Demonstragao. Seja A o conjunto {0,1,2,3,...}. Entao A C N que contém o 0 e também

o sucessor de qualquer elemento nele contido. Logo pelo Principio de Indugao, A =N. N

A seguir, vamos apresentar as operacoes com os elementos de N.

2.2.2.2 Operagoes em N

Definiremos as operacoes de adi¢do e multiplicagao como uma funcao, conforme
a Definicao 2.9 e, também, utilizando recorréncia. Estas operacoes formalizam a ideia de
adicao e multiplicacao que utilizamos desde as séries iniciais.

A Adicao de nimeros naturais estd na seguinte:

Definicao 2.15. A adi¢cao em N, é uma funcao + : N x N — N definida para m,n € N,
a) m+0=m;
b) m+ s(n) = s(m+n).
Ao fixar um nimero m € N, o item a) acima, nos da o resultado da soma

desse ntimero m com 0, isto é, m + 0 = m. Também nos da a soma de m com o s(0),
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m+s(0) = s(m+0) = s(m), item b). Temos ainda, m+s(s(0)) = s(m+s(0)) = s(s(m)),

e assim, sucessivamente:

m+0 = m
m+1 = m+s(0)=s(m+0) =s(m)
m+2 = m+s(l)=s(m+1) = s(s(m))

m+n = m+sn—1)=s(m+n-—1)

Dessa forma, fixado o m € N, fica determinada a sua soma com cada um dos
nimeros naturais, sucessivamente. O Principio da Inducao garante que, por meio desse
processo, a operacao de adi¢ao ¢ definida para todos os naturais. De fato, considerando
o conjunto A = {m € N; m + n estéd definida, ¥n € N}, temos

e 0 € A peloitem a) da Def. 2.15;

e nec A= s(n) € A, peloitem b) da Def. 2.15.

Isto significa que A satisfaz as hipéteses do Principio da Inducao. Portanto, A = N, ou
seja, m + n estd definida para todo par (m,n) de naturais, o que nos diz que a adigao
acima definida, é de fato uma operacao em N. Em particular, esta definicao relaciona as
ideias de sucessor e de adicao, caracterizando assim o sucessor de um nimero m € N
como

s(m) =m+ 1. (14)

A adicao goza das seguintes propriedades, cuja demostracao feita por inducao
omitiremos neste trabalho:

A1l. Associatividade: m + (n+p) = (m+n) +p,Vm,n,p € N

A2. Comutatividade: m+n=n+m,Vm,n € N

A3. Elemento Neutro: m+0=04+m =m,Vm €N

A4. Leido corte: m4+n=m+p=n=pVm,n,pe N

A5. Tricotomia: Dados m,n € N, pode ocorrer exatamente uma das trés
alternativas: ou m = n, ou existe p € N tal que m = n + p, ou existe
q € N tal que n =m +q.

A Multiplicagao de niimeros naturais sera apresentada na seguinte:

Definigao 2.16. A multiplicagao em N, é uma funcao - : N x N — N definida para
m,n € N,

a) m-0=0;

b) m-s(n)=m-n+m.

Assim como na adigao, ao fixarmos um nimero m € N, o item a) acima nos

dé o resultado do produto de m por 0: m -0 = 0. Também nos d& o produto de m pelo
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s(0) =1: m-s(0) =m -0+ m =m, isto é, m -1 = m, item b). Temos ainda,

m-s(s(0))=m-s(1)=m-1+m=m+m,

e assim, sucessivamente,

m-0 = 0

m-1 = m-s(0)=m-0+m=m

m-2 = m-s(l)=m-1+m=m+m
m-3 = m-s(2)=m-2+m=(m+m)+m
m-n = m-sin—1)=m-(n—1)+m

De modo analogo ao da adicao, o Principio da Indugao garante que, por meio

desse processo, a operacao de multiplicacao é definida para todos os naturais. De fato,

considerando o conjunto B = {m € N; m - n estd definida, Vn € N}, temos que
e 0 € B, pelo item a) da Def. 2.16;
e n € B= s(n) € B, pelo item b) da Def. 2.16.

Isto significa que B satisfaz as hipdteses do Principio da Indugao. Portanto, B = N, isto

é, m - n estd definido para todo par (m,n) de naturais, o que nos diz que a multiplicagao

acima definida é de fato uma operagao em N.

A multiplicacao goza das seguintes propriedades, cuja demostracao feita por

indugao, também omitiremos neste trabalho:

M1.
M2.
Ms3.
MA4.
MS5.
MBS6.

Associatividade: m - (n-p) = (m-n)-p,Ym,n,p € N

Comutatividade: m-n =n-m,Vm,n € N

Elemento Neutro: n-1=1-n=n,Vn € N

Lei do corte: m-p=n-pep#0=m=n,Vm,n,peN

Distributiva em relagao a adigao: (m+n)-p=m-p+n-p,Ym,n,p € N

Se m,n sao naturais tais que m -n = 0, entao, m = 0 ou n = 0.

2.2.2.3 Relacao de ordem em N

Definigao 2.17. Sejam m,n € N. Dizemos que m < n (m é menor do que ou igual

an) se existirp € N tal que n = p+ m.

A relagao binaria “ <7 acima é uma relagao de ordem em N, pois satisfaz as
propriedades da Def. 2.11:

a) n

< n,Vn € N (Reflexiva);

b) se m < nen<m= m=n (Antissimétrica);
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c) sem<nen<p=m<p (Transitiva).

A relacao de Ordem “ <7 satisfaz, Va, b, c € N, as propriedades:

a) compatibilidade com a adi¢ao: a <b=a+c<b+c

b) cancelativa em relagao a adi¢do: a+c<b+c=a<b

c¢) compatibilidade com a multiplicagdo: a < b=a-c<b-c

d) cancelativa em relagdo a multiplicacao: a-c<b-¢,0<c=a<b

Observamos que, da Def. 2.17 e da Eq. 14, temos n < s(n),Vn € N. Assim,
podemos relacionar os naturais do modo a seguir, 0 < 1 <2 <3 <4<5 <1, e
dizemos, entao, que N é um conjunto ordenado.

Como consequéncia da propriedade acima, isto é, do fato dos naturais serem

ordenados, temos um resultado muito importante, conforme aponta (LIMA, 2008):

Um resultado de grande importancia, até mesmo como método de de-
monstragao, é o fato de que todo conjunto nao-vazio de nimeros naturais
possui um menor elemento. Este fato é conhecido como Principio da Boa
Ordenagao.

A seguir, enunciaremos e provaremos o Principio da Boa Ordenacao.

Teorema 2.8 (Principio da Boa Ordenagao). Todo subconjunto nao-vazio A C N possui

um menor elemento, isto €, um elemento ng € A tal que ng < n, para todo n € A.

Demonstrac¢ao. Usando a notagao I, = {p € N;p < n}, considere o conjunto X C N,
formado pelos nimeros n € N, tais que I, C N\ A (assim, dizer que n € X significa
afirmar que n ¢ A e que todos os nimeros naturais menores do que n também nao
pertencem a A). Se tivermos 0 € A, o teorema estard demonstrado, pois 0 serd o menor
elemento de A. Se, porém, 0 ¢ A, entao 0 € X. Por outro lado, temos X # N (pois
X CN\AeA+# @). Assim, X satisfaz a primeira parte da hipétese de A4 (contém
0), mas nao cumpre a conclusao (nao é igual a N). Logo, ndo pode satisfazer a segunda
parte da hipétese. Isto quer dizer que deve existir algum n € X tal que n +1 ¢ X. Se
ng = n + 1, entao todos os inteiros desde 0 até n pertencem ao complementar de A, mas
ng = n + 1 pertence a A. Desta maneira, ngo = n + 1 é o menor elemento do conjunto A,

o que conclui a demonstracao. [ |

Provamos o Teo. 2.8 usando o Principio da Indugao. Provaremos a seguir
o Principio da Inducao como consequéncia do Principio da Boa Ordenacgao, mostrando
assim, a equivaléncia entre tais principios, isto é, assumindo um deles como axioma,
podemos provar o outro.
Teorema 2.9 (Principio da Indugao). Se um subconjunto X C N € tal que 0 € X e
s(X)C X (isto é, n € X = s(n) € X), entdo X =N.

Demonstragao. Seja X um conjunto que satisfaz as condigoes da hipétese, isto é, (i) 0 € X

e (1i)Vn € X = n+1 € X. Vamos provar que X = N. Suponha, por absurdo, que
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X # Ne defina Y = N\ X. Temos que Y # @, pois X nao é todo o N. Logo, pelo
Teo. 2.8, Y possui um menor elemento ny. Por i), este elemento ndo pode ser 0; entao,
é sucessor de algum nimero natural. Assim, no =n+1 € Y, masn ¢ Y e, portanto,
n € X, e dai, por ii), n+ 1 € X, o que é uma contradi¢do, que provém do fato de supor

que X nao é todo o conjunto dos naturais. Portanto, X = N. |

Teorema 2.10 (2° Principio da Inducao). Seja X C N um conjunto com as sequintes
propriedades: dado n € N, se X contém todos os numeros naturais m tais que m < n,
entao n € X. Nestas condi¢oes, X = N.

Demonstragao. SejaY = N\ X. Afirmamos que Y = &. Com efeito, se Y nao fosse vazio,
existiria um elemento minimo ny € Y. Entao, todo niimero natural m < ng pertenceria a
X. Pela hipétese feita sobre X, terfamos ng € X, que é uma contradi¢ao que provém do
fato de supor Y # @. Portanto, Y = 0, e assim, X = N. [

Exemplo 2.1. Usaremos o 2° Principio de Inducgao para provar o Teorema Fundamental

da Aritmética.

Demonstragao. Sen = 2, o resultado é imediato, pois 2 é primo (consideramos um produto
de fatores primos com um tnico fator igual a 2). Supondo que o resultado é vélido para
todo nimero natural menor do que n, provaremos a validade para n. Se n é primo nada
temos a demonstrar (neste caso, n é trivialmente um produto de fatores primos). Suponha,
entao, que n seja composto; logo, existem ny,ny € N, tais que n =ny-no, com 1 <n; <n
e 1 < ny < n. Pela hipdtese de inducao, existem primos p1, p2, ..., Pr € q1, ¢, ..., G5 tais que
Ny = P1-Pa--Pr €Ny = q1-qo-...-Qs, OUSEjA, N = P1-P2-...Pr-q1-G2-...-qs. Portanto, podemos
concluir que todo niimero natural n # 1, pode ser escrito como produto de fatores primos.
Provaremos agora, a unicidade da escrita de n em fatores primos (a menos da ordem).
Suponha que tenhamos n = p; -ps - ... *pr = @1 - G2 ... - @5, onde 0s p;, 1 < i <71, e
¢;,1 < j < s, sdo primos. Como pi|q - g2 - ... - ¢s, temos que p; = ¢;, para algum j, que
apos reordenacao de ¢ - qs - ... - q5, podemos supor que seja qi, e dai, ps-...-pr = o - ...+ qs.
Como p; - ... - pr < n, a hipdtese de indugao acarreta que r = s; logo, os p; e g; sao iguais

aos seus pares, o que conclui a demonstragao. [ |

Na secao a seguir, apresentaremos algumas defini¢coes e teoremas que serao

usados na construcao do conjunto dos nimeros inteiros.

2.2.3 Construcgao dos inteiros

A construcao de um nimero inteiro sera feita usando-se a classe de equivaléncia
de um par de numeros naturais.
Definig¢ao 2.18. Em NxN, definimos a relagio ~, por (a,b) ~ (¢,d) quando a+d = b+c.
O teorema a seguir nos diz que ~, definida acima, ¢ uma relacao de equi-

valéncia.
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Teorema 2.11. A relagao bindria ~, definida em 2.18, ¢ uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Utilizando a Def. 2.12

a) (a,

b) (a,b) ~ (¢,d) = a+d = b+c = b+c = a+d = c+b = d+a = (¢,d) ~ (a,b).
(Simétrica).

¢) (a,b) ~ (c,d) e (c,d) ~ (e, f) = atd=b+cec+f=d+e=a+d+[f]=

b+c+[flebl+c+f=[bl+d+e= a+l+f=b+tl+e=>a+f=

b+e = (a,b) ~ (e, f). (Transitiva). [

b) ~ (a,b), pois a+b = b+a, devido a comutatividade em N. (Reflexiva).

Defini¢ao 2.19. (a,b) ¢ a classe de equivaléncia do par ordenado (a,b) pela relag¢io ~,

isto €,

(a,b) = {(z,y) e NxN; (z,y) ~ (a,b)}.

Defini¢ao 2.20. Z ¢ o conjunto quociente N x N/ ~ constituido pelas classes de equi-

valéncia (a,b), que o denominaremos de conjunto dos nimeros inteiros. Assim,

Z =N xN/~={(a,b); (a,b) € N x N}.

A seguir, estudaremos as operacoes de Adicao e Multiplicacdo em Z.

2.2.3.1 Operacoes em Z

A Adicao de nimeros inteiros serd dada na seguinte:

Definigao 2.21. Dados (a,b) e (¢,d) em Z, definimos a adi¢ao de (a,b) com (c,d),
(a,b) + (¢,d), como sendo o inteiro (a + ¢,b+ d).

Mostraremos, no teorema a seguir, que essa adi¢ao estd bem definida.

Teorema 2.12. Se (a,b) = (a/,V') e (¢,d) = (¢, d'), entao (a,b)+ (c,d) = (', V') + (¢, d'),

isto €, a adicdo de mumeros inteiros estd bem definida.

Demonstracao. De fato, se (a,b) = (a/,V'), entéo (a,b) ~ (a’,b'), ou seja, a +b = b+ d'.
De modo andlogo, segue que ¢ +d = d+ ¢. Como (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) e

(', 0)+ (¢,d) = (a/ + b + d'), devemos mostrar que os segundos membros de a + ' =
b+a' e c+d = d+c coincidem, ou seja, mostraremos que (a+c)+(b'+d') = (b+d)+(a'+').
Assim, de a+b = b+d e c+d = d+, temos que (a+c)+ (' +d') = (b+d)+(a'+). N

Assim como nos naturais, a adi¢ao nos inteiros é associativa, comutativa, tem

(0,0) como elemento neutro e vale a lei do cancelamento. Além disso, tem o elemento

oposto (ou simétrico ou inverso aditivo): dado (a,b) € Z, existe um unico (c¢,d) € Z
talque (a,b) + (¢,d) = (0,0); este (¢,d) é o elemento (b, a).

Agora, vamos definir, a seguir a Multiplicacdo de nimeros inteiros.
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Definigao 2.22. Dados (a,b) e (¢,d) em Z, definimos a multiplica¢ao de (a,b) por (c,d),

(a,b) - (c,d), como sendo o inteiro (ac + bd, ad + bc).

A multiplicacao também estd bem definida, e goza das propriedades comuta-
tiva, associativa, tem (1,0) como elemento neutro e é distributiva em rela¢ao a adigao.
Além disso, vale o cancelamento multiplicativo.

Na préxima subsecao, veremos como ordenar o conjunto Z.

2.2.3.2 Relagao de ordem em Z

Definicao 2.23. Um subconjunto nao-vazio S de Z é limitado inferiormente, se
existir um k € Z, tal que k < x, para todo x € S. Neste caso, k é uma cota inferior de

S. Seng € S €tal queny < x,Vx € S, entao ng é o menor elemento de S(nyg = minS).

Definigao 2.24. Dados os inteiros (a,b) e (c,d), escrevemos (a,b) < (¢,d)(lé-se (a,b) é

menor do que ou igual a (c,d)), quando a +d < b+ c.

A relacao acima é uma relacao de ordem nos inteiros e é uma extensao da
relacao de ordem nos naturais. Estd bem definida e é compativel com as operacoes de
adicao e multiplicacao em Z. Vale ainda ressaltar as proposicoes abaixo e, dentre elas,
o Principio da Boa ordenacgao nos inteiros, que é uma adaptacao da mesma propriedade
dos naturais. Conforme (LIMA, 2008),

O Principio da Boa Ordenacao nao se aplica imediatamente ao conjunto
7Z dos inteiros. Existem conjuntos nao-vazios de numeros inteiros que
nao possuem um menor elemento. O préprio Z é um deles: qualquer
que seja n € Z, o inteiro n — 1 é menor do que n, logo nao existe um
inteiro ng menor do que os outros.

Proposigao 2.9 (Principio da Boa Ordenagao em Z). Se S € um subconjunto nao vazio

de 7. e limitado inferiormente, entdo S possui um menor elemento.

Demonstracao. Sendo S limitado, existe um k£ € Z tal que k < s, para todo s € S.
Considere o conjunto A = {s — k;s € S} C S; entdao, A # &, pois S # @&. Além disso,
todos os seus elementos sao inteiros positivos, isto é, A C N. Logo, pelo Teo. 2.8, existe
ng € A, menor elemento de A, com ng = sqg — k, sg € S. Dai, sg = ng + k é o menor
elemento de S. [

Proposicao 2.10. Nao existe niumero inteiro n tal que 0 < n < 1.

Demonstracao. Suponha que existe n com esta propriedade e considere o conjunto S =
{z € Z;0 < x < 1}. Entao, S # &, e limitado inferiormente. Portanto, S possui um
menor elemento ng, com 0 < ng < 1. Multiplicando, esta tltima desigualdade por ny,
obtemos 0 < nj < ny < 1; logo, n3 € S e nd < ng, o que contraria a minimalidade de ny.
Portanto, S = @. |
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Proposicao 2.11. Dado um inteiro n qualquer, nao existe nenhum inteiro m tal que
n<m<n+1.

Demonstracao. Suponha que exite um numero inteiro m satisfazendo a desigualdade n <

m <n+ 1. Logo, 0 <m —n < 1, o que contradiz a Prop. 2.10, pois m —n € Z. [

Faremos, a seguir, a construcao dos niimeros racionais. Para isto, necessitare-

mos de algumas defini¢oes e teoremas.

2.2.4 Construcgao dos racionais

Definigao 2.25. Considere o conjunto 7 x Z* = {(a,b); a € Z eb € Z*}. Definimos a
relagio ~ por (a,b) ~ (c,d), quando ad = bc. Mostra-se que esta relagdo é uma relagdo

de equivaléncia.

Definigao 2.26. Dado (a,b) € Z x Z*, denotamos por § a classe de equivaléncia do par

(a,b) pela relagio ~ acima. Daf,

={(z,y) € ZxZ"; (x,y) ~ (a,b)}.

> e

Defini¢ao 2.27. Q € o conjunto quociente Z x 7*| ~, constituido pelas classes de equi-

valéncia %, denominado de conjunto dos nimeros racionais. Assim,

@ZZXZ*/Nz{%;aEZebGZ*}.

Definiremos, agora, a Adi¢ao e a Multiplicacdo em Q.

2.2.4.1 Operacoes em Q

<

d
multiplicacao (-), respectivamente por

Definigcao 2.28. Sejam
operagoes de adi¢io (+)

e < numeros racionais, isto €, elementos de Q. Definimos as

[S SIS

¢ ad-+be
= e

a c_ac
bd b d bd

Sall RS
IS

O conjunto @, munido das operacoes acima, tem as propriedades algébricas
0
1

a  c 1

existe 5 € Q, tal que § - 5 = 1, isto ¢, todo elemento nao nulo de Q

de Z, onde o elemento neutro aditivo é T e o neutro multiplicativo é % Além disso, dado

0
17
possui inverso multiplicativo.

um racional %

2.2.4.2 Relacao de ordem em Q

Definigao 2.29. Sejam § e 5 nimeros racionais com b,d > 0. Escrevemos § < 5, quando

ad < be e dizemos que § € menor do que ou igual a 5. A relagdo < estd bem definida e €
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uma relagdo de ordem em Q.

Na secao seguinte, sera feita a construcao dos nimeros reais, usando-se os
cortes de Dedekind.

2.2.5 Construcao dos reais

Faremos a construcao do conjunto dos ntiimeros reais, a partir do conjunto dos

numeros racionais. Para tal fim, necessitamos definir alguns elementos.

Definicao 2.30. Um subconjunto nao-vazio T C Q € limitado superiormente, se
existir um k € Q, tal que x < k, para todo x € T. Neste caso, k € uma cota superior
deT. Sea €S étal que x < a,Vxr € S, entao a é o elemento mdximo de T, indicado

por a = maxT.

2.2.5.1 Cortes de Dedekind

Definicao 2.31. Um conjunto o de nimeros racionais é denominado um corte se satisfaz
as condig¢oes a sequir:

Q) &4 a#Q;

b) ser € a es <r (sracional), entio s € a;

c) em « nao existe elemento mdximo.
Exemplo 2.2. O conjunto a = {z € Q; x < 2} € um corte.

Demonstracao. De fato, o conjunto acima satisfaz as condigoes da Def. 2.31. Vejamos:
a) % €Qe % < g; logo, % € «, e assim, a # . Por outro lado, para todo
racional y > %, y nao pertencerd a «, ou seja, a # Q;

b) Dado z € a, Vy € Q, com y < z, y € «, pela propriedade arquimediana de

R;
c) Vx € a, como = < %, existe y € Q, tal que x < y < %, bastando para isso
3
tomar y = 125 . Logo oo nao tem elemento maximo. [

Exemplo 2.3. O conjunto § = {z € Q; > £} ndo ¢ um corte. Observe que § nao
. .~ 1 3 1
satisfaz a condigao (b) da Def. 2.31. Por exemplo, 5 < £ € Q, no entanto, 5 ¢ S.

Exemplo 2.4. vy ={z € Q; z < %} nao é um corte, pois nao satisfaz (c), uma vez que,

3

¢ ¢ elemento maximo de 7.

Exemplo 2.5. Q\ {0} ndo é um corte.

Demonstragao. Embora satisfaca a) e ¢), ndo satisfaz a condigao b) da Def. 2.31. Dado
r>0e€Q)\{0}, 0 é racional menor que r e, no entanto, 0 ¢ Q\ {0}. |

Proposicao 2.12. Ser € Q e = {z € Q; x < r}, entdo o é um corte e r é a menor

cota superior de c.
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Demonstracao. Com efeito, « satisfaz as condigoes da Def. 2.31. Vejamos:
a) r ¢ «, logo a # Q. Por outro lado, para todo x racional menor que r,
acarreta x € a, e assim, a # .
b) Como x < r, para todo racional y, y < z = y < r; logo y € a.
yTJ”" < r e, como yTJ”"

€ «, ou seja, y nao é elemento maximo de «. Esse argumento também

c) Observe que se y € «a, entao y < € Q, temos que

ytr
2

mostra que r é a menor cota superior de «, pois qualquer racional menor
do que 7 é elemento de . Portanto, nao pode ser uma cota superior, do

contrario, seria elemento maximo. Contradigao! |

Definicao 2.32. Os cortes do tipo da Prop. 2.12, isto €, que possuem como cota superior
minima um numero racional, sao denominados de cortes racionais, e representaremos

pelo simbolo r*.

Definicao 2.33. Todo corte que nao for racional, serd denominado corte irracional.
A seguir, apresentaremos a prova de que existem cortes que nao sao racionais,

ou seja, cortes que nao possuem cota superior minima em Q.

Teorema 2.13 (Existéncia de cortes nao-racionais). Se a = {r € Qy; 7* < 2} UQ*,

entao o € um corte que nao € racional.

Demonstracao. Inicialmente, verificaremos que o conjunto acima é um corte. De fato, «
satisfaz as condigoes da Def. 2.31, vejamos:
a) 1€ a, logo a # &. Por outro lado, 5 € Q, mas 5 ¢ a, e assim, a # Q.
b) Sex € aey <z, comoy € Q, entdo analisaremos os casos abaixo:
— Se x,y € Q4, x e y sdo positivos, entdo y < z = y? < 2 < 2, e assim,
yeao
— Sex,y € QF, entao y € «, para y < ;
— SexeQ,eyeQ*,dadoy <0<z, entao y € a.
c) Devemos provar que se z € «, entdo existe y € «, com y > z. Para
r < 0, é imediato que existe r < y, tal que y*> < 2. y = 1, por exemplo.
Analisaremos os valores de > 0, com 22 < 2. Para encontrar o valor de y
nas condigoes acima, basta-nos encontrar um h € Q* , tal que (z+ h)* < 2,
e por y = x+h. Sem perda de generalidade, podemos buscar h < 1. Assim,
(r+h)?<2= 2%+ 2zh+ h? <2, e como h < 1, temos que

2%+ 2xh + h < 2. (15)
A expressao 15 serd menor que 2, se tomarmos h < g;ﬁ Como a expressao anterior é
positiva, tomando h < min {1, ggﬁ}, heQ, ey=xz+h, obtemos y* = (z + h)? < 2,

ouseja, y > x ey € a. A existéncia de tal h é garantida pelo fato de Q ser arquimediano.

Mostramos, entao, que « é um corte. Agora, verificaremos que « nao possui cota superior



47

minima. Observe que os racionais que nao pertencem a « sao os positivos que tem
quadrado > 2. Como néo existe racional cujo quadrado é 2, segue que y € Q \ « se, e
somente se, y > 0 e y?> > 2. Assim, Vy € Q \ a serd maior que x € a. Buscaremos
novamente um h racional positivo, tal que (y — h)? > 2, e fagamos z = y — h. Dessa
forma, estaremos mostrando que, dado y € Q \ «, existe z € Q \ «, com z < y, ou seja, «

nao tem menor cota superior. Supondo, mais uma vez h < 1, obtemos:

2 =2 (h>0) y* —2

(Yy—h)?2>2= 12— 2h+h2>2= 2 —h(2y—h)>2 SV Y P
2y — h 2y

Assim, tomando h < min {1, %} em Q7%, o que é possivel, pois Q ¢ arquimediano,

obtemos (y — h)? = y? — 2hy + h* > y* — 2y (%) +h?=2+4+h?>2. [ |

Denotamos por € o conjunto de todos os cortes. Em €, podemos estabelecer

(132

uma relacao de ordem “<”, definir as operagoes “+7e “”. Pode-se provar a validade da
propriedade de tricotomia, que a adicao é associativa, comutativa e tem elemento neutro.
Define-se, também, o simétrico aditivo e, com isso, a operacao de subtracao, como feito em
Z e Q. A multiplicagdo também é associativa, comutativa e tem elemento neutro. Existe a
compatibilidade da relacao de ordem com a adigao e multiplicacao. Ha a distributividade
da multiplicacao em relagao a adicao.
Definicao 2.34. € é denominado conjunto dos numeros reais e denotado por R.

Desse modo, cada corte de Dedekind, representa um nimero real conforme,
defini¢oes abaixo.
Definicao 2.35. Um corte racional r* define um nimero racional r.
Definicao 2.36. Um corte nao racional define um nimero irracional.

Com base nas defini¢coes acima e nas Props. 2.12 e 2.13, todo corte define
um numero real. Essa é a caracteristica que diferencia os reais dos racionais, também
chamada, as vezes, de completeza de R.

Na préxima se¢ao, provaremos a irracionalidade de alguns nimeros reais.
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3 MATERIAL E METODOS

3.1 IRRACIONALIDADE DE ALGUNS NUMEROS REAIS

Saber o que é e reconhecer os niimeros irracionais, sao coisas de fundamental
importancia para os professores de Matematica, principalmente, do Ensino Médio. Faz-se
necessario também compreender que os irracionais formam a maior parte dos reais, sua
cardinalidade (nimero de elementos) é muito maior que dos racionais. Sao eles que tor-
nam o conjunto dos reais um conjunto nao-enumeravel, isto é, nao se pode criar uma lista
que contenha todos seus elementos. Neste intuito, esta secao apresenta a demonstracao da
irracionalidade de alguns nimeros reais, bem como uma ideia informal da grande quan-
tidade de elementos que satisfazem essa condi¢ao de irracionalidade (um detalhamento
mais formal e rigoroso pode ser encontrado em (LIMA, 2004) e (LIMA, 2008).

As demonstracoes de irracionalidade aqui apresentadas sao feitas de forma
indireta, isto é, por contradicao ou redugao ao absurdo. Iniciaremos a subse¢ao abaixo

com as demonstragoes mais elementares que envolvem representacao com radicais.

3.1.1 Numeros representados com radicais

Proposicao 3.1. Representamos por /2 a medida da diagonal do quadrado de lado 1.

Afirmamos que V2 € um nimero irracional.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que v/2 seja um nimero racional. Entdo existem

inteiros p e ¢, primos entre si, tais que V2 = g. Dai,
P’ =2¢%, (16)

e assim, p? é par, o que acarreta p par (Prop.2.3), ou seja, p = 2m, m € Z. Substituindo-se
o valor de p na Eq. (16), temos que (2m)? = 2¢* e, portanto, ¢> é par, o que acarreta
q par. Temos, assim, uma contradicao, pois p e ¢ sao primos entre si, e nao podem ser

ambos pares. Concluimos entdo, que v/2 nio é racional. [ |

Proposicao 3.2. Representamos por /3 a medida da diagonal do cubo de aresta 1.

Afirmamos que V3 € um nimero irracional.

Demonstracio. Seguiremos o raciocinio andlogo ao da prova de /2. Mas, ao invés de
utilizar divisibilidade por 2, usaremos divisibilidade por 3. Provaremos, inicialmente, que
o quadrado de um numero inteiro é divisivel por 3 se, e somente se, o0 nimero inteiro em
si for divisivel por 3. De fato, um inteiro divisivel por 3 é da forma 3k, k € Z, e um inteiro
nao divisivel por 3 tem uma das formas 3k + 1 ou 3k + 2, com k € Z. Dal, a proposicao

é confirmada pelas equagoes abaixo
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(3k)* = 9k = 3 (3k?) = 3k,
N——
ki1€Z

(3k +1)% = 9k* + 6k + 1 = 3 (3k* + 2k) +1 = 3ky + 1,
ko€Z
26€

(B3k+2)> =9k* + 12k + 4 =3 (3k* + 4k + 1) +1 = 3k3 + 1.
e e
kseZ

Agora, suponha, por absurdo, que v/3 seja um nimero racional. Entdo, existem

inteiros p e ¢, primos entre si, tais que V3 = ’E’, o que nos da

p* = 3¢% (17)

Na Eq.(17), o inteiro 3¢* ¢ divisivel por 3, isto é, p? é divisivel por 3 e, portanto, p é
divisivel por 3, ou seja, p = 3k, k € Z. Substituindo-se p na Eq.(17), teremos (3k)? = 3¢?,
e dai, ¢ = 3k?, ou seja, ¢* é divisivel por 3, e também, q o é. Mas, isto é uma contradicao,
pois p e ¢ nao podem ser ambos divisiveis por 3, uma vez que § é irredutivel. Portanto,
v/3 nao é racional. [ |

Na prova da irracionalidade de v/2, utilizamos divisibilidade por 2, e na prova
da irracionalidade de v/3, utilizamos divisibilidade por 3. Na prova da irracionalidade de
V6, podemos usar divisibilidade por 2 ou por 3, e recair em uma das duas demonstracoes

anteriores. Observe que 6 = 2 - 3.
Proposicao 3.3. V6 € um nimero irracional.

Demonstracdo. Seguindo o raciocinio andlogo ao das provas de irracionalidade de v/2 e
/3, suponha, por absurdo, que v/6 seja um ntimero racional. Entdo, existem inteiros p e

g, primos entre si, tais que v/6 = g, e dai,
p* =6q"=2-(3¢°) = 3 (2¢°).

Utilizando raciocinio andlogo aos anteriores e, optando pela divisibilidade por 2 ou por 3,

concluiremos que v/6 é um ndmero irracional. [ |
Proposicao 3.4. V2 + /3 € irracional.

Demonstracdo. Suponha que v/2 + /3 fosse um nimero racional «, isto é, o = v/2 4+ /3.

Elevando-se ao quadrado ambos os membros da igualdade acima, obteremos

o =5
6 = i
V6 5

Mas, o conjunto dos nimeros racionais é fechado em relagao as quatro operagoes (adigao,

a?=5

5 ¢ um numero racional.

subtragao, multiplicagao e divisao (exceto por zero)). Logo,
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Como vimos na Prop. 3.3, v/6 é irracional e, portanto, v/2 + v/3 é irracional. |
Proposigao 3.5. Se p € inteiro positivo e primo, entao \/p € um nimero irracional.

Demonstragao. Suponha que /p € Q, ou seja, \/p = ™, m,n € Z, primos entre si. Dai,
p = 7::—22, ou ainda, m? = pn? e, assim, m = pk, com k € Z. Agora, (pk)? = pn?, ou seja,
p?k? = pn?, e dai, n = pk’, com k' € Z, o que é uma contradicao, pois m e n nao podem
ser ambos multiplos de p. Portanto, ,/p ¢ um ntimero irracional. [ |

Proposicao 3.6. Se p e q sao inteiros positivos e primos distintos, entdo /pq € um

numero irracional.

Demonstragao. Suponha que y/pg é um nimero racional, ou seja, \/pqg = =, m,n € Z,
primos entre si. Dai, pg = Z‘—;, ou ainda,
m? = pgn® = p qn® = q pn® . (18)
~— ~—

k1€Z ko€Z

Na Eq.(18) podemos usar o fato de m? ser multiplo de p ou ¢, e assim, recair na
demonstracao anterior, chegando-se a uma contradigao, pois m e n nao podem ser ambos

multiplos de p ou ambos multiplos de ¢. Portanto, /pg ¢ um numero irracional. [

A raiz quadrada de um numero inteiro positivo a, que nao seja quadrado

perfeito, é um ntimero irracional. Este fato esta provado na proposicao abaixo:
Proposigao 3.7. Se a € N nao € quadrado perfeito, entdo v/a é um nimero irracional.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que y/a é racional, isto é, existem m,n € Z, primos
C m B f e : . .

entre si, tais que /a = ot Se n = 1, y/a serd inteiro. Nesta situagao, a seria um quadrado

perfeito, o que estamos excluindo de nossa hipétese. Entao, vamos supor n # 1. Nesse

caso, n tem um fator primo p. Vamos verificar que este p é fator comum de m e n. Isso

2

é claro, pois m? = an? e, portanto, todo fator primo de n é também fator de m, o que é

uma contradigao, pois m e n sao primos entre si. Logo, v/a serd irracional. [ |

Proposicao 3.8. Se n = a-b é um nimero inteiro tal que /n = va-b é irracional,
entdo \/a + Vb € irracional.

Demonstragdo. Utilizando o raciocinio da Prop. 3.4, suponha que v/a+ v/b é um nimero
racional v, isto é, v = /a + Vb. Elevando-se ambos os membros da igualdade acima,
e simplificando o resultado, obteremos vVa - b = w Como o conjunto dos nimeros
racionais é fechado em relacdo as quatro operagoes (adigao, subtragao, multiplicagao e

7> —(a+b)
2

divisao (exceto por zero)), temos que ¢ um numero racional. Mas, por hipotese,

v - b é irracional. Contradicao! Portanto, v/a 4+ v/b é irracional. |

Observe que se v/n = v a - b for racional, nada podemos afirmar. Por exemplo,
tomen=64=2-32=4-16 e v64 =8 € Q. Dali,
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a) V24+V32=12+4V2=5V2¢€T;
b) VA+V/16=2+4=6cQ.

Proposicao 3.9. Se n = a-b é um nimero inteiro positivo tal que /n = Va-b é

irracional, entdo \/a —\/b € irracional.

Demonstracao. Analoga a demonstracao da Prop.3.8, bastando apenas trocar o sinal de

+ para — entre os radicais. [

Proposicao 3.10. Se a € N nao é uma n-ésima poténcia de um inteiro positivo, entao

{/a € irracional.

A irracionalidade de /a, onde a ndo é uma n-ésima poténcia de um inteiro
positivo, é uma generalizagao da Prop. 3.7. Este resultado, mais geral, ¢ um corolario de
um Teorema sobre raizes racionais de equagoes polinomias, que veremos a seguir. Mas,

antes necessitamos de algumas defini¢oes e resultados, que serao apresentados abaixo.

Lema 3.1. Se x,y,z sdo inteiros, tais que x seja um divisor de yz e, x e y ndao tenham
fatores primos comuns, entao, x € um divisor de z. De modo mais geral, se x for um divisor
de y"z, com n inteiro positivo qualquer e, x e y nao tiwverem fatores primos comuns, entao

T sera divisor de z.

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existe apenas uma maneira de
decompor z,y, z em fatores primos. Como x é um divisor de yz, todos os fatores primos
de x, sao também fatores de yz, além disso, se algum primo p ocorrer em x, elevado a
um expoente «, também ocorrerd em yz, com pelo menos o mesmo expoente, ou seja,
ocorrera em yz, com expoente 8, f > «. Como x e y nao tém fatores comuns, segue
que todos os fatores primos de x ocorrerao na fatoragao de z, com pelo menos o mesmo
expoente. Portanto, x é um divisor de z. Usando ainda, o mesmo argumento, o fato de z
e y nao terem fatores primos comuns nos garante que x e " também nao possuira primos

comuns. Assim, sendo x um divisor de y"z, serd, portanto, um divisor de z. [

Definigao 3.1 (Polinémios de grau n e Equagoes Polinomias). Um polinémio de grau n
tem a forma

p(z) = ap + a1x + axr® + -+ a,_ 12"+ apa”, (19)
com a, # 0, em que ag,ay,as, ...,a, € Z sao denominados coeficientes e n o grau do
polinomio. Uma Equagao Polinomial ou Equagdo Algébrica é uma igualdade da forma

An " + ap 12" 4 -+ ar? + ayx + ao = 0. (20)

Teorema 3.1 (Raizes racionais de equagbes polinomiais). Se uma equagao polinomial
Apx™ + Q12"+ -+ apx? + a4+ ag = 0 tiver uma raiz racional §, com p,q € 7,

primos entre si, entao p serd um divisor de ag e q serd um divisor de a,,.
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Demonstracao. Seja

n n—1 2
ap, (2_9) + An—1 (]_9> + -t as (]_9) +ay (B) +ap = O’
q q q q
P P! P P
an (—n>+an_1( n_1)+"‘+“2 (_2>+a1 (_>+a°:0' (21)
q q q q

Multiplicando ambos os membros da Eq.(21) por ¢", obtemos

ESHS]

uma raiz da equacao polinomial acima. Assim,

ou seja,

anp" 4 ano1p" g+ -+ aop’q" P+ aipg™ T + aog™ =0, (22)

que pode ser reescrita como

anp” = —an1p" g — - — agp®q"? — arpg” " — aoq”,

ou ainda,

1

anp" = q(—an 1" — - — agp®q" " — apq" ™ — apq" ),

o que mostra que q é divisor de a,p". Aplicando o Lema 3.1, com ¢, p e a,,, respectivamente,

no lugar de x,y e z, concluimos que ¢ é divisor de a,. Reescrevendo a Eq.(22), como

apq" = p(—a,p" ' — - — aspq"? — ar "),

segue que p ¢ divisor de agq"”. Aplicando novamente o Lema 3.1, com p, g e ag, respectiva-

mente, no lugar de x,y e z, concluimos que p é divisor de ay. [

Corolario 3.1. Se a equacdo " + ap_ 12"+ - -+ asx? +a1x +ag = 0, com coeficientes
inteiros possuir uma raiz racional, ela serda um inteiro. E além disso, essa raiz inteira

serd um divisor de ayp.

Demonstragao. Seja § uma raiz racional. Suponha, ainda, sem perda de generalidade, que
q seja positivo, pois, caso contrario, podemos colocar o sinal menos para o p. De acordo
com o Teo. 3.1, g tera que ser um divisor de a,,, isto é, tera que ser um divisor de 1. Como
+1 e —1 sao os unicos divisores de 1, teremos ¢ = +1, pois excluimos valores negativos

ara ¢. Assim, qualquer raiz racional serd da forma 2, ou seja, um inteiro p. Ainda, pelo
para q. , qualqg 0, ja, p. , P

Teo. 3.1, sabemos que p serd um divisor de ag, completando assim, a demonstracao. W

Corolario 3.2. Sejam a,m,n inteiros positivos. Um nimero da forma {/a, a # m", é
irracional, ou seja, se a ndo for uma n-ésima poténcia de um inteiro m, entdo Va serd

rracional.

Demonstrac¢ao. O resultado decorre diretamente do Cor. 3.1, pois /a é uma raiz de

x™ —a =0, e se essa equacgao tiver uma raiz racional, ela tera que ser um inteiro. Mas se
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{/a fosse inteiro terfamos a = m™, possibilidade esta, excluida na hipdtese. Portanto, {/a

¢é irracional. [ |

Veremos, agora, a irracionalidade de alguns valores trigonométricos e de alguns

logaritmos decimais.

3.1.2 Valores trigonométricos e logaritmos decimais

Ao estudar as fungoes trigonométicas, sen @, cos @ e tan 6, e logaritimos deci-
mais, log x ou logg z, da-se destaque para os nimeros reais. Mas, em particular, a grande
maioria desses nimeros é, na realidade, formada por irracionais. Conforme afirma (NI-
VEN;, 2012), “Os valores das fungoes trigonométricas sao irracionais, exceto para alguns
valores especias do angulo 6; analogamente para quase todos os nimeros reais positivos
x, os valoes de logx sdo irracionais”. Além disso, temos o logaritmo natural Inz ou
log. x, importante no Calculo Diferencial e Integral, bem como em outros segmentos da
Matematica e demais areas afins. A base deste logaritmo é o nimero e ou nimero de
Euler, que é um nimero irracional, o qual veremos com mais detalhes a frente.

Mostraremos, inicialmente, que para alguns valores de 6, os valores das fungoes
senf, cosf e tan  sao irracionais. Para isso, relembraremos as seguinte identidades

trigonométricas:

cos(bh +05) = cosBicosly — senbisen by, (23)

sen(0; 4+ 03) = senBicos by + cosbysen bs. (24)
Fazendo 0 = 6, = 03 nas Eqs.(23) e Eq.(24), obteremos

cos(20) = cos®f — sen®0, (25)
sen(20) = 2senfcosf. (26)

Em seguida, substituindo #; por 260 e 6, por 0, na Eq.(23), obteremos
cos(36) = cos 20cos § — sen 20sen 6.

Agora, usando as equagoes Eq.(25), Eq.(26) e a relacao trigonométrica fundamental,

cos® 0 + sen?f = 1, obteremos

cos 20 sen
) s ! 20
cos(30) = (cos*0 — sen®0) cos O — (2sen Ocos ) sen ),

ou seja,
cos (30) = 4cos® § — 3cos 0. (27)
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Proposicao 3.11. cos75° € irracional.

Demonstragao. De fato, pela Eq.(23), temos que cos 75° = cos(45° + 30°) e cos(45° +
30°) = cos45°cos 30° — sen 45°sen 30°. Substituindo os valores de cos 45°, cos 30°, sen 45°

e sen 30°, vem

VG- V3
2

cos75° =

Pela Prop. 3.7, v/12 é irracional, pois 12 nao é quadrado perfeito. Além disso,

12 = 6 - 2. Entao, pela Prop. 3.9, temos que v/6 — /2 é irracional. E, finalmente, pelo

V6—v2
4

Teo. 2.4, o niimero serd irracional”, ou seja, cos 75° é irracional. [ |

Proposicao 3.12. cos20° € irracional.

Demonstragdo. De fato, fazendo 6 = 20°, na Eq.(27), temos cos 60° = 4cos® 20°—3cos 20°.

Fazendo cos 20° = z e cos 60° = %, obtemos % = 423 — 3z, ou seja,
82° — 6z — 1 =0. (28)

Pelo modo como a Eq. (28) foi construida, sabemos que uma de suas raizes
é cos20°. Aplicando o Teo. 3.1, veremos que as unicas possiveis raizes racionais dessa
equacao sao *+1, i%, ii e i%. Mas, verificando por substituicao, nenhum desses niimeros
¢ uma raiz da mesma. Concluimos, entao, que a Eq. 28 nao tem raizes racionais e,

portanto, cos 20° é um numero irracional. [ |

3.1.2.1 Casos mais gerais

Até aqui utilizamos de um método de construgao de equagoes com raiz igual ao
valor trigonométrico, o qual desejamos verificar a irracionalidade e aplicar o Teo. 3.1 sobre
raizes racionais de equagoes polinomiais e verificamos se os possiveis valores encontrados
sao de fato raizes da equacao. Podemos estender esse método e provar a irracionalidade
de varios outros valores de funcgoes trigonométricas, uma vez que, valores de fungoes
trigonométricas com numero inteiro de graus, minutos e segundos sao irracionais, salvo

algumas excegoes, como aponta (NIVEN, 2012):

[...] com algumas poucas e 6bvias excegoes, as fungoes trigonométricas de
qualquer angulo igual a um nimero inteiro de graus, minutos e segundos,
sao irracionais. Estamos falando de angulos como 14°41'13”. Excecoes
aparecem no caso de angulos de 0°,30°,45°,60° e para alguns angulos
obtidos a partir desses pela adicao ou subtracao de multiplos inteiros de
90°. Isso nao quer dizer que todas as funcoes trigonométricas de 30°, por

" Apesar desse nimero estd na forma de fracdo, ndo satizfaz as condicoes de niimero racional, a saber,
o numerador e denominador devem ser inteiros. E v/6 — /2 é irracional, conforme demonstrado acima.



%)

exemplo, sejam racionais, mas pelo menos, uma fungao trigonomética de
30° é irracional.

Além do método descrito acima, temos um principio que permite encontrar
varios outros valores trigonométricos irracionais. Tal principio sera descrito e demonstrado

na proposicao a seguir.

Proposicao 3.13. Se 6 for um angulo tal que cos?26 ¢é irracional, entao cosf,senf e

tan 0 também serao irracionais.

Demonstracao. Usando-se a Eq. 25, como cos? + sen?0 = 1, temos que
cos(20) = 2cos* 0 — 1 (29)

ou
cos(20) = 1 — 2sen? 6. (30)

Se fosse cos  racional, teriamos que cos? @ também seria racional e, por mais
justa razao, 2cos*@ — 1 seria racional e, assim cos(260), por (29) seria racional, o que é
uma contradi¢ao. Portanto, cos @ ¢é irracional.

De modo andlogo, mostra-se que sen @ é irracional, usando-se a Eq. (30).

Agora, como
1

cos2’

se fosse tan 6 racional, entao cos® § também seria, e por (29), cos(26) seria racional, o que

1+ tan®0 = sec’) = (31)

é uma contradicao. Portanto, tan @ é irracional. [ |

Com aplicacoes sucessivas da Prop. 3.13, podemos mostrar a irracionalidade
de uma infinidade de ntimeros trigonométricos. Por exemplo, como cos20° é irracional,
pela Prop. 3.12, temos que

cos 10° sen 10° tan 10°
cos H° sen 5° tan 5°
cos2'30"  sen2'30" tan?2'30"

sao todos irracionais.
Proposicao 3.14. logio 2 € irracional.

Demonstragao. Se logio 2 fosse racional, entao existiriam p, q € Z7, primos entre si, tais
que logg 2 = §, ou seja, 104 = 2. Elevando-se ambos os membros desta tltima igualdade,
a ¢, obtemos 107 = 29 isto é, 5? = 297P com q—p # 0, uma vez que, p e ¢ sao primos ente
si. Assim, o Teo. 2.2 garante que esta ultima igualdade é falsa, pois nao podemos ter duas
decomposigoes em fatores primos para o mesmo nimero. Poderiamos, também, observar

que um dos lados da ultima igualdade ¢é divisivel por 5, enquanto o outro, é divisivel por
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2. Logo, chegamos a uma contradicao que se originou do fato de supor logyo 2 racional.

Portanto, logyp 2 é irracional. [
Proposicao 3.15. logiop, com p primo, € irracional.

Demonstracao. Suponha que loggp é racional. Entao, existem m,n € Z*, primos entre
si, tais que logiop = 77, ou seja, 10% = p. Elevando-se ambos os membros desta tltima
igualdade a n, temos que 10™ = p". Dali, 2|p" e 5|p", ou seja, 2|p e 5|p, o que é absurdo,

pois p é primo. Portanto, loggp é irracional. [
Proposicao 3.16. log;gn € racional, se e somente se, n € uma poténcia de 10.

Demonstracao. Com efeito, se n = 10%, a € N, entao
logipn = log1p 10% = alog;p 10 = a € N C Q.

Reciprocamente, se logi;pn é racional, entao existem u,v € Z*, primos entre si, tais que
logipm = ¥, ou seja, 10v = n. Elevando-se ambos os membros desta tltima igualdade a
v, temos que 10* = n?, e dai, 2|n” e 5|n”, ou seja, 2|n e 5|n. Por outro lado, se um primo
p é tal que p|n, entdo p|10%, e assim, p = 2 ou p = 5, ou seja, n = 2*5°. Mas, isso implica
que 10" = 2°v55? ou seja, 245 = 2°V5°Y. Dai, aw = u = fv, isto é, a = B. Portanto,

n = 10%, isto é, n é uma poténcia de 10. [ |
3.1.3 Numero de Euler: ¢

Defini¢ao 3.2 (Utilizando limite). “e” ou numero de Euler é definido como o limite a

Sequir
1 n
lim (1 + —) . (32)
n—o0 n

Definicao 3.3 (Utilizado Area). O numero “e” pode ser definido também como o nimero
que torna igual a 1 a drea hachurada do grdfico representado na Fig. 5.

A curva da Fig. 5, é um ramo da hipérbole equilatera que representa o grafico
da funcao f : R% — R, definida por f(z) = % A regiao hachurada é denominada de faixa

da hipérbole, de 1 até e, e representada por HY.

Defini¢ao 3.4 (Usando série). A soma infinita abaizo resulta no nimero e:

°°1_1 11,1 1 1 23
;E_ ottt ot (33)

Proposicao 3.17. O nimero e € irracional.

Demonstracao. Suponha que e fosse um nimero racional, isto é, e = %, onde p,q € N,
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Figura 5 — Definicao do niimero e utilizando area

Y

A

\ 4

@)

Fonte: Elaborado pelo autor.

primos entre si. Da Def. 3.4, podemos obter a igualdade

P 1 1 1 1 1 =1
4ot ottt =) = —. 34
Uttt oty k:zq;lk! (34)

Fazendo uma estimativa do segundo membro da Eq. (34), obtemos

S M ey ) <
o ¢ \g+1 " (¢+1)(¢+2)

k=q+1

Portanto,
1 11
0< E — < —=-.
[ |
Pt k' qlq

Observe que os termos % sao todos positivos; assim, pela Eq.(34) e pela expressao acima,

temos que
P 1 1 1 1 1 11
0<=—14+=+=4+=+—-4++—=) < ——.
PR TR TR TR Db
Dai, multiplicando por ¢!, segue que
P 1 1 1 1 1 1
0<g|l=—1—=—=—=——— e — — ) < - 35
¢ <q 120 3 4 ) " q (35)

Finalmente, na Eq. (35), o termo do meio é inteiro, pois o ¢! cancela todos os denomi-

nadores das fracoes entre parenteses. Isso nos leva a uma contradicao, pois sendo % <1,
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temos um inteiro entre 0 e 1, o que é absurdo, conforme provado na Prop. 2.10. Este
absurdo provém da hipdtese de supor e um niimero racional. Portanto, o nimero de

Euler: e, é um nimero irracional. [ |

3.1.3.1 Uma bela férmula da Matematica: €™ +1 =0

Veremos algumas férmulas mateméaticas envolvendo o nimero e e algumas
manipulagoes utilizadas para se chegar a formula que da titulo a essa subsecao.
o . .~ ’ . n

Inicialmente, temos a definicao do ntimero e, e = lim,, 4, (1 + %) , de modo

que e pode ser dado pela soma

1 1 1 1 1
€:1+ﬁ+§+§+ﬂ+‘“+a+“'. (36)

Usando o numero e, Euler definiu a func¢ao exponencial, como

e = Tim (1+ f)n. (37)
n

n—oo

Utilizou tal definicao, para desenvolvé-la como uma série infinita de poténcias

T 2 o xt n

r X
6—1+ﬂ+§+§+z+'”+m+"'. (38)

Substituindo o z por iz, onde i = y/—1, na Eq. (38), obtém-se

(@2 | (@) (i)'

et =141+ o + 3l 1

(39)

Como consequéncia da propriedade das poténcias inteiras da unidade ima-
gindria i se repetirem em ciclos de quatro: i = /—1,i% = —1,7% = —i,i* = 1, e assim,

por diante, podemos reescrever a Eq. (39) como

i R e 7
Modificando a ordem dos termos na Eq. (40), juntando todos os termos reais,

separadamente dos imaginarios, chegou-se a série

i ot : ird  ad
e :(1_E+I_+‘..)+Z(x_¥+§_+“.)‘ (41)

Euler sabia que as duas séries que aparecem nos parénteses, na Eq. (41), sdo as
séries de poténcias das fungoes trigonométricas cos x e sen x, respectivamente, chegando-
se a notavel formula

e = cosx +isenx. (42)
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A formula acima faz o elo entre as fungoes exponencial e trigonométricas,

possibilitando a representagao dessas no ciclo trigonométrico de raio unitério.

Figura 6 — Identidade de Euler

sen g,

€'’ = cosp +isen

coS

Fonte: Elaborado pelo autor.

Fazendo ainda a substituigdo de iz por —iz na Eq. (42), e usando as identi-

dades cos(—x) = cosx e sen(—x) = —sen z, Euler obteve uma outra equagao
e " =cosx —isenz. (43)

Somando-se e depois subtraindo as Eqs. (42) e (43), permitiu-se a expressao de cosz e
senx em termo das funcoes exponenciais, e e e~ isto é,
T —iT T —iT
cosx:iesenle. (44)
2 29
A conexao entre funcao exponencial e Trigonometria possibilitou o apareci-
mento de novas relagoes envolvendo tais equagoes. Assim, substituindo x = 7 na Eq. (42)
e sabendo que cosm = —1 e senm = 0, Euler obteve a férmula ™ = —1, que reescreveu
do seguinte modo
e™+1=0. (45)

Segundo (MAOR, 2008), certamente a Eq. (45) se coloca entre as mais belas

formulas de toda a Matematica, afirmando ainda que

[...] Uma férmula que liga as cinco constantes mais importante da ma-
temética (e também as trés operagoes mais importantes — adigao, multi-
plicacao e exponenciacao). Estas cinco constantes simbolizam os quatro
grandes ramos da matematica classica: aritmética, representada pelo 0
e pelo 1; a algebra representada pelo i; a geometria pelo 7 e analise pelo
e.

Conclui-se que a beleza de tal férmula é devido ao fato de ser compacta, simples

de enunciar, mas de grande significado e representacao, ao reunir as cinco constantes mais
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importantes e utilizadas da Matematica, além das trés operacoes supracitadas. Essas

caracteristicas sao representadas em uma férmula que fascina matematicos e estudiosos.

3.1.3.2 Alguns ntimeros curiosos relacionados com o e

Este tépico consta de uma lista de nimeros retirados do livro “e: A historia
de um nimero”, do Autor (MAOR, 2008, pp. 58-60). A seguir, veremos o numero e e
alguns valores relacionados a ele:

2T

e ¢ ¢ = 0,065988036.... Leonhard Euler provou que a expressao z* |,
quando o nimero de expoentes cresce infinitamente, tende a um limite, se
x estiver entre e™¢(= &) e ec.

e ¢ 2 =0,207879576...
Como Euler mostrou em 1746, a expressdo i(onde i = v/—1) tem infinitos
valores, todos eles reais: ¢ = e (372 onde k = 0,+1,42,... O valor
principal destas (o valor de k = 0) é e~ 2.

° % = 0,367879441...
O limite de (1 — %), quando n — oo, ¢ igual a L. Este nimero é usado
para medir a taxa de decaimento da funcao exponencial y = e~%. Quando
t= %, teremos y = e~ = % Ele também aparece no problema do “envelope
errado”, proposto por Nicolaus Bernoulli: se n cartas forem colocadas em n
envelopes com enderecos diferentes, qual a probabilidade de que cada carta
seja colocada em um envelope errado? Quando n — oo, a probabilidade se
aproxima de %

o e =1,444667861...
A solugao do problema de Jakob Steiner: Encontre o valor maximo obtido

pela funcao y = T = ¢/x. Esse valor é obtido quando x = e.

878
323

abaixo de 1.000. E fcil memorizar e é reminiscente da aproximagcao racional
355 _
T3 = 3, 141592... para 7.

e ¢ =2 T18281828...

A base dos logaritmos naturais (também conhecidos como logaritmos nepe-

= 2,718266254... A melhor aproximacao racional de e usando inteiros

rianos, embora sem justificativa histérica) e o limite de (1 + %)”, quando
n — 0o. O bloco repetido de digitos 1828 é enganador, pois e é um nimero
irracional e representado por uma sequéncia infindavel de decimais que nao
se repete. A irracionalidade de e foi provada, em 1737, por Euler. Charles
Hermite, em 1873, provou que e é um numero transcendental, isto é, nao
pode ser uma solugao para uma equagao polinomial com coeficientes inteiros.
O numero e pode ser interpretado geometricamente de varios modos. A area

sob o grafico de y = e* de x = —oo0 a x = 1 é igual a e, assim como o declive
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do mesmo grafico em x = 1. A area sob a hipérbole y = %, dexr=1lazx=c¢,
é igual a 1.

e e+ m=>5,859874482...

e ¢ =8,539734223...
Estes nimeros raramente aparecem em aplicacoes e nao se sabe se eles sao
algébricos ou transcendentais.

o ¢ =15,15426224...
Nao se sabe se este niimero é algébrico ou transcendental.

o ¢ =22 45915772...
Nao se sabe se este nimero é algébrico ou transcendental.

o ™ = 23,140669263...
Alexander Gelfond provou, em 1934, que este nimero é transcendental.

o ¢ =3.814.279,104...
Note como este niimero é muito maior do que e¢. O ntmero seguinte nesta
progressao, eeee, tem 1.656.521 digitos em sua parte inteira.

e v =0,577215664...
Este nimero, indicado pela letra grega gama, é conhecido como constante de
Euler. Ele é o limite de 1+%+%+%+i+- : -+%—lnn, quando n — co. Em
1781, Euler calculou este niimero com dezesseis casas decimais. O fato de que
o limite existe, significa que, embora a série 1+%+%+%+%+~ . ~+% (conhecida
como série harmonica) cresca ilimitadamente, a medida que n — oo, a
diferenca entre ela e Inn se aproxima de um valor constante. Nao se sabe
se 7 ¢ um numero algébrico ou transcendental e nem mesmo se ¢é racional
ou irracional.

e In2=0,693147181...

Esta é a soma da série harmonica com sinais alterados, 1 — % + % - }1 + e
. s . . 2 3 4

obtida da série de Nicolaus Mercator, In (1 +z) =2 — 5 + % — & 4 -+,

colocando-se * = 1. Este ¢ o nimero ao qual e deve ser elevado para

conseguirmos resultado 2: 0093147181 — 9

Na proxima secao, serao apresentadas algumas sugestoes de atividades em sala

de aula, utilizando-se os niimeros irracionais.
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3.2 SUGESTOES DE ATIVIDADES EM SALA

Nesta secao apresentaremos algumas sugestoes de atividades a serem realizadas
em sala de aula, utilizando os niimeros irracionais, afim de levar os educandos a compre-
ensao, de forma efetiva, de tais ntimeros; sua representacao na reta numérica; construcao
de segmentos de medidas irracionais (incomensuraveis); a impossibilidade de obter na
pratica, por meio de medicoes, niimeros irracionais; construgoes utilizando o nimero de
ouro P, tao utilizado na arte e presente na natureza; e construcoes usando o nimero de
prata dacq.

Listamos algumas sugestoes de atividades a serem trabalhadas em sala de aula
com os alunos para fixar melhor as ideias sobre numeros irracionais. Serd necessario
um kit bédsico de desenho geométrico (régua, compasso, transferidor) os quais searao
utilizados para fazerem representacoes aproximadas dos nimeros estudados. Vale ressaltar
que existem niumeros construtiveis usado o material citado e outros nao-construtiveis.

Iniciaremos com a representacao dos nimeros com radicais.

3.2.1 Representacgao de /n, com n € N, na reta real

Veremos, inicialmente, o passo a passo da representacao do irracional v/2.

1. Trace a reta real. (Fig. 7).

Figura 7 — Reta Real

I | | |
i T T

1 0 1 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

2. Construa um segmento unitario, perpendicular a reta real, com uma extre-
midade no ponto x = 1. A outra extremidade indicaremos pelo ponto A
(Fig. 8).

Figura 8 — Segmento unitario

A

—~1 0 1 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

3. Trace o segmento de extremidades nos pontos A e z = 0 (Fig. 9). Este

segmento tem medida igual a v/2 (Verifique! Sugestdo: use Teorema de
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Pitdgoras).

Figura 9 — Segmento de medida /2

A

Fonte: Elaborado pelo autor.
4. Coloque a ponta seca do compasso no ponto z = 0 e a outra ponta em A.
Trace o arco de circunferéncia até que este intersecte a reta. Neste ponto

de intersegao do arco com a reta, temos o ponto ¥ = v/2 (Fig. 10).

Figura 10 — Representacao v/2 na reta real

Fonte: Elaborado pelo autor.
Veremos agora o passo a passo da representacao do irracional v/3.
1. Vamos usar a Fig. 9 como base para nossa construcao. Na figura citada

trace a reta r que passa pelos pontos A e x = 0 (Fig. 11).

Figura 11 — Reta suporte

"
A
»—A—HR
~10 1 27

Fonte: Elaborado pelo autor.

2. Agora, seguiremos, praticamente, os mesmos passos utilizados para V2.
Apenas faremos algumas adaptagoes. Construa um segmento unitario E,
perpendicular a reta r, com uma extremidade no ponto A. O ponto B sera

a indicacdo da outra extremidade (Fig. 12).
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Figura 12 — Segmento perpendicular a reta r

Fonte: Elaborado pelo autor.

3. Trace o segmento de extremidades nos pontos B e x = 0 (Fig. 13). Este

segmento tem medida igual a v/3 (Verifique!).

Figura 13 — Segmento de medida /3

Fonte: Elaborado pelo autor.
4. Coloque a ponta seca do compasso no ponto x = 0 e a outra ponta em B.
Trace o arco de circunferéncia até que este corte a reta real. Neste ponto

de intersecdo do arco com a reta real, temos o ponto z = v/3 (Fig. 14).

Figura 14 — Representacao de /3 na reta real

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seguindo os mesmos procedimentos acima, sempre utilizando o segmento en-
contrado como suporte para encontrar o préximo, podemos localizar na reta os segmentos
\/n, com n € N. No entanto, quando o valor de n for muito grande, procedemos de modo

a economizar tempo e esforgos. Por exemplo, se quisermos localizar o ponto v/30, faremos

do seguinte modo:
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Trace a reta real;

Construa um segmento, desta vez um pouco maior, digamos medindo 2
unidades. Este deve ser perpendicular a reta real e com extremidades nos
pontos x =5 e A;

Trace o segmento de extremidades A e z = 0; este segmento mede /29
(Verifique!);

Trace a reta r que passa por A e z = 0, e construa um segmento unitario
perpendicular a r, de extremidade A e B;

Trace o segmento partindo de z = 0 até o ponto B. Este tem medida /30
(Verifiquel!);

Finalmente, coloque a ponta seca do compasso em x = 0 e a outra no ponto
B. Trace o arco de circunferéncia até intersectar a reta real. Este ponto de

intersecao é x = 1/30. Conforme Fig. 15, abaixo.

Figura 15 — Representacao de /30 na reta real

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2.2 Construgao de ay/n,n € N

Essas construgoes sao analogas as da subsecao anterior, diferenciando-se ape-

nas no fato que, nestas nao ha necessidade de desenhar arcos de circunferéncia, tao pouco,

sua interseccao com a reta real. Além disso, aqui tomamos a unidade de medida como

sendo a € R, e podemos proceder como feito na Fig. 16, ou por economia, podemos fazer

como na Fig. 17.

Uma outra forma bastante interessante de representar \/n, é a seguinte.

e Trace a reta real;

e Abra o compasso com uma medida maior que a metade de n;

e Coloque a ponta seca do compasso no ponto = = 0 e faga dois arcos, uma

acima e outro abaixo da reta real;

e Faca o mesmo processo com o ponto x = n, de modo a obter as intersecgoes

dos arcos desenhados;
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Figura 16 — Construgao de ay/n

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 17 — Construcgao de av/21

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Trace uma reta passando nos pontos de intersegoes dos arcos. O local onde
ela intersectar a reta real serd o centro do semicirculo e tem medida % (Fig.
18);

e Agora, posicione a ponta seca do compasso em x = § (ponto B) e a outra
ponta em uma das extremidades, x = 0 (ponto O) ou x = n (ponto A).
Trace o semicirculo de diametro n;

e Trace um segmento de x = 1 (ponto D), perpendicular a reta real até

instersectar o semicirculo em um ponto que indicaremos por E. O segmento

OF tem medida /n;
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Figura 18 — Centro do semicirculo

x

'R

S
N3
N

X

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Coloque a ponta seca do compasso no ponto E e trace o arco até instersectar

a reta real. Este ponto de interse¢ao é x = y/n (Fig. 19).

Figura 19 — Outra forma de representar /n

V%

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que os triangulos AODE e ABDE sao retangulos em D. OA =n
¢ diametro, BE = %, pois é raio do semicirculo. BD = § — 1. Aplicando o Teorema
de Pitdgoras no ABDE, encontramos DE = v/n — 1 e novamente aplicanto pidgoras no
AODE obtemos OF = \/n.

Um aprofundamento maior das construgoes acima, bem como outras cons-

trugoes usando régua e compasso podem ser encontradas em (WAGNER, 2007).

3.2.3 Retangulo aureo
3.2.3.1 Segmento aureo

Tomemos um segmento AB e um ponto C', no seu interior, de tal modo que C divida o

segmento AB em duas partes, cuja razao entre a menor e a maior parte é igual a razao
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Figura 20 — Segmento aureo interno

° ®
A C

e

Fonte: Elaborado pelo autor.

entre a maior parte e o segmento todo, ou seja,

CB AC
AC  AB’
O segmento AC' com essa propriedade é chamado de segmento dureo interno de AB.

Fazendo AB = a, obtemos

CB AC a—AC AC
= = &

2 _ 2 _ 2
C - A5 ac - AC* =a(a— AC) & AC* + aAC —a” = 0.

Dai, usando a férmula para a resolucao de equagoes quadraticas, segue que

N 2

_ 7 _ 22 — _ _
AC = aj:\/a24.1.( a?) aj:Qa\/g:}AC:a\/i a:a<\/3 1>.

Tomamos, agora, um segmento AB e um ponto C', exterior a AB, com a

mesma propriedade descrita acima, isto é,

BC'  AB
AB ~ AC”

Figura 21 — Segmento aureo externo

° ®
A B C’

Fonte: Elaborado pelo autor.

O segmento AC’, com essa propriedade, é chamado de segmento dureo externo de AB.

AC'/:a<\/g+1>.

Fazendo AB = a, obtemos

2

3.2.3.2 Construcao do retangulo aureo

Definicao 3.5. Denomina-se retangulo dureo um retangulo cuja razao do comprimento

para a largura € igual ao numero de ouro, ® = %5
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Os retangulos de ouro foram muito utilizados pelos gregos nas construcoes
arquitetonicas, como no Paternon, pelos artistas renascentistas em suas obras, e ainda
sdo muito utilizados nos dias atuais. Segundo, (AZEVEDO, 2013): “Retangulos dureos
sao frequentemente encontrados em cartoes de crédito, cartoes de visita, formatos de
paginas virtuais, livros e outros |...]”.

A construcao do retangulo dureo de comprimento AB, é feita seguindo os
passos abaixo:

e Trace um segmento AF;

e Construa um quadrado JAFED, com medida de lado AF’;

e Marque o ponto médio M do segmento AF;

e Marque o ponto B sobre o prolongamento do lado AF, de modo que M E =

MB. Para este fim, posicione a ponta seca do compasso no ponto M e a
outra ponta em E. Construa o arco de circunferéncia EB (arco menor) até
intersectar o prolongamento de AF. Este ponto séra B nas condicdes acima;

e Trace o ponto C, interseccdo da reta suporte de DE com a perpendicular a

AB, pelo ponto B;

O retangulo ABCD, assim construido (Fig. 22), é um retangulo dureo.

Figura 22 — Retangulo aureo

D E. C

A M F B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Justificativa da construgao: Como LJAFED é um quadrado e M pertence ao segmento
AF | entdo o triangulo AMFE é retangulo em F. Se AF = z, aplicando o Teorema de
Pitagoras ao AMFE, temos

x)Q 42— 52

ME® = MF? + FE? = (
2 1

que resulta em ME = %5 Como M E = M B, substituindo o valor obtido na igualdade
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abaixo, temos:
1
AB:AM+MB:g+$\2/5:x( J;\/g)_

Portanto, a razao entre AB e AD ¢ igual a

AB MR 145
AD - & 2

mostrando que o retangulo (Fig. 22) é aureo.
Observe que, sendo AD = AF, entdo a razao da medida do segmento AB para
a medida do segmentos AF também ¢é igual a ®. Analisando a razdo entre AF e FB,

nesta ordem, temos:

AF AF x x 1 2v6+2 1456

FB:MB—MF:M_z_x<¢51)_ﬁ1 4 2
2 2 5 2

= .

Desse modo, a razao aurea aparece novamente:

AB AF EF

a0 BF FB ¥

Conclui-se, entao, que o retangulo F'BC'E também é dureo. Assim, o processo
pode ser repetido infinitas vezes e sempre obtemos retangulos dureos (Fig. 23). Mais
detalhes sobre essa construgao, consulte (AZEVEDO, 2013).

Figura 23 — Infinitos retangulos aureos

D E C
O
M IN
H
L Y
A F P B

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2.3.3 Construcao da espiral aurea

Construir a espiral durea faz-se necessario, inicialmente, a construcao de um

retangulo aureo, seguindo os passos descritos anteriormente. Uma vez que o retangulo ja
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esteja desenhado, procederemos construindo os arcos, partindo do vértice inferior esquerdo
do quadrado (base de construcao do retangulo dureo) ao vértice oposto, sempre seguindo
o mesmo sentido de construgao (hordrio). O passo a passo segue abaixo.

1. Com centro em F, trace o arco AE.

Figura 24 — 1° arco da espiral aurea

D E C
O
M®—9IN
H
L L/
A F P B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com centro em G, trace o arco FO.
Com centro em [, trace o arco OP
Com centro em J, trace o arco PH

Com centro em L, trace o arco HK

SN

Com centro em M, trace o arco KN
De modo andlogo as etapas anteriores, a construcao segue infinitamente, for-

mando a figura abaixo.

3.2.4 Retangulo de prata

Definicao 3.6. Denomina-se retangulo de prata, um retangulo cuja razao do comprimento
para a largura € igual ao nimero de prata dac = 1 + /2.

A razao prateada, assim como a razao aurea, ja era conhecida pelos gregos
antigos, mas sem esta denominagao, que é bastante recente. Uma das aplicagoes notaveis
desta proporcao esta relacionada com o dia a dia nos escritorios, escolas, papelaria, etc.
A criacado dos papéis da série A, em especial a folha A4, muito comum e utilizada em
muitos paises, é obtida a partir do conceito da razao de prata.

O papel do formato acima, é um retangulo na proporcao v/2 : 1. Com a
remocgao de um quadrado maior possivel a partir de uma folha desse papel, restara um
retangulo com proporcoes 1 : v/2 — 1, ou 1 + /2 : 1, que é a proporcio de prata. A

remocao novamente de um quadrado maior possivel, resultard em outro retangulo com
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Figura 25 — Espiral aurea

D E C
G/\ O
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H
N

A F P B

Fonte: Elaborado pelo autor.

propor¢ao v/2 : 1. Esse retangulo com proporcao v/2 : 1 é formado pela juncio de um
retangulo de prata e um quadrado, tem a propriedade de que, dobrando ao meio, obter
dois papéis de mesmas proporcoes e metade da area do que foi dobrado. Esta propriedade
é bastante explorada na criacao de livros e também na reducao ou ampliacao de fotos,

que pode ser realizada com minimo de desperdicio de papel.

3.2.4.1 Construcao do retangulo de prata

A construcao do retangulo prateado é feita seguindo os passos abaixo.

e Desenhe um quadrado JABCD de lado a;

e Trace a diagonal AC;

e Posicione a ponta seca do compasso no ponto A e a outra ponta em C'.
Construa o arco de circunferéncia até intersectar o prolongamento do lado
AB no ponto que denominaremos de E:

e Trace o ponto F, pé da perpendicular a DC, pelo ponto E;

e Construa um quadrado de lado, também medindo a, perpendicular ao lado
do retangulo, passando pelos pontos E e F. Os outros vértices denomina-
remos de G e H.

O retangulo AHGD construido (Fig. 26) é um retangulo de prata, pois, AH =

a(l 4+ +/2) (Verifique!) e AD = a. Assim,

= 04G-

AH  a(1++?2)
AD a V2
Observe que o retangulo AEF D tem as mesmas proporcoes que o papel A4

(v/2:1), uma vez que, AD = a e AE = a\/2. Logo,
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Figura 26 — Retangulo de prata

D C F G

A B E H

Fonte: Elaborado pelo autor.

a 2:?ou\/§:1.

a
Entao, é de se esperar que o retangulo BC'FE, também seja retangulo de
prata. De fato, CB = a e BE = av/2 — a = a(v/2 — 1). Dai,

CB a 1
= = =1+V2=0d4c
BE a(v2—-1) +2-1 A

Assim, de modo andlogo aos retangulos aureos, o processo pode ser repetido
infinitas vezes e sempre obteremos retangulos de prata (Fig. 27), pois ao retirar os mai-
ores quadrados possiveis nas duas extremidades do retangulo de prata, o novo retangulo
formado é também um retangulo prateado.

Se AD = a e BE = b, na Fig. 27, entao podemos descreveé-lo algebrica-
mente, por 2“T+b = ¢, e daf comprovar novamente que os retangulos ADGH e BCF'E sao

retangulos de prata. De fato,

2 b
a; :% = a®> =04 2ab= 2a®> = a®+b* + 2ab
= 22 =(a+b)? =>avV2=0a+b
= av2—a=b=a(vV2-1)=b
a 1 a 1 V241
= -=— = - = :
b V2-1 b V2-1 V2+1
= %:1+\/§=5AG-

3.2.4.2 Construcao da espiral no retangulo de prata

Analogamente a construgao da espiral durea, para construir a espiral prateada

faz-se necessdrio, inicialmente, um retangulo de prata. Aqui, diferencia-se no fato de



Figura 27 — Infinitos retangulos de prata
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 28 — Arcos iniciais
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Fonte: Elaborado pelo autor.

podermos obter dois quadrados de lados maiores possiveis e, dessa forma, construirmos
duas espirais prateadas, de acordo com o0s passos a seguir.

Figura 29 — Espirais no retangulo de prata

D C F G
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Uma vez que o retangulo ja esteja desenhado, procederemos construindo os
arcos partindo do vértice inferior esquerdo do quadrado ABCD (base de construcao do
retangulo de prata) ao vértice oposto sempre seguindo o mesmo sentido de construgao
(horario). No segundo quadrado, que foi desenhado a direita, seguiremos tragando os
arcos partindo do vértice superior direito ao vértice oposto sempre seguindo o mesmo
sentido de construgao (horario), conforme Fig.28. Segue-se tragando os arcos da espiral

prateada, conforme Fig. 29.
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4 CONCLUSAO

O material aqui reunido, juntamente com as atividades elaboradas, nao esgo-
tam, nem de longe, todo o assunto, mas contemplam muitos aspectos da esséncia dos
nimeros irracionais, como suas propriedades e caracteristicas. Além disso, apresenta di-
versos teoremas no intuito de somar esforcos para a melhoria das aulas sobre o assunto e
auxiliar na busca de uma aprendizagem mais sélida e significativa de nossos educandos.

Enquanto os ntimeros racionais, sao aqueles que, na forma decimal sao finitos
ou infinitos periddicos, os irracionais sao todos os demais nimeros. Imagine, por exemplo,
um numero decimal com parte inteira igual a zero, e os demais niimeros apds a virgula,
infinitos, e podendo ser qualquer lista indefinida de algarismos, sem nenhuma restri¢ao ou
periodos. Reflita agora, que podemos construir estes nimeros a partir dos racionais finitos
acrescentando a lista, descrita acima, apds seu iltimo algarismo. Até mesmo os infinitos
periédicos, ao substituir uma parte do periodo por niimeros sem repeti¢ao tornam-se irra-
cionais. Diante disto, ainda ha muito o que se explorar sobre os irracionais: assuntos que
ja sao conhecidos dos matemaéticos e nao foram abordados neste trabalho, como aplicagoes
praticas, definicao por meio de fragoes continuas, classificacao em nimeros algébricos ou
transcendentes, bem como, temas que ainda aguardam por serem descobertos ou demons-
trados, como a irracionalidade da constante de Euler, v = 0,577215664..., que ¢ igual
a0

lim (1452 s b st e

Portanto, embora tenhamos visto muito sobre os irracionais, ha muito ainda
a aprender sobre eles. Mas, o uso das atividades pedagodgicas os tornam mais atraentes
ao estudo dos nossos alunos, trazendo uma forma lidica de aprendizagem que incentiva e

desperta o interesse para estes niimeros.
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