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Resumo

Diante da necessidade de se discutir sobre métodos matematicos capazes de ajustar
curvas que representem dados experimentais. Este trabalho apresenta como escopo
sete métodos de ajustes de curvas, sendo que trés destes, utilizam as técnicas de re-
gressao por minimos quadrados e os outros quatro, usando técnicas de interpolacao.
Inicialmente, traremos algumas defini¢coes que apresentam ao leitor todo o embasa-
mento matematico que rege os equacionamentos. Em paralelo, procuramos discutir,
através de exemplos, a area de atribuicao dos métodos descritos, realizando sempre
que possivel um comparativo entre as variadas técnicas apresentadas e seus erros nas
estimativas.

Com o intuito de demonstrar que as técnicas aqui discutidas sao viaveis para utili-
zacao na educacao basica, apresentaremos uma experiéncia de aplicagao de um desses
métodos na resolucdo de um problema basico da disciplina de Fisica. Apds relatar
os procedimentos do método de obtencao da resistividade do solo, que é uma variavel
de suma importancia para a elaboracao de projetos de malhas de aterramento que
atendem subestacoes de energia. Finaliza-se este trabalho resolvendo o problema com
auxilio das técnicas de ajustes de curva estudados, propondo a inclusao dos métodos

abordados em uma das etapas do procedimento de obtencao da resistividade do solo.

Palavras-chave
Dados experimentais, métodos de ajustes de curvas, regressao por minimos quadra-

dos, interpolacao, educacao basica.



Abstract

Given the need to discuss mathematical methods capable of adjusting curves that
represent experimental data. This work presents seven methods of curves adjustment,
three of these, methods that use least squares regression techniques and the other four,
using interpolation techniques. Initially, it brings some definitions that present to the
reader all the mathematical foundation that rules the equations. In parallel, it seeks to
discuss, through examples, the area of attribution of the described methods, realizing
whenever possible a comparation between the several techniques presented and their
errors in the estimates.

In order to demonstrate that the techniques discussed here are feasible for use in
basic education, it exposes an experience of applying one of these methods in solving a
basic problem of the discipline of Physics. After presenting the step-by-step method of
obtaining soil resistivity, a variable that is of the utmost importance for the elaboration
of projects for grounding meshes that supply energy substations, We finish this work
by solving the problem with the aid of adjustment techniques curves studied, proposing
the inclusion of the methods addressed in one of the steps of the procedure to obtain

soil resistivity.

Keywords
Experimental data, methods of curve fitting, least squares regression, interpolation,

basic education.
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1 Introducao

Os conceitos desta segao foram baseados nas referéncias [8], [9] e [16].

Muitos problemas na engenharia e demais ciéncias, utilizam curvas na determinagao
de seus métodos de estudos ou na resolucao de seus problemas matematicos. Curvas
essas que, a principio, sao trabalhadas no ensino médio, mas que por falta de aplica-
¢ao na presente data de estudo, acabam desestimulando os estudantes no avanco dos
estudos ligados a essas técnicas numéricas.

Dois fatores foram determinantes no desenvolvimento deste tema, o primeiro foi
com o objetivo de se verificar se as técnicas aqui estudadas para os ajustes de curvas,
também poderiam ser trabalhadas no ensino médio, de forma que os estudantes ja
adquiram os conhecimentos necessarios dessas poderosas ferramentas matematicas e
que vejam a aplicagdo das mesmas no dia a dia e em algumas profissdes. O outro esta
na possibilidade de se propor uma melhoria no método gréafico da estratificagao do solo
em duas camadas conhecido como método de Wenner.

Com a atual disposicao da grade curricular de matematica na educagdo a nivel
médio, o conteuido de fungoes, matrizes, determinantes e nogoes de estatistica ja vem
sendo apresentado desde o 1° ano do ensino médio. E, quando esse aluno chega no 3°
ano, sua formacgao matematica ja lhe da base suficiente para compreender o método
numérico da regressao por minimos quadrados e da interpolagao polinomial.

Seguindo este raciocinio, os estudantes possuem ferramentas necessarias para de-
senvolver os calculos mateméaticos para a plotagem dos graficos. Além de aprender
as técnicas da regressao polinomial, os contetidos que lhes serdao apresentados,os auxi-
liarao bastante na compreensao de teorias apresentadas por outras disciplinas, como
a Fisica e a Quimica, que por sua vez trabalham com dados experimentais de dificil
manipulacdo. A proposta de trabalhar os conhecimentos matematicos em aplicagoes
que transcendem as atividades cotidianas da disciplina de matematica, vai de acordo
com Pardmetros Curriculares Nacionais [8], que ndo vé interdisciplinaridade como a
pretensao de criar novas disciplinas ou saberes, mas uma forma de utilizar os conheci-
mentos de varias disciplinas para resolver um problema concreto ou compreender um
determinado fendmeno sob diferentes pontos de vista.

Além disso, se torna interessante mostrar ao estudante que nem sempre existem
formulas que se ajustem bem aos dados experimentais e, quando existem, seu alto
grau de complexidade nos impede de entender melhor seu comportamento. Dentro

desse contexto, apresentamos aos alunos as técnicas de regressao polinomial que os
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auxiliard nos processos de analise dos dados experimentais e na estimativa de valores
nao fornecidos pela pesquisa, mas que sao de suma importancia para algum tipo de
aplicacao.

Diante dessa vertente, esse trabalho busca responder a seguinte indagac¢ao: o aluno
do ensino médio é capaz de compreender, usar ou identificar algumas situagoes em
que as técnicas aqui propostas possam se aplicar? Visando responder essa pergunta,
propomos discutir sobre as principais técnicas de ajuste de curvas e compara-las, a
fim de compreender as particularidades de cada método. Por fim, propomos levar esse
conhecimento as aulas praticas de matematica e fisica promovendo situacoes onde os
métodos sejam aplicaveis.

A outra problemética que esse trabalho visa estudar, esta aplicada no campo da
eletricidade, mais especificamente, na obtencao da grandeza que influencia de forma
determinante os projetos de malhas de aterramento. Para que um sistema de Energia
Elétrica opere corretamente, promovendo sempre a continuidade do servigo, dentro
dos limites de seguranca pessoal, é fundamental que o quesito aterramento mereca
um cuidado especial. Com isso projetos de malhas de aterramento sao desenvolvidos,
visando o maior controle da grandeza resistividade elétrica que é a principal responsavel
pela resisténcia que o aterramento oferece as correntes que penetram o solo.

O técnica de estratificagao do solo em duas camadas, consiste em dividir o solo em
duas regioes, afim de se determinar a resistividade elétrica de ambas, os resultados obti-
dos, auxilia na construcao do projeto da malha de aterramento e consequentemente na
seguranca dos sistemas elétricos. A resistividade elétrica da primeira camada é deter-
minada através do ponto de intersecao entre a curva tracada pelos dados experimentais
colhidos no método de Wenner e o eixo das ordenadas. Esse ponto nao colhido experi-
mentalmente por impossibilidades da propria medigao, acaba sendo estimado através
de um simples prolongamento da curva tragada a partir dos dados experimentais até a
sua interceptacao com eixo das ordenadas, isso sem nenhum critério matematico para
tal ajuste.

Diante dessa falta de critério mateméatico fica a pergunta: serd que um método
matematico mais apurado para o ajuste da curva tracada a partir do método Wenner
[16], nao melhoraria em partes ou na totalidade a obtencao da resistividade elétrica?
Portanto, visando responder a essa pergunta propomos apresentar métodos numéricos
que tem total embasamento matematico para a determinacao desse ponto com maior
precisao e, assim, garantir maior fidedignidade no estimado para representar essa tao

importante grandeza elétrica.
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As técnicas de ajuste de curvas, consistem em determinar curvas que descrevam o
comportamento geral dos dados colhidos experimentalmente e desenvolva sua relagao
de previsao. Através da analise de tendéncia, que consiste em usar o padrao dos dados
para fazer previsoes, iremos discutir sobre duas técnicas:

A primeira técnica, chamada de regressao por minimos quadrados, é usada quando
os dados fornecidos ja exibirem uma quantidade significativa de erros por terem sido
colhidos por um processo nao muito preciso. A estratégia para esse caso sera encontrar
uma Unica curva que represente o comportamento geral dos dados. Como cada ponto
fornecido pode estar com seu valor incorreto, nao faremos aqui nesse método nenhum
esforgo adicional para que a curva absorva todos os pontos, ao contrario disso, tal curva
serd escolhida para sobrepor apenas os pontos que seguem um certo padrao.

A segunda técnica, chamada de interpolacao, é usada quando se tem maior confia-
bilidade de que os dados foram medidos com alta precisdo. Nestes casos, a técnica se
resume em ajustar uma curva ou série de curvas que atendam diretamente a cada um
dos pontos.

A Figura 1.1 faz um comparativo do ajuste de curvas usando as técnicas de regressao

e interpolacao.

f(@) fx)

fa)

()

Figura 1.1: Trés tentativas de ajustar a “melhor” curva aos cinco pontos dados. (a)
Regressao por minimos quadrados. (b) Interpolagao linear. (c) Interpolacao curvilinea.
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1.1 Organizacao do trabalho

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, é apresentado um método de ajuste de curvas através da regressao
por minimos quadrados, esse método se mostra muito eficaz para aplicacdo em dados
que podem exibir um grau significativo de erros na sua coleta.

No Capitulo 3, discute-se o0 método da interpolacio, que nos permite fazer estima-
tivas de valores entre dados colhidos de forma precisa.

No Capitulo 4, apresenta-se um experimento feito com alunos do 3° ano do en-
sino médio, onde os mesmo usaram algumas das técnicas apresentadas nesse trabalho
para resolver um problema real de medi¢ao da resisténcia elétrica variavel em funcgao
temperatura.

No Capitulo 5, apresenta-se todo o embasamento tedrico que descreve como se da
a coleta de dados pelo método de Wenner, que por sua vez necessita de um método
grafico para chegar ao seu valor fim, durante o desenrolar do processo, chegamos a uma
situagao onde se necessita da estimativa de um valor no grafico, que por sua vez, se
mal determinado podera inserir um enorme erro no método.

No Capitulo 6, exploramos um exemplo que foi desenvolvido no Capitulo 5 pelo
método grafico atualmente utilizado no processo de estratificacio do solo em duas
camadas, para enfim inserir as técnicas de ajuste de curvas, nas etapas que acabam
por nao usar técnica alguma.

Finalmente, no Capitulo 7, discute-se a implementacao do método numérico em
atividades com alunos do ensino médio e, também faremos uma analise da insercao das

técnicas de ajuste de curvas no método de estratificagao do solo.
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2 Regressao por minimos quadrados

Todos os conceitos e demonstragoes desta segdo foram baseados nas referéncias [2],
4], 51, [6], [7], [9], [11] [21], [26], [29] e [30]

Ajustar curvas a dados colhidos experimentalmente nem sempre é uma tarefa facil.
Em casos em que os dados estiverem associados a um erro substancial, ocasionado por
uma coleta ineficiente ou pela incerteza das grandezas medidas, o método da interpo-
lacao polinomial nao apresenta um bom ajuste de curva. Tomando como exemplo a
Figura 2.1(a), observamos a disposi¢ao dos pontos no plano cartesiano, dai podemos
perceber uma certa relacao crescente entre as coordenadas x e y de cada ponto através
de uma inspegao visual. Agora, caso se resolva associar os dados através de um polind-
mio interpolador de grau 6, temos uma curva que passara por todos os pontos conforme
a Figura 2.1(b). Contudo, devido & grande variabilidade dos dados, a curva oscilaré e
isso fara com que os valores intermediarios que venham a ser previstos estejam sujeitos
a uma grande margem de erro, pois, parecem nao seguir o padrao dos demais pontos

coletados.

(a) (b) ()

Figura 2.1: Ajustes das curvas nos planos cartesianos. (a) Representagdo no plano
cartesiano de 7 pontos colhidos experimentalmente. (b) Ajuste polinomial. (c¢) Ajuste
por minimos quadrados. Fonte:[9].

Uma estratégia utilizada para sanar ou minimizar esse tipo de erro, seria tragar
uma curva que seguisse a tendéncia geral dos dados sem necessariamente passar pelos
pontos colhidos, a Figura 2.1(c) mostra como uma reta representa bem a tendéncia
geral dos dados apesar de nao passar por nenhum dos pontos.

O que sera feito neste capitulo é apresentar os critérios matematicos que justifiquem
a escolha desta curva que melhor se adeque aos pontos dados. Assim, se elimina
a escolha arbitraria da mesma, ou seja, padronizamos a solugao para o problema.

A regressdao por minimos quadrados é uma técnica matematica de determinacao da
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curva que minimiza a discrepancia entre os dados coletados e os pontos da curva que

representam a tendéncia geral dos dados.

2.1 Regressao linear por minimos quadrados

A regressao linear por minimos quadrados consiste em determinar uma reta que
melhor se adeque ao conjunto de pares (z1,41), (2, y2), (23,¥3), -+, (ZTn,ys) dados ou

colhidos experimentalmente. A reta é descrita pela equagao
y=ag+ax+e, (2.1)

onde:
e ay ¢é o coeficiente que representa a intersecao da reta de regressao com o eixo y;
e a; ¢é o coeficiente que representa a inclinacao da reta;
e c ¢ o erro ou residuo entre a reta de regressao e os pontos dados.

Se isolarmos o erro e na equagao (2.1), podemos ver na equagao (2.2) abaixo com
maior clareza, que o mesmo representa a discrepancia entre o valor verdadeiro do dado,
que aqui estamos representando por y, e o valor aproximado, ag + a1x, proposto pela
equacao linear:

e=y—ay— aT. (2.2)

Com o objetivo de encontrar uma reta que melhor se ajuste aos dados, buscamos
uma forma de minimizar o erro da equagao (2.2), com isso chegamos que tal abordagem
seria minimizar a soma dos quadrados dos erros entre o valor medido y e o valor
calculado pelo modelo linear ag + a;x, como segue na equagao (2.3). Esse critério tem
a vantagem de fornecer uma unica reta para um dado conjunto de dados, evitando
assim varias solugoes para o mesmo problema.

n n
S, = ZeiQ = z:(yZ —ag — a17;)>. (2.3)
i=1

i=1

Objetivando agora, determinar os valores dos coeficientes ag e a; que minimizem a

equagdo (2.3), para isso derivamos a mesma em relagdo aos coeficientes e igualamos a
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zero, uma vez que do calculo diferencial, sabemos que igualando-se a primeira derivada
de uma func¢ao a zero, podemos obter seu valor de maximo ou de minimo. No nosso
caso teremos valor de minimo, ja que o coeficiente angular a; ¢ negativo.

A derivada com relacdo a cada coeficiente é vista no sistema (2.4):

085, "

9 = -2 Zi:l(yi — Qg — alifi) =0,

agp (2.4)
8@1 = =23 [(yi — ap — arz;)x5) = 0.

Como todos os somatérios variam de ¢ = 1 a n, optamos por simplificar os simbolos,

separando o somatorio das parcelas nas parcelas dos somatorios, que ficou:

D Yi— 2 a0 — > aqx; =0,

Sy — Y agr; — Y ayx;® = 0.

(2.5)

Como > ag = nag, podemos simplificar a expressao acima no sistema de equacao

linear em duas variaveis (ag e ap), como segue:

nag + (X z5)ar = 2 yi,
(Cxi)ao + (X z%)ar = X iy,

onde as equagoes que compoe o sistema 2.6 sao chamadas de equagoes normais.
Para que o sistema 2.6 tenha uma tnica solugdo, a matriz formada a partir dos

coeficientes das equacoes normais, deve ter determinante diferente de zero, ou seja:

n S
detA = #0,

Sap Y’

e isso acontecerd, desde que n Yz, # (3 x;)%.

Resolvendo o sistema 2.6 para a variavel a;, temos:

0 = nZ%‘yi—ZIiZyi_ 2.7)

nyx? — (X ;)

Isolando ag na primeira equacao normal do sistema (2.6), temos que:

Y > T
= — ay .

n n

Qg
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) D O

= 4~ sio respectivamente as médias de y e z, podemos
n n

Como § = e
reescrever a equacao (2.8), que determina o valor de ap em fungao de a;, da seguinte

forma:

ap =Y — a1 7. (2.9)

Assim, temos nas expressoes encontradas em (2.7) e (2.9), uma forma de determinar
os coeficientes da reta de regressao linear através do método dos minimos quadrados.
Segue um exemplo que nos ajudara a compreender como funciona o método deter-

minado nesse topico.

Exemplo 1. Dados os pontos (1,0.5), (2,2.0), (3,1.5), (4,3.5), (5,3.0), (6,4.5) e
(7,4.0), ajuste uma reta que os descreva através da regressao linear por minimos qua-

drados.

Solugao: Como temos 7 pontos a serem ajustados por uma reta através da regressao
linear por minimos quadrados, logo n = 7.

Resolvendo os somatorios das coordenadas dos pontos fornecidos temos:

Sy =1x054+2x20+3%x1.54+4x35+5x3.0+6x454+7x4.0=093,;

S a2 =12 422432 +4% + 5% + 6% + 7? = 140;

Y =14+2+34+4+54+6+7=28;

Yy =05+20+154+35+3.0+45+4.0=19.

Com as expressoes T = %—x ey = %, podemos chegar aos valores médios das
coordenadas x e y, como segue: T =28/7 =4 ey =19/7 = 2,714286.

Substituindo os valores encontrados acima nas equagoes (2.7) e (2.9), temos:

ap = %ﬁ%;’g — 0,607143 e ap = 2, 714286 — 0,607143(4) = 0, 285714.

Com os coeficientes ja determinados, escrevemos a equacao da reta:

y=0,285714 + 0,607143z.

A reta junto aos dados é mostrada na Figura 2.2.

2.1.1 Analise do erro da regressao linear

Examinando com mais detalhes a forma que os residuos foram calculados, diversas

propriedades adicionais aos ajustes podem ser anunciadas. Observando a equagao
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Figura 2.2: Representacao grafica do Exemplo 1 usando ajuste por minimos quadrados.

da soma dos quadrados ver equagao (2.3), que neste caso representa o quadrado da
distancia vertical entre os pontos e a reta de regressao, conforme se observa na Figura
2.3.

Percebemos ainda que a mesma tem o equacionamento algébrico semelhante a equa-
¢ao (2.10), que descreve a soma dos quadrados dos residuos entre os pontos dados em
uma pesquisa estatistica e a média aritmética dos mesmos, conforme (2.10).

n

S = (s -9 (2.10)

=1

Medida

Yi — an — apr; eta de regressao

e -+ (L |===eeeccccmaaa

Y

Figura 2.3: Residuo na regressao linear.
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Essa comparacao fica mais evidente quando se tem um dos casos:

1. A variagdo dos pontos em torno da reta tem valor absoluto parecido ao longo do

intervalo analisado;

2. A distribuicao desses pontos nas proximidades da reta de regressao segue uma
distribuicao normal, que é uma distribuicao de probabilidades mais utilizadas

para modelar fenémenos naturais.

Se algum desses critérios forem satisfeitos, podemos demonstrar que a regressao por
minimos quadrados fornecera as mais provaveis estimativas para os coeficientes ag e a;.
Temos ainda que, se os dois critérios acima apresentados forem satisfeitos, pode-
mos, em comparagao a equagao do desvio padrao dada por (2.11),determinar o que

chamamos de erro-padrao da estimativa dado pela equagao (2.12).

(2.11)

(2.12)

onde o subscrito “y/z”  indica que o erro previsto para um dado y estd vinculado
ao valor particular de x. E ainda, temos a observar que agora estamos dividindo por
(n — 2), pois foram duas estimativas provenientes dos dados ag e a; usados no célculo
de S, e com isso, perdemos dois graus de liberdade.

Conforme representa a Figura 2.4(b), o erro-padrao da estimativa quantifica a dis-
persao dos dados em torno da reta de regressao, assim como o desvio padrao quantifica
a dispersao em torno da média ver Figura 2.4(a).

Os conceitos apresentados podem ser usados para nos informar sobre a eficiéncia
do ajuste, em outras palavras, podera ser feita comparacao entre diversas regressoes,
conforme Figura 2.5.

Para que consigamos fazer comparagoes usando os conceitos apresentados, proce-
demos da seguinte forma, com os dados originais calculamos, pela equagao (2.10), a
soma total dos quadrados das discrepancias dos dados em torno da média da variavel
dependente (no caso, y). Esse resultado é representado por Sy, que denota o médulo do
erro residual antes da regressao. Depois de se determinar a reta de regressao, podemos,

pela equacao (2.3), encontrar S, que é a soma dos quadrados dos residuos em torno
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(a) (b)

Figura 2.4: Dispersao dos dados. (a) Dispersao dos dados em torno da média da
varidvel dependente. (b) Dispersao dos dados em torno da reta de melhor ajuste.
Fonte:[9].

(a) (b)

Figura 2.5: Exemplos de regressao linear. (a) Regressdo linear com erros residuais
pequenos. (b) Regressao linear com erros residuais grandes. Fonte:[9].

da reta de regressao. Com a diferenca entre S; e S,, temos como quantizar a melhora
ou reducgao do erro quando descrevemos os dados em termos de uma reta, em vez de
valores médios.
A equagao (2.13) fornece essa diferenca de forma normatizada.
2 St - S?"

= 2.1
o 2 (213)

onde 72 ¢ chamado de coeficiente de determinacao e r é o coeficiente de correlacao.
Como se observa pela Figura 2.4, S; que representa a soma dos quadrados dos
residuos entre os pontos em uma pesquisa estatistica e a média aritmética dos mesmos,

é sempre maior ou igual a S,, que por sua vez representa a soma dos quadrados das
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distancias vertical entre os pontos e a reta de regressao, isso porque a reta de regressao
é de forma tnica a melhor reta de ajuste para os pontos dados, assim garantimos que
a equagao (2.13) sempre serd positiva.

Dessa forma, para um ajuste perfeito, esperamos que S, =0 =12 =1=7r = 1,
isso representa que a reta contém 100% dos pontos dados, j4 para r? =0=1r =0 =

S, = 5, o0 ajuste nao propoe nenhuma melhoria.

Exemplo 2. Calcule o desvio-padrao total, o erro-padrao da estimativa e o coeficiente
de correlacao para os dados (1,0.5), (2,2.0), (3,1.5), (4,3.5), (5,3.0), (6,4.5) e (7,4.0).

Solugao: Como temos 7 pontos fornecidos no problema, n = 7.

A média das coordenadas y dos pontos dados é

Yy 054+20415+4+35+3.0+45+4.0
y = —=
n 7

= 2.714286.

Com a média dos dados ja calculada, pela equagao (2.10) podemos calcular a soma

dos quadrados dos residuos, como segue
Se=> (y; — 7)? = 4.90314-0.51024+1.4745+0.617340.0816+3.1888+1.6531 = 12.4286,

Pela equagao (2.11), podemos calcular o desvio-padrao

Slyi—g)°  [12.4286
Sy =\———FF— = = 1.4392
Y n—1 7—1 ’

Para determinar o erro-padrao, primeiro devemos encontrar o valor S, dado por (2.3).

Sy = Z(yz — Qg — alifz‘)z-

Como a; = 0.607143 e ag = 0.285714, conforme encontrado no Exemplo 2.1, temos
que S, = (0.5 —0.285714 — 0.607143 x 1)? + (2.0 — 0.285714 — 0.607143 x 2)*+ (1.5 —
0.285714—0.607143x 3)?+(3.5—0.285714—0.607143 x 4)?+ (3.0—0.285714—0.607143 x
5)% + (4.5 — 0.285714 — 0.607143 x 6)%+ (4.0 — 0.285714 — 0.607143 x 7)? = 2.107143.
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Agora, podemos determinar o erro-padrao pela equagao (2.12).

S, 2.627557
- — 22— 0.724922
Sus \/n—2 \/7—2 0724922,

Portanto, como S/, < S, a reta de regressao linear tem mérito. Logo, o coeficiente
de determinagao determinard o grau de melhora.

Pela equacao (2.13), temos

o _ S S, _ 124286 — 2.627557

S, 124286 = (.788588

Assim, o resultado aponta que 78.86% da incerteza original foi explicada pelo mo-

delo linear.

2.1.2 Linearizacao de equacgoes nao-lineares

Em muitos casos, nos deparamos com situagoes onde os dados nao ficam bem re-
presentados por uma reta de regressao, mesmo a técnica sendo poderosa como ja foi
verificado anteriormente, isso acontece quando nao existe uma relagao linear entre as
variaveis dependentes e independentes. Por isso, o primeiro passo da andlise é sempre
tragar e inspecionar os dados visualmente, a fim de determinar se o modelo linear se
aplica.

Para o caso onde os dados sao visualmente curvilineos, tém-se as técnicas como
regressao polinomial que serdo abordadas na se¢ao 2.2, ou a técnica da transformacgao
ou linearizacao, que nos da a capacidade de representar dados antes nao-lineares de
uma forma linearizada.

Os casos mais comuns de aplicacao da linearizagao, acontecem quando temos os

dados se comportando como algum dos modelos abaixo:

e Modelo exponencial
y = aeh” (2.14)

onde a1 e () sdo as constantes a serem determinadas e desde que 3; # 0, a

equagao representa uma relagao nao-linear entre y e x.

A linearizagdo, que é a modelagem de uma equacao nao-linear através de uma
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equacao linear, para o modelo exponencial, se da aplicando o logaritmo natural

na equagao (2.14) para obter

In(y) = In(ay) + In(e”7)
In(y) = In(aq) + Bixin(e).

Como In(e) =1 temos,
In(y) = In(aq) + pra. (2.15)

Logo, um grafico In(y) em fung¢do de x ird fornecer uma reta com intersecgao com

o eixo In(y) em In(ay) e inclinagao f.

e Modelo de poténcia simples
Y = (2.16)

onde ay e (3 sao os coeficientes constantes a serem determinados. A equagao

representa uma relagdo nao-linear para B # 0 ou [y # 1.

A equagdo (2.16) serd linearizada se tomarmos o logaritimo na base 10 para obter

log(y) = log(azz™)
log(y) = log(as) + log(z™).

Organizando a equagao temos,
log(y) = Balog(z) + log(az). (2.17)

Logo, um grafico de log(y) em fungao de log(x), fornecera um modelo linear para
a equacao (2.16), onde [B2 é o coeficiente angular e log(as) é a intersecao do eixo

log(y) com a reta de linearizacao.

e Modelo da taxa de crescimento da saturagao

x
3ﬁ3+:13‘

Y=« (2.18)
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onde a3 e (3 sa0 os coeficientes constantes a serem determinados.

A equacdo (2.18) pode ser linearizada invertendo-a para obter

1 1 _B3+I
Z/_ asr 3T :
ps+x

Organizando a equacao temos,

! :@EJFL. (2.19)

Yy Q3 T (0%

Assim, o grafico 1/y em fungao de 1/z serd linear, com uma inclinacao fs/as é

uma intersegao com o eixo 1/y em 1/as.

Nas formas transformadas, os modelos podem ser usados pelas técnicas da regres-
sdo linear para se determinar os coeficientes constantes. Depois de determina-los, as
equagoes podem retornar ao seu estado inicial a fim de ajustar os dados nao lineares.

A Figura 2.6 apresenta o grafico dos modelos nao-lineares e suas respectivas retas

de linearizacao.

2.2 Regressao polinomial

Como definimos na secao anterior, podemos deduzir a equacao de uma reta através
do método dos minimos quadrados. Embora essa reta consiga descrever o comporta-
mento de varios dados experimentais, existem alguns conjuntos de dados que podem
nao ser representados de uma forma satisfatéria por uma reta, ver Figura 2.7(a). Isso
acontece porque a relagdo entre as variaveis independentes e dependentes nem sempre
sao lineares. Por isso, antes de se propor qualquer tipo de analise de regressao, pri-
meiro devemos tracar e inspecionar visualmente o comportamento dos dados, a fim de
verificar se algum tipo de modelo linear se ajusta aos mesmos. Por exemplo, podemos
ver pela Figura 2.7(b) que uma curva seria a melhor opgao para ajustar os dados.

Assim, a proposta deste tépico é apresentar um ajuste para tais dados usando a
equacgao polinomial através do método dos minimos quadrados, chamamos de regressao

polinomial.
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y In (v)

y=ae Il

Inclinagao = 3

— Intersegiio = In(a)

y log(y)

Inclinacao = 3>

g = agy log(x)

0
x
0 interseciio = log(as)

Inclinagio = f/as
Intersegio = 1/ay

1

Figura 2.6: Modelos nao-lineares e suas respectivas versoes linearizadas. (a) Modelo
exponencial. (b) Modelo de poténcia Simples. (c) Modelo da taxa de crescimento da
saturacao.

A principio iremos deduzir o método da regressdo polinomial para um polindémio
de grau 2, em seguida expandiremos o raciocinio para determinar um polinémio grau
qualquer. Para evitar que a escolha da ordem de um polindémio seja um processo
especulativo, fazemos primeiro a inspecao visual dos dados colhidos e, a partir da
tendéncia geral dos pontos, propomos o grau do polindmio que melhor se ajustara.
Depois de escolhido o grau do polindmio que aparentemente é o melhor para representar
a variabilidade dos dados, sempre devemos calcular os coeficientes de determinacgao e
correlacao, ja que tais coeficientes, conforme vimos no tépico anterior, nos quantifica
a melhora ou a reducao de erro decorrente da descricdo dos dados em termos de uma
curva, em vez de um valor médio.

Para um polinémio de grau 2, o método da regressao polinomial, consiste em des-

crever a equagao da curva:
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Figura 2.7: Ajuste de curvas aos dados nao lineares. (a) Dados ndo adequados para
uma regressao linear por minimos quadrados. (b) Indicacdo de que uma parabola é
preferivel.

Y =ap + ax + axa” + e, (2.20)

onde e é o erro entre o ponto verdadeiro da curva e o ponto encontrado pelo polinémio

de grau 2.
Neste caso, conforme procedemos na Secao 2.1, o nosso objeto aqui é reduzir esse

residuo ao méximo, sendo assim, a soma dos quadrados dos residuos é dada por (2.21).

n

Sy =Y (Y — ap — a1w; — ag})*. (2.21)

i=1
Tomando a derivada da equagao (2.21) em relagao a cada um de seus coeficientes e

igualando a zero, teremos o sistema:

3%; = =2 (g — ap — ayx; — agx}) =0,
g%f = =23 z;(y; — ap — arx; — apx}) =0, (2.22)
% = _QEx?(yZ — Qg — a1T; — GQ:L'?) e O

Essas equacoes podem ser reorganizadas para determinar o seguinte sistema de
equagoes lineares em trés variaveis (ag, aj e az), onde estas sdo denominadas de equa-

¢oes normais, conforme as equagoes do sistema (2.23).
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nag + Y, r;a, + Em?% = > Y
S wiag+ Y xia) + Y xlay = 3wy, (2.23)
S atag+ Y xiay + Y atas =3 xiy;,

onde os somatorios que variam de ¢ = 1 a n, tiveram seus indices suprimidos
simplesmente para termos expressoes mais limpas.

Assim, concluimos que determinar o polinémio de grau 2 por minimos quadrados, se
resume em encontrar a solu¢ao do sistema de trés equagoes lineares com trés variaveis.

Para se determinar o erro-padrao, usamos a expressao:

S,

n—23’

Syse = (2.24)

que é semelhante a equagao (2.12), porém, temos agora no denominador (n — 3), pois,
perdemos 3 graus de liberdade ao calcular os valores dos trés coeficientes de S,.

Neste caso, os coeficientes de determinagao e correlagao, sao:

r2 _ St - Sr
Sy

(2.25)

Sy — Sy
Sy

(2.26)

No préximo exemplo, vamos determinar a equacao de ajuste dos dados usando
a regressao polinomial nos mesmos pontos utilizados no Exemplo 1, (resolvido pelo
método de regressao linear). O objetivo é demostrar o método aqui estudado e também

comparar os resultados encontrados.

Exemplo 3. Ajuste um polinémio do segundo grau aos dados (1,0.5), (2,2.0), (3,1.5),
(4,3.5), (5,3.0), (6,4.5) e (7,4.0).

Solugao: Encontrar a equacao de regressao polinomial usando um polinémio de
grau 2, consiste em resolver o sistema (2.23) mas, antes, vamos determinar o valor dos
coeficientes que compoem suas respectivas equagoes.

Pelos dados, temos que n = 7, pois temos 7 pontos para serem ajustados pela

curva. Em seguida, procedemos com o calculo da média das coordenadas dos pontos
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fornecidos como segue:

>y

1+2+3+4+5+6+7 28

8|
I

— =4 e

n 7 7
2y 05+20+15+35+3.0+45+40 19

<

n

7

Calculamos os somatorios dos coordenadas fornecidas, conforme abaixo:

Sa o= 28 | Y
Sr? o= 140 | Sy
> 331'3 = T84 | Y zy;

Portanto, teremos o seguinte sistema de equagcoes lineares

7&0
28@0

140(10

Pela regra de Cramer

ag =

ap =

19 28 140
93 140 784 |+

o11 784 4676

7 19 140
28 93

140 511 4676

+ 28&1
+ 140@1

+ 784@1

784 |+

= 4676 Zx?yi = 511
= 19
= 93

+ 140ay, = 19,

+ 784a; = 93, (2.27)
+ 4676 = 5l1.

7 28 140

28 140 784 |= —0.4286,
140 784 4676

7 28 140

28 140 784 | = 1.0833,

140 784 4676
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728 19 7 28 140
az =128 140 93 |+ | 28 140 784 | = —0.0595.

140 784 511 140 784 4676

Portanto, a equacao quadratica por minimos quadrados é:
y = —0.4286 + 1.0833z — 0.05952%.

Com o objetivo de calcular o erro-padrao e os coeficientes de determinacao e corre-

lacao, vamos organizar os dados necessarios na Tabela 1.

T ‘ Yi ‘ (v —9)° ‘ (yi — ap — a1y — agey)?

1 105] 4.9031 0.0091
2 120 0.5102 0.2500
3 115 14745 0.6175
4 135]| 06173 0.2996
5 | 3.0] 0.0816 0.2504
6 | 45| 3.1887 0.3258
7140 1.6530 0.0571
> 19 | 12,4284 1.8095

Tabela 1: Dados para o calculo do erro-padrao.

Assim, o erro-padrao da estimativa baseado na regressao polinomial é:

1.8095

Sy/x) = 7= 3)

= 0.6726,

12.4284 — 1.8095
12.4284

e o coeficiente de determinacio r? = = 0, 8544.

Os resultados indicam que 85,44% da incerteza original foi explicada pelo modelo.
Comparando esse resultado com o resultado obtido no Exemplo 2, temos que o modelo
de regressao polinomial para os dados fornecidos, representa melhor a variabilidade dos
dados do que o modelo de regressao linear.

A Figura 2.8 representa os dados do exemplo sendo representados pelo modelo de

regressao polinomial.
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(6.03,4.54)
L]

Figura 2.8: Ajuste por um polinémio de grau 2.

O método aqui descrito para um polinémio do segundo grau, pode ser generalizado

para um polinémio de grau m, conforme a equagao (2.28).

y=ay+amx + ax? + ...+ anxz™ +e. (2.28)

Desenvolvendo o método dos minimos quadrados para o polindbmio de grau m,

chegaremos a um sistema como m + 1 equagdes e m + 1 variaveis, cujo erro-padrao é:

Sy
=) 2.2
Suf n—(m+1) (2:29)

A equagao foi dividida por n— (m+1) ja que foi perdido (m+ 1) graus de liberdade
na determinacdo dos coeficientes ag,aq,as, ..., a,, usados no calculo de S,. Para os
coeficientes de determinacao e correlagao, podemos proceder como ja definido pelas
equagoes (2.25) e (2.26).

2.3 Modelo linear geral por minimos quadrados

Antes de avancar para a regressao nao linear por minimos quadrados, vamos dis-
cutir nesse topico algumas questoes que enriquecerao a compreensao dos conteudos ja
discutidos.

Até o momento, analisamos dois tipos de regressao: linear simples e a polinomial.
Se observarmos os casos, veremos que os dois pertencem ao seguinte modelo geral de

minimos quadrados lineares:
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Y = aoZo + a121 + G229 + ... + Ay zZm + €, (2.30)

onde zg, 21, ..., 2y, sa0 m + 1 fungoes e e ¢ o erro entre o ponto verdadeiro da curva e
o ponto encontrado pelo polinomio. Facilmente conseguimos perceber que a regressao
linear simples e a polinomial se encaixam nesse modelo, para isso basta que a funcao
base seja respectivamente zy = 1,27 = x para retomar o modelo linear simples e
monodmios simples como em zg = 2° = 1,2, =, 29 = 22, ..., 2, = &™, para representar
a regressao polinomial.

A terminologia linear é usada apenas para demonstrar como o modelo depende
de seus parametros. Como vimos na regressao polinomial, as préprias funcoes a serem
modeladas pelo método dos minimos quadrados podem nao ser lineares, como exemplo,
podemos ter os z; ¢ = 0,1....,m da equagdo (2.30) como fungoes trigonométricas
como, por exemplo,

y = ag + ajcos(wt) + agsen(wt).

Ja, por outro lado, uma equacao simples como

f(x) = ap(l —e™7)

é de fato nao linear em relagdo aos parametros, pois, a mesma nao pode ser manipulada
na forma da equagao (2.30).
Uma maneira de analisar a equagao (2.30), seria escrever a mesma na forma matri-

cial como:

Y = ZA+E, (2.31)

onde Z é a matriz dos valores calculados das func¢oes base nos valores medidos através

das varidveis independentes:
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201 <11 .- Zmi
202 212 -+ Am2

Z = :
20n Rln -+ Zmn

onde m é o nimero de varidveis da matriz e n a quantidade de pontos fornecidos pela
pesquisa (como n > m + 1, na maioria das vezes a matriz nao é quadrada).

O vetor coluna Y apresenta os valores observados das variaveis independentes

YT:[yl Y2 ... Yn ]7

o vetor coluna A apresenta os coeficientes desconhecidos

AT:[GO ay ... Qy ]7

ja o vetor coluna E contém os residuos

ET:[el €o ... en]-

A soma dos quadrados dos residuos, como feita por todo esse capitulo, podem ser

encontrada por:

2
n

Sr=> v~ az
=0

i=1

Para encontrar as equacoes normais na forma matricial, basta tomarmos as derivadas

parciais em relacao a cada um dos coeficientes e iguala-los a zero.

(ZTZ21A = Z7Y . (2.32)

E possivel demonstrar que a equagao (2.32) é equivalente as equagdes normais
desenvolvidas para os métodos de regressao linear simples e polinomial.

Para isolar a matriz A, que contém os coeficientes desconhecidos da equagao matri-

38



cial, basta multiplicar ambos os lados da equacio (2.32), pela seguinte matriz [Z7 Z] 7!,
ja que sabemos pela teoria das matrizes que o produto de uma matriz por sua inversa
nos da a matriz identidade e essa por sua vez é o elemento neutro da multiplicacao de

matrizes, sendo assim temos:

VA ARRVAN AV R VAN AR AR G

IA=[Z"217'2"Y <

A=[Z"Z17'Z"Y. (2.33)

Como nao podemos garantir que a matriz [Z7Z]™! seja sempre inversivel, pode-
mos concluir que a abordagem apresentada ¢ ineficiente para resolver um conjunto de
equagoes simultaneas, entretanto do ponto de vista estatistico, existem algumas razoes
para se determinar a inversa e examinar seus coeficientes, porém esse estudo nao sera

discutido nesse trabalho.

2.4 Regressao nao-linear

Nos casos em que os pontos colhidos tem uma relagao nao linear entre seus dados
dependentes e independentes, se faz necessario a escolha de um modelo que tem a

dependéncia nao linear com seus parametros. Por exemplo,

f(z) = ap(l — e M%) +e. (2.34)

Porém esse tipo de equacao nao pode ser manipulada de forma que fique semelhante
a equagao (2.30), que é a equacao geral do método dos minimos quadrados lineares.

Seguindo a mesma ideia da regressao linear por minimos quadrados, a regressao nao-
linear é baseada na obtencao dos coeficientes que minimizem a soma dos quadrados
dos residuos.

Para o caso nao-linear, o método que seguimos para a determinagao dos coeficientes
da equagao proposta provém de uma forma interativa chamado, método de Gauss-
Newton, que é o algoritimo minimizar a soma dos quadrados dos residuos entre o

dados e as equacoes nao-lineares.
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Para o desenvolvimento do método, expressamos genericamente a equacao nao-

linear por:

vi = f(zisa0, a1, ..., am) + €,

onde y; é o valor medido da varidvel dependente, f(x;;ag,as, ..., a,) é a fun¢do nao-
linear que depende dos coeficientes ag, a1, as, ..., a,, e da variavel independente z;, e e;
é um erro aleatério. Para simplificar a notagdo, vamos escrever o modelo apresentado

da seguinte forma:

No modelo nao-linear apresentado em (2.35), a fungao f(x;) pode ser expandido
pela série de Taylor em torno dos valores dos parametros e truncada depois da primeira
derivada. Assim teremos, por exemplo, a seguinte expressao para um caso com dois

parametros:

Of (xi);

Of (x);
dag day

f(xi)j—&-i = f(JZfL)j + A A Qo + ]A ai, (236)

onde j é a aproximacao inicial, j+1 é a previsao, Aag = ag j+1—aoj € ANay = a1 j+1—a1 ;.
Assim, conseguimos linearizar o modelo inicial em relacao aos coeficientes ag e ay.

Sendo assim, podemos usar o modelo expandido como a fun¢ao nao-linear em (2.35) e

Of (xi); 0f (x:)
8@0 Aa0+ da aq

obtemos:

yi = f(zi); + 2 Nay + e

ou, equivalente,

af(xl)]A o+ 8f(xl)] Nay + e;.
8@0 8@1

yi — flxi); =
Observe que, a forma matricial, se assemelha a equagao matricial (2.31) do método

dos minimos quadrados linear

D=Z AA+E, (2.37)

onde Z; ¢ a matriz das derivadas parciais da funcao, calculada na aproximacao inicial j,
D ¢ o vetor que contém as diferencas entre os valores medidos e os valores encontrados

pela funcao e AA é o vetor que contém a variagdo nos valores dos parametros:
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[ of(x of(x T
25101) 1(;5111) y1 — f(x1) Aayg
el 2o v — f(2) Aay
Zj - aD = ,AA = :
2] Tn 0 Tn
| et oG yn = f(0) Ny,

sendo n o nimero de pontos dados e %ﬁ") a derivada parcial da funcdo com relacao

ao k-ésimo parametro calculada no i-ésimo ponto dado.
Aplicando a teoria linear dos minimos quadrados a equagao (2.37), obtemos as

equagdes normais abaixo (que se assemelham a equagao (2.32)):
[Z] ZJANA = Z] D. (2.38)
Logo, utilizando (2.33) e resolvendo a equagao (2.38) para determinar AA, temos:

NA=[Z]Z)'Z]'D. (2.39)

A expressao AA em (2.39), nos garante os elementos necessarios para se calcular

os parametros com os valores melhorados como em
aj+1 = ao; +Dag e aij =a;+ Dar.

Este procedimento se repete até que a solucao convirja, ou seja, até que fique abaixo

de um critério de parada aceitavel.

Exemplo 4. Usando o Método de Gauss-Newton ajuste a funcao f(z;a,, a1) = ag(1—

e~ "7) aos dados

x[025 075 1.25 175 225
y 028 057 068 0.74 0.79
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Use aproximacgoes iniciais de ag = 1.0 e a; = 1.0 para os parametros. Observe que,
para essas aproximagoes, a soma inicial dos quadrados dos residuos é 0.0248.
Solugao: Primeiramente encontramos as derivadas parciais em relagao aos para-
metros ag € a; como segue abaixo:
of of

1—e ™ e —— =qgxe

(9710 N 8&1

—a1x

Essas equacgoes serao usadas para determinar a matriz Z,, para isso, basta aplicar
os termos independentes e os valores dos parametros iniciais fornecidos no enunciado,

nas equagoes encontradas acima, ou seja:
para z = 0.25: 2@ — 02212 ¢ 2 — (1947,

i) o8 _
para z = 0.75: g}%o)) = 0.5276 e 3(?1)) = 0.3543;
para x = 1.25: ?.(LO)) =0.7135 e 8(?1)) = (0.3581;
para z = 1.75: g}(c%o)) =0.8262 e 3}‘21)) = 0.3041;
para x = 2.25: Blag) — 0.8946 e Bar) — 0.2371.
Assim, teremos a matriz Zj:
[ of) or@y) | [ oro2s) aroes | [ |
('9(101 8a11 Bao=l) Ba1=D) 0.2212 0.1947
Of (w2)  Of(x2) 0f(0.75)  9f(0.75)
s B4, Bao=D) dlar1=D) 0.5276 0.3543
— | Of(zs) Of(zs) | = | 9f(1.25) 0Of(125) | —
Zo 8a03 3(113 Bao=D) dla1=D) 0.7135 0.3581
Of(x4) Of(x4) of(1.75)  9f(1.75)
78(104 Tal“ Bao=1) B(a1=D) 0.8262 0.3041
Of(xs)  Of(xs) 0f(2:25)  0f(2.25)
8%5 8a15 ] | Bao=D)  dai=D) | I 0.8946 0.2371 ]

Multiplicando a matriz Z, por sua transposta, temos:
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0.2212 0.5276 0.7135 0.8262 0.8946

L7y, =

0.1947 0.3543 0.3581 0.3041 0.2371

2.3193 0.9489

0.9489 0.4404

a qual, por sua vez, pode ser invertida:

0.4404 —0.9489

T 1-1 2.319120.4404—0.94892  2.319120.4404—0.94892
[Zo ZO] =

—0.9489 2.3193

2.319120.4404—0.9489%2  2.319120.4404—0.94892

0.2212 0.1947
0.5276 0.3543
0.7135 0.3581

0.8262 0.3041

0.8946 0.2371

3.6421 —7.8473

—7.8473 19.1804

J& o vetor D, que consiste nas diferencas entre as medidas da variavel y fornecidas

pelo enunciado e os valores encontrados, quando se aplica os termos em x na fungao

f(z;a0,a1), levando em consideragao os valores iniciais para ag = 1 e a; = 1, sdo dados

abaixo:

Multiplicamos agora a matriz D por Z! teremos:

43

[ 0.28 — £(0.25) 0.0588
0.57 — £(0.75) 0.0424
D=1 068—f(1.25) | = | —0.0335
0.74 — f(1.75) —0.0862
| 0.79— f(2.25) | | —0.1046




—0.1533
ZiD =
—0.0365

Com todos o pardmetros ja calculados, por (2.39), temos que:

—0.2719
NA=[Z]Z)'Z]D = o

Podemos agora determinar os valores melhorados, apenas somando os valores ini-

ciais dos parametros aos encontrados na matriz AA como segue:

ao 1 —0.2719 0.7281
pum— + pu—
a; 1 0.5029 1.5029

Assim, temos uma estimativa melhorada dos parametros que sao ag = 0.7281 e
a; = 1.5029. Esses novos valores resultam em uma soma dos quadrados dos residuos
igual a S, = 0.0244.

A partir daqui, o céalculo seria repetido até que esses valores ficassem abaixo do
critério prescrito. Para uma soma dos quadrados dos residuos cerca de 37 vezes menor
que o fornecido, chegamos aos parametros ag = 0.79186 e a; = 1.6751, que nos dao
uma soma dos quadrados dos residuos de 0.000662.

Se escrevermos a fun¢ao f(x;ap,a;) para os pardmetros iniciais fornecidos, para
os parametros encontrados na primeira iteragao e para os parametros encontrados na

iteragao satisfatoria, teremos as seguintes funcoes:

flz1,1) =11 —e7"),
f(x;0.7281,1.5029) = 0.7281(1 — ¢~ 1:50297),
f(2;0.79186,1.6751) = 0.79186(1 — 671'67511).

Essas fungoes plotadas no plano cartesiano, nos dao a ideia de como a curva tende
a se adequar aos dados experimentais.
Uma coisa que vale ressaltar sobre a regressao nao-linear usando o método de Gauss-

Newton é que as derivadas parciais das fungoes podem ser dificeis de calcular, o método
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J@)=10-e")

(2.25,0.79)
.

(1.75,0.74)
.

(3
. (2.25,0.79)
(1.75,0.74) (125 068)

3
(1.25.068) (075,957

O:e5080 () = 0.7281(1 — e757)

(0.25,0.28) (0.25,0.28)
. .

(225,0.79)

f(z) = 0.79186(1 — 1717y

(0250

()

Figura 2.9: Ajuste de curvas pelo método de regressao nao-linear. (a) Ajuste nao-
linear usando parametros iniciais. (b) Ajuste ndo-linear usando pardmetros da primeira
iteragao. (c) Ajuste nao-linear usando pardmetros da iteragao satisfatoria.

pode convergir lentamente ou pode oscilar muito, isto é, mudar de dire¢cao continua-
mente ou, até mesmo, nao convergir.

Modifica¢oes do método vem sendo desenvolvidos afim de remediar tais deficiéncias,
porém, as mesmas nao serao discutidas, por fugir um pouco da proposta deste trabalho,
que consiste em apresentar os métodos numéricos mais praticos e que apresentem baixo

grau de dificuldade, a fim de viabilizar sua aplicagdo com estudantes do ensino médio.
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3 Interpolacao

Todos os conceitos e demonstracoes deste capitulo foram baseados nas referéncias
(2], [5], [9], [15], [24], [26], [28] e [29].
Consideremos os pontos distintos xg, x1, T3, x3, ..., T, cada um desses (n + 1), co-

nhecidos por nds de interpolacdo, e seus respectivos valores quando aplicados em uma

fungao f(x): f(xo), [(21), f(w2), f(w3), ., f(n)-

A interpolagao de f(z) consiste em se obter uma fungao h(z) qualquer, tal que:

h(z,) = f(zn)

3.1 Interpolacao polinomial

Sejam os pontos (xg, f(z0)), (21, f(x1)), (2, f(22)), ..., (Tn, f(2,)), podemos aproxi-
mar esses (n + 1) pontos por um polinémio p,(z) de grau menor ou igual a n, tal que:

f(z1) = pn(zs) com k=0,1,2,3,...,n.
Usando a féormula geral para um polinémio de grau n, temos:

p(g;) = a9+ a1r + azl'z + ...+ anx". (31)

Sendo assim, obter p, () significa encontrar os valores dos coeficientes ayg, aq, as, ..., a,
em (3.1) que satisfagam a condigao p,(zx) = f(zg),Vk =0,1,2,...,n.

De acordo com o definido, surgem algumas perguntas:
e Existe sempre um polinémio p,(z) que satisfaca estas condigoes?

e Caso exista, ele é tinico?
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Para responder a essas perguntas, escrevemos a condicao p,(zy) = f(z), para todo

k =0,1,...,n, no seguinte sistema linear:

ag + a1zo + agi + ... + apnx? = f(z0),
ap + a1y + agx? + ... + a2t = f(1y),
ag + a1To + a3 + ... + apxy = f(x2),

(3.2)

ap + a1, + asx + ... + a,z = f(z,).

que tem n+ 1 equagdes e n+ 1 variaveis. A matriz A, dos coeficientes do sistema (3.2)

é dada por:
2 n
1 g x5 ... xj
2 n
1z af ]
2 n
1 zy x5 T4
A:
2 n
L@, oz, oy

A matriz A é conhecida como matriz de Vandermonde, pois é uma matriz em que

os termos de cada linha estdo em progressao geométrica, isto é A;; = a]~

1

! para todos
os indices 7 e j.

Entao, para verificarmos se o sistema propostos tem solugao tinica, basta garantir-
mos que a matriz A de coeficientes tenha determinante diferente de zero.

A matriz A, tem seu determinante dado pela expressao:

det(A) = H (x; — ),

0<i<j<n
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onde n é o grau do polinémio p,(x).

Entao, para que det(A) # 0, basta que xg, x1, X2, ..., T,, sejam pontos distintos, isso
implica que o sistema linear proposto admite solugao e essa sera tnica.

Abaixo segue como exemplo, o calculo do determinante da matriz A para n = 2

usando a expressao do determinante de Vandermonde,

1 zy
det(A)=| 1 z; a? = J] (zj— )= (z2 — zo) (w2 — 21)(z1 — T0).
0<i<j<2
1 xy 3

Supondo zg = 2, z1 = 3 e x5 = 4, temos:

1 2 22
det(A)=11 3 32 | =(4-2)(4-3)3-2)=2x1x1=2.
1 4 42

Entao, de acordo com o que acabamos de ver, o polindmio interpolador, que in-
terpola f(x) nos pontos xg, x1,xs, ...x, é Unico, embora existam vérias formas de ser
obtido. Neste trabalho, consideremos apenas as formas de Lagrange e Newton que

serao vistas na sequéncia.

3.2 Polinémios interpoladores por diferencas de divididas de

Newton

Dentre as varias formas de se determinar um polindmio interpolador, o método das
Diferencas Divididas de Newton se destaca por estar dentre as férmulas mais populares
e uteis de acordo com [9]. Faremos aqui um esbogo geral da teoria que define esse
tipo de polindmio iniciando pelo caso particular de um polinomio de grau 1, depois
progredimos para um polindémio de grau 2 e, por fim enunciaremos o método para um

polinémio de grau qualquer.
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3.2.1 Interpolacgao linear
A forma de Newton para um polindémio p;(x) que interpola f(x) através de apenas
dois pontos distintos (x¢ e x1) é a seguinte:

Pl(l’) = d(] + dl(ZL’ - l‘o), (33)

onde dy e d; sao as diferencas divididas que dependem somente de dois pontos, isto é:

do = flzo] = f(z0),

dl = f[xo,l’l] = f[xl] _ f[l'()] — f(xl) — f(IO>

1 — X Ty — Xy

Logo, o polindémio interpolador de Newton para o grau 1 é da forma:

f(%) - f(xo)

1 — X

pi(x) = f(xo) + (x — x0). (3.4)

Observando a expressao de p;(z) em (3.4), que é a férmula da interpolagao linear,
(1) — f(@o)
1 — X
Assim, quanto menor o intervalo entre os pontos dados, melhor serd a aproximacao

o termo representa o coeficiente angular da reta que o grafico de P;(z).

de f(x) pelo polindémio interpolador de grau 1, tendo em vista que para pequenos
intervalos entre os pontos dados, uma funcao continua serda melhor aproximada por

uma reta.

Exemplo 5. Faca uma estimativa de (n(3) usando uma interpolacao linear. Primeira-
mente, faga o célculo interpolando entre In(1) = 0 e In(6) ~ 1,791759. Entdo, repita
o procedimento, mas use o intervalo menor de In(1) a In(4) ~ 1,386294. Observe que
In(3) ~ 1,098612.

Solugao: Primeiramente vamos encontrar a fungao de interpolacao linear para os

pontos g = 1 e ;1 = 6, usando a férmula em (3.4) como segue

M(x_l)zo_i_w

—1)=0. 18(z — 1).
- oo (r—1)=0.3583518(x — 1)
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Aplicando o ponto x = 3 no polindémio p;(x), temos a seguinte estimativa para
In(3) ~ py(3) = 0.7167036.

Essa estimativa gera um erro dado por

1.098612 — 0.7167036
1 = 1 = 34. .
« 100% ‘ = « 100% = 34.76%

€t =

‘ fB)=m(3)
f3)

Refazendo os céalculos para o intervalo menor de o = 1 a x1 = 4, teremos o seguinte

polinémio interpolador:

f4) - )

pi(z) = f(1) + 11 (x —1) = 0.462098(z — 1)

Calculando = = 3, teremos In(3) ~ pi(3) = 0.924196 e o novo erro passa a ser

1.098612 — 0.924196
100% — 100% = 15.88%.
X 100% ’ 1.093612 x 100% %

€t =

’f(3) - p1(3)
f3)

Observando os dois erros, podemos perceber que quanto menor o intervalo usado na
determinacao do polinomio interpolador, mais o valor estimado se aproxima do valor
real, embora nao se possa generalizar essa conclusao a partir apenas de dois valores.
Quando olharmos para a Figura 3.1, podemos observar que conforme o intervalo dimi-
nui, uma funcao continua sera mais bem aproximada por uma reta e por consequéncia
o erro dado pela interpolacao tende a diminuir.

A Figura 3.1 nos mostra como a estimativa de {n(3) feita pelo polinémio interpola-

dor pj(z), se aproxima muito mais do valor real que o polinémio interpolador p; ().

3.2.2 Interpolacao quadratica

A forma de Newton para um polinémio po(z) que interpola f(z) através de trés

pontos distintos (zg, x1 e z3) é a seguinte:

po(z) = do + di(z — x0) + do(x — o) (T — 1), (3.5)
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Pl ()

mix)

(6,In(6)]

(4In(2)) _

Figura 3.1: Interpolagdo linear para estimativa de In(3) realizada por intervalos dife-
rentes.

onde dy, dy e dy sao as diferencgas divididas que dependem dos trés pontos, ou seja,

do = flzo] = f(x0),
flza] = flwo]  f(a1) = f(20)

dl = f[x()’xl] = = ,
I1 — Zo 1 — o
— f(z2)—f(x1) - f(x1)—f(x0)
dy = f[x()?xl’%] _ f[xl,m] f[3307.2131] _ _oym pra—
T2 — o To — Xo

Logo, o polinémio interpolador de Newton de grau 2 é da forma:

fx2)=f(z1) _ f(z1)=f(wo)
f('rl) - f(x()) To—T1 B T1—T0
_ — - 3.6
71— 10 (x — o) + Je—— (z —xo)(x —x1) (3.6)

pa(x) = f(wo) +

Observando o erro encontrado no Exemplo 5, ao se aproximar a func¢ao In(z) por
um polinémio de grau 1, fica visivel que o grafico do polinémio de grau 1 nao é a melhor
op¢ao para descrever o comportamento da fungao In(z), sendo assim, a estratégia para
melhorar a estimativa seria introduzir uma curvatura na ligacao de cada dois pontos,
por isso acredita-se que o ajuste polinomial de grau 2, dara para o mesmo problema

proposto um erro bem menor, como no Exemplo 6 confirmando o que foi afirmado.

Exemplo 6. Ajuste um polindomio do segundo grau aos trés pontos usados no Exemplo
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D, Ou seja:

g = 1= f(xg) =1In(l)=0
ry = 4= f(x1)=1In(4) = 1.386294,
vy = 6= f(z) = In(6) = 1.791750.

Use o polinémio py(z) para calcular In(3)

Solugao: Primeiramente vamos calcular os valores das diferencas divididas dy, d;

e dy como segue:

dy = f(zg) =0
f(%) - f(fo)

d, = VIR0 4620081
1 — X
flx2)—f(z1)  f(x1)—f(xo0)
dy = 2 T = —0.0518731
To — Xy

Substituindo esses valores em (3.6), obtemos o polinémio
po(x) = 0+ 0.4620981(z — 1) — 0.0518731(z — 1)(z — 4).

O qual nos fornece, em x = 3, o valor: py(3) = 1.0279424.
Como o valor de In(3) ~ 1.098612, podemos calcular o erro ¢ da estimativa como

segue:

1.098612 — 1.0279424
« 100% ‘ e « 100% — 6.43%

Portanto, fica evidente que a estimativa feita pelo polindomio de grau 2 supera o
polinémio de grau 1, ja que a fungdo a ser estimada tem seu grafico mais proximo da
curva gerada pelo polindomio de grau 2. A Figura 3.2 apresenta o comparativo entre os
valores encontrados pela interpolacdo linear e a quadratica frente ao valor verdadeiro

da funcao dada.

52



i (x)

Estimativa quadratica
Estimativa linear

Figura 3.2: Interpolagdo linear e quadratica para estimativa de In(3).

3.2.3 Forma geral dos polindmios interpoladores de Newton

Generalizando as analises anteriores, podemos descrever um método para ajustar

um polinémio de grau n a n + 1 pontos dados pela seguinte expressao

pn(x) = do+di(x—x0) +da(x—20) (X —21) + ... +dp (T —20) (x —21) ... (T —Tp1), (3.7)

onde di, k= 0,1,2,...,n é o operador diferencas divididas de ordem k entre os pontos
(.Z'j, f(l'j)),j = 0, 1, 2, RN ,k.

Definigao 1 (Operador Diferengas Divididas). Definimos os operadores diferencas para

uma fungdo f(x), tabelada em n + 1 pontos distintos, pelas expressoes da tabela 2.

o] = f(wo) (ordem zero)
flxo, z1] = w (ordem 1)
1 — Zo
flzo, x1, @] _ ozl = flwo, 7 (ordem 2)
To — Xy
flwo, w1, 20, ...,2] = flon, @2, o 2ol = fl20, 21,00 B (ordem n)
Tn — T

Tabela 2: Operador de diferencas divididas.
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Assim, dizemos que f[zg, x1, ..., xx] é a diferenca dividida de ordem k para a fungao
f(x) sobre os k + 1 pontos.

De forma a tornar o método mais operacional, quando conhecemos os pontos

X, T1, ..., T € seus respectivos valores quando aplicados na fungdo f(z), construimos

a tabela 3.
x ‘ Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 .. . Ordem n
o | flzo]
flwo, 1]
v | fla] flwo, 1, 2]
[l o]
vy | flxs] flwy, w2, 5]
[la, 3]
T3 flzs] flza, 3, 4] flzoy -y xn
flws, 24]
Ty | flzd]
flTn—o,Tn_1, )
fl#n-1, 2]
Tn | flza]

Tabela 3: Tabela de diferencas divididas.

Vamos resolver o exemplo abaixo com o objetivo de compreender melhor como

montar a tabela de diferengas divididas que por sua vez é extremamente necessaria

para a determinagao do polinémio interpolador.

Exemplo 7. Dados os pontos (—1,1),(0,1),(1,0),(2,—1), (3, —2), determine a tabela

de diferencas divididas.

Solucgao: Procedemos determinando as diferencas divididas:
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e Diferengas de Ordem 0:

ro = —1 = flzo] = f(=1) = flwo] = 1,
1 =0 = fle1] = f(0) = fled] =1,
Ty =1 = [lwa] = f(1) = flws] = 0,
T3 =2 = flws] = f(2) = flws] = -1,
Ty =3 = [lwa] = f(3) = flwa] = =2,

e Diferengas de Ordem 1:

flz1] = flzo 1-1

fleo,mi) = HE L = = flzo,m1] =0,
R R = flzr, a2 = -1,
flos g = L8 S0 Z1=8 =z, 5] = ~1,
flo = LA 222 C1) = fla, 2] = ~1.
e Diferencas de Ordem 2:

Mo = H2 B = T o] =

flon g ag) = L= Sl 2O gy =0,

flira, 2, 24] = fm’“”’“";i:gx?’m ~ _13__(2_1) = flg, 23, 24 = 0.

e Diferencgas de Ordem 3:

flro, 21, 22, 23] = Sl o as] = loo, o va]
xr3 — Zo

:>f[$0, X1, Lo, .%'3] ==

|
—

|
— N =
~— | —
-

f[xl,x2,$3,$4] = = :>f[$1,.f172,333,$4]

0

2 6’
f[x27x37x4]_f[x17x27x3] O_O :O
Ty — T 3 '
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e Diferenga de Ordem 4:

f[f[} T1 T Ta. X ] _ f[I1,$2,$3,$4] - f[l'(),l‘l,xg,ajg] _ O - (é) — _i
0y L1, L2, L3, L4 T4 — To 3_ (_1) 24

Os dados estao apresentados na tabela 4

T ‘ Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4

-1 1
0
1
0 1 ——
2
1
—1 -
6
1
1 0 0 -
24
-1 0
2 -1 0
-1
3 -2

Tabela 4: Diferencas divididas do Exemplo 7.

3.2.4 Erros nos polindbmios interpoladores de Newton

Seja f(x) continua num intervalo [a,b] e com tantas derivadas continuas quantas
necessaria.

Paraa =z < 21 < 23 < ... < x, = b, (n+1) pontos, estudaremos o erro de se apro-
ximar o polinémio p,(x) que interpola a fungao f(z) nas coordenadas xg, z1, s, ..., Tp.

Iniciamos a construgao pelo polinémio de grau 0, depois partiremos para o polinémio
de grau < 1, depois o de grau < 2 e, dai, partiremos para o polinémio de grau k, k < n,

que interpola f(z) em xg, ..., x,.
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Seja po(x) o polindmio interpolador de grau 0 que interpola f(x) em x = zy, entao
po(x) = flwo] = f(20).

Para todo x € [a, b], x # x(, temos:

flag.a] = T = Il _ f@) = /(@)

r — X r — X ,

logo
f(@) = f(0) + (x — o) f[20, ].

Como po(z) = f(xg), chamando Ey(z) = (z — x¢) f[z0, x|, temos que
Ey(z) = f(x) — po(x) = (x — x0) flzo, 2].

Note que Ey(x) representa o erro ao se aproximar a funcao f(z) pelo polindmio de
grau 0, po(z).

Vamos agora analisar o erro para a interpolacao por um polinémio de grau < 1.
Seja p1(x) o polindmio de grau < 1 que interpola f(z) em xy e x;.

Prova-se que as diferencas divididas satisfazem a propriedade

flxo, @1, .., k] = flzjo, Tjys ooy 4., onde Jo, ju, ..., Ji € qualquer permutagao de 0, 1,2, ..., k.

flaa] = flxo] _ flao] = flaa]

Por exemplo, para k = 2, f[zg,z1] = pra— — = flx1, xo).
Temos: 1 ’ ’ l
flxo, x1, 2] = flo1, 20, 2] =
_ flzo, @] = flz1, 3]
n Tr — T
f(:B) _ f(IO) _ f[l'lyffo]
_ T — Zo
(x — x1)
_ f(z) = f(zo) — (x — o) flz1, 7o)
(x — 1) (x — x0) '
Assim,

(@) = f(z0) — (x — 20) fl21, 20] = (¥ — 20) (T — 21) |20, 71, T2
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ou, equivalentemente,

f(x) = f(xo) + (v — 20) f21, 20] + (¥ — 20)(x — 1) f[T0, 71, Z].

Como pi(z) = f(zo) + (v — x0) flr1, 0] = po(z) + (¥ — x0) f[1, 0] € chamando

Ei(z) = (z — xo)(x — x1) f21, T0, 7], temos que:
Ei(z) = f(z) — pi(@) = (z — xo) (2 — 21) f[20, 71, 7].
Note que Ej(x) é o erro cometido ao se aproximar f(z) por pi(x). Analisamos

agora o erro para a interpolagdo por um polinémio de grau < 2. Seja ps(x) o polindmio

de grau < 2 que interpola f(z) em xg, x; e x9. Sabemos que:

f[l’o7$1>$2,$] = f[552,1131,$0,$] =

(x — x9)
_ f[mo’xi__i[f L) ey, 0]
= (x — x9)
f(2) : f(@o) Fla, o)
(z — x0) —flw2, 21, 2]
(x — x1) -
(x — z9)

Assim,

f(x) =f(x0) + (x — x0) flx1, 20] + (x — 21) f2, 1, 20]

+ (v — zo)(z — x1)(x — x2) fw0, 21, T2, T].
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Como py(7) = f(o) + (z — x0) f21, T0] + (7 — 21) f22, 71, T0], chamando

Es(z) = (z — zo)(x — x1)(x — 22) f[wo, T1, T2, 2]., temos que:

Ey(7) = f(r) — pa(x) = (x — 20) (7 — 1) (7 — 22) f[20, 71, 72, 7].

Note que Es(z) é o erro cometido ao se aproximar f(x) por ps(z).
Se usarmos sucessivamente, o mesmo raciocinio adotado para encontrar Ey(x),
Ei(x) e Ey(x), teremos que a forma do erro E,(z) gerado na construgdo de p,(x),

polinoémio de grau < n, que interpola f(z) em xg, z1, za, ..., Tp, €

E.(z) = (x — x0)(z — x1)...(x — xy) flx0, T1, T2y oy Tny, X (3.8)

onde f[zo, x1, T2, ...Ty, x] é a (n+ 1)-ésima diferenga dividida finita. Como a expressao
de E,(x) em (3.8) contém uma incégnita f(z), ela ndo determina o erro, porém se
tivermos disponivel um ponto dado adicional f(x,.1), que seja diferente dos (n + 1)
termos utilizados na obtencao do polinémio interpolador esta poderd ser usada para

aproximar O €erro:

En(x) = (x —xzo)(x — z1)...(x — x,) fTo, T1, T2, ooy Tpy Ty - (3.9)

Exemplo 8. Use a expressao dada por (3.9) para fazer uma estimativa do erro para o
polinémio interpolador do segundo grau encontrado através da interpolagao dos pontos:
rg=1= f(xg) =In(1) =0,
r1 =4 = f(x1) = In(4) = 1.386294,
Ty =6 = f(x2) = In(6) = 1.791759.

Utilize o ponto dado adicional f(z3) = f(5) = 1.609438 para obter a estimativa do

erro na determinagao de In(3).

Solugao: Do Exemplo 6, temos que o polindmio py(x) que interpola f(z) = in(z)
emxg =1, =4 ¢exy=06¢py(x) = 04620981 (z — 1) — 0.0518731(x — 1)(z — 4) ¢

quando aplicamos o valor de z = 3 em ps(z), encontramos py(3) = 1.0279424, que nos
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fornece um erro de interpolacao de ¢ = 6.43%.

Antes de usar a equacao (3.9), temos que primeiro encontrar f[zg, x1, T2, x3]. Temos:

f(x1) — f(z0)

flzo, m1] = = 0.462098,
T — o
f[l"l,iz] — M — 0‘202732’
To — X1
flzs, xa) = M = (.182321,
T3 — X2
flzo, x1, 0] = flaw, 2o] = flao, 1] _ —0.051873,
To — X
flar, 2, m3) = flas, 2s] = flay, 2] —0.020411,
T3 — I
fltor g, g) = L0 T2 T = o0 o ma] g o7
T3 — Zo

Assim, aplicando a equagao (3.9), para x = 3, temos:
Ey(3)=(3-1)(3—4)(3—-6)f[1,4,6,5] = 0.04719

Se compararmos o erro encontrado pela estimativa usando o polinémio de grau
2, f(3) = p2(3) = 1.098612 — 1.027942 = 0.07067, com o erro F5(3) encontrado pela
equacao 3.9, podemos perceber quao préximo ficam os resultados. Essa comparacao nos
apresenta a eficiéncia da equacao do erro, que por sua vez, fornece resultados na mesma

ordem de grandeza do erro cometido na estimativa usando o método da interpolagao.

3.3 Polinémios interpoladores de Lagrange

O polinomio interpolador de Lagrange é uma reformulacao do polindmio de New-
ton, onde se evita os calculos das diferencas divididas que acabam por complicar a

determinacao do polindmio interpolador, sua expressao ¢ dada por:

pula) = z Li(@) f(ax) (3.10)
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onde |
Li(z) = [] —2 (3.11)

Tk — T

j=o

J#k
e Para n = 1, versao linear, temos:

pi(x) = Lo(x) f(zo) + La(x) f(21). Como, Lo(z) = =1 e Li(x) = J=3>, segue

To—x1 x1—x0’
que:
Tr — I T — 2o
- . : 3.12
Pi(e) = T () T () (312)

e Para n = 2, versao quadratica, temos:

p2(x) = Lo()f(x,) + La(z)f(z1) + La(2) f(z2). Como, Lo(z) = %,
Ly(z) = Az=molle=z2) o 7 (1) = %f*xﬁ)? segue que:

(z1—x0)(z1—22) (z2—z0)(z2—11

(x — 1) (x — 29) s

Lo — x1)<x0 - 1’2)

(o = 20)(w = 22) (2 = o)z = m)
(1 — 0)(21 — 22) flet (22 — o) (w2 — 1) fl@2)
(3.13)

pa(x) = ( (o) +

Exemplo 9. Use polindémios interpoladores de Lagrange de primeiro e segundo grau

para calcular In(3) com base nos dados fornecidos abaixo:

xo=1 = f(x) =In(l) =0,
=4 = f(z1)=In(4) = 1.386294,

To =6 = f(x3)=In(6)=1.791759.

Solucao: Como vimos anteriormente, o polindmio de grau 1 pode ser usado para se
obter a estimativa em x = 3.
_3—4 3

-1
= 1.386294 = 0.924196.
1_40—1—4_1 38629 0.924196

p1(3)

De semelhante modo, o polindémio py(3) fornece:

p2(3) = e 6)0+ Ei — 38 - g 1.386294+m1.791759 = 1.027949.

Como esperado, ja que o método para obtencao do polinémio interpolador de La-
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grange ¢ simplesmente uma melhoria do método de interpolagdo de Newton, ambos os

resultados coincidem com os obtidos anteriormente nos Exemplos 5 e 6.

Exemplo 10. Pela forma de Lagrange, use o polinomio de grau 2 para obter a

expressao que interpola os pontos (0,1),(1,2.718), (3,20.086) fornecidos pela fungao
f(z) = e

Solugao: Pela forma de Lagrange, temos que o polinémio de grau 2 é:

p2(x) = Lo(x) f(x0) + Li(z) f(21) + La(x) f(2),

onde
(r—z)(z—x) (x—1)(xz—-3) 2>—4x+3
bolo) = e @ —w)  0-D0-8 3
 (w—m)(z—x2)  (z—0)(xz—3) 2*—3
L) = e —m) - 01 -3) 2
 (w—z)(z—x)  (2—-0)(xz—-1) 2*—u
L) = @) B-0)B-1)

Assim, na forma de Lagrange,

2_4 2 _ 2 _
po(z) =1 (1”;”) +2.718 (m ;’x) +20.086 (m . x) ,

agrupando os termos de mesmo grau, obtemos que po(x) = 2.3222? — 0.604x + 1.

A Figura 3.3 apresenta a plotagem do polindmio interpolador de grau 2 e a fun¢ao
f(x) no mesmo plano cartesiano.

Assim como no método de Newton, a versao de Lagrange também fornece uma

estimativa do erro: .
En = f[$07l'17x2a "'7$n7$] H (':C - xz) (314)
j=o

Com a disposicao de um ponto adicional para x,,1 é possivel se obter uma estima-
tiva para o erro.

Em geral, nos casos onde nao se conhece o grau do polinémio interpolador, o método
de Newton tem vantagens por causa da percepcao que ele fornece através do compor-
tamento das féormulas para as diferentes ordens, assim, para esses casos, o método de

Newton é em geral a melhor opgao.
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pa(r) = 2.3222% — 0.604x + 1

(3,20.09)

(Un))

Figura 3.3: Representacao grafica do Exemplo 10.

3.4 Interpolacao inversa

Na maioria dos contextos de interpolagao os valores de f(z) e x sdo respectivamente
as variaveis dependentes e independentes, como consequéncia os valores de x acabam
sendo distribuidos em intervalos uniformes e isso favorece o bom condicionamento do
polinémio interpolador.

Agora, supondo que usando os mesmos dados, precisemos determinar o valor da
variavel independente = tendo o conhecimento de f(z), devemos partir para a técnica
da interpolagao inversa.

O método da interpolagao inversa nao consiste em simplesmente trocar os termos
independentes, z, pelos termos dependentes, f(z), j4 que, nos casos mais complicados
nao temos nenhuma garantia de que os valores ao longo da nova abscissa f(z) terdo
espacamentos regulares. Tal espacamento descompassado na abscissa, em geral acaba
influenciando bastante nas oscilagoes do polinémio interpolador, aumentando o erro
da interpolacdo. Assim, a solucdo encontrada é a de ajustar um polindémio de grau n
a f(x), a partir dos dados originais, ou seja, f(z) em fun¢ao de z, como na maioria
dos casos os termos independentes sao igualmente espagados, teremos um polinémio
interpolador bem condicionado, ou seja, com variabilidades semelhantes entre cada
intervalo formado pelos nés de interpolagao. Logo a resposta ao problema se reduz em
substituir na equacao o termo dependente a fim de se encontrar o termo independente
que a satisfaz através da aplicacao do mesmo no polindémio, em outras palavras, o nosso

problema se reduz ao problema de calculo de raizes de um polinémio.

63



Exemplo 11. Dados os pontos (2,0.5), (3,0.3333) e (4,0.25) provenientes da fungao
f(z) = 1/x, determine o valor de x, para f(z) = 0.3.

Solugao: Por termos trés pontos, vamos interpola-los através de um polindémio de

grau 2, conforme a equacao (3.13):
po(x) = 0.0416672% — 0.375x + 1.08333.

A resposta ao problema de interpolacao inversa, consiste agora em encontrar o x
que corresponde a f(x) = 0.3, para isso, basta substituir os valores no polinémio ps ()

e resolver a equacao, ou seja,
0.3 = 0.0416672% — 0.375x + 1.08333,
Dai temos duas solugoes possiveis:
x1 = 5.704158 e 1z = 3.295842.

Como xo, = 3.295842 é a raiz que mais se aproxima do valor verdadeiro 3.333,
ignoramos o valor de x;. Sabemos também que se desejassemos um percentual de erro

menor bastava caso tivéssemos pontos adicionais, utilizar polindomios de graus maiores.

3.5 Interpolacao por splines

Em casos como o Exemplo (12), onde temos uma fungao f(z) tracada para z;,
1 = 0,1,2,...,z,41 é aproximada por um polinémio de grau n que interpola sobre
todos os pontos dados, podemos ter resultados desastrosos dependendo do intervalo de

observacao.

Exemplo 12. Considere f(z) = tabelado no intervalo [—1, 1] nos pontos

, 1+ 2522
da forma z; = —1 + %, i =0,1,...,n. Represente graficamente fungao f(z) por um

polinémio interpolador de grau 10.

Solugao: O Figura 3.4 que segue, representa a curva f(x) e o polinémio interpo-
lador de grau 10 que interpola f(z) em z;, i = 0,1, ..., 10.

Observe que para valores fora do intervalo [—1, 1] o médulo da diferenga |f(x) —
p1o(x)| se torna extremamente grande, a ponto do polindmio pio(z) nao ter mais con-

digao alguma de representar f(zx).
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flz)=1/(1+250%)

Figura 3.4: Representacao grafica do Exemplo 12.

Em casos que as fung¢oes podem levar a resultados erroneos por causa de erros nos
arredondamentos ou nas estimativa, uma abordagem alternativa é aplicar polinémios
de grau mais baixo a subconjuntos dos pontos dados. Tais polindmios sao chamados

funcgoes splines.

Definigao 2. Considere a fungdo f(x) tabelada nos pontos xy < 1 < ... < x,. Uma
fungao S,(x) e denominada “spline de grau p” com nés nos pontos z;,i =0,1,...,n, se

satisfaz as sequintes condicoes.

1. em cada subintervalo [x;,x;41],1 =0,1,...,(n — 1), Sy(x)€ um polinomio de grau

p: Sp<x>!

2. Sy(x) € continua e tem derivada continua até ordem (p — 1) em [a,b]. Se, além

disto, Sp(z) também satisfaz a condigdo:
3. Sp(x;) = f(x;),i=0,1,...,n, entdo serd denominado spline interpolante.

A ideia do nome “spline” vem de uma régua plastica usada em engenharia que
tem capacidade de se deformar para passar por um dado conjunto de pontos.

Observacao: ao logo das discussoes sobre splines que seguirdo, falaremos em nés
externos e nés internos, esses termos representam os pontos do intervalo usado na deter-
minacao dos splines, no caso se os pontos forem os extremos do intervalo, chamaremos
de nés externos, caso sejam os pontos interior ao intervalo, denominaremos por nos

internos.

65



3.5.1 Splines lineares

Sabendo que a ligacao mais simples entre dois pontos é uma reta, a funcao spline
linear interpolante de f(z) pode ser definida como um conjunto de fungdes lineares,
que interpola os nés g, x1, ..., £, em cada subintervalo [z; 1, x;],i = 1,2,...,n com
ri— X r — Tij—1

— + f(%)77 Vo € [%‘—1,%‘]-
Ty — Xj—1 Ty — Tj—1

Si(z) = f(zi1)

Essa expressao pode ser usada para calcular a funcao em qualquer ponto no intervalo

[%‘—1, fL“z]
Exemplo 13. Achar a spline linear que interpola a funcao apresentada na Tabela 5.
To X1 T2 T3

T 1 2 5 7
f@ |1 2 3 25

Tabela 5: Dados do Exemplo 13.

Solugao: de acordo com a definicao, vamos encontrar a fun¢ao spline em cada

intervalo formado por dois pontos consecutivos.

Si@) = f) o5 + @)1 = welL,
So(a) = F)2 3 + fB)y—a = 5(r+4), we 23]
Sy(x) = f(5)2:§ F): :: _ ;(—0.5.7; +85), e[57.

A Figura 3.5 apresenta a plotagem dos pontos do exemplo 13 usando as spline

lineares determinadas.

Exemplo 14. Ajuste os dados da Tabela 6 com um spline de primeiro grau, para

calcular a funcdo em z = 5.

Solugao: de acordo com a definicdo, vamos encontra a fungao spline em cada
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(5, 3)

Figura 3.5: Representacao grafica das splines lineares do Exemplo 13.

Zo T i) T3
x |30 45 7.0 9.0
fx) 25 1 25 05

Tabela 6: Dados do exemplo 14.

intervalo formado por dois pontos consecutivos.

45— x—3.0
7.0 —x x—4.5
= D)——"— O)— = 0.6z —1. 4.5,7.
Sa(w) = f(45) o=+ f(L0) - = 06r— 1T, w € [45,7.0]
9.0 —z xr—17.0

Para determinar o valor da funcao em x = 5 usando spline linear, basta aplicar na

funcao definida no intervalo [4.5,7.0], como segue:

S5(5.0) = 0.6(5.0) — 1.7 =3.0 — 1.7 = 1.3.

3.5.2 Spline quadratica
A funcao spline quadratica tem por finalidade determinar um polinémio de grau

2 para cada intervalo de pontos dados. Esse polindmio para cada intervalo, pode ser

representado pela seguinte expressao:

Si(z) = a;x* + bz + . (3.15)
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aszr” + bax + c3

ﬂ.|;1‘7l') + b + o
ayx® + byx + ¢y
f(x;)

f(xg)

_ Intervalo 1 __ Intervalo 2 Intervalo 3

[

h.
I
%]
I
w
5

i=0 e
Figura 3.6: Representacao grafica das splines quadraticos para 3 intervalos.

A Figura 3.6 nos ajuda a compreender a notagao. Observe que, para n + 1 pontos
dados, existem n intervalos e 3n valores de constante a se determinar, sao elas os as,

bis e c.s, logo precisamos de 3n equagoes para se determinar as incognitas. Sao elas:

e os valores da funcao e dos polindmios adjacentes devem ser iguais nos nés interi-

ores. Essa condicao pode ser representada por

aiflefl +biwia e = f(xim), (3.16)
am:?,l + bixi—l + c; = f(l‘i_l), (317)

para i = 2...n. Como apenas os nés interiores foram usados, as equagoes (3.17)
e (3.17) fornece, cada uma, n — 1 condigoes totalizando 2(n — 1) condigoes.
e A primeira e tltima fungdo devem passar pelos pontos externos. Isso acrescenta

duas equagoes

(11.23(2) -+ blxo + cT = f(.’L‘()), (318)
@2 + by + = f(xn). (3.19)
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Totalizando 2n — 2 + 2 = 2n condigoes.

e As primeiras derivadas nos nos interiores devem ser iguais, isso garante que nos
noés interiores o encontro das splines nao aconteca de forma abrupta. A primeira
derivada da equacao (3.15) é S’'(x) = 2ax + b. Portanto, a condi¢do pode ser

representada, de modo geral, por

2ai,1$i,1 -+ bi,1 = 20%'513'1' + bi, (320)

para ¢ = 2...n. Fornecendo outras n — 1 condic¢oes, resultando num total de
2n+n—1=3n—1. Como precisamos de 3n equacoes, ainda falta uma condigao
e essa pode ser obtida de forma arbitraria a fim de se ter sucesso no calculo das

constantes, embora existem varias escolhas possiveis, optou-se pela seguinte:

e Suponha que a segunda derivada seja nula no primeiro ponto. Como a segunda
derivada da equagao (3.15) é 2a;, essa condigdo pode ser expressa matematica-
mente por

a; =0, (3.21)

a implicacao visual dessa condicao é que a ligacao entre os dois primeiros pontos

dados serao feitos através de uma reta.

Exemplo 15. Ajuste os dados da Tabela 7 com um spline de segundo grau, depois

use os resultados para fazer uma estimativa do valor de f(5).

Lo T1 Lo X3
x 3.0 45 7.0 9.0
f(m) 2.5 1 2.5 0.5

Tabela 7: Dados do Exemplo 15.

Solugao: como nesse problema temos quatro pontos dados e n = 3 intervalos,
precisaremos determinar o valor de 9 incégnitas.
Usando as equagoes (3.17) e (3.17) teremos 2n — 2 = 4 condigdes, lembrando que

1= 2,3, temos
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e para i = 2:

mrd + b+ = flz1) = 20.25a; + 4.5, + ¢; = 1.0,
a2 + by + e =  f(21) = 20.25a5 + 4.5b; + c5 = 1.0,

e para i = 3:

azfg +boxs +co = f(xg) = 49ay + Tby + co = 2.5,
a3x§ +b3ry+c3 = f(fL’Q) = 49a3 + 7bs + c3 = 2.5.

Fazer com que a primeira e tltima funcao passem pelos pontos extremos, nos acres-

centa mais duas equagoes:

e Pela equagao (3.18), temos que:
a1z + birg + c1 = f(xg) = 9a; + 3by + ¢; = 2.5.
e Pela equacgdo (3.19), temos que:
a2 + by, + ¢y = f(x,) = 8lag + 9bz + c3 = 0.5.

A continuidade das derivadas cria mais n — 1 = 2 equagoes, usando equagao (3.20),

obtemos:

e para 1 = 2:
20;_1xi_1 + bi—l = 2a;T;_1 + bz = 2a171 + bl = 2a9x1 + bg = 9a; + bl = 9ay + bg,

e para 1 = 3:

2a;_1%;—1 + bi—1 = 2a;x,_1 + b; = 2a2x5 + by = 2a3x9 + b3 = 14ay + by = 14as + bs.

Finalmente, a equacao (3.21) especifica a; = 0. Sendo assim, o nosso problema se

resume a resolver apenas oito equagoes, ja que a incognita a; = 0.
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Primeiro organizamos todas as oito equagodes na forma matricial.

_ 45 1 0 0 0 O 0 O 1 b1 _ _ 1 _
0 0 2025 45 1 O 0 O c1 1
0 0 49 7 1 0 0 O a 2.5
0 0 0 0 0 49 7 1 by 2.5
31 0 0 0 O 0 O Co - 2.5
0 0 0 0 0 81 9 1 as 0.5
1 0 -9 -1 0 O 0 O bs 0
0 0 14 1 0 =14 -1 0 C3 0

Usando o software Matlab, conseguimos resolver tal equacao matricial, onde teremos

os seguintes resultados

(11:0 blz—l 61:5.5
A9 = 0.64 bg = —6.76 Cy = 18.46
as = —1.6 b3 = 24.6 C3 = —91.3

Observacao: utilizamos nesse exemplo o software Matlab, para nos ajudar a resolver
a equacgao matricial, porém varios outros que possui a capacidade de resolver equagoes
matriciais também podem ser utilizados sem nenhum problema.

Substituindo os valores encontrados nas equagoes quadraticas originais, determina-
mos as seguintes splines de grau < 2 para cada intervalo de dois pontos, a partir dos

quatro pontos dados
Si(x) = —x + 5.5, 3.0<x<45

Sy(z) = 0.642% — 6.76x + 18.46, 4.5< 1 <7.0
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Ss(z) = —1.62% +24.60 —91.3, 7.0 <z <9.0.

Quando usamos Sy para determinar a estimativa em x = 5, temos

S5(5) = 0.64(5)% — 6.76(5) + 18.46 = 0.66.

3.5.3 Splines cubicas

Uma spline ctibica, S3(x), é uma fungao polinomial por partes, continua, onde cada
parte S;(z), ¢ um polinémio de grau 3 no intervalo [z;_1,x;], com i =1,2,... n.

A vantagem da spline de grau 3 é que a curva nao tem picos e nem troca abrupta-
mente a concavidade nos nés, isso se deve ao fato da funcao ter a primeira e a segunda
derivadas continuas.

Supondo f(x) esteja tabelada nos n+ 1 pontos dados (i = 0,1,2,...,n), existem n
intervalos e, consequentemente, 4n constantes indeterminadas para se calcular. Assim
como aconteceu na spline quadratica, algumas condi¢oes sao necessarias para se calcular

as incognitas, no caso da spline ctibica serdo necesséarias 4n condigoes. Sao elas:

1. os valores das funcdes e dos polinomios adjacentes quando aplicados nos nos

alocados entre os extremos devem ser iguais, isso gera 2n — 2 condigoes;

2. o polinomio do primeiro e ultimo intervalo devem passar pelos pontos extremos,

isso gera 2 condigoes;

3. nos nos interiores ao intervalo, as primeiras derivadas de cada polindmio interpo-

lador devem ser iguais, isso gera n — 1 condigoes;

4. nos nos interiores ao intervalo, as segundas derivadas de cada polindomio interpo-

lador devem ser iguais, gerando n — 1 condigoes;

5. as segundas derivadas nos noés extremos do intervalo sao nulas, isso gera 2 condi-

coes.

Esses cinco tipos de condigoes nos permite determinar 4n equagoes necessarias
para se determinar as 4n incégnitas. Embora esse seja um método bem definido,
sua utilizagado exige a solucao de um sistema de 4n equagoes, que sem a ajuda de
um software, se tornaria uma tarefa ardua, por isso, vamos apresentar uma técnica

que exige a solucao de apenas n — 1 equagdes. Como a deducao desse método é
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um pouco mais complexa do que aquela para obtencao dos sistemas de equagoes das
splines cubicas, vamos omitir sua deducao, que se da através do polinémio interpolador
de Lagrange e, assim, ficaremos apenas com o resultado da equacao cibica de cada

intervalo, caso o leitor se interesse pela deducao, a mesma se encontra na pagina 454

da fonte [9].

N l f(xi_1) B f”(xz‘—l)(gi - xz‘—1] (2 — 2) (3.22)

f () () (s — 254
+ [IEZ e 5 1 (x —x_1).

Como podemos perceber, essa expressao possui apenas duas incognitas, que sao as

segundas derivadas nas extremidades de cada intervalo. Essas incégnitas podem ser

encontradas, quando aplicamos os pontos do intervalo escolhido na equagao

(v = 2im) [ (i) + 2(@in — 2im) 1 (20) + (Tin — ) [ (wi0)  (3.23)
= [f) — f] + (i) — f()

LTit1 — T4 X i—1

Se aplicarmos a equacao acima para todos os n intervalos [x;_1,z;], i =1,2,... n,
teremos n — 1 equagoes simultaneas com n—1 incégnitas. Nao esqueca que as segundas

derivadas aplicadas nos nos extremos, pela condig¢ao 5, devem ser sempre nulas.

Exemplo 16. Ajuste os dados da Tabela 8 abaixo com uma spline ctbica, depois use

os resultados para fazer uma estimativa do valor de f(5).

i Ty ) XT3
x |30 45 7.0 9.0
fx)[25 1 25 05

Tabela 8: Dados do Exemplo 16.

Solugao: Como primeiro passo, vamos utilizar a equagao (3.23) para gerar as equa-

¢oes que nos ajudarao na determinacao das segundas derivadas nos nos.
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Para o primeiro né interior, vamos usar o seguintes conjunto de dados:

Assim, temos de pois de algumas simplificagoes:
1.5f"(3) + 8f"(4.5) + 2.5f"(7) = 9.6.

Como, pela condi¢ao 5, as segundas derivadas nos nés extremos sao nulas, temos
que f"(3) =0, logo

81"(4.5) + 2.5f"(7) = 9.6.

De modo andlogo, podemos aplicar a equacao (3.23) no segundo né interior para

isso serao usados os seguintes dados

23=9 = f(x3)=0.5,

donde teremos depois de simplificar, a seguinte expressao:
2.5f"(4.5) + 9f"(7) + 2f"(9) = —9.6.

Pela condigao 5, as segundas derivadas nos nés extremos sao nulas logo, temos que
f7(9) =0, daf:
2.5f"(4.5) +9f"(7) = —9.6.

Resolvendo o sistema com as duas equacdes encontradas:

8"(4.5) + 2.5f"(7) = 9.6
2.51"(4.5) + 9"(7) = —9.6

obtemos,
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F7(4.5) = 1.67909 e f"(7) = —1.53308.

Substituindo esses valores na equagao (3.22), temos

0 1.67909 25  0(4.5—3)
- 45— R 3y - 45—
@) = s3I tgus g [4.5 —3 6 (45 —2)
1 1.67909(4.5 — 3)
a5 3~ 6 ](‘T—?’)

Si(z) = 0.186566(x — 3)* + 1.666667(4.5 — z) + 0.246894(z — 3), Va € [3,4.5].

De forma similar ao que foi desenvolvido, podemos também encontrar a spline
cubica para o segundo e o terceiro intervalo, onde teremos
So(x) = 0.1119(7—2)3—0.1022(2z—4.5)3—0.2996(7—x)+1.6388(x—4.5), Vx € [4.5,7],
Ss(z) = —0.127757(9 — x)® + 1.761027(9 — x) + 0.25(x — 7), Vo € [7,9].

Assim chegamos nas splines ciibicas que descrevem o comportamento da funcao
f(z) em cada intervalo de dois pontos dados.

Como z =5 € [4.5,7], a spline ctbica Sy(z), nos fornece a estimativa desejada
So(5) = 1.102886.

A Figura 3.7, representa o resultado dos exemplos 14, 15 e 16. Se observarmos
bem, veremos uma melhora progressiva, quando nos movemos das splines lineares para
as quadraticas e depois para as cubicas. Nos graficos apresentados na figura também
representamos o ajuste dos dados por um polinémio interpolador de grau 3, com isso
fica evidente que o critério da segunda derivada nula, influencia a tal ponto a spline
cubica, que a mesma passa a fornecer um ajuste diferente do ajuste apresentado pelo

polinémio interpolador de grau 3.
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Figura 3.7: Ajuste por spline de um conjunto de quatro pontos. (a) Spline linear.

Spline quadrético. (c) Spline cubico.
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4 Aplicacao da regressao polinomial em aula expe-

rimental

Todos os conceitos deste capitulo foram baseados nas referéncias [3], [5], [10], [12],
[13], [14], [17], [20], [22], [25] e [27].

O método da regressao polinomial pode ser apresentado no ensino médio de forma
ampla, como exemplo temos a andlise de dados estatisticos, a explicacdo de dados
experimentais de reacoes fisicas e quimicas e na simplificacao de fun¢des matematicas
mais complexas. Neste trabalho discutimos uma aplicacao simples, mas que realca de
forma significativa como esse conhecimento pode fazer a diferenga na vida escolar dos
alunos.

Como aplicagdo dos conteidos de ajuste de curvas, foi proposto no terceiro ano
do ensino médio uma atividade pratica que visa determinar a resisténcia elétrica de
uma lampada incandescente de 7T0W /220V. A atividade foi desenvolvida ao longo de
6 aulas, de 50 minutos cada, onde, a primeira e a segunda aula foram utilizadas para
realizar as medicoes das grandezas tensao e corrente elétrica, a terceira aula foi utilizada
para apresentar o método numérico de regressao polinomial, usando um polinémio do
segundo grau. A quarta e a quinta aula foram utilizadas para realizar o tratamento dos
dados experimentais. Por fim, a sexta aula foi utilizada para estimar valores através
da curva de regressao determinada, a fim de se comparar com os valores medidos no
experimento.

Usamos como apoio para os calculos numéricos o software LibreOffice Calc, uma
ferramenta gratuita, acessivel a maioria dos alunos, que pode ser instalada em labo-
ratorios de informatica de escolas. Para realizar a plotagem dos pontos medidos no
plano cartesiano, que nos fornece a tendéncia geral dos dados, a fim de se verificar o
método de regressao polinomial que melhor os descrevem, usamos o ferramenta Qtiplot,
um software também gratuito, executavel, além de ser facil de manipular e de tracar o
grafico, também apresenta a lei de formagao do polinémio de regressao.

Antes de comecarmos a discorrer sobre o procedimento experimental e sobre os
resultados encontrados, vamos apresentar um pouco da teoria que embasa essa aula
experimental.

A resisténcia elétrica é a propriedade da matéria de resistir & passagem da corrente

elétrica, essa grandeza se relaciona com as grandezas tensao e corrente elétrica através
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de uma relagdo matematica conhecida como 1° Lei de Ohm

R:

U
- (4.1)

onde:
e R ¢é a resisténcia elétrica do material (2, Ohm);
e U é a tensao elétrica (V, Volt);
e [ ¢é a corrente elétrica (A, Ampere).

Através dessa Lei, Georg Simon Ohm afirma que para alguns materiais a razao
de tensao por corrente é sempre constante caso a temperatura seja mantida, porém o
problema é justamente manter a temperatura quando a carga estd sob influéncia das
grandezas elétricas. A corrente elétrica ao se locomover pelo meio condutor, libera
calor através do que denominamos de efeito Joule, essa producao instantanea de calor
acaba elevando a temperatura do material, fazendo com que a relagao entre tensao e
corrente elétrica deixe de ser linear, passando agora a depender do fator temperatura.

A férmula utilizada para se determinar a resisténcia elétrica de um material sujeito

a altas variagoes de temperatura é
R=Ry(1+ (T -1,)), (4.2)

onde:
e Ry ¢é a resisténcia do material em temperatura ambiente;

e T é temperatura instantanea do material ao longo do processo de conducao de

corrente;
e 7§ ¢é a temperatura ambiente;
e o é o coeficiente de temperatura.

Como o coeficiente « oscila com variagdes de temperatura acima de dezenas de
graus, a complexidade de se calcular a grandeza resisténcia usando a equagao (4.2)

aumenta muito.

78



Nossa proposta com o experimento relatado neste trabalho, é de apresentar a gran-
deza resisténcia elétrica de uma forma nao abordada nos livros didaticos, uma vez que
os materiais atualmente desenvolvidos nao abordam a resisténcia elétrica como uma
grandeza que esta em funcao da temperatura.

A turma escolhida para a aplicacao desse trabalho experimental foi o terceiro ano do
Ensino Médio, do Colégio Estadual Joao Carneiro dos Santos. O curriculo minimo do
estado de Goids prevé que, no segundo bimestre do ensino médio na disciplina Fisica,
seja apresentado o conteido de eletrodinamica, que ¢ justamente o contetido em que se
estuda as grandezas elétricas ja mencionadas. Escolhemos, para nos ajudar a entender
como se varia a grandeza resisténcia elétrica com a mudanca da temperatura, a lampada
incandescente de T0W/220V que, quando instalada em um circuito cuja tensdo nominal
seja de 220V, nos fornece luminosidade nominal através da transformacdo da energia
elétrica em calor e em luz, quando seu filamento ja aquecido se torna incandescente,
liberando radiacao na faixa de luz visivel. Devido ao fato do material usado como
filamento da lampada estar sujeito a altas variacoes de temperatura, temos ai um
perfeito caso de resisténcia elétrica variavel.

Participaram do projeto vinte e seis alunos, que foram divididos em um total de 8
grupos, sendo 6 grupos com 3 alunos e 2 grupos com 4 alunos. Iniciamos a primeira
aula apresentando o kit didatico da Figura 4.1 e os instrumentos de medicao que seriam
usados para colher as grandezas tensao e corrente elétrica. Em seguida, os alunos
receberam um roteiro para a aula experimental (ver anexo), com uma introdugao sobre
o tema da aula e o procedimento experimental para se chegar no objetivo proposto pelo
experimento.

Ao usar no kit didatico lampadas incandescentes de valores iguais na disposicao em
série, podemos garantir, tomando por base a 1° Lei de Ohm, que a queda de tensdo em
cada lampada, seria dado pela tensao total de alimentacao dividida pela quantidade de
cargas expostas em série no circuito. Sendo assim, o que esperavamos com as medigdes
eram tensoes com valores discretos seguindo a légica: n lampadas em série, o esperado
era uma tensao no valor de % da tensao de alimentacao do circuito, onde 1 < n < 6.

Iniciamos as medig¢oes no kit de lampadas em série apresentado na Figura 4.1, co-
lhendo as grandezas tensao e corrente elétrica para varias configuragoes no circuito. De
forma que as tensoes e correntes medidas na lampada Lg sofram alteragoes gradativas
até que a mesma receba a diferenca de potencial méaxima para o circuito proposto.

Na Tabela 9, temos os valores medidos pelos grupos de alunos que participaram do

projeto. Observando bem, podemos perceber uma pequena variacao entre os valores
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Figura 4.1: Kit para medicao da resisténcia de uma lampada incandescente.

de tensao e corrente medidos pelos 8 grupos de alunos, valores esses que teoricamente
deveriam ser os mesmos, mas como esperado isso nao ocorre, porque os aparelhos usados
para medicao das grandezas elétricas apresentam imprecisoes em suas medicoes.

Para medir a tensao elétrica, usamos o multimetro modelo ET-1400, do fabricante
Minipa, tal modelo apresenta uma medigao de tensao em corrente alternada na faixa de
500V, que foi a faixa utilizada no experimento, uma resolucao de 1V com precisdo de
+(1, 2%+ 10 Digitos). Sabendo que a precisao indica o quanto medidas repetidas estao
préoximas umas das outras, medidas diferentes para o mesmo experimento ja eram es-
peradas. Outro detalhe que poderia acontecer (e de fato aconteceu neste experimento)
foi que a tensao elétrica fornecida pela concessionaria nao tinha seu valor fixo em 220V,
mas sim um valor que variava entre 201V e 231V, que sao os limites minimos e maximo
permitido pela Agéncia Nacional de Energia Elétrica - ANEEL.

Para realizar a medicao da grandeza corrente elétrica, foi utilizado o Alicate Am-
perimetro ET - 3100, do fabricante Minipa que, na faixa de medicao de 2A, apresenta
resolugao de 0.001A com precisao de +(5,0% + 5 Digitos).

Normalmente, quando nao temos como determinar com extrema precisao os dados
experimentais, que é o nosso caso, o mais comum a se fazer é colher o mesmo dado
repetidas vezes, a fim de se trabalhar com o valor médio.

Como a pratica que estamos discutindo foi realizada por grupos de alunos diferentes,
seguindo a ideia de que cada grupo estivesse realizando seu préprio experimento. Vamos
analisar os resultados individuais, tomando como exemplo os resultados encontrados

pelo grupo 3, depois faremos analise da média dos resultados encontrados pelos 8 grupos
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FExperimento do grupo 01 Corrente (A) | 0.122 | 0.131 | 0.148 | 0.170 | 0.213 | 0.313
Tensao (V) 35 42 52 70 105 | 210
FExperimento do grupo 02 Corrente (A) | 0.123 | 0.134 | 0.151 | 0.175 | 0.216 | 0.325
Tensao (V) 35 42 52 69 108 | 212
FExperimento do grupo 03 Corrente (A) | 0.128 | 0.134 | 0.151 | 0.171 | 0.217 | 0.313
Tensao (V) | 35 | 42 | 51 | 72 | 104 | 212
FExperimento do gripo 04 Corrente (A) | 0.122 | 0.132 | 0.151 | 0.171 | 0.201 | 0.320
Tensao (V) 35 42 52 69 109 208
FExperimento do grupo 05 Corrente (A) | 0.123 | 0.133 | 0.149 | 0.172 | 0.210 | 0.311
Tensao (V) 35 42 52 69 104 208
FExperimento do grupo 06 Corrente (A) | 0.124 | 0.134 | 0.150 | 0.171 | 0.213 | 0.320
Tensao (V) | 35 | 42 | 53 | 71 | 107 | 213
FExperimento do grupo 07 Corrente (A) | 0.124 | 0.135 | 0.152 | 0.176 | 0.214 | 0.324
Tensio (V) | 37 | 44 | 55 | 73 | 104 | 213
FExperimento do grupo 08 Corrente (A) | 0.123 | 0.131 | 0.146 | 0.171 | 0.212 | 0.314
Tensao (V) 35 45 52 69 104 209

Tabela 9: Resultados das medicoes realizadas pelos alunos.

e, por fim, uniremos todos dados experimentais a fim de unificar os 8 experimentos em

somente um.

A partir dos dados apresentados na Tabela 10, o grupo 3, seguindo o roteiro expe-

rimental, partiu para a plotagem dos pontos no plano cartesiano. Primeiro a plotagem

foi feita manualmente, usando um papel quadriculado, depois, como proposta de me-

lhoria. Realizaram, com auxilio do professor, a plotagem dos pontos usando o software

Qtiplot.

Tabela 10: Resultados das medigoes realizadas pelo grupo 3.

Grupo 03
Corrente (A) | Tensao (V)
0.128 35
0.134 42
0.151 o1
0.171 72
0.217 104
0.313 212

O Qtiplot nos permite a plotagem dos pontos no plano cartesiano, e ja vem com
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varios métodos de regressao por minimos quadrados e de interpolagao polinomial. Sua
utilizagao é bastante simples, uma vez que o mesmo conta com uma interface bastante
simples e intuitiva. A Figura 4.2, apresenta a tela inicial do software Qtiplot, onde
temos a disposicao a tabela de entrada de dados, ja separadas em colunas nomeadas de
X e Y, juntamente com a barra de ferramentas que é onde encontramos os comandos

de plotagem, analise e formatacao dos graficos.
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Figura 4.2: Tela inicial do software Qtiplot.

Para se realizar uma plotagem de alguns pontos, seguido de um ajuste por regressao
polinomial com polinémio de grau 2 procedemos da seguinte forma: primeiro inseri-
mos os dados na tabela de entrada; em segundo momento selecionamos os pontos ja
lancados na tabela; no terceiro passo nos dirigimos a barra de ferramentas e escolhe-
mos o comando “Plot”, em seguida o comando “Scatter”, com isso plotamos todos os
pontos no plano cartesiano; como quarto passo, clicamos no comando “Analysis” da
barra de ferramentas e como desejamos realizar uma regressao quadratica, escolhemos
o comando “FIT Polynomial”, escolhemos a cor do grafico depois clicamos em “FIT”,
em seguida “close”.

O grafico plotado seguindo os passos detalhados acima segue na Figura 4.3, junta-
mente com os coeficientes da equagao de regressao quadratica, que podem ser acessados
na barra de ferramentas através do comando “Format”, seguido do comando “Plot”.

Em seguida, no circuito em série da Figura 4.1, trocamos as lampadas L1 e L2 por
lampadas de 120W/220V, energizamos novamente o circuito para realizar a medigao

da grandeza corrente elétrica na lampada L6, onde foi medido o valor de 0,142A junta-
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Figura 4.3: Ajuste de regressao quadratica realizado no Qtiplot.

mente com sua tensao de 46V. Porém, a tensao medida nao foi divulgada aos alunos,
a principio, uma vez que esse era o valor a ser determinado pelo método. A medida
da tensao elétrica que corresponde ao valor de corrente de 0,142A foi medida antes
do final de toda a andlise, pois, o fato de nao termos uma fonte de tensao ajustavel,
poderia dificultar que conseguissemos chegar a mesma corrente ja medida em funcao
da tensao.

O préximo passo do grupo foi estimar um valor de tensao que correspondia a cor-
rente de 0,142A, usando somente o grafico tracado a partir dos dados experimentais
colhidos e os conhecimentos matematicos presentes na educacao basica. O grafico
tragado no software Qtiplot juntamente com o ponto estimado seguem na Figura 4.4.

Na sequéncia, depois que os alunos foram instruidos sobre como usar o método
da regressao polinomial do segundo grau, eles partiram para o calculo dos parametros
necessarios para se encontrar os coeficientes do polindmio de regressao. Os resulta-
dos que seguem na Tabela 11 foram calculados usando como ferramenta de calculo
o software Calc, que os permitiu elaborar planilhas capazes de calcular somatorios e
determinantes.

Com os parametros calculados, o grupo 3 montou o sistema abaixo,
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Figura 4.4: Representacao grafica dos dados da Tabela 10 realizada no Qtiplot.

m =2 S i = 1.114 S i =0.013781
7 = 0.185667 | Y12 = 0.23144 | Y 42U; = 30.26248
y = 86 S = 0.053829

Tabela 11: Parametros dos dados experimentais colhidos pelo grupo 3.

6 1.114 0.23144 agp 516
1.114  0.23144 0.053829 ap | = | 119.045
0.23144 0.053829 0.013781 s 30.26248

A solucao do sistema usando o Calc com suas planilhas ja elaboradas para resolver
sistemas lineares 3 x 3, foi ag = —17.4902079, a; = 213.0100431 e ay = 1657.656668.

Portanto, a equacao quadratica por minimos quadrados encontrada foi:
U(i) = —17.4902079 + 213.01004317 + 1657.656668:>.

O erro padrao da estimativa baseado na regressao polinomial foi Sy/; = 3.481694

com o coeficiente de determinagao de 0.998359.

Os resultados indicam que 99.8359% da incerteza original foi explicada por esse

modelo.
Na sequéncia foi aplicado o valor de 0.142A no polinémio de regressao, a fim de se

determinar a sua tensao elétrica correspondente:
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U(0.142) = —17.4902079+213.0100431 x 0.142+ 1657.656668 x 0.142% = 46.182207.

Se compararmos o valor estimado pelo grupo antes de usar a regressao polinomial
que foi de 48V com o valor apresentado pelo aparelho de medigao que foi de 46V, temos
al um erro de 2V, ja em comparacao com o valor da tensao estimado pelo método de
regressao quadratica que foi de 46,182207 V, teremos uma aproximacao muito mais
eficaz, com um erro de 0.182207V.

Por fim, o grupo, usando o software Qtiplot, inseriu os dados experimentais e usando
o comando de ajuste polinomial para um polindomio de grau 2, depois encontrou, con-
forme segue na Figura 4.5, ndo somente os coeficientes do polinémio interpolador, como

também o tracado da curva de regressao.
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Figura 4.5: Uso do Qtiplot para determinagdo da curva de regressao polinomial.

Seguindo com a analise dos resultados apresentados na aula experimental, a Tabela
12, mostra o resultado individual da estimativa sem usar regressao polinomial de cada
grupo, seguido do resultado usando as técnicas de regressao.

Analisando a tabela, podemos ver que em apenas 2 dos 8 resultados apresentados, o
erro entre o valor estimado pelos alunos seguindo critérios que os proprios definiram foi
menor que o erro da estimativa feita através da regressao quadratica. Quando olhamos
para o resultado médio de toda a turma, fica facil perceber que o método de regressao
linear superou as estimativas feitas pelos alunos de forma aleatéria.

Os dados colhidos pelos grupos de alunos se tratam das mesmas medidas experi-
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Valor Est. | Valor Est. Valor | Médulo do erro | Médulo do erro
Grupos - - . - N
s/ regressao | ¢/ regressao | medido | s/ regressao ¢/ regressao
Grupo 01 43 47.294989 46.2 3.2 1.094990
Grupo 02 42 45.549854 46.0 4.0 0.450150
Grupo 03 48 46.182207 46.0 2.0 0.182207
Grupo 04 46 47.571600 46.1 0.1 1.471599
Grupo 05 43 43.455169 46.1 3.1 2.644831
Grupo 06 46 43.383641 46.2 0.2 2.816359
Grupo 07 48 46.556766 46.1 1.9 0.456766
Grupo 08 44 45.356539 46.0 2.0 0.643461
Média | 45 | 45.668847 |46.0875 |  2.06250 |  1.220045

Tabela 12: Resultados das estimativas feitas pelos alunos.

mentais e a discrepancia entre os valores, como ja justificada, fica por conta da precisao

dos aparelhos de medicao e da flutuabilidade do valor da tensao nominal. Vamos, como

é de costume em procedimentos experimentais, usar a média desses valores para veri-

ficar se 0 método da regressao linear continua a fornecer valores com erro verdadeiro

menor que o erro padrdo e se sua estimativa fica proximo da média das estimativas

realizadas pelos grupos antes de conhecer sobre a regressao polinomial.

Na Tabela 13, temos os valores médios das correntes e tensoes apresentados na Ta-

bela 9. Usando os pontos da Tabela 13 no o software Qtiplot, determinamos os coeficien-
tes da regressao quadratica ag = —32, 58556809, a; = 407,0652371 e ay = 1131,993185.

Assim temos a equacao quadratica determinada pelo método dos minimos quadrados

é:

U(i) = —32,58556809 + 407, 06523714 + 1131, 993185:2.

Medicoes Corrent‘e elétrica Tensag elétrica
média (A) média (V)
Medigao 01 0.123625 35.250
Medigao 02 0.133000 42.625
Medigao 03 0.149750 52.375
Medicao 04 0.172125 70.250
Medicao 05 0.212000 105.625
Medigao 06 0.317500 210.625

Tabela 13: Valores médios de tensoes e correntes colhidos experimentalmente.
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O erro padrao da estimativa baseado na regressao polinomial foi Sy/; = 1.25665
com o coeficiente de determinagao de 0.999782.

Os resultados indicam que 99.9782% da incerteza original foi explicada por esse
modelo.

Na Tabela 14, temos os valores das correntes e tensoes medidas por cada grupo de

alunos, no circuito em série da Figura 4.1, quando trocamos as lampadas L1 e L2 por
lampadas de 120W /220V.

Medicoes C01frente Te'nséo
elétrica (A) | elétrica (V)
Medicao 01 0.140 46.2
Medigao 02 0.140 46.0
Medicao 03 0.142 46.0
Medicao 04 0.140 46.1
Medicao 05 0.136 46.1
Medicao 06 0.136 46.2
Medigao 07 0.139 46.1
Medicao 08 0.136 46.0

Média | 0.138625 | 46.0875

Tabela 14: Valores de correntes e tensoes medidos experimentalmente por cada grupo.

Usando o valor médio dentre as correntes medidas na tabela acima, podemos estimar

o valor da tensao pela equagao quadratica como segue:

U(0.138625) —32, 58556809 + 407, 0652371 x 0.138625 + 1131, 993185 x 0.138625°

45,59723962V.

Esse ultimo resultado mostra que o método da regressao polinomial, usando um
polinémio de grau 2, apresenta resultados muito precisos na determinagao da equacao
que descreve o comportamento da resisténcia elétrica a partir das grandezas tensao e
corrente elétrica. O erro padrao do método quando comparado com o erro verdadeiro,
apresentou sempre um valor maior e isso representa um resultado muito bom, pois,
nos tras confianca nas estimativas, ja que o erro real é bem representado pelo erro do
processo de regressao.

Com os comparativos apresentados no final da 6° aula desse projeto, percebemos

uma acolhida muito boa por parte dos alunos, que aprenderam nao somente um mé-
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todo novo e confiavel de ajuste de curvas, como também se adaptaram muito bem as
ferramentas computacionais que lhes foram apresentadas.

O ensino médio no Brasil estd mudando e de acordo com o que apresentam os
Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, elaborado no ano de 2000, o
Ministério da Educacao (MEC), partindo dos principios definidos na LDB, juntamente
com os professores de todo o pais tem buscado definir um novo perfil para o curriculo.
A proposta consiste em apresentar significados ao conhecimento escolar através da
contextualizacdo, interdisciplinaridade e a desfragmentacao do ensino. Em face disso,
a proposta que apresentamos neste experimento, quando usamos métodos numéricos
matematicos de ajuste de curvas no auxilio as disciplinas de Ciéncias da Natureza,
vem de acordo com o que atualmente tem sido praticado na escola em incentivo da

Secretaria de Educacao do Estado de Goias.
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5 Método grafico para determinacao da resistivi-

dade do solo

Todos os conceitos e demonstracoes deste capitulo foram baseados nas referéncias
[1], [10], [16], [18], [19], [22], [23] e [31].

Este capitulo é dedicado a apresentar algumas defini¢oes sobre o sistema de ater-
ramento, e uma breve introducao sobre o método mais usado para se determinar a
resistividade do solo, embora, o método nao siga nenhum rigor matematico no pro-
cesso determinacao de um ponto nao mapeado pela curva tragada a partir dos dados
experimentais, ainda assim é o mais utilizado por profissionais da area elétrica na
elaboragao do projeto de malha de aterramento.

Como o método que sera exposto aqui apresenta uma deficiéncia mateméatica em
uma de suas etapas, vamos primeiro conhecé-lo para entao, no Capitulo 7?7, propormos
como sugestao de melhoria, a utilizacdo de um dos conceitos que foi apresentado nos
Capitulos 2 e 3 deste trabalho, a fim de chegarmos no referido dado que é tao importante
para a obtencao da resistividade do solo, usando um procedimento matemético com

eficicia comprovada.

5.1 Introducgao ao sistema de aterramento

Para que um sistema elétrico funcione bem, com boa continuidade no servigo e
com um sistema de protecdo operante, se faz necessario que tomemos alguns cuidados
com o sistema de aterramento. Esses cuidados se resumem na elaboracao de projetos
precisamente elaborados que contemplem todas ou, pelo menos, a maioria das condi¢oes
disponiveis a que o sistema possa ser submetido. Com base nisso, podemos dizer que

o sistema de aterramento tem os seguintes objetivos:

1. garantir uma resisténcia de aterramento o mais baixo possivel, para que as cor-

rentes de falta possam ter um caminho seguro e de boa absorcao pela terra;

2. manter as tensoes que sao geradas no solo no momento que as correntes de fuga

se dissipem na terra em potenciais seguros;

3. permitir que os dispositivos de protecdo atuem com maior eficiéncia interrom-

pendo as fugas de corrente;
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4. proporcionar um caminho seguro para as correntes de descargas atmosféricas;
5. eliminar as cargas estaticas que se acumulam nas carcagas dos equipamentos.

Um sistema elétrico pode receber seu aterramento de varias maneiras distintas,
dentre elas, destacamos desde uma simples haste aterrada até uma complexa malha de
aterramento.

As configuragdes do projeto de aterramento podem variar muito dependendo das
caracteristicas do solo, dentre elas destacaremos aqui neste trabalho a resistividade
elétrica que é uma das variaveis mais importante na determinacao da resisténcia do
solo, que por sua vez representa a imposicao que o meio condutor impoe a corrente

elétrica durante sua circulacao.

5.2 Resistividade do solo

Sao muitos os fatores que interferem diretamente na resistividade do solo. Dentre
eles destacamos: os variados tipos de solo ou suas composicoes; solos constituidos por
camadas estratificadas com profundidades e materiais diferentes; umidade; variagao de
temperatura; compactacao e pressao; quantidade e tipo de sais dissolvidos na agua
retida no solo.

Assim, as diversas combinacoes relatadas acima acabam por determinar diferentes
tipos de solos que por sua vez implicam em diferentes valores para as resistividades.
Como ilustragao da variacao da grandeza resistividade elétrica em funcao das caracte-

risticas do solo, temos a Tabela 15 abaixo.

5.3 A influéncia da umidade

Como mencionado anteriormente, a resistividade do solo varia com a umidade do
solo, isso acontece porque no mesmo a conducao de cargas ocorre predominantemente
pela formagao de fons, sendo assim um solo com maior porcentagem de umidade, fa-
vorece a dissolucao dos sais ali presentes formando um meio eletrolitico favoravel a
conducao de corrente ionica. Em um solo especifico, podemos concluir que a resistivi-
dade do solo, que ¢ a dificuldade que a corrente elétrica encontra quando se propaga no
mesmo, varia com a umidade como mostrado na Tabela 16 que faz uma relacdo entre

a umidade de um solo arenoso e sua respectiva umidade.
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Tipo de Solo

| Resistividade (Q2.m)

Lama 5 a 100
Terra de jardim com 50% de umidade 140
Terra de jardim com 20% de umidade 480
Argila seca 1500 a 5000
Argila com 40% de umidade 80
Argila com 20% de umidade 330
Areia molhada 1300
Areia seca 3000 a 8000
Calcario compacto 1000 a 5000
Granito 1500 a 1000

Tabela 15: Tipo de solo e respectiva resistividade. Fonte:[16].

Indice de Umidade
(% por peso)

Resistividade (€2.m)
(Solo Arenoso)

0,0 10.000.000
2,5 1.500
5,0 430
10,0 185
15,0 105
20,0 63
30,0 42

Tabela 16: Resistividade de um solo arenoso com concentragao de umidade. Fonte:[16].

Verifica-se, entao, que a grandeza fisica resistividade do solo tem um comportamento
que depende diretamente da umidade do solo, assim o sistema de aterramento varia

sua qualidade com o periodo de seca e chuva da regiao, sendo de boa qualidade no

periodo da chuva e pior no periodo da seca.

A Figura 5.1 representa bem em um solo arenoso, como se da a variacao da resis-

tividade do solo frente a umidade.

5.4 A influéncia da temperatura

Outro fator que influencia bastante na resistividade do solo é a temperatura, e
a explicagdo estd novamente nas moléculas de agua contidas no solo. A Tabela 17

apresenta como se da a variagao da resistividade em um solo arenoso, mantendo todas
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0 Umidade

Figura 5.1: p x Umidade percentual do solo arenoso. Fonte:[16].

as outras caracteristicas.

Temperatura | Resistividade (£2.m)

(°C) (Solo Arenoso)
20 72
10 99

0 (4gua) 138

0 (gelo) 300
-5 790
-10 3.300

Tabela 17: Relacao entre resistividade do solo arenoso e temperatura. Fonte:[16].

Podemos, também, verificar como varia a resistividade do solo através da curva p
x Temperatura apresentada na Figura 5.2.

Como se pode observar no grafico ha uma descontinuidade no ponto de 0°C que é
onde a agua muda de estado fisico e provoca uma grande variagao no estado de ligagao
entre as particulas que constituem a concentracgao eletrolitica.

Com a continuidade do decréscimo da temperatura a partir do ponto de 0°C, o
solo se torna cada vez mais seco devido as concentracoes moleculares o que implica
diretamente no aumento da resistividade.

Observando o outro extremo do grafico, percebemos também um aumento da re-
sistividade quando a temperatura se aproxima dos 100°C, essa proximidade do estado
de vaporizacao da agua, faz com que o solo fique cada vez mais seco, que por sua
vez produz bolhas entre os granulos dificultando, assim, a condutividade de corrente

elétrica.
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Figura 5.2: p x Temperatura.

5.5 A influéncia da estratificacao

Outro fator que influencia bastante na resistividade do solo é sua composicao geo-
logica, a maioria dos solos nao apresentam a composi¢ao homogénea, com isso teremos
resistividades diferentes para profundidades diferentes. Dentre os estudos feitos so-
bre os tipos de solo, tanto na bibliografia [16] tomada como referéncia e nos demais
autores que abordam sobre o assunto, o perfil levantado considera que suas camadas
homogéneas sao na maioria horizontais, uma vez que casos verticais sao bem atipicos.

Como os solos tem suas resistividades dependentes das camadas que o compoe, a
corrente que dispersa pelo mesmo também sofre alteracao. A Figura 5.3 mostra como
se comporta a dispersao de corrente no solo heterogéneo, quando a mesma ¢ injetada

através de um unico eletrodo de aterramento.

Figura 5.3: Estratificagdo do solo em duas camadas. Fonte:[16].
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5.6 Ligacao a terra

Quando se interliga uma parte metélica a um sistema de aterramento, espera-se que
em um caso de fuga de corrente, exista um caminho de baixa resisténcia para a corrente
elétrica. Durante o processo de fuga, gera-se valores elevados de corrente elétrica que
sensibiliza os dispositivos de protecao, permitido a atuacao com fidelidade e precisao
eliminando o defeito o mais rapido possivel.

Caso o tempo de defeito demore um pouco mais do que o previsto pela nao eficiéncia
do aterramento, a corrente que ecoa pelo solo poderda gerar, nas massas metalicas
energizadas ou no solo, potenciais perigosos.

Por isso, num sistema de aterramento procura-se sempre garantir uma adequada
ligagdo das massas ao solo, com a finalidade de garantir o melhor aterramento possivel.
Assim, em caso de fuga de corrente para o solo, os potenciais de passo e de toque
fiquem sempre abaixo dos limites criticos determinados pelas normas de seguranca.

O sistema de aterramento se configura através da juncao de hastes, conectores
e condutores que, em conjunto, se organizam de modo a garantir a melhor ligacao
das massas a terra. Os modelos mais comuns de sistemas de aterramento sdo: tnica
haste cravada no solo; hastes cravadas em linha; trés hastes cravadas em forma de
triangulo equilatero; hastes em forma de quadrado; hastes formando um circulo; placas
de material condutor enterradas no solo e fios ou cabos enterrados em forma de cruz,

em vala comum, em estrela ou em formato de malhas quadriculadas.

5.7 Haste de aterramento

As hastes utilizadas no sistema de aterramento devem seguir algumas caracteris-
ticas, de forma a contribuir para facilitar a transmissao da corrente de fuga para o
solo que se da através da haste. Dentre essas caracteristicas podemos destacar: a boa
condutividade; ser constituida de material que nao reage quimicamente com os acidos
e sais do solo; ser de um material que sofre a menor acao possivel da corrosao galvanica

e que tenha boa resisténcia mecanica.

5.8 Projeto do sistema de aterramento

Realizar um sistema de aterramento, consiste em providenciar todas as condigoes

possiveis para que as massas metalicas e os equipamentos da instalacdo estejam em
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contato com a terra. Fazendo assim, garante-se que os potenciais desses equipamentos,
ou massas, sempre sejam iguais ao da terra e em caso de uma possivel fuga de corrente,
o sistema proporciona o caminho de baixa resisténcia para seu escoamento na terra.

Ao projetar esse sistema, algumas etapas deveram ser seguidas, sao elas:
e 1° etapa: Encontrar um bom local para o aterramento;
e 2° etapa: Realizar varias medicoes no local;
e 3° etapa: Realizar a estratificacdo do solo;
e 4° etapa: Escolher o sistema de aterramento desejado para o projeto;
e 5° etapa: Calcular a resistividade aparente do solo;

e (° etapa: Dimensionar os sistemas de aterramento levando em consideracao a
sensibilidade dos dispositivos de protecao e os limites de tensoes de passo e de

toque permitidas por normas.

5.9 Medicao da resistividade do solo

Existem varios métodos para a obtencao da resistividade do solo, entre os quais
temos o método de Lee, o método de Schlumbeger/Palmer e o método de Wenner.
Vamos direcionar o nosso trabalho ao método de Wenner, que consiste em usar qua-
tro pontos alinhados, cravados em uma mesma profundidade e igualmente espagados,
conforme a Figura 5.4.

Uma corrente elétrica ¢é injetada na haste 1 e coletada na haste 4, essa corrente, ao
passar pelo solo, produz uma diferenca de potencial entre as hastes 2 e 3 que podem

ser calculadas através da seguinte equacao:

I|1 2 2
Vag = Vo — V3 =2 + — : (5.1)

o er@e oo+

Pela primeiro lei de Ohm, sabemos que, ao dividir essa diferenca de potencial entre

as hastes 2 e 3, pela corrente que gera esses potenciais, teremos o valor da resisténcia
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Figura 5.4: Quatro hastes cravadas no solo. Fonte:[16].

elétrica da devida medicao, conforme abaixo:

1 2 2
_ Vs _ o _ . (5.2)

O N e N (e

R

Com essa equagao, para se obter a resistividade do solo, basta isolar a variavel p

na equacao acima, logo teremos

4draR

p= 2a 2a
1+ -

Var+(@2p)?  \/(20)2 + (2p)?

(5.3)

A expressdao acima é conhecida como férmula de Palmer e é usada no método de
Wenner. Para tal é recomendado que o didmetro da haste a ser utilizada na medicao
seja menor ou igual a 10% do espagamento entre as hastes.

Se tivermos hastes com espagamentos 20 vezes maior que o tamanho das hastes que

estao cravadas no solo, a formula de Palmer pode ser reduzida a

p =2maR[) x m]. (5.4)

96



5.10 Procedimento para realizar medi¢oes pelo método de

Wenner

Para coleta de dados, utiliza-se o instrumento de medida de resisténcia elétrica cha-
mado Megger, que possui quatro eletrodos, sendo dois de corrente e dois de potencial,

conforme a Figura 5.5.

MEGGER
Ci P4 (g P2 C2

_iﬂ+a!2
g

Figura 5.5: Método de Wenner. Fonte:[16].

Através de sua fonte interna, o aparelho faz circular uma corrente I pelos eletrodos
de corrente (C1 e C2) e detecta a queda de tensdo elétrica através dos eletrodos de
potencial (P1 e P2). A resisténcia do solo serd a razao V/I cujo aparelho processa
internamente e indica na leitura.

No arranjo apresentado, se usa os quatro eletrodos alinhados, sempre com os mes-
mos espacamentos e cravados no solo a uma profundidade que varia de 15 a 25c¢m,
seu comprimento deve ser de aproximadamente 50cm com diametro variando de 10 a
15mm.

O método considera apenas as correntes que circulam entre as hastes de corrente,
com sua profundidade igual ao espacamento entre as duas hastes cravadas no solo. A
corrente analisada representa apenas 58% da corrente total injetada no solo, isso por
que as demais correntes que se dissipam em outras profundidades, por terem maior
area de dispersao, tem seus efeitos desconsiderados para o processo de medicao, ver
Figura 5.6.

Durante as medi¢oes devem ser observados os itens: alinhamento das hastes; garan-
tia que as hastes estejam igualmente espacadas; profundidade iguais entre as hastes,
recomenda-se de 20 a 30cm; manter o aparelho de medi¢ao no ponto médio entre as
hastes; garantia de que as hastes estejam bem limpas e livre de éxidos e gorduras, de

forma a garantir um bom contato com o solo; anotar sempre a situacao que se encontra
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Figura 5.6: Penetracdo na profundidade a. Fonte:[16].

o solo durante a medicao; evitar realizar medi¢oes em condigoes atmosféricas adversas,
isso para se evitar acidentes com descargas atmosféricas; evitar circulagao de pessoas
e animais no local das medigoes; utilizar os EPIs (Equipamentos de Prote¢ao Indivi-
dual) na execucao das medigoes; verificar se o aparelho de medicao estd funcionando

corretamente.

5.11 Espacamento entre hastes e direcao das medigoes

O método de Wenner, propoe para a realizacao de suas medi¢oes que o espacamento
entre as hastes seja uma progressao geométrica de razao 2, comecando pela distancia
de 1m e variando até 32m.

De forma a se garantir uma maior cobertura do terreno que se deseja medir a

resisténcia, deve-se observar, no minimo, as dire¢oes indicadas na Figura 5.7.

60°

Figura 5.7: Diregoes do ponto de medigao. Fonte:[16].

A quantidade de dire¢oes que devem ser observadas para o levantamento das medi-
das dependera do quao importante é o local do aterramento, da discrepancia acentuada

entre os valores medidos e das dimensoes do sistema de aterramento.
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Para se garantir uma boa precisao nas medigoes o ideal é efetuar varias medidas
em pontos e dire¢oes diferentes. Agora, caso se deseja realizar uma quantidade menor
de medigoes, recomenda-se que pelo menos se faga medigoes na direcao da linha de
alimentacao que provém da rede elétrica e, na diregao entre o ponto que se deseja
efetuar o aterramento e o ponto de aterramento da fonte de alimentacao.

Para se garantir a confiabilidade dos resultados da medigao, deve-se calcular a
média aritmética das resistividades elétricas de cada espagamento adotado, seguindo a
equacao:

1 n

pM(aj):EZpi(aj), Vi=1,2,....,q e i=12,....n, (5.5)
=1

onde
n ¢ a quantidade de medigoes para o espacamento a;;
q ¢ a quantidade de espacamentos analisados;
pr(a;) é a resistividade média da espacamento a;;

pi(a;j) é a resistividade da i-ésima medic@o no espagamento a;. Depois procede com

o calculo do desvio padrao entre cada medida e a resistividade média, como segue

lpi(ai) — pulay)| Vi=1,2,...,q i=1,2,...,n. (5.6)

Observagoes:

e Todas as resistividades que tem o desvio padrao maior que 50% devem ser des-

cartadas;

e Valores das resistividades com desvio padrdao menor que 50% serao aceitos como

representativos;

e Caso um nimero consideravel de medidas tenha desvio padrao maior que 50%,
recomenda-se realizar novas medicoes, caso as medidas persistam com o mesmo
desvio padrao, deve-se considerar para efeito de modelagem a regiao como inde-

pendente.
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5.12 Exemplificacao do tratamento dos dados medidos pelo

método de Wenner

Para contextualizacdo do método aqui estudado, utilizaremos um exemplo apre-
sentado na referéncia [16], que apresenta alguns dados sobre medigoes realizadas em

campo, relativo a cinco dire¢oes de medigao, conforme apresentado na Tabela 18.

Espacamento | Resistividade Elétrica Medida
a(m) Q.m

— 1 2 3 4 5

2 340 | 315 | 370 | 295 | 350
4 520 | 480 | 900 | 550 | 490

6 650 | 580 | 570 | 610 | 615
8 850 | 914 | 878 | 905 | 1010
16 690 | 500 | 550 | 480 | 602
32 232 | 285 ] 196 | 185 | 412

Tabela 18: Medigoes em campo. Fonte:[16].

Em posse dos dados das medic¢oes, partimos para o calculo da resistividade média
usando a equagao (5.5) e para o célculo do desvio padrao percentual usando a equagao
(5.6). Resultados seguem na Tabela 19.

Espaca - Desvios Relativos Resistividade Resitividade
mento a(m) % Média (2.m) | Recalculada (2.m)

— 1 2 3 4 5 — —

2 1,7 1 56 | 10,8 | 11,7 | 48 334 334
4 11,6 | 18,4 | 53,1 | 6,5 | 16,7 588 510
6 741 41| 58 | 0,8 | 1,6 605 605
8 6,7 | 0,3 | 3,7 | 0,7 | 10,8 911,4 911,4
16 2221114 26 | 148 | 6,7 564,4 564,4
32 114 | 88 | 25,2 | 294 | 57,2 262 2245

Tabela 19: Resistividade média. Fonte:[16].

Com base nos desvios relativos apresentados na Tabela 19, percebemos que duas
medidas apenas estao fora dos padroes aceitos, pois tem desvio maior que 50%, sendo
assim, descartamos tal valor e recalculamos a média para os espagamentos que tiveram

medidas que foram descartadas, mantendo as demais médias.
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Assim, os valores representativos das medicoes realizadas pelo Método de Wenner,

ja tratados e preparados para a continuacdo do método de estratificacao, seguem na

Tabela 20.

Espacamento
a(m)

Resistividade
Q.m

2

334

510

605

Q0| OO H~

911,4

16

5644

32

2245

Tabela 20: Resistividade do solo medido. Fonte:[16].

5.13 Representagao do solo em duas camadas

Usando as medidas efetuadas pelo Método de Wenner e com o auxilio das teo-

rias do eletromagnetismo no solo com duas camadas horizontais, podemos encontrar a

resistividade da primeira camada e sua respectiva profundidade.

Na Figura 5.8, a corrente I que penetra no solo de duas camadas pelo ponto A,

acaba gerando na primeira camada tensoes que satisfazem a equacao (5.7), conhecida

como Equacao de Laplace.

Superficie do

Solo
A
T’ I
b 1* Camada
y "
l 2* Camada
00 p2

Figura 5.8: Solo em duas camadas. Fonte:[16].

vV =0,

onde V' é a tensao da primeira camada do solo.
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Ao desenvolver a Equagao de Laplace levando em consideragao o potencial V' a
qualquer ponto p, distante da distancia r da fonte de corrente A, chegamos na seguinte
equacao:

_Ipy |1 - K"

~+2

Vp = ——,
oom | i=1 /72 + (2nh)?

(5.8)
onde:
V, = potencial de um ponto p qualquer da primeira camada em relagao ao infinito;
p1 = resistividade da primeira camada;
h = profundidade da primeira camada;
r = distancia do ponto p a fonte de corrente A;

K = coeficiente de reflexao, definido por

P2y
P2 — P1 £1
— = , 5.9
p2 + p1 @+1 (5.9)
P1

onde ps € a resistividade da segunda camada.
Observando a equagao (5.9), podemos observar que o coeficiente de reflexao é limi-
tado entre —1 e +1, isto é,
-1 < K <+1. (5.10)

5.14 Meétodo de estratificacao do solo em duas camadas

De acordo com a Figura 5.9, a corrente I que entra pelo eletrodo de corrente A e
retorna pelo eletrodo D gera, nos pontos B e C, eletrodos de potenciais, tensoes que
podem ser calculadas pela equagao (5.8), levando em consideracao a contribuicao da

corrente elétrica que entra em A e sai em D, cujas expressoes sao representadas abaixo,

Ip |1 n K" I 1 - K"

VB: P1 7_+_2 - —7p1 74—22 ) (511>
21 |a — a? + (th)2 21 | 2a i=1 \/(2a>2 + (2nh)2
I 1 n K" Ipy |1 = K"

Vo= PL | 2 49 A —42) . (5.12)
21 |20 T &= \/(2(1)2 + (2nh)? 2 |a T\ Ja? + (2nh)?
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Figura 5.9: Configuracdo de Wenner no solo de duas camadas. Fonte:[16].

Para obtermos a diferenca de potencial entre os pontos B e C, basta substituirmos

as equacoes (5.11) e (5.12) na expressao Ve = Vg — Vi, temos que,

I n K" K"
Vae = Qﬂ 144% — - o | CAE)
Ta .
=t \/1 + (2n-)? \/4 + (2n=)?
a a
1% n K" K"
oma-2C = p (144 (5.14)

! = \/1—1—(2712)2 \/4—1—(2712)2

Como a relacdo Ve /I representa o valor da resisténcia elétrica (R) lida pelo apa-
relho e pela equagao (5.4), p(a) = 2waR é a resistividade do solo, para o espagamento
"a", temos finalmente a expressao para elaboracao da estratificacdo do solo em duas

camadas

M) | e
. = \/1+(2nh)2 \/4+(2nh)2

a a

(5.15)

5.15 Meétodo de duas camadas usando curvas

O método de estratificacdo do solo em duas camadas usando curvas, se resume em

seguir os passos listados abaixo:
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e 1° Passo: Tragar em um grafico a curva p(a) X a obtida pelo Método de Wenner;

e 2° Passo: Prolongar a curva p(a) X a até cortar o eixo das ordenadas do gra-
fico. Neste ponto é lido diretamente o valor de p;, isto é, a resistividade da
primeira camada. Isto se justifica porque a penetracdo da corrente elétrica da-se

predominantemente na primeira camada;

e 3° Passo: Um valor de espacamento a; é escolhido arbitrariamente, e levado na

curva para obter-se o correspondente valor de p(a;);

e 4° Passo: Pelo comportamento da curva p(a) X a, determina-se o sinal de K. Isto
é, se a curva for descendente, o sinal de K ¢é negativo e efetua-se o calculo de

p(ay)/p1, se a curva for ascendente, o sinal de K é positivo e efetua-se o calculo

de p1/p(ar).

e 5° Passo: Com o valor de p(ai)/p1 ou pi/p(ai) obtido, entra-se nas curvas ted-
ricas correspondentes, ver Figura 5.10, e traca-se uma linha paralela ao eixo da
abscissa. Esta reta corta curvas distintas de K. Proceder a leitura de todos os

especificos K e h/a correspondentes.

ola) ’ 1

” pla)

& - > - = = =

i

Q|3' .
o

Figura 5.10: Curvas tedricas para os valores de K. (a) Curvas para K negativos (b)
Curvas para K positivos. Fonte:[16].
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e (° Passo: Multiplica-se todos os valores de h/a encontrados no quinto passo pelo
valor de a; do terceiro passo. Assim, com o quinto e sexto passo, gera-se uma

tabela com os valores correspondentes de K, h/a e h;

e 7° Passo: Plota-se uma curva K x h dos valores obtidos da tabela gerada no sexto

passo;

e 8° Passo: Um segundo valor de espacamento as # a; é novamente escolhido, e

todo o processo é repetido, resultando numa nova curva K X h.
e 9° Passo: Plota-se esta nova curva K X h no mesmo gréafico do sétimo passo;

e 10° Passo: A interseccao de duas curvas K x h num dado ponto resultara nos

valores reais de K e h, e a estratificagdo do solo estara definida.

O exemplo que segue abaixo foi retirado da fonte [16], com o objetivo de demonstrar
como é aplicado na pratica, o método de estratificacao do solo em duas camadas usando

curvas a partir dos dados colhidos pelo método de Wenner.

Exemplo 17. Efetuar a estratificacao do solo pelo método de duas camadas usando
curvas, correspondentes a série de medidas feitas em campo pelo Método de Wenner,

cujos dados estao na Tabela 21,

Espacamento | Resistividade

a(m) Q.m

1 684

2 611

4 415

6 294

8 237

16 189

32 182

Tabela 21: Valores de medigao em campo. Fonte:[16].

Solucgao: A solucao é feita seguindo os passos recomendados pelo método proposto.
e 1° Passo: tragamos a curva p(a) X a;

e 2° Passo: Prolongando-se a curva, obtém-se p; = 700€2.m;
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p(a)

600

500

400

200

Figura 5.11: Curva p(a) X a.

e 3° Passo: Escolhe-se a1 = 4m e obtém-se p(a;) = 4150.m.

e 4° Passo: Como a curva p(a) X a é descendente, K é negativo, entao calcula-se a
relagao:
play) 415

= — =0,593;
P1 700 ’ ’

e 5° Passo: Como K é negativo e como o valor p(aj)p; = 0,593 levado na familia
de curvas tedricas da Figura 5.10(a), procede-se com a leitura dos respectivos K

e h/a, conforme Figura 5.12. Assim, gera-se a Tabela 22 proposta no sexto passo,

T T 1 T 3
2] N K‘: I 1 da ¢ 1 4
0263 0625|0352 0.846 h
a

i
0423 0547 0801 0800

Figura 5.12: Curvas para K negativo.
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a; = 4m 24 = 0,593
KT 2" bl
-0,1 - -

0,2 - -
0,310,263 | 1,052
040,423 1,692
0,5 | 0,547 | 2,188
0,6 | 0,625 | 2,500
0,710,601 | 2,764
0,810,752 | 3,008
0,010,800 | 3,200
1,0 0,846 | 3,384

Tabela 22: Valores do quinto e sexto passo. Fonte:[16].

e §8° Passo: Escolhe-se outro espacamento

as = 6m = p(az) = 294Q.m = p(paf) = 250 =10,42

Constroi-se a Tabela 23.

aQZGm%zoAz
K | * | hm]
0,1 _

-0,2 - _
0,3 _ _
0,4 _ _
050,305 | 1,830
0,6 | 0,421 | 2,526
0,7 0,488 | 2,928
0,8 ] 0,558 | 3,348
0,010,619 | 3,714
1,010,663 | 3,978

Tabela 23: Valores do oitavo passo. Fonte:[16].

e 9° Passo: A Figura 5.13 apresenta o trago das duas curvas K x h obtidas a partir
das Tabelas 22 e 23.
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S 251(0.2.46)

(:0.59,0)
K 09 EN 57 B BY

Figura 5.13: Curvas h x K.
e 10° Passo: A interseccao ocorre em:
k=—-0,59¢e h =2 46m.

Usando a equagao (5.9), obtém-se o valor de po

pe =180,5 Q xm

A Figura 5.14 mostra o solo estratificado em duas camadas.

////r 777777 7777777
Sola

h=246m p1=700 Q.m

| 02=180.5 Qm
[+4]

Figura 5.14: Solo estratificado, Exemplo 17. Fonte:[16].
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6 Analise do problema de estratificacao do solo uti-

lizando os ajustes graficos estudados

Todos os conceitos usados para resolver o problema proposto nesse capitulo foram
baseados nas referéncias [9] e [16].

O Exemplo 17 serd novamente desenvolvido e como proposta de melhoria no mo-
mento de se estimar um valor para um dado nao colhido experimentalmente, utilizare-
mos dos métodos matematicos de ajuste de curvas.

Problema: Efetuar a estratificagdo do solo pelo método de duas camadas usando
curvas, correspondentes as séries de medidas feitas em campo pelo método de Wenner,
cujos dados estao na Tabela 21.

Solucao: A solucao sera feita seguindo os passos recomendados pelo método pro-
posto no Capitulo 5 , porém, quando chegar na etapa de estimar um valor através do
grafico, utilizaremos o método da regressao por minimos quadrados, usando a lineari-
zagdo, ja que a relagdo entre as variaveis dependentes e independentes é nao linear.

A razao de nao optarmos pelas técnicas da regressao nao-linear pelo método de
Gaus-Newton, que aparentemente para esse caso seria a melhor opcao, foi pelas defi-
ciéncias que o mesmo apresenta. Ou seja, por ser um método interativo, precisaremos
de valores iniciais para comegar com as iteracoes e isso nao temos, o método pode nao
convergir ou convergir lentamente, pode oscilar muito antes de chegar a valores acei-
taveis ou pode até mesmo nao convergir, sem contar que o alto grau de complexidade
exigido pelo método pode desestimular seu uso em campo.

Como primeira etapa de solugao, vamos plotar os pontos (a, p(a)) colhidos experi-
mentalmente pelo método de Wenner. Isso nos dard uma boa estimativa da tendéncia
geral dos dados, o que nos indicara qual o tipo de ajuste escolher.

Inspecionando visualmente a Figura 6.1, percebemos com certa facilidade que a ten-
déncia geral dos dados seguem uma exponencial decrescente, mas, como ja mencionado
anteriormente, nao utilizaremos o método de regressao-nao linear. Entao, como forma
alternativa, propomos o método da linearizacao dos dados, de forma que os mesmos
passem a ser compativeis com a regressao linear, que por sua vez, tem baixo grau de
complexidade em sua composicao.

A proposta aqui sera usar o modelo exponencial p(a) = a,e”%, onde a; e B sdo
constantes a serem determinadas. Como claramente podemos perceber que a equagao

representa uma relagdo nao-linear para ; # 0, usaremos manipulagoes matematicas
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Figura 6.1: Plotagem dos pontos colhidos experimentalmente pelo método de Wenner.

para transformar as equacoes para uma forma linear. Dai entao, uma simples regressao
linear podera ser usada para ajustar as equacoes aos dados.
No caso de nossa equacao, a mesma pode ser linearizada tomando o seu logaritmo

natural, onde obtemos
In(p(a)) = In(ae”®) = In(ay) + Bixin(e) = In(ay) + fr.

Assim, o grafico de In(y) em funcdo de x ird nos fornecer uma reta com uma
inclinacao f3; e, no ponto de interse¢do com o eixo das ordenadas, o valor de In(ay).

Para determinar a equacao da reta, usaremos somente os 4 primeiros pontos do
experimento, uma vez que a proximidade dos mesmos nos fornecera uma curva mais
precisa. O fato de ignorarmos os demais pontos, ndo influencia na determinacao da
grandeza procurada, pois, o objetivo desse passo da atividade é o de encontrar a resis-
tividade da primeira camada do solo.

Assim, somente as medi¢oes das camadas iniciais do solo impactam nessa grandeza,
no caso, essas medicOes seriam as quatro primeiras. Essas, por sua vez, representam
as camadas iniciais do solo, ja que de acordo com a teoria apresentada no Capitulo 5,
a distancia entre as hastes de medicao, representam a profundidade em que esta sendo
realizado a medida da resistividade do solo.

A Tabela 24 apresenta todos os parametros necessarios para se determinar os coe-
ficientes da reta de regressao, proposta com a linearizacao da equagao exponencial que

se ajustara aos 4 primeiros pontos da Tabela 21.
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Medigoes | a | pla) | In(p(a)) | a® | axln(p(a))
1 1 684 6.527958 1 6.527958
2 2 611 6.415097 4 12.83019
3 4 415 6.028279 16 24.11311
4 6 294 5.683580 36 34,10148
n=4 =13 > =2004 | > =24,654913 | 3> =57 | > = 77.572745
@ =3.25 p(a) = 6.163728

Tabela 24: Parametros para determinacao da reta de regressao linear.

Com os parametros acima, podemos calcular os coeficientes In(ay) e 31, como segue

ny (a xIn(p(a))) = ¥ a ¥ ln(p(a))

b = ny a?— (X a)?

= —0.17327,

In(ay) = p(a) — fra = 6.726854 e ay = 575 = 834 5175.

Assim, determinamos a equacgao exponencial que ajusta os 4 primeiros pontos dos
dados experimentais e que nos permitird estimar com maior precisao a resistividade
elétrica para a = 0,

p(a) = 834517517327,

Seguindo na resolucao do problema, na segunda etapa, determinamos o valor de pq,

que ¢ a resistividade para a distancia a = 0,
p1 = p(0) = 834.517582 x m.

A Figura 6.2, apresenta como a equagao exponencial determinada, se ajusta aos 4
pontos analisados e, destaca a interse¢ao da mesma com o eixo das ordenadas. Forne-
cendo assim maior rigor mateméatico na segunda etapa do método que antes determi-
nava o valor de p1, usando um simples prolongamento da curva p(a) X a antes tragada
sem nenhum critério.

Como terceiro passo da solucao, procedemos escolhendo um valor de espacamento
arbitrario que denominamos de a;, de forma que possamos obter seu correspondente
valor de resistividade p(ay).

Neste caso, vamos escolher o espacamento a; = 4m, que pela curva tragada, nos
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p(2 x m)

QD\
(0,834.52)

a(m)

Figura 6.2: Curva p(a) X a tragada a partir de técnicas de ajustes de curvas.

fornece p(a;) = 4152 x m.
No quarto passo da solucao, verificamos como se dd o comportamento da curva
para se determinar o sinal do coeficiente de reflexdo K. Pela Figura 6.2 percebemos
claramente que o grafico é descendente. Pelo método apresentado na Seg¢ao 5.15 temos
que K é negativo e isso nos fornece a relagao:
play) 415
o1 8345175

Como quinto passo da solucdo, tracamos uma reta paralela ao eixo das abscissas

= 0.4973.

passando pela relagao 0.4973 nas curvas tedricas fornecidas (ver Figura 6.3) e determi-

namos os valores de K e h/a correspondentes as intersegdes como segue na Tabela 25.

Para o sexto passo, multiplicamos o valor de a; = 4m pelos valores encontrados de
h/a e preenchemos na terceira coluna da Tabela 25.

O sétimo passo sera executado juntamente com o nono.

Para o oitavo passo, escolhemos outro valor arbitrario de espacamento as # aq,
depois repetimos todo o procedimento do quarto ao sexto passo para determinar a
Tabela 26.

No nono passo, plotamos a curva K X h, para os valores encontrados nas Tabelas
25 e 26.
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Figura 6.3: Curva tedrica para K negativo interceptada pela reta 0.4973.

Nessa etapa, vamos propor novamente utilizar das técnica de regressao por minimos
quadrados para a determinagao desses graficos, pois novamente nao nos deparamos com
nenhuma técnica matematica para ajustar curvas aos pontos das tabelas construidas a
partir do quinto e oitavo passo.

A escolha de usar a regressao por minimos quadrados ao invés de interpolacao, se
da pelo fato de que nao podemos garantir a confiabilidade dos pontos fornecidos, ja
que na sua obtencao através das curvas tedricas, o projetista pode cometer erros de
leitura. Sendo assim, podemos estar trabalhando com dados nao confiaveis.

Primeiro seguimos com as plotagens dos pontos no plano cartesiano, isso nos ajudara
a perceber a tendéncia geral dos dados e, com isso, definir qual o tipo de regressao
melhor se encaixar para o ajuste.

Observando a Figura 6.4, percebemos que os pontos descrevem o comportamento de
uma parabola decrescente, logo vamos descrever o método de ajuste usando a regressao

polinomial, para um polinémio de grau 2.
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a; = 4m 24 = 0,4973
K| % | hm
-0,1 _ _
-0,2 - -
-0,3 _ _
0410280 1.120
050420 | 1.680
0,6 | 0.520 | 2.080
0,71 0590 | 2,360
0,8 0.650 | 2.600
0,9 0710 | 2.840
1,0 | 0.750 | 3.000

Tabela 25: Valores do quinto e sexto passo para a = 4m.

Para diferenciar as curvas, vamos denominar de hi(k) o polindmio que descreve o
comportamento dos pontos da Tabela 25 e hy(k) o polindmio de regressao que descreve
os dados da Tabela 26.

As Tabelas 27 e 28 apresentam, respectivamente, os pardmetros necessarios para
calcular os polinémios de regressao.

Com os parametros da Tabela 27, chegamos no seguinte sistema:

7.000 —4.900 3.710 ao 15.680
—4.900 3.710 —2.989 a; | = | —11.824
3.710  —2.989 2.524 as 9.469

A solucdo do sistema linear 3 x 3, é ag = —1.422857, a1 = —7.829571 e ay =
—3.428571. Portanto, a equagao quadratica dada pela regressao por minimos quadrados

encontrada foi
hi(k) = —1.422857 — 7.829571k + —3.428571k>.

O erro padrao da estimativa baseado na regressao polinomial é Sy, /, = 0.045355737
com o coeficiente de determinacgao de 0.996924129.
Os resultados indicam que 99.6924% da incerteza original foi explicada por esse

modelo.
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az = 6m 22 = 0,3523
K| % | hm

-0,1 _

-0,2 - -

-0,3 _ _

0,4 _ _

0,5 0.180 | 1.080
0,6 0.350 | 2.100
0,7 [0.440 | 2,640
0.8 [0.510 | 3.060
0,9 0570 | 3.420
1,0[0.620 | 3.720

Tabela 26: Valores do quinto e sexto passos repetidos para as = 6m.

m =2 SK;=—-49 | > Ki=25235
n=71 S hi = 15.68 | S K;h; = —11.824
K=-07|>K:=3T1 > K2h; = 9.4688

h=224 | K3 =—2989

Tabela 27: Parametros colhidos a partir dos dados da Tabela 25.

De forma andloga ao procedimento desenvolvido para se determinar hy(k), proce-

demos, através dos dados da Tabela 28 para se determinar a equagao:
ho(k) = —5.211429 — 16.594286k + —7.714286k2,

onde o erro padrao da estimativa é Sj,/, = 0.106045812 com coeficiente de determina-
cao de 0.992777319 e coeficiente de correlacao de 0.996382.

Com as equagoes hi(k) e he(k) que descrevem o comportamento dos dados das
Tabelas 25 e 26, procedemos com a conclusdao do nono passo, que é a plotagem das
curvas no mesmo plano e a determinacao do ponto de interseccao entre elas.

Para isso, basta igualarmos hq (k) com hy(k), isto é,

hi(k) = ha(k)
—1.422857 — 7.8295T1k — 3.428571k> = —5.211429 — 16.594286k — 7.714286k>

Dai,
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Figura 6.4: Representacao no plano h x K dos pontos do quinto e oitavo passo. (a)
Representacao dos pontos da Tabela 5.2. (b) Representagao dos pontos da Tabela 5.3.

—3.788572 — 8.765715k — 4.285715k* = 0.

Em seguida resolvemos a equacao resultante, obtemos nas raizes k; = —1.425 e
ko = —0.62. Como a raiz ki esta fora do intervalo analisado, ficamos apenas com
o valor de ko que, aplicado na equagao de hi(k) ou de ho(k), nos fornece, a outra

coordenada do ponto de intersecao:

hi(—=0.62) = hy(—0.62) = —1.422857 — 7.829571 x (—0.62) — 3.428571 x (—0.62)°
=2.11m.
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m =2 S K;=-45 | X K!=24979
n=26 > h; = 16.02 > K;h; = —12.894
K=-075| > K}=355 > K2h; = 10.7682
h=267 | K}=-2925

Tabela 28: Parametros colhidos a partir dos dados da Tabela 26.

A Figura 6.5 apresenta a plotagem das duas curvas de K x h no mesmo plano,

finalizando assim o nono passo.

(k)

h(m)

35

25

05

K

Figura 6.5: Curvas do quinto e oitavo passo no mesmo plano.

Para o décimo, e ultimo passo, usando os valores de £k = —0.62 e h = 2.11m,
determinamos a resistividade do solo para a segunda camada através da equacao (5.9),

COImo segue:

p2 — p1 K+1
K = — = — s
s+ 1 P2 = P1 1 K
Logo,
—-0.62+1
= 834.5175————— = 195.751012 .
P2 1+ 0.62 e

A Figura 6.6 mostra o solo estratificado em duas camadas através do método gra-
fico e das técnicas de regressao por minimos quadrados apresentadas neste trabalho

cientifico.
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Figura 6.6: Solo estratificado, solugao do exemplo usando técnicas de regressao por
minimos quadrados.
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7 Resultados alcancados

Visando verificar se o aluno do ensino médio é capaz de compreender, usar ou até
mesmo identificar algumas situagdes em que as técnicas de ajustes de curvas possam
ser utilizadas, aplicamos em aula experimental, que teve por objetivo determinar a
resisténcia elétrica da lampada incandescente, o método de regressao polinomial no
auxilio ao tratamento e andlise dos dados.

Os resultados dessas seis aulas ndo poderiam ter sido melhores, os alunos que par-
ticiparam do projeto, abragaram bem a causa, gostaram de participar da aula pratica
e de ver a fisica acontecer de uma forma bem dinamica, porém, se depararam com uma
deficiéncia antes nao observada. Assim que os mesmos, ja com os dados nas maos, se
viram na situagdo de ter que tragar uma curva, os problemas comecaram a aparecer,
pois, a visao que outrora permeava a maioria dos alunos era de que os conhecimentos
sobre funcao, plano cartesiano e pares ordenados eram desnecessarios e sem nenhuma
aplicacao pratica.

Entao, como vimos, utilizar o Qtiplot ¢ uma tarefa bastante simples mas de grande
retorno, porém, antes mesmo de ensinar os alunos a manusear a ferramenta, expliquei
sobre o passo a passo do método de regressao quadratica. Justifiquei que usariamos
a regressao quadratica, pois, os métodos de regressao sao os melhores quando se tem
erros inseridos nas medig¢oes, que era o nosso caso medindo as grandezas corrente e
tensao elétricas com aparelhos nao muito precisos. Também ficou claro aos alunos que
a escolha do grau 2 para o polinémio, foi influenciada pela tendéncia geral dos dados,
que por sua vez, se comportavam como uma parabola.

Assim, os grupos usando as férmulas que repassei e o software Calc, fizeram os
calculos sem maiores dificuldades, uma vez que usamos a regra Cramer. Como a
parte mais enfadonha, que sao os calculos, foram todos feitos usando as féormulas da
ferramenta Calc, com auxilio do professor, os alunos acabaram demonstrando muito
interesse na atividade, terminando com certa agilidade.

Com essa atividade, acabamos por perceber que os alunos tem bastante interesse em
usar ferramentas que os auxiliam nos calculos mateméticos, mesmo que sejam calculos
que eles ja& dominem, como ¢ o caso da resolugao do sistema linear 3 x 3.

Por fim repassamos aos alunos que todos os calculos que fizemos usando a ferra-
menta Calc., durante o processo de determinacao do polindmio interpolador de grau 2,
poderiam ser evitados, se plotassemos os pontos no Qtiplot, que além de apresentar os

coeficientes do polinomio de regressao quadratica, ainda fornece a plotagem da curva.
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Com esse desfeche na atividade, percebemos que os alunos conseguiram assimilar
bem a técnica da regressao quadratica que usamos no experimento. Além de desenvol-
verem bem os célculos com a ajuda da ferramenta auxiliar e por fim, compreenderam
que o software Qtiplot pode se tornar um poderoso aliado nas atividades experimentais.

Concluiram ainda que plotagem e tratamento de dados experimentais sao mais
comuns do que antes imaginavam e que através dessas curvas, quando bem ajustadas,
a estimativa se torna bastante eficaz. Uma vez que os valores estimados pelos grupos
antes de aprenderem as técnicas, foram quase todos com um erro bem maior que os
valores encontrados pela estimativa através da equagao de regressao quadratica.

Quanto a analise do método grafico para se determinar a estratificacao do solo
em duas camadas, acabamos por encontrar no mesmo, dois pontos que podem ser
considerados como pontos criticos.

No método original, ja na segunda etapa da resolucao é solicitado que, através da
curva p(a) X a, seja estimada a resistividade para a distancia zero (a = 0), apesar de
parecer uma ag¢ao simples, quando vamos desenvolver o método, nos deparamos com
a dificuldade de se realizar uma boa estimativa para tal valor, ji que ndo temos uma
curva de ajuste calculada dentro dos critérios confiaveis.

A livre determinagao do ponto de intersecao entre a curva p(a) X a e o eixo p(a) pode
nos levar a valores muito discrepantes quando comparada com a mesma estimativa
vista por outro observador, isso do ponto de vista de projetos, ¢ muito ruim pela
duplicidade de resultados que se pode causar, sem contar que nesse método a grandeza
mais importante é justamente essa intersecao, embora sua determinacao deixe a desejar.

A resistividade encontrada no ponto de interse¢ao entre a curva p(a) X a com o eixo p
é conhecida como a resistividade da primeira camada do solo. Por essa resistividade ser
a mais externa, ela é quem mais influéncia na resisténcia elétrica da primeira camada,
que por sua vez, quando percorrida por uma corrente elétrica, gera um potencial no
solo conhecido como potencial de passo, que é muito perigoso por ter a capacidade de
eletrocutar uma pessoa apenas por dar um passo em sua regiao de atuacao.

Para minimizar os riscos provocados pelo potencial de passo, o procedimento é au-
mentar a resisténcia de contato com o solo, inserindo corpos isolantes como borrachas,
britas e exigindo que profissionais que trabalhem na regiao usem botas isolantes. Como
esses isolantes externos trabalham para aumentar a resisténcia de contato entre o in-
dividuo e o solo, valores maiores da resistividade da primeira camada acarretam maior
potencial de passo, e valores menores para a resistividade geram menor potencial de

passo. Sendo assim, o parametro resistividade da primeira camada, acaba sendo fator
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determinante no momento de se planejar o grau de protecao da isolagao de contato com
o solo. Assim, valores erroneos para essa grandeza podem gerar um mal planejamento
de material isolante.

Com isso, duas coisas podem acontecer, ou a estimativa nos faz exagerar no grau
de isolagao, isso nao gera nenhum problema elétrico porém aumenta os custos, ou a
estimativa nos faz usar isolacdo menos, com isso o individuo que trabalha na regidao ou
nas proximidades dela, fica sujeito ao risco de choque por falta de isolagao adequada.

Outro ponto critico que também acontece no desenvolver do método, estd no sétimo
e nono passo, que é onde novamente se faz necessario plotar uma curva através de dados
que sao imprecisos pela sua propria forma de obtenc¢ao, que por sua vez se da por curvas
tedricas sem muita precisao. Sendo assim, a estimativa de uma curva que descreva tais
pontos sem critérios matematicos, aumenta as chances de se obter resultados cada vez
mais irreais.

Esses dois passos que também geram valores criticos, acabam agora influenciando
nao mais na resistividade da primeira camada, mas sim na profundidade dela, ja que
esse é outro fator que influencia no calculo da resisténcia da primeira camada.

Levando em consideracao os pontos criticos apresentados pelo método grafico de
estratificagao do solo em duas camadas, surgiu a necessidade de se propor maior rigor
matematico na obten¢ao dessas curvas, uma vez que ja dispomos de critérios mateméa-
ticos bem precisos a realizagao desses ajuste.

Como resultado da aplicagao dos ajustes de curvas no segundo, sétimo e nono passo
do método, chegamos a um valor matematicamente mais preciso que, se repetido por
outro projetista, também chegara no mesmo valor, uma vez que as equagoes de ajuste
nao sao especulativas, mas sim formulagoes, que tem erros calculaveis e que seguem
sempre 0 mesmo padrao.

Para nao dizer que a sugestao de melhoria no método gréfico de estratificacao do
solo seja inviavel pelo aumento da complexidade devido ao maior rigor matematico,
temos o software Qtiplot, que se mostrou uma poderosa ferramenta no ajuste de curvas
e que pode perfeitamente ser inserido nas etapas criticas do método.

Assim, sugere-se que na segunda, sétima e nona etapa do método de estratificagao
do solo, seja usado técnicas de ajuste de curvas que possibilitem maior confiabilidade

nos resultados encontrados.
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9 Anexos

ROTEIRO PARA AULA EXPERIMENTAL

Escola/Colégio:

Alunos:

Professor: — Série: — Turma: ——  Disciplina: Fisica

EXPERIMENTO : ESTUDO DA RESISTENCIA ELETRICA DE
LAMPADAS INCANDESCENTES

1. Objetivo

Determinar a lei de formagao da resisténcia elétrica na lampada incandescente

de 7T0W/220V através das grandezas elétricas tensdo e corrente.

2. Introducao

A resisténcia elétrica é uma grandeza que representa a propriedade da matéria
de resistir a passagem da corrente elétrica. Isso acontece quando o elétron ao
se movimentar pelo meio material, fica sujeito a constantes choques ocorridos
entre os portadores de carga e as impurezas contidas no meio condutor, entre
os portadores de carga e o nicleo dos atomos que constitui o material ou até
mesmo choques entre os proprios elétrons que estdo em constante movimento,
isso faz com que a intensidade do movimento seja reduzido e parte da energia
cinética perdida se converte em calor. De acordo com a primeira Lei de Ohm,
essa grandeza pode ser determinada pela razao entre tensao e corrente elétrica,

desde que ambas sejam referidas ao mesmo material.

R=—,
I
onde R é a resisténcia elétrica medida em ohm (Q2); U é a tensao elétrica medida

em volt (V); I é a intensidade da corrente elétrica medida em ampere (A).

Quando ha proporg¢ao entre a tensao e a corrente elétrica ao longo das medigoes
em uma mesma carga puramente resistiva, dizemos que tal material se trata de

um resistor 6hmico, porém, quase sempre isso nao acontece, pois, a grandeza
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temperatura influencia na resisténcia do material e como a passagem da corrente
pelo mesmo, por si s0, gera calor por efeito Joule, temos ai uma relagao nao linear
entre tensao e corrente elétrica. Logo, a determinacao da grandeza resisténcia

elétrica fica sujeita a seguinte formula:
R = Ro(l + Oé(T - To))

onde R é a resisténcia elétrica do material na temperatura 7'; T é a tempera-
tura inicial do material; R, e a resisténcia do material a temperatura Ty; a é o
coeficiente de temperatura que depende do material e da temperatura, pois, nor-
malmente esse coeficiente sofre variagao de valores para intervalos de temperatura

acima de dezenas de graus.

No caso de materiais puramente resistivos que tem sua resisténcia elétrica vari-
ando com as grandezas tensao e corrente, ou seja, materiais que nao tem uma
relagao linear entre tensao e corrente, damos o nome de resistores nao 6hmicos.
Como exemplo de resistores nao 6hmicos, temos as lampadas incandescente, que
quando submetidas a diferentes potenciais elétricos, fornecem diferentes valores
de resisténcia elétrica, uma vez que seu elemento incandescente, um metal co-
nhecido como tungsténio, varia bastante sua temperatura durante o processo de
emissao de luz visivel.

Lista de Materiais

Para a realizagdo do experimento de medi¢ao da grandeza resisténcia elétrica em
uma carga puramente resistiva cuja temperatura durante a conducao de corrente
varia bastante, utilizaremos os seguintes materiais:

e seis lampadas incandescentes de potencia 70W/220V;

e duas lampadas incandescentes de potencia 120W/220V;

e condutores elétricos de cobre de 1.5mm?;

e um disjuntor monopolar de 10A curva C;

e um alicate amperimetro;

e um multimetro;

e uma fonte de tensiao de 220V.
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4. Procedimento Experimental

4.1 Utilizando o multimetro na escala de resisténcia elétrica, realize a medicao da

resisténcia da ldmpada de 701W/220V na temperatura ambiente e anote abaixo:

Roow =——

4.2 Monte o circuito série de 6 lampadas de 70WW/220V conforme Figura 9.1,
meca na lampada Lg as grandezas tensao e corrente elétrica, depois anote os
valore medidos na linha de medicao 1 da Tabela 29. Em seguida curto circuite a
lampada L, realize as medigoes de tensao e corrente na lampada Lg e anote na
medicao 2 da Tabela 29, prossiga com esse processo de medicao curto circuitando

todas as demais lampadas até que por fim sobre somente a lampada Lg.

—

=TOW o= 70W

Lz =70W
Vac @ ;

220V ‘

Figura 9.1: Circuito série de lampadas incandescente.

Medigoes | Tensdo elétrica(V) | Corrente Elétrica (A) | Resisténcia Elétrica ()
1

O O = W N

Tabela 29: Medidas de tensao e corrente de uma lampada incandescente de 7T01W//220V.

4.3 No circuito série de Figura 9.1, troque as lampadas L; e Lo por lampadas

de 120W/220V, energize novamente o circuito e realize a medi¢gdo da grandeza
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corrente elétrica na lampada Lg e anote o resultado abaixo:
Lrow = ——

. Questoes

i) Trace o grafico da tensao x corrente através dos dados da Tabela 29.

ii) Através do grafico tragado no item i), estime um valor de tensao para corrente
medida no topico 4.3 do procedimento experimental e anote abaixo:

Uestimado =

iii) Usando as técnicas de regressao polinomial apresentada pelo professor, ajuste
um polinémio do segundo grau aos dados da Tabela 29 e estime um valor para a

tensao usando a corrente do topico 4.3 e anote abaixo:

Coeficientes do polinomio de regressao:

ap = ; ap = ; az = )
Ucalculado =
iv) Compare os coeficientes do polindmio do segundo grau, com os coeficientes

determinados pelo software Qtiplot usado para a determinacdo da curva que

ajusta os pontos da Tabela 29 através regressao polinomial.

v) Volte no experimento do tépico 4.3, realize a medigdo da grandeza tensao
elétrica na lampada de Lg, depois verifique o erro entre o valor medido, o valor

estimados no item ii) e o valor determinado pelo polinémio do item iii).

vi) Escreva uma férmula para o calculo da resisténcia elétrica da lampada incan-

descente em fun¢ao apenas da grandeza corrente elétrica.
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ATIVIDADE EXPERIMENTAL DO GRUPO 3 - COLEGIO ESTADUAL
JOAO CARNEIRO DOS SANTOS, TURMA DE 3° ANO

Colégio Estadual Jodo Carneiro dos Santos
Altmos:@m.m e
A\

AV

i v
Professor: Thedfilo Machado  Série: 3° Turma: D Disciplina: Fisica

EXPERIMENTO 01: ESTUDO DA RESISTENCIA ELETRICA DE LAMPADAS
INCANDESCENTES

1- Objetivo.

Determinar a lei de formagéio da resisténcia elétrica em limpada incandescente de
T0W/220V através das grandezas elétricas tensdo e corrente.

2- Introdugiio

A resisténcia elétrica ¢ uma grandeza que representa a propriedade da matéria de
resistir a passagem da corrente elétrica. Isso acontece quando o elétron ao se movimenlar
pelo meio material, fica sujeito a constantes choques ocorridos entre os portadores de carga e
as impurezas contidas no meio condutor, entre os portadores de carga € o nucleo dos dlomos
que constitui o material ou até mesmo choques entre os préprios elétrons que estdo em
constante movimento, isso faz com que a intensidade do movimento seja reduzida e parte da
energia cinética perdida se converte em calor.

De acordo com a primeira Lei de Ohm, essa grandeza pode ser determinada pela raziio
entre tensdo e corrente elétrica, desde que ambas sejam referidas ao mesmo material.

Onde R ¢ a resisténcia elétrica medida em ohm (Q);
U é a tensdo elétrica medida em volt (V);
I é a intensidade da corrente elétrica medida em ampére (A)

Quando ha proporgéio entre a tensfio e a corrente elétrica ao longo das medigBes em uma
mesma carga puramente resistiva, dizemos que tal material se trata de um resistor dhmico,
porém, quase sempre isso ndo acontece pois, a grandeza temperatura influencia na resisténcia
do material e como a passagem da corrente pelo mesmo, por si 86, gera calor por efeito Joule,
temos ai uma relagio niio linear entre tensdo e corrente elétrica. Logo, a determinagdo da
grandeza resisténcia elétrica fica sujeita a seguinte formula:

R =Ry (1+a(T-To)

Onde R é a resisténcia elétrica do material na temperatura T;
To € a temperatura inicial do material;

Ry e a resisténcia do material a temperatura To;

o é o coeficiente de temperatura que depende do material e da temperatura, pois,
normalmente esse coeficiente sofre variagiio de valores para intervalos de temperatura acima
de dezenas de graus.

Figura 9.2: Atividada realizada pelo grupo 3 - parte 1.

129



No caso de materiais puramente resistivos que tem sua resisténcia elétrica variando com as
grandezas tensfio e corrente, ou seja, materiais que néio tem uma relagdo linear entre tensdo e
corrente, damos o nome de resistores nio Shmicos. Como exemplo de resistores ndo dhmicos,
temos as ldmpadas incandescente, que quando submetidas a diferentes potenciais elétricos,
fornecem diferentes valores de resisténcia elétrica, uma vez que seu elemento incandescente,
um metal conhecido como tungsténio, varia bastante sua temperatura durante o processo de
emissdo de luz visivel.

3- Lista de Materiais

Para a realizagdo do experimento de medigdo da grandeza resisténcia elétrica em uma carga
puramente resistiva cuja temperatura durante a condugdio de corrente varia bastante,
utilizaremos os seguintes materiais:

e 6 lampadas incandescentes de potencia 70W/220V;
e 2 lampadas incandescentes de potencia 120W/220V;
¢ Condutores elétricos de cobre de I.Smrnz;

¢ 1 Disjuntor monopolar de 10A curva C;

s 1 Alicate amperimetro;

e 1 Multimetro;

e Uma fonte de tensdo de 220V.

4- Procedimento Experimental

4.1 Utilizando o multimetro na escala de resisténcia elétrica, realize a medigio da
resisténcia lampada de 70W/220V na temperatura ambiente e anote abaixo:

Raow = ﬂ&m

4.2 Monte o circuito série de 6 limpadas de 70W/220V conforme Figura 1, mega na
limpada L as grandezas tens@o e corrente elétrica, depois anote os valore medidos na
linha de medigfio 1 da Tabela 1. Em seguida curto circuite a lampada L, realize as
medigdes de tensfio e corrente na ldmpada Lg e anote na medigdo 2 da Tabela 1,
prossiga com esse processo de medi¢do curto circuitando todas as demais lampadas
até que por fim sobre somente a limpada L.

‘ Li=70W Lz=TOW ‘

Figura 1: Circuito série de ldmpadas incandescentes

Figura 9.3: Atividada realizada pelo grupo 3 - parte 2.
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Medigdes | Tensio elétrica (V) | Corrente elétrica (A) | Resisténcia elétrica (£))
1 25V RN W O S—
T I Y Q. 134 YN
3§ | AN 0,351 A S513Yy
4 32V oAl A 431,05
5 104 on V1 AT 439,26
6 22N 0,22 [ G131, 3

Tabela 1: Medidas de tenso ¢ corrente de um lampada incandescente de 70W/220V

4.3 No circuito série de Figura 1, troque as limpadas L; ¢ L por ldmpadas de 120W/220V,
energize novamente o circuito e realize a medigfio da grandeza corrente elétrica na limpada
Lg € anote o resultado abaixo:

Izow=_0) Sﬂé_l\

5 Questdes
i) Trace o grafico da tensdo x corrente através dos dados da Tabela 1

i) Através do grifico tragado no item i), estime um valor de tensio para corrente medida no
t6pico 4.3 do procedimento experimental e anote abaixo:

Uestimado=__ E l& k{

iii) Usando as técnicas de regressio polinomial apresentada pelo professor, ajuste um
polinémio do segundo grau aos dados da tabela 1 ¢ estime um valor para a tensdio usando a
corrente do topico 4.3 e anote abaixo:

|

Coeficientes do polinémio de regressio:

a0=_-A\t UApdotd ; a=243,0l0043 s =_A65Y.6566Y

Erro padrio:
r=Z
I

Ucalcumdozj_b_‘}mﬂ_{) I} 3 \/

iv) Compare os coeficientes do polinémio do segundo grau, com os coeficientes
determinados pelo software Qplot usado para a determinagdo da curva que ajusta os pontos
da Tabela 1 através regressdo polinomial.

v) Volte no experimento do tépico 4.3, realize a medi¢do da grandeza tensdo elétrica na
limpada de L¢, depois verifique o erro entre o valor medido, o valor estimados no item ii) e o
valor determinado pelo polinémio do item iii).

vi) Escreva uma férmula para o célculo da resisténcia elétrica da lampada incandescente
usada como o resistor nio Shmico em fungdo apenas da grandeza corrente elétrica.

Figura 9.4: Atividada realizada pelo grupo 3 - parte 3.

131



ST

)

W) -6 £Uu=56
£ 300y FARURVIER S FROL S
€ &2.g,031uy £ 42,0 =30,2624%

€ W00 i3,

L R . SR

VD) z oo + A d 4oy eat

&V £ E£4* 536 S\ 0 2%V
Wo JE-V g 2 el Y304 O23MA 0,053 129
——_\il_\i_i_‘f_i‘i_ 50,2624 0953123 ©,0\3%F!
n a4 ]| 6 3834 02314y
£ 23 o2 UL 9T peea08
gut g5 E30 01231hy 0,052129 o,04>%¥)

oo = -3%,43027

" oty 2 6 516 ST

Cu LU 207 g 9045 9,053329

6 o> £aU £a 29344 30, 26245 01 OI> 1)
okz= + -

LR U A4 4 LWy Qs

el ot 2> 3 gy o 053329

ka2 £4> &ah 9120114 0,05823 00337}

w-d = 213 050043
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Figura 9.6: Atividada realizada pelo grupo 3 - parte 5.
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Figura 9.7: Atividada realizada pelo grupo 3 - parte 6.
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