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Resumo

No presente trabalho apresentamos logaritmos, fungoes exponenciais e suas aplicacoes em
modelagem matematica. Usamos conceitos de Célculo e Equacgoes diferenciais como fer-
ramenta essencial para modelar algumas situacgoes praticas em eventos fisicos, quimicos,
economicos, etc., como também na édrea da satide (didlise), mostrando que os logaritmos
e exponenciais estao presentes em nosso dia-a-dia, pois, sao as Unicas maneiras de des-
crever matematicamente uma grandeza cuja taxa de varia¢do (derivada) é proporcional
(direta ou inversamente) a ela prépria em um determinado instante. Por fim, abordamos
algumas propostas de atividades para o ensino de logaritmos e func¢oes exponenciais no

ensino médio.

Palavras chave: Calculo; Equacoes diferenciais; Aplicagoes.
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Abstract

In the present work, we present logarithms, exponential functions and their applications
in mathematical modeling. We use concepts of Calculus and Differential Equations as
essential tools to model some practical situations in physical, chemical, economic events,
etc., as well as in health (dialysis), showing that logarithms and exponentials are present
in our day-to-day, and are thus the only ways of describing mathematically a quantify
whose rate of variation (derivative) is proportional (directly or inversely) to itself at a
given instant. Finally, we discuss some proposed activities for the teaching of logarithms

and exponential functions in high school.

Keywords: Calculus; Differential equations; Applications.
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Introducao

A sobrevivéncia humana é repleta de fendmenos naturais e entendé-los é fun-
damental para o desenvolvimento e prosperidade da humanidade, sendo a matematica
uma das ciéncias que procura explica-lo, de forma exata ou aproximada. Exponencial e
logaritmo sao dois conceitos matematicos abordados no ensino médio e que sao o alicerce
na resolucao de problemas especificos da disciplina bem como para compreender ou prever
alguns eventos espontaneos da natureza. Entretanto, esses topicos, quando abordados no
ensino médio e até mesmo em muitos cursos de nivel superior, sao de maneira superficial,
fazendo com que o estudante entenda meras aplicacoes de féormulas, tornando o ensino
deselegante e sem sentido.

Se o conteudo é desestimulador, o aluno logo pergunta: “Professor, onde eu vou
usar isso na minha vida?”; “Isso tem aplicacao?”; “Fu nao vou precisar disso!”; “Por que
estou estudando isso?”. Geralmente, esses questionamentos apontam uma visao limitada
que a sociedade tem a respeito da importancia da matematica. Tal visao é comprovada
pelos obstaculos encontrados na compreensao do objetivo base da matematica que é a sua
aplicacao.

Lima (1999, p. 1-2), defende que a o processo de ensino e aprendizagem da
matematica deve conter pelo menos trés componentes: Conceituacao, Manipulacao e
Aplicagoes. Resumidamente, o primeiro consiste em formular correta e objetivamente
as definicoes matemaéticas estabelecendo conexoes entre conceitos diversos, ja o segundo
fundamenta-se na aptidao e engenho de manejar expressoes, equacoes e figuras geométricas
bésicas e, o ultimo componente, compreende o uso das ideias mateméaticas na obtencao de
resultados, conclusoes e previsoes problematicas de vérias areas do conhecimento. Esses
componentes asseguram o equilibrio e desenvolvimento das aulas e, o grande desafio do
professor de matemadtica é concilié-los de modo a estimular o pensamento critico/reflexivo

do estudante e despertar para seu uso em situagoes praticas.



’

E sempre importante que o conhecimento matemaético seja associado a alguma

aplicabilidade, e essa tarefa nao é tao simples. Nesse sentido, Lima (1999, p. 5-6) afirma:

“As aplicagoes constituem, para muitos alunos de nossas escolas, a parte mais
atraente (ou menos cansativa) da matemaética que estudam. Se forem formu-
ladas adequadamente, em termos realisticos, ligados a questdes e fatos da vida
atual, elas podem justificar os estudos, por vezes aridos, de conceitos e mani-

pulagoes, despertando o interesse da classe.”

Nesse contexto, concentraremos nossos estudos em exponenciais e logaritmos.
Esforcaremos para apresentar todas as definigoes formalmente e, no decorrer do texto,
faremos exemplos e ilustracoes para uma melhor didatica e absorcao do conteido. Nossa
abordagem sera mais voltada ao calculo, em contrapartida do que é tradicionalmente
trabalhado no ensino regular.

No capitulo 1, iniciaremos com alguns comentarios historicos do calculo, de-
finiremos funcgao, funcao injetora, sobrejetora e bijetora, composta, inversa, crescente,
decrescente e mondtona, bem como, apresentaremos a definicao de limite e suas proprie-
dades fundamentais, limites laterais e no infinito, e a ideia de continuidade. Em frente,
definimos derivada como a inclinacao da reta tangente, regras de derivacao, e o Teorema
do Valor Médio. Adiante, daremos uma noc¢ao de integral definida como area sob uma
curva utilizando-se a Soma de Riemann, algumas propriedades de integral, primitiva, in-
tegral indefinida e o Teorema Fundamental do Calculo, preparando, assim, o leitor para
a compreensao dos demais capitulos.

No capitulo 2, trazemos o contexto do surgimento dos logaritmos, recorda-
remos as definigoes de poténcia, fungdes exponencial e logaritmica (e algumas de suas
propriedades), relacionando-as a ideia de drea de uma faixa de hipérbole e explanando a
importancia e espontaneidade do nimero “e” como uma base importante para logaritmos
e exponenciais.

No capitulo 3, daremos uma sucinta nocao de Equacoes Diferenciais, classi-
ficag@ao, ordem e apresentaremos o Teorema da Existéncia e Unicidade. Concentraremos
em Equacoes Diferenciais Ordindrias de 1 Ordem - Lineares e de Varidveis Separaveis,
trazendo algumas técnicas para encontrar suas solugoes.

No capitulo 4, faremos um estudo de alguns modelos matematicos voltados para

a compreensao de problemas relacionados, por exemplo, ao crescimento e decrescimento



de determinado conteido, curva de aprendizagem, resfriamento de um corpo, queda livre,
misturas, juros compostos, didlise, etc.

No capitulo 5, por fim, trazemos algumas propostas de abordagem de Expo-
nenciais e Logaritmos em sala de aula, como por exemplo, taxa de variagao e cultura de
bactérias, datagao de fésseis, magnitude de terremotos, etc.

Com este trabalho esperamos que o leitor amplie seus conhecimentos relativo
a Exponenciais e Logaritmos, bem como, conheca algumas de suas aplicacoes mediante
modelagem matematica e, ainda, inteire-se de algumas propostas de abordagem desses

temas no ensino médio.



Capitulo 1

Conceiltos Iniciais

“Se de uma grandeza subtrai-se uma parte ndo menor que sua metade, do
restante outra parte nao menor que sua metade, e assim sucessivamente, numa
determinada etapa do processo chega-se a uma grandeza menor que qualquer
outra da mesma espécie predeterminada.”

Método da Exaustdo, creditado a Eudoxo!

O Método da Exaustao, na antiguidade, contemplava os ideais gregos para lidar
com somas infinitas. Um dos principais matematicos da antiguidade que realizou grandes
avancos nessa area foi Arquimedes?. Em um de seus trabalhos, A Quadratura da Pardbola,
Arquimedes utilizou o Método da Exaustao, através de somas infinitas, para calcular a
area sob o arco de uma parabola.

Mais de mil anos depois, em meados dos século XVII, a matematica ja possuia
elementos suficientes para o surgimento do Célculo Diferencial e Integral, Calculo Infini-
tesimal, ou simplesmente Calculo, o qual, suas ideias fundamentais foram desenvolvidas
pelos mateméticos Isaac Newton® e Gottfried Leibniz* em trabalhos independentes. En-
quanto para Newton o cdlculo se baseava em taxa de variagao e nao pregava um rigor
l6gico, Leibniz era centrado na diferencial, com foco em somatoério de dreas infinitesimais
onde criou o simbolo / (que representa integral ), mostrando assim, bem mais preocupacao

com a notacgao.

'Eudoxo da Cnido, 408 a.C - 355 a.C, astrénomo, matematico e filésofo grego.

2 Arquimedes de Siracusa, 287 a.C - 212 a.C, matematico, fisico, engenheiro, inventor e astrénomo
grego.

3Isaac Newton, 1643 - 1727, fisico, matemdtico, astrénomo, alquimista, filésofo, teélogo e cientista
inglés.

4Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646 - 1716, matematico, filésofo, cientista, polimata, diplomata e bibli-
otecario alemao.



O Célculo é uma das ferramentas matematicas que estuda a variacao das gran-
dezas. Por exemplo, a variacao de crescimento ou decrescimento da grandeza em determi-
nado instante quando é proporcional (diretamente ou inversamente) ao valor da grandeza
naquele momento determinado no tempo. Variagoes deste tipo acontecem, por exemplo,
na economia (juros), na quimica (desintegragao radioativa), etc.

Neste capitulo apresentaremos as nogoes basicas de funcgao, limite, derivada e
integral, bem como algumas de suas propriedades e, para escrevé-lo, tivemos como re-
feréncias (Courant e Robbins, 2000), (Eves, 2011), (Flemming e Gongalves, 2007), (Gui-
dorizzi, 2001), (Iezzi, 2010), (Lima et al., 1996), (Muniz Neto, 2015) e (Stewart, 2010). Os
conceitos aqui abordados serao fundamentais para a compreensao dos préximos capitulos

e servirao como ferramenta para o estudo de logaritmos, exponenciais e aplicagoes.

1.1 Funcao

Em matemadtica, sempre lidamos com grandezas que se modificam de acordo
com outras. Assim, denominamos variavel uma grandeza que depende de outra para
assumir um valor/forma. O conceito de fungao é a ideia basica para comegar entender
a maioria das relagoes entre grandezas matematicas e fisicas. Estes objetos matematicos,
funcoes, descrevem relacionamentos entre quantidades varidveis. A seguir, mostraremos
algumas situagoes em que essa dependéncia ocorre. Em muitos casos, o salario S de uma
pessoa pode depender do numero de horas trabalhadas ¢, neste caso, dizemos que S é
uma fungao de t. Analogamente, o volume V' do espago ocupado por um determinado gas
sob uma pressao constante depende da temperatura t do gas, entao, dizemos que V' esta
em funcao de t. A drea A de uma esfera depende de seu raio r. A lei que relaciona A e r
é dada pela equacdo A = 4nr?, assim, para cada r positivo existe um valor associado A

também positivo. Logo, dizemos que A é uma funcao de r.

1.1.1 Definicao e exemplos

Iremos a seguir conceituar o que destacamos anteriormente.

Definicao 1 Sejam X e Y conjuntos quaisquer. Uma fungao f é uma lei ou relagao que
associa cada elemento x € X a exatamente um elemento y = f(z) € Y. Representa-se

essa relacao por f: X — Y. O conjunto X chama-se dominio, enquanto o conjunto Y é



denominado contradominio de f. Dado 2 € X, o elemento correspondente y = f(z) € Y

¢ denominado imagem.

Como o nosso estudo é direcionado para conjuntos numéricos, podemos visua-
lizar o comportamento de uma fungao através de seu grafico, que serd o conjunto de pares

ordenados {(z, f(x)) | # € X} do plano cartesiano.

Exemplo 1 Quais sdo os maiores subconjuntos X,Y C R, tais que a férmula f(x) =
2 + Vz — 1 define uma funcdo f : X — Y? Como nenhum dominio estd explicito,
o dominio de f é seu dominio natural [1,400). Como z varia ao londo do intervalo
[1,+00), o valor de v/ — 1 varia dentro do intervalo [0, +00), entdo, f(x) =2 +vr — 1
varia dentro do intervalo [2,4+00) que é a imagem de f. A Figura 1.1 destaca o dominio,

a imagem e o grafico de f.

Figura 1.1: Gréfico, dominio e imagem da funcao y =2 + vz — 1.
Em seguida, daremos defini¢oes de tipos importantes de funcoes.

Definicao 2 Uma fungao f : X — Y é dita injetora se x1, x5 € Y, com x; # x5, implica
em f(z1) # f(zz2). Ou seja, elementos diferentes de X sdo transformados, por f, em
elementos diferentes em Y. Equivalentemente, f é injetora se, e somente se, f(z1) = f(x2)

implica que 1 = x5, com xq,xs € R.

Geometricamente falando, uma fungao f nao ¢é injetora se uma reta horizontal
corta seu grafico em dois ou mais pontos. Isto significa que existem no minimo dois valores

x1 e X9 do dominio de f, com z1 # xq, tais que f(x1) = f(z2), veja a Figura 1.2(b). Em
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(a) Funcao injetora (b) Fungédo nao injtora

Figura 1.2: Teste de injetividade a partir do grafico de uma funcao.

contrapartida, se qualquer reta horizontal cortar o grafico de f em apenas um ponto, quer

dizer que f é injetora, veja Figura a 1.2(a).

Definicao 3 Uma funcao f : X — Y ¢é dita sobrejetora se para todo y € Y, existe
z € X, tal que f(z) = y. E equivalente afirmar que f é sobrejetora se f(X) = Y, ou
seja, para qualquer elemento de Y pode se encontrar pelo menos um elemento x € X, de

modo que y é imagem de x por f (a grosso modo, o contradominio é igual a imagem).

Definicao 4 Uma funcao f : X — Y é dita bijetora se para todo y € Y, existe um

tnico z € X, tal que f(x) =y. Ou seja, f é bijetora se é injetora e sobrejetora.
Exemplo 2 Seja f : [ —1,+00) = [ 0,+00), tal que f(z) = Va + 1. Logo f é injetora,

pois, se f(x1) = f(x2), entdo, vVx1 +1 = vxs + 1, ou seja, x1 + 1 = x5 + 1, portanto,

x1 = 9. Também é sobrejetora, pois, para qualquer y € [ 0,400) existe z € [ —1, +00),

pois como y € [ 0,4+00), entao, (y2 —1) €] —1,400), assim, tomando x = y2 — 1, temos
flx) = fly* —1) = /(¥2 = 1)+ 1 = y, ou seja, f(r) = y. Portanto, f é bijetora nos
intervalos indicados. Por outro lado, se f : [ —1,4+00) — R, entdo, f nao é sobrejetora,

pois, por exemplo, ndo existe z € [ —1,400), tal que f(z) = —1,isto é, Vo +1 = —1 e,

consequentemente, nao é bijetora.

1.1.2 Funcao Composta e funcao inversa

Definigao 5 Dadas duas fungoes f : X - Y eg: V — W (nos valores em que a imagem
de g esta contida no dominio da f) a fungao composta, denotada por f o g, é definida
por (fog)(v) = f(g(v)). O dominio de fog é o conjunto de todos os v € V', tal que g(v)

esteja no dominio de f.



Conforme definido acima, para calcular (f o g)(v), devemos, primeiramente,

calcular g em v e, entdo, f em g(v). Vejamos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 3 Sejam duas fungoes definidas por f(z) = VT e g(z) = 3z — 1. Entdo,
1
(fog)(x) =+v3x—1, desde que = > 3

Definicao 6 Seja a funcao f : X — Y, bijetora. Entao a funcao inversa de f, denotada

por f~1, é definida por:

Observe que f~' : Y — X, ou seja, o dominio de f~! é igual imagem de f, e
ainda, a imagem de f~' é igual o dominio de f. Além disso, (f o f~!)(y) = ¥, tal que
yeYe (fof)(z) =m comz € X, chamada de fungao identidade.

Exemplo 4 Seja f(z) = 2° — 1. Para calcularmos f~', de acordo com a Definicao 6,

devemos mostrar que f é uma bijecao. De fato,
flar) = f(z2) &  a-l=a3-1,

entao,

5 __ .5
Ty = Ty,

ou seja, 1 = Ty, mostrando que f é injetora. Seja y € R, tomando x = y/y + 1 obtemos
5
r€Re fz) = <\5/y+ 1) —1=y+1-—1=y, isto é f é sobrejetora e, portanto,

bijetora. Em seguida, escrevendo y = f(x), isolando = nesta igualdade e trocando = por

Y, temos

y=a°"—1 & x=/y+1.

Dai, nesta tltima igualdade, substituindo 2 por y obtemos a inversa f~'(z) = V& + 1.

Notemos que (fo f ') (x) = f(Vz+1) = (Vo +1)> =1 =2, ou seja, fe f*

sao ditas simétricas em relacao a reta y = x. Vide a Figura 1.3.



Figura 1.3: Gréfico da funcio f(z) = 2° — 1 e de sua inversa f~'(z) = vz + 1.

2a 4a
az® + bz + ¢, com a,b,c € R, de modo que a > 0. Pela Definicdo 6, temos que

=t —é,—I—oo — —i,+oo . Assim, fixando y € —é,+oo e resolvendo
da 2a 4a

b A
Exemplo 5 Seja a funcao bijetora [ : [——,—i—oo) — {——,—i—oo), tal que f(z) =

para x € —2—,—1—00 aequacdo y = ax’ +br +c & ar? +br+c—y = 0, consi-
a

b —b+ /b* —4da(c—
derando a > 0 e sabendo que = > 50 obtemos x = + 5 ale y)
a a

F () = —b+ \/b22; da(c — x)

ilustra o grafico de f e f~1

Logo,

. Deste modo, se a =1, b = =2 e ¢ = 3, a Figura 1.4

Figura 1.4: Gréfico da fungdo f(z) = 2*—2x+3 e de sua inversa f ' (z) = (2++/4z — 8)/2.

Definigao 7 Sejam a funcao f: X — Y e I C R um intervalo, tal que I C X. Assim, f
é dita:

(a) Crescente em [ (respectivamente estritamente crescente em I) se, para quaisquer

x1 < x9 em I, tivermos f(x1) < f(z2)(respectivamente f(x1) < f(x2)).



(b) Decrescente em I (respectivamente estritamente decrescente em I) se, para quais-

quer z1 < xo em I, tivermos f(x1) > f(x) (respectivamente f(x1) > f(x2)).

Nesses casos, dizemos que f é mondtona em /. Uma consequéncia das de-

finigoes 6 e 7 é o seguinte:

Corolario 1 Uma funcao f: X — Y é invertivel em I C X se é estritamente crescente

(ou estritamente decrescente) no intervalo 1.

Exemplo 6 A fungao f(x) =2+ v — 1, do Exemplo 1, é crescente em [ = (1,+00),

pois dados 1,29 € [ 1,400) , com x; < z3, temos que

r1—1<ay—1 54 \/$1—1<\/ZL'2—1,

isto é,
24+ V1 —1<2+Vre—1 <~ f(l’1><f(l'2),

dai temos,

v <z = fla1) < f(22).

Segue entao do Corolario 1 que f ¢é invertivel em I.

1.2 Limite

Embora o cédlculo infinitesimal tenha surgido com Newton e Leibniz no século
XVII, a sua formalizacdo ocorreu apenas no século XIX por Cauchy® e Weierstrass®. A
seguir, apresentaremos nocoes de [imite e algumas de suas propriedades.

Dada uma funcao, muitas vezes é necessario saber qual o seu comportamento
quando x se aproxima de um ponto xy, mesmo a funcao nao existindo nesse ponto. Dai,

surgiu a ideia de limite de uma fungao.

1.2.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao 8 (Definicao de limite) Sejam I C R um intervalo, tal que xy € I e a fungao

f:I—{x0} — R, onde I — {x¢} significa o conjunto I exceto o elemento xy. Dizemos

® Augustin-Louis Cauchy, 1789 - 1857, matematico francés.
6Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815 - 1897, matemé&tico alemio.
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que o limite de f, quando x — xy (lemos = tende a xy), existe e é igual a L e, denotamos
por

lim f(z) =L,

Tr—xQ

quando para todo € > 0, existe algum 0 > 0, tal que

relel<|z—xo|<d = |f(zr)-L|<e

Assim, se xy € I, podemos dizer que o limite de uma fungao f, quando = +— x,
é L se, para qualquer € > 0, existe § > 0, tal que = € (¢ — 9,9 + J), 0 que implica em
f(z) € (L — ¢, L+ ¢€), como podemos ver na Figura 1.5. Podemos, sempre que possivel,

usar a visao geométrica para calcular o limite, mas nao provar o resultado do limite.

y
L+€/v ———————————— f
) :

Lo------ ! !

_____ |

| |
L —e & : : : :
| | : 1 :
| 1 | 1 |
! I | ! | x
€ ——O—! ) -
ro—0 T xg T To+0

Figura 1.5: Limite de uma fungao.

Em matemadtica, usa-se, geralmente, as letras gregas € (épsilon) e ¢ (delta) para

se referir a diferengas pequenas.
Exemplo 7 Mostre, pela definigao, que lirr% (2x —1)=1.
T—r

Demonstragao: Pela definicao de limite, temos que mostrar que dado € > 0 existe
sempre um 0 > 0, tal que 0 < |z — x| < 0 implica em |f(x) — L| < e. Neste caso, zo = 1,
flz) =2x—1e L =1. Assim, |z —1| < § implica em |[(2x —1) —1| < ¢, isto é, |z —1] < I
implica em |2z — 2| < ¢, isto é, |x — 1| < 0 implica em 2|z — 1| < ¢, ou seja, |[x — 1| <
implica em |z — 1] < % Portanto, se |z — 1| < d e d < %, entdo, |2z —1)—1| <e. 0O

Notemos que nao é necessario que a funcao esteja defina em z = x(, pois em

muitos casos f nao existe em xg.
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Teorema 2 (Unicidade do limite) Sejam I C R um intervalo, tal que xy € I e a fungao

f:I—{xo} = R. Se lim f(x) =1Ly e lim f(x)= Lo, entdo, L; = L.
T—To T—=T0
Em (Iezzi, 2010, p. 25), podemos encontrar a demonstracao do Teorema 2.

Teorema 3 (Teorema do confronto) Se f(z) < h(z) < g(z), para todo z € I —
{0}, onde I é um intervalo aberto contendo xg e, se lim f(x) = lim g(z) = L, entao,

T—T0 T—T0
lim h(z) = L.
Tr—xT0

Demonstracao: Tomando algum € > 0, como lim f(z) = L, entdo, existe §; > 0, tal
T—=T0

que 0 < |z — x| < 07 implica em |f(z) — L| < e. Do mesmo modo, se xliHr?O g(x) = L,
entdo, existe do > 0, tal que 0 < |z — | < Jy implica em |f(z) — L| < e. Tomando
d = min{dy, da}, entdo, se 0 < |z — 9| < 4, temos |f(x) — L| < e e |g(z) — L| < ¢, isto
é, L—e< f(r)<L+eel—e<g(xr)<L+e Mas, por hipétese f(z) < h(z) < g(z),
entdo, L —e < f(z) < h(x) < g(x) < L+¢, ouseja, L —e < h(x) < L+ €. Assim, de
0 < |z — o] < 9, temos que |h(z) — L| < €. Portanto, lim h(x) = L. O

Tr—x0

1.2.2 Propriedades

Para simplificar os calculos, a proposicao a seguir apresenta algumas das regras

operatérias para limites.

Proposicao 4 Sejam I C R um intervalo, tal que xo € I, uma constante £k € R, um

inteiro n e duas fungoes f,g: I —{zo} — R. Se lim f(z) = L; e lim g(x) = Lo, entdo:
T—x0 T—T0

(a) lim k =k

=0

(b) lim [k- f(z)]=Fk- lim f(x)=k- Ly

Tr—xT0 T—T0

(¢) Se lim f(z)= L, entao, lim |f(z)| = |L]|
T—=T0

=0

(@ Jlim /() & 9(e)) = im f(2) & im g(a) = Lo Lo

T—x0 T—T0

(&) lim [f(z) - g(x)] = lim f(z)- lim g(x) = Ly - Ly

Tr—xT0 =0 T—x0

@] AmSe) g
© Jim [ T5) = gy~ e 12 0

Tr—xo

® Jin )" = 1w f0)] = (22

T—x0 T—x0
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(h)

lim In[f(x)] = In {lim f(:v)}, se lim f(z) >0

T—xT0 T—=T0 T—=T0

Demonstragao:

(a)

Devemos mostrar que para todo € > 0, existe § > 0, tal quesex € T e0 < |[z—xo| < §
implica em |f(z) — k| < e. Com efeito, como |f(x) — k| = |k — k| = 0 < € é sempre

valido, o resultado segue.

Se 1152 f(x) = L, entao, para todo ¢ > 0 dado, existe § > 0, tal que 0 < |z —
zo| < (;implica em |f(z) — L| < e. Por outro lado, pela Proposigao 28-(c), temos
|| f(x)|—|L|| < |f(x)—L| <eistoé, ||f(z)|—|L|| <e. Observe que esse resultado é
equivalente a |L| — e < |f(z)| < |L| + € que, tomando € = 1, temos |f(x)| < |L| + 1,

desde que 0 < |z — xo| < 0.

Mostraremos esta férmula para o sinal positivo (4) sendo que para o negativo (—)
¢ andlogo. Sejam xli)rgo f(z) = Ly, mli}rilog(x) = Ly e € > 0 dado. Devemos mostrar
que existe 0 > 0, tal que, 0 < |z — xo| < § implica em |f(z) + g(x) — (L1 + L2)|.
Como mliHrgo flz) =Ly e % > 0, existe 0; > 0, tal que 0 < |z — zo| < 07 implica
em |f(z) — Ly] < g Ainda, se xli)r;log(x) =1Lse % > 0, existe d > 0, tal que
0 < |z — x| < b9 implica em |g(z) — Lo| < % Sendo 0 = min{dy, d2}, temos § > 0 e,
se 0 < |x—xo| <0, temos |f(z) — L] < g elg(x)— Lo < % Dai, pela desigualdade

triangular, segue 0 < |z — x| <  implica em | [f(z) + g(x)] — (L1 + Lo)| < |f(x) —
€

2

€
Li| +|g(z) — Ly| < stg=e

Por hipétese, para todos €1, 5 > 0 dados, existem dy, 02 > 0, tal que, 0 < |[z—x¢| < &y
implica em, |f(z) — L1]| < €1 € 0 < |x —x0| < d2 implica em |g(x) — La| < €. Entao,
tomando 0 = min{dy, d2}, temos | f(x) - g(z)| — L1 - Lo| = |f(z) - g(x) — L1ig(x) + Ly -
9(2) = Ly L] < [(F(2) = La) ()| + L1~ (9(2) — Lo)| = |(£(@) — L1)] - lg(e)| + |La]-
|(g(x)—Lo)| < €1-|g(x)|+]|L1]-€2. Mas, como xlgilo g(x) = Lo, pelo item (c) segue que

lg(z)| < |L2| + 1, desde que 0 < |x — x| < dy. Entéo, para 0 < |z — xo| < 0 tem-se

€

. — L Loy <e- (14 |L Lq| - €3. Assim, t d <

|f(z) g(mi 1+ Lol <€ - (14 |La]) +|L1]| - €2. Assim, tomando ¢ < 20+ L))

e € < ST temos que para todo € > 0 dado, existe § = min{dy,d2}, tal que
1

€

0 < |z — x| < d implica em |f(ac)-g(a:)—L1~L2|<§+2

— €.
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A demonstragao dos itens (b), (f), (g) e (h) sdo mais sofisticadas, podendo ser
encontradas em (Iezzi, 2010, p. 34-36). Observe que o item (g) é um caso particular do
item (e), para uma quantidade n de fungoes, tais que f(z) = g(x) = ... = h(x). Ja o item

(h) é uma particularidade da func@o In ser continua.

1.2.3 Limites Laterais

Em muitos casos, hd a necessidade de estudar o comportamento (limite) da
funcao quando z se aproxima de um numero xy, tanto pela direita quanto pela esquerda.

A seguir daremos algumas defini¢bes para melhor compreender essas peculiaridades.

Definigao 9 Sejam um intervalo I C R, com zy € I, e f: I — {zq} — R uma fungao.

Representamos por

(a) lim+ f(z) = L, quando o niimero L é o limite a direita da funcao, se = — z( pela

$'—)£UO
direita. Ou seja, para todo € > 0, existe um 6 > 0, tal que g < = < 29 + 6 =
|f(x) — L| <e.

(b) lim f(x) = L, quando o nimero L é o limite & esquerda da fungao, se = — x
=T

pela esquerda. Ou seja, para todo € > 0, existe um d > 0, tal que zg — 9 < = <

ro = |f(z) — L| <e

Teorema 5 Sejam um intervalo I C R, com xy € I, e f : [ — {z9} — R uma fungao.

Temos lim f(z) = L se, e somente se, lim f(z) = lim f(z) = L.
T=T0 Tad Tz

Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada em lezzi et al. (2010)

e, uma consequéncia imediata é que, se lim f(z) # lim f(z) = L, entdo, dizemos que
+ —
$'—)$O ZL"—KL'O

lim f(z) nao existe.
=0

1.2.4 Limite no infinito

O conceito de limite pode ser estendido, em vez de xy podemos ter +00, isto é,

adiante veremos os casos do comportamento da funcao quando x +— 400 e x +— —o0.

Definicao 10

14



(a) Sejam um intervalo I C R, com I = (z9,+00), e f: I — R. Denotamos por

lim f(x) =L,

T—>—+00

quando para todo € > 0, existe um N > 0, tal que x > N = |f(z) — L| < e.

(b) Sejam um intervalo I C R, com I = (—o0,zg), e f: I — R. Denotamos por

lim f(z) =L,

T——00

quando para todo € > 0, existe um M < 0, tal que x < M = |f(x) — L| <e.

Exemplo 8 Seja f: R — R, tal que

>0
T se T >

< 0.
T se

O grafico de f ¢ ilustrado na Figura 1.6, onde vemos, facilmente, que lim+ flz) =1,
z—0

lim f(z) = —1, ou seja, lim f(z) ndo existe, e lim f(z)= lim f(z)=0.
x—0— x—0 400 T——00

Figura 1.6: Limites laterais e limite no infinito de f.

1.2.5 Continuidade
Quando de uma funcao nao tem “saltos” em todos os pontos de seu dominio,
dizemos que a funcao é continua e sua definicao é apresentada a seguir:

Definicao 11 Sejam um intervalo I C R, com xy € I, e uma fungao f : I — R. Dizemos

que f é continua em x( se, e somente se,

lim f(x) = (o). (1.1)

=T
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Se f nao é continua em x, dizemos que é descontinua em z,. Ainda, f é dita continua

se for para todo zy em seu dominio.

Para que tenhamos a equagao (1.1), antes, f(zo) tem que existir, bem como

lim f(x).

T—x0

Exemplo 9 A funcao definida no Exemplo 8, é descontinua em z, = 0, visto que

lim+ (f(x)) # lim f(z), isto é, o grafico “salta” nesse ponto conforme a Figura 1.6

x—0 =0~

e, pelo Teorema 5, segue que lirr(l] f(z) nao existe. Em contrapartida, a funcao definida no
T

Exemplo 1, é contiua em zy = 5, ja que lim 24+vVr—1)= lim 2+Vz—1)=4.
=5 =5~

1.3 Derivada

A derivada é um tipo especial de limite que determina, por exemplo, velocidade
de um objeto ou a inclinagao da reta tangente a uma curva e pode ser interpretada com

a taxa de variacao de determinada grandeza.

1.3.1 Definicao e exemplos

Sejam I um intervalo aberto, com zy € I, e f : I — R uma func¢ao continua.
Seja P = (xg, f(zo)) um ponto pertencente ao grafico de f. Tomando @ = (z¢+ h, f(zo+
h)), com h € R — {0}, outro ponto do gréfico de f. A reta que passa pelos pontos P e Q)

¢ secante ao grafico de f, conforme Figura 1.7(a) e sua inclinagdo (mge.) ¢ dada por

f($0+h)—f(xo)‘

- (1.2)

Mgec =

Em (1.2), fazendo h — 0, também estaremos fazendo @) — P. Assim, a inclinagao da

reta tangente a f em P é definida por

lim

h—0

f(xo+h) = f(xo)
h

?

caso esse limite exista. Neste caso, tal limite é denominado a derivada de f em z(, sendo
denotado por f'(zg). Deste modo,
f(zo +h) = f(x0)

f'(wo) = lim - : (1.3)
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Fazendo, em (1.3), h = x — x¢, temos que se h — 0, consequentemente = +— xy. Dali,

segue que
i f(@) = f(xo)
fxo) = xli)rglo e (1.4)
Yy Y
f@o+h)j===---~ flo+h)f-=-=---
f(xo+ h) — f(xo) f(xo+ h) — f(wo)

.

Ty —xo+h x( —xo+h

(a) Reta secante ao grafico de f. (b) Reta tangente ao gréfico de f.

Figura 1.7: Reta secante e reta tangente ao grafico de uma funcao.

O conceito de derivada, exposto acima, pode ser ampliado. Em vez de calcu-
larmos a inclinacao da reta tangente em um determinado ponto xj, podemos calcular a
inclinacao da reta tangente para qualquer x onde o limite existe. Assim,

o) — tim L) = (@)

h—0 h

d
A derivada de uma funcao y em x pode, também, ser representada por 3’ ou d_y
x

Exemplo 10 Se f(z) = 2? — 1, temos que

, o (4h)?—1—(2*=1) 2?4 2eh+hP—1—2+1
Flo = h it h
2 2
= limﬂzlim(2x+h):2x.
hi—0 h R0
f y i
z

Figura 1.8: Gréfico da funcio f(z) = 2> — 1 e de f'(x) = 2.
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Um caso particular da inclinacao da reta tangente dessa funcao é para x = 3, onde

f'(3) =2-3=6. A Figura 1.8 ilustra, nesse exemplo o grafico de f e f’.

Teorema 6 Sejam [ um intervalo e f : I — R uma funcao derivavel em xq € I, entao, f

é continua em xy.

A demostragao do Teorema 6 pode ser encontrada em (Flemming e Gongalves,
2007, p. 126) e, notemos que sua reciproca nao é valido, pois, existem fungoes continuas
em zo e que nao sao derivaveis nesse ponto. Por exemplo, f(z) = |z| é continua em xy,
mas nao € derivavel.

Se f é derivavel em todo zy € I, dizemos somente que f é derivavel em I.
Assim, a func¢ao f': I — R fica bem definida, pois associa a cada z € I a derivada f’(z)

de f em xg.

1.3.2 Regras de Derivacao

A seguir, apresentaremos algumas regras de derivacao, afim que facilitar o

calculo de derivadas e deixarmos de recorrer a defini¢ao formal por limite.

Proposicao 7 (Derivada da fungao constante) Seja f : R — R uma fungao cons-

tante, entao, f é derivavel em R e f'(z) = 0, para todo = € R.

Demonstragao: Seja a fungao constante f(x) = k. Aplicando (1.5), para todo = € R,
h) — k—k
obtemos f'(z) = lim fleth) = Jl@) lim —— = lim 0 = 0. O
h—0 h h—0 h h—0

Proposicao 8 (Derivada da fungao poténcia) Sejam n € Z, (conjunto dos ntimeros
inteiros positivos) e f : R—{0} — R uma fung¢ao dada por f(x) = z", entdo, f é derivdvel

em R — {0} e f'(x0) = naf~!, para todo zy € R.

Demonstracao: Inicialmente recordemos que, do Binomio de Newton, temos 2" —x{ =
(x — z0)(z" "t + 2" 22 + ... + zxh 2 + 20, ver (Guidorizzi, 2001, p. 11). Dai, pela

equagao (1.4), segue

flo) = tim L@ =0 2t o
T—IT0 T — xo r—x0 U — xo
= xlgalo (2"t 2" Pwg + b axy i ol

n—1 n—2 n—2 n—1
= Ty +Ty To+..+Toxy "+ TH .
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Portanto, f'(z¢) = naf . O

Proposicao 9 (Propriedades) Sejam f,g : I — R, com I C R aberto, fungoes de-

rivaveis em xg € I e, seja ainda, k£ uma constante, entao:

(a) (Derivada do produto de uma constante por uma fungao) k- f é derivivel e
(k- f) (o) = k- (o). (1.6)
(b) (Derivada da soma/diferencga) f + g é derivivel e
(f £9)'(x0) = f'(w0) £ ¢ (o). (1.7)
(c) (Derivada do produto) f - g é derivavel e
(f - 9)' (o) = f'(z0)g(x0) + f(0)g' (o). (1.8)

(d) (%) (x0) é derivével e

(1)/(%) _ —fw) (1.9)

(e) (Derivada do quociente) (i) (x0) é derivével e
9

1Y Pleogtan) - g (e)
(g) (z0) e , (1.10)

desde que g(zg) # 0.
Demonstragao:

(a) A demonstragao desse item pode ser encontrada em (Flemming e Gongalves, 2007,

p. 134).

(b) Provaremos que f —g é derivavel em z € I, sendo o outro caso (f + ¢g) inteiramente

analogo. Notemos que

(f =9)(@) = (f =9)(wo) _ flz) = f(wo)  g(x) — g(w0)

r — I r — X T — 2o
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Pelas propriedades de limites, temos que f'(zg) e ¢’ (o) existem, sendo assim, (f —

g)'(xg) também existe. Daf,

(f —g)(@) = (f = g9)(x0)

(f —9)(x) = lim

T T — Xg

— lim f(@) = f(o) _ g9(z) — g(x0)
TIo r — T r — Xy

~ lim f(@) = f(zo) lim g(x) — 9(330)'
T—=T0 r — 2o T—=T0 r — X9

Portanto, (f — g)'(xo) = f/(xo) - 9/(5130)-

(c) A demonstragao desse item pode ser encontrada em (Flemming e Gongalves, 2007,

p. 135-136).

(d) Seja um intervalo J C I, com f(x) # 0, para € J. Assim, z € J — {0} o que

implica em

1 [f1 1 ]:_{f(:c)—f(:co) 1

r—xo | f(z) B f (o) T — Zo } . f(f’c)f(l’o)‘

Dai, pela equagao (1.4), e pela Definigao 11, temos

im Lt o [ @ flze) 1
= o Lt(x) f(xo)} o { T — 2o f(z)f(xo)
'y 1
= —f 0)[f($o)]2'

(e) Pela Proposigao 1.8, temos:

(D) e = (r3) or=r (3) o+ w0 (1) w0
= f '

f/(xo) x ) g/(iEo) _

g(o) o)) [g(x0)]

Exemplo 11 Se f(x) = 22* + 2, entdo, pelas proposicdes ja vistas, segue que f'(z) =

d d d d
— 22 4+ —(2)=2- — () + —(2)=2-2 - 21+ 0 = 4x.
dx( ) da:< ) dx(x) dx( ) v 0 v

222 + 2
Exemplo 12 Se f(z) = ; :1 , entao, pela derivada do produto e do quociente, temos
x
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que

d d
—(2224+2)- B+ 1)+ (22 +2) - —(3z + 1)
flz) = dz dz
(3z +1)2
. (Ar)Br+1)+ (202 +2)(3)  18zx*+4x+6
B 922 + 6z + 1 92246z 41"

Proposicao 10 (Regra da Cadeia) Sejam os intervalos abertos I e J e as fungoes
g: 1 —Jef:J—R. Segéderivavel em g € [ e f é derivavel em g(zy) € J, entdo,

fog:I— R éderivavel em xy, com

(f 0 9)'(z0) = f'(9(x0))g' (o).

A demostragao dessa proposicao é um pouco mais elaborada e pode ser encon-

trada em (Muniz Neto, 2015, p. 154-155).

Exemplo 13 Seja f : R — R uma funcdo, tal que f(z) = (32> + 1)?, tomando f(x) =
g(u) = u*, onde u = 32® + 1, temos f'(r) = 3u® e v’ = 62. Assim, pela regra da cadeia,

temos f'(x) = ¢'(u) - v/ = (3u®)u’ = 3(32* + 1)6x = 542° + 18x.

Proposicao 11 (Derivada da Fungao Inversa) Sejam os intervalos I e J e a fungao
bijetora f : I — J, derivavel em todo I. Se f’'(zg) # 0, temos que a fungao inversa de f,

definida por f~': J — I e derivavel em yy = f(2) € J, com xy € I, tem derivada,

1

(f7) (o) = Flzo)

Demonstragao: Queremos mostrar que (f~ ') existe no ponto 7. Inicialmente note

que:

') =) N y) = (wo) _ 1

Y — Yo SN ) = F ) FU W) = FUF ()
[ ) — ()

sempre que y # yo. Seja v = f~'(y), com por hipétese f~! é continua em yo (pois f~*

¢ injetora) temos que lim f_l(y) = f_l(yo), ou seja, quando y — Yo, f_l(y) — f_l(yo),
Yy—yo

isto é, x — xg. Dal, pela equagao (1.4), pela Proposicao 4 e por f ser derivdavel em
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xo = f (yo), com f'(xq) # 0, temos:

() (o) = ylgly}o Y — Yo oy M

o @ = f(w)  Flwo)

Y—Yo T — X

O

Exemplo 14 Seja f : R — R, tal que f(x) = 2z + 1, como f é crescente, logo, f é

T

1
invertivel e ! : R — R é dada por (f')(z) = 5 5 Dal, pela regra da derivacao da
funcao inversa, temos que
_ 1 1
Y@= =3
—2z+1)

dx
1.3.3 Teorema do Valor Médio - TVM

Teorema 12 (Teorema do Valor Médio - TVM) Seja f : [a,b] — R uma fungao
continua no intervalo fechado [a,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b), entdo, existe
pelo menos um ponto xy € (a,b), tal que:

f(b) - f(a)

L = (o). (1.11)

Demonstragao: Para demonstrar este teorema assumiremos como valido o Teorema de
Rolle” que diz que dada uma fungdo continua em [a, b] e derivével em (a, b) se f(a) = f(b),
entao, existe um ponto zq € (a,b), tal que, f'(zo) = 0. Prosseguindo na demonstragao do
TVM, seja g : [a,b] — R, com,

f(0) — f(a)
- ﬁ(l’ —a),

TA demonstracao do Teorema de Rolle pode ser encontrada em (Muniz Neto, 2015, p. 161-162).
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entdo, g é claramente continua em [a, b] e derivavel em (a,b). Além disso,

ola) = f@)— fo) - LU=y =g
o) = 10)— sl - Oy =g

ou seja, g(b) = g(a). Dai, como g é a soma de fungdes continuas em [a, b], logo, g também

é continua em |[a,b], do mesmo modo, g é derivdvel em (a,b). Pelo Teorema de Rolle,

existe xg € (a,b), tal que, ¢'(zo) = 0. Mas, ¢'(xg) = 0 & f'(z0) — w = 0.
Portanto, f'(xg) = w. O

O TVM nos diz que a reta tangente ao grafico de f, no ponto (xzg, f(z0)), é
paralelo & reta secante ao grafico de f, que passa pelos pontos A = (a, f(a)) e B =

(b, £(b)), como podemos ver na Figura 1.9.

V8

|
|
1
I
1
a T b

Figura 1.9: Interpretacao geométrica do Teorema do Valor Médio.

1.4 Integral

Para calcular a drea de uma figura tomamos como unidade de medida a area de
um quadrado de lados de comprimentos unitario. Assim, por exemplo, fica facil calcular
a area de um retangulo e, geometricamente, vemos que a area de um triangulo é igual a
metade da area de um retangulo com mesma base e altura. Como conseguimos decompor
em triangulos qualquer figura do plano delimitada por retas, temos que a area dessa
figura é obtida somando as dreas dos triangulos. Quando lidamos com figuras limitadas

por curvas os calculos nao ficam mais triviais. No século I a.C Arquimedes, utilizando-se
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de algumas técnicas e do Método da Exaustao, conseguiu calcular a area de um circulo
com consideravel aproximagao. E, somente no século XVII, surgiram outras técnicas para
a mesma finalidade, tendo destaque os trabalhos de Leibniz. A seguir, apresentaremos o

conceito de integral como a area sob uma curva por meio de limite.

1.4.1 Integral segundo Riemann

Sejam [a, b] um intervalo e f : [a,b] — R uma funcdo continua em [a, b], tal que,

f(z) >0, para todo = € [a, b].

Defini¢ao 12 Uma partigao P de [a,b] é um conjunto finito P = {zg, z1, 22, ..., z, }, tal

que, a =29 < 1 < Ty < ...<x, =0b

Uma particdo P divide o intervalo [a,b] em n subintervalos, cada um deles da forma

[z;_1,2;], comi=1,2 ... n.

Definicao 13 Denominamos Ax; = z; — x;_1, com i = 1,2, ...,n, como sendo a ampli-

tude do subintervalo [z;_1,x;].

Nao necessariamente essas amplitudes sao todas iguais, a maior delas (subintervalo de
maior comprimento) chamamos de norma da partigao e representamos por ||P|| = Ax;,
com?=1,2,...,n.

Para calcular a area A, da regiao compreendida entre a curva f, o eixo = e as

retas verticais © = a e x = b, conforme ilustra a Figura 1.10, particionamos [a, b] de modo

Y y = f(=)

a b

Figura 1.10: Area sobre uma curva.

a dividi-lo em n subintervalos, sendo cada um deles da forma [z;_;, z;].
Seja m;, com ¢ = 1,2, ...,n, o valor minimo da funcao em todos os subintervalos

[z;_1,2;], 0 que implica dizer que f(m;) é o valor da fun¢ao nesse ponto. Entao, a soma
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inferior da particdo P e da funcdo f, denotada por s(P, f), é uma aproximacao por falta

da area da regiao, que é dada por

S(P, f) = f(my)Azy + f(my)Azy + ... + f(my) Az, = mel Az,

n
onde E simboliza o somatorio de ¢ = 1 até ¢ = n. Por outro lado, seja M; o valor
i=1
méximo da fungao em cada um dos subintervalos [z;_1,x;]. Entao, a soma superior da
particdo P e da funcao f, denotada por S(P, f), é uma aproximagao por excesso da area

da regiao, que é dada por
S(P, f) = f(My)Azy + f(Ma)Aws + ... + f(M,) Az, = Z F(M;) Az,

Seja T; um valor arbitrario em cada um dos subintervalos [z;_1,z;]. Por T;
obtemos também um valor aproximado da drea da regido. Assim, seja 5(P, f) a soma da

particao P e da funcao f nesses pontos, temos:
S(P, f) = f(@) Ay + f(@2)Axy + ..+ f(T) Ay = > f(Ti) A,

i=1

que é denominada Soma de Riemann® de f em relacio a particio P. Dai, como
f(m;) < f(m;) < f(M;), paratodoi=1,2,...n

temos:

s(P,f) <3P, f) < S(P, f) (1.12)

Ao fazermos n tender ao infinito estamos aumentando, indefinidamente, o
nimero de pontos da particao e diminuindo as amplitudes dos intervalos, isto é, n — 400

implica que || P|| = Ax; — 0. Logo,

lim s(P, f)= lim S(P, f)=

leﬁ—)ﬂ ASCZ"—)O

8Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 - 1866, matemético alemao.
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VY 1y
P y = f(z) y = f(z)

| |
| |
| |
| |
1 1 1
a Ti-1 T; T b a Ti-1 Ty T b

(a) Soma inferior (b) Soma superior

Figura 1.11: Soma de Riemann.

Assim, como vimos em (1.12), pelo Teorema 3, segue que

lim s(P, f)=A

Zzi —0

para qualquer escolha de T; em cada subintervalo [x; 1, z;], com i = 1,2, ...n.

Definigao 14 Sejam a funcao f : [a,b] — R, o nimero £ € R e P uma particao de [a, b].

Se a maior das amplitudes (Az;) do intervalo tende a zero, isto é

i=1

ou seja,

:£7

Ax;—0

lim [Z f(@) Az,

isto é equivalente a dizer que para todo € > 0, existe um o > 0, tal que,

Zf(fi)ﬁl’i -

para toda particio P de [a,b], com Az; < §. Denotamos L, por

:/ f(z) dz. (1.13)

Ax;—0

L= lim [Zf T;) A

b
O simbolo / representa a integral de a até b.
a

Observacao 1
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b
(a) Se f(z) > 0, para todo z € [a, b], entao, / f(z) dz = A, onde A é a area da regiao

compreendida entre a curva f, o eixo x e as retas verticais r = a e x = b.

b
(b) Se f(x) <0 para todo x € [a, b], entao, / f(z) de = —A.

b
Em muitos casos, chamamos / f(x)dx de “integral definida” de f em [a, b].

Os simbolos, / e dz, assim, como o nome integral foram introduzidas por Leibniz para
sugerir a maneira pela qual o limite é obtido.

Suponhamos, inicialmente, que f(z) > 0 em todo intervalo [a,b], isto é, que
nenhuma porg¢ao da curva estd abaixo do eixo x. Dali, definimos a integral como a soma de
pequenas quantidades f(Z;)Az;, porém, este processo também tem significado se alguns
ou todos os valores de f(7;) forem negativos. Geometricamente, a integral definida de f
¢ a soma algébrica das dreas limitadas pela curva e o eixo x, sendo que as areas contidas

abaixo do eixo x sao contadas como negativas e as demais como positivas. Uma ilustragao

dessa situacao esta na Figura 1.12.

y = f()

AT

Figura 1.12: Integral negativa e positiva.

Assim, se b < a temos que Ax; < 0, isso quer dizer que o valor da integral de b

para a sera negativo, ou seja,

/baf(a:) dz = — /:f(x) dz. (1.14)

Em tempo, quando os limites de integracao forem iguais, definimos

/af(x) dz = 0. (1.15)
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1.4.2 Propriedades
Iremos, agora, ilustrar algumas propriedades pré-operatérias de integral.
Proposicao 13 Sejam f, g : [a,b] — R, fungdes integraveis e k constante, entao

(a) f+ g ¢ integravel e

[w@+me:AU@w+fﬂ@m

(b) kf é integravel e . .
/ k-flx)de=Fk- [ f(x)dz.

a

(c¢) Se f(z) >0 em [a,b], entao,
f(z) dz > 0.

a

(d) ¢ € [a,b] um ponto, entao,

/abf(x) dr = /acf(x) dx + /cbf(x) dz. (1.16)

Demonstracao:

(a) Temos, por hipdtese, que f e g sdo integraveis em [a,b]. Seja P uma particao de

[a,b], com Ax; — 0, quando n — oo, entdo, temos que

= /abg(x) dx.

Pelas propriedades de limite, temos que os limites abaixo existem e,

Az;—0 Ax;—0

lim [Z f(@;)Az;

:/bf( dr e lim [Zg:c‘zAgr;z

n

[ 1@+ g@) e = tim 3" (#(@) + g(@) A,

= _lim Zf(fi)Axi‘{'Zg(ji)Axi

Zl‘i'—)o
+ lim [Zg DAZ; |

Az;—0

= lim Zf T;)Ax;

A:Ep—)O

Portanto, /ab [f(z) + g(x)] dx = /ab f(z) dz + /abg(x) dr.



(b) Por hipétese, f é integravel em [a, b]. Dai, o limite da fun¢ao no ponto Z; da parti¢ao

P existe. Assim, pelas propriedades do limite temos:

/bk-f(a:)dx = lim [Zk f(@;)Ax;

Ax;—0
/ e

(c) Com efeito, se f(x) > 0 no intervalo [a, b], entao, pela definigdo de integral, temos

Axz;—0

= k- lim [Z f(@;)Ax;

que / f(z) dz representa a area da regiao compreendida entre a curva de f, o eixo

reasretasr=aex = b que ¢ um numero real maior ou 1gual a Zero.

O
A demonstragao da Proposigao 13-(d) é mais elaborada e pode ser encontrada

em (Muniz Neto, 2015, p. 236), entretanto, podemos ter uma ideia intuitiva, ao menos

para o caso em que f é nao negativa, através da visao geométrica da &area, conforme
Figura 1.13.

hy

<

Il
\kh
&

Figura 1.13: Propriedade da integral definida.

Antes de entrarmos no Teorema Fundamental do Célculo definiremos, a seguir

a primitiva de uma funcao.

Defini¢ao 15 (Primitiva de uma fungao) Seja a fungao f : [a,b] — R. Chamamos de

uma primitiva de f a funcao F : [a,b] — R, tal que F'(x) = f(x) para todo = € R.

3
Exemplo 15 Se f(r) = 2*, entdo, uma primitiva de f é F(x) = %, pois F'(x) = 2°.

3
Observe também que se F'(z) = % + 3 temos também que F'(z) = f(x).
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Proposicao 14 Se F' ¢é a primitiva de f e se k € R é uma constante, entao, a fungao
G : [a,b] = R, tal que, G(x) = F(z) + k, também é primitiva de f.

Demonstragao: De fato, como F' é uma primitiva de f em [a, b], temos que F' e f sao

iguais em [a, b]. Dai, G'(z) = % [F(z)+ k] = F'(z) + 0= f(z). O

Definigao 16 (Integral Indefinida) Se F' é uma primitiva de f, entdo, a expressao

F(z) + k é denominada integral indefinida de f e, representada por

/f(x) de = F(z) + k.

Chamamos de integracao o processo de calcular a integral indefinida de uma
fungao. O Teorema Fundamental do Célculo relaciona primitivas de fungoes com integrais

definidas, foi dai que surgiu a notacao / para integral indefinida.

1.4.3 Teorema Fundamental do Calculo - TFC

O Lema a seguir, é conhecido como o Teorema da Média ou Teorema do

Valor Médio para Integrais, visto ser uma analogia ao Teorema 12.

Lema 15 Se f : [a,b] — R ¢é uma fungao continua em [a, b], entdo, existe x¢ € [a, b], tal
que

b
/ f(x) dx = f(zo)(b - a).

Demonstragao: Da definigao de integral de f em [a, b], temos que,

[ r)de = 1w 3 pm)aa

para toda parti¢ao P, para todo T; € [ x;_1,2;] e pela equacdo (1.12) temos
s(P, f) <3(P, f) < S(P, f),

ou seja,
n

Z fmi)Az; < Z f(@)Az; < Z f(M;) Ay,

i=1
Notemos que f(m;) e f(M;) sdo constantes e, se somarmos todas as amplitudes do in-

tervalo [a,b] chegamos ao tamanho do intervalo, assim, pelo Teorema Weierstrass ou
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9

Valor Extremo”, como [a,b] é um intervalo fechado e f ¢é continua em [a,b], existem

m, M € [ x;_1,x;] tais que f(m) < f(z) < f(M) para todo z € [a, b], em particular,

Assim,

isto é,

fm)(b—a) < Zf@-)m@- < f(M)(b— a).

Calculando o limite quando Az; — 0, segue

< lim [f(M)(b— a)].

Ax;—0 Axz;—0 Az;—0

lim [f(m)(b—a)] < lim [Zf T;) Az,

Dai,
fm)(b—a) < / f(z) dx < F(M)(b— a),

ou seja,

f(m) < z) dz < f(M).

Isso significa que / f(z)dz estd compreendido entre o valor méximo e o valor

(b—a)
minimo de f, em [a,b]. Por hipétese, f é continua em [a,b], entdao, pelo Teorema 12

(TVM), existe zg € [a, b], tal que,

U

Teorema 16 (Teorema Fundamental do Caélculo - TFC) Seja f : [a,b] — R uma

fungao continua em [a,b]. A funcao F', dada por

=/jf(t) it

é derivével em todo intervalo [a,b] e F'(x) = f(z).

9A demostracio desse teorema pode ser encontrado em (Guidorizzi, 2001, p. 122).
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Demonstracao: Temos que mostrar que F' é derivavel em (a, b), isto é,

lim F(x + Az) — F(x)
ZCEZ"—)O Al’

existe para todo x € (a,b) e que F'(x) = f(z). Assim, para todo x € [a, b], pela equacao

(1.14), pela Proposicao (1.16) e pelo Teorema da Média, temos

z+Ax x a z+Ax
Plz + Ag) - F(2) / ) dt—/a £(t) dt :/m ) dt+/a Ft) dt
Ax Ax Ax

A: JOA )b —a) )

B Az - Az - Az f(@o)-

Como f, por hipétese, é continua em [a,b], e como xy € [z,x + Azx], se Az — 0 temos

que f(zo) — f(x), isto é

Portanto F'(z) = f(x). O

Corolério 17 Se f : [a,b] = R é uma funcao continua em |[a, b], entdo,

b
| sty de =G - G
onde G é uma primitiva de f em a, b.

Demonstragao: Seja F(z) = / f(t) dt. Do TFC F ¢ primitiva de f, j& que F'(z) =

f(z). Seja G outra primitiva de f, ou seja,

Glr) - / f&) dt+C,
Glb) — /bf(t) it + C, (1.17)

Gla) = /af(t)dt+C:C, (1.18)
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pois, / f(t) = 0. Subtraindo (1.18) de (1.17), obtemos, portanto,

b
/ f(t) dt = G(b) — G(a).

Notemos que

b b
/ G'(t) dt = / f(t) dt = G(b) — G(a) = G(z)| ,
isto é, a integral da derivada de uma funcao, que é uma primitiva, é a prépria primitiva
calculada nos limites de integracao.

0
Exemplo 16 Vamos calcular / (2% + 3z — 1) du.

-1

0 0 0 0 !
/ (x3+3x—1)dx:/ x3dac+/ SIdl‘—/ lde = —
-1 —1 —1 -1 4

Pois, basta lembrar que
xn+1
/ " dr = + C,
n+1

0 0 0

n RY
2

-1

d In+1
com C' constante, desde que n # —1, uma vez que, pela Proposicao, 8 e ( n 1) ="
x \n
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Capitulo 2

Funcoes Exponencial e Logaritmica

H4 cerca de 350 anos, com a expansao das navegacoes, comércio e astronomia,
surgiu a necessidade resolver grandes expressoes aritméticas de forma rapida e precisa,
visto que a matematica nao era desenvolvida como nos dias de hoje. As dificuldades
consistiam em calcular, com certa exatidao, multiplicacoes, divisoes, potenciacoes e radi-
ciagoes. Uma ideia foi reduzir multiplicacao, divisao e radiciacao em processos de somas
e subtragoes, que eram mais faceis de serem feitas.

Nessa mesma época, Biirgi' e Napier? publicaram, de forma independente, as
primeiras tabuas de logaritmos. Enquanto Biirgi deu enfoque algébrico, Napier deu abor-
dagem geométrica. Essas tabuas eram compostas, basicamente, por duas colunas de
nuimeros, onde cada numero a esquerda tem seu correspondente a direita, que é o seu
logaritmo. Sendo assim, para calcular o produto de dois ntmeros, bastava somar os
seus logaritmos correspondentes, resultando no logaritmo do produto, representado por
um numero a direita da tdbua e o correspondente deste a esquerda era o resultado do
produto inicialmente proposto. A divisao de dois nimeros era semelhante, no lugar da
soma utilizava-se subtracao. O célculo de poténcias consistia em multiplicar o expoente
pelo logaritmo do nimero da base. Para efetuar radiciagoes bastava dividir o logaritmo
do nimero pelo indice da raiz. Observemos que as contas, utilizando-se das tabuas de
logaritmos, se resumiam em somar e subtrair nimeros.

Apés a publicacdo da primeira tdbua de logaritmos, Briggs® e Napier cons-

trufram uma nova tdbua contendo os logaritmos decimais (logaritmos que conhecemos

1 Jost Biirgi, 1552-1632, matematico e inventor suico.
2Jhon Napier, 1550-1617, matemaético e teSlogo escocés.
3Henry Briggs, 1561 - 1630, matemético e professor universitario de geometria.
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atualmente), facilitando sua utilizagdo, pois explorava o sistema decimal de numeragao.
O termo logaritmo foi criacao de Napier, e tem como o conceito de “numero de razao”.

As tabuas de logaritmos se tornaram muito famosas na Europa e importantes
para o desenvolvimento da ciéncia e tecnologia. Sua necessidade foi reconhecida, por
exemplo, por Kepler? ao dizer que as tabuas de logaritmos “aumentava vastamente o poder
computacional do astrénomo” e Laplace® quando afirmou que “ao diminuir o trabalho,
dobrou a vida dos astronomos”.

Apés Napier, veio Euler® com a definicdo de Funcdo exponencial desvinculada
da ideia de logaritmo, e voltada para o calculo de area sob faixa de hipérbole, introduzindo
o numero e como base importante, tanto para logaritmos quanto para exponenciais. Nessa
nova perspectiva, Euler definiu e” como uma séries de poténcias e, pelas peculiaridades da
derivada da fungao exponencial na base e, abriu as portas para as pesquisas na modelagem
matematica.

Atualmente, com o surgimento da calculadora e computadores, realizar cdlculos,
utilizando as tabuas de logaritmos, é extremamente inconveniente. Entretanto, apesar das
tabulas terem caido em desuso, novos estudos mostram que os logaritmos e as propriedades
exponenciais fazem parte da explicacao de varios eventos fisicos, quimicos, economicos,
etc. No capitulo 4, faremos um estudo de alguns destes modelos. Para a construgao deste
capitulo utilizamos as referéncias (Courant e Robbins, 2000), (Eves, 2011), (Flemming e
Gongalves, 2007), (Hughes-Hallett et al., 2009), (Iezzi et al., 2010), (Lima et al., 1996),
(Lima, 1996), (Maor, 2008) e (Stewart, 2010).

2.1 Potenciacao de Expoente Racional

Definicao 17 Sejam a um numero real positivo e n > 0 um inteiro. Definimos a" como

sendo o produto de n fatores iguais ao nimero a, isto é,

4Johannes Kepler, 1571 - 1630, matematico e astrénomo aleméao.
SPierre Simon Laplace, 1749 - 1827, matematico, astronomo e fisico francés.
SLeonhard Paul Euler, 1707 - 1783, matemético e fisico suico.
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Dai, decorre imediatamente que

a”-ad"=g-a-...-a-a-a-.. qa=a""", (2.1)

-~ -~
m

\
(Q

de modo que

Para ampliar a notacao de poténcia, contemplando expoentes inteiros negativos,

de modo a manter (2.1), assim, se n € Z, definimos

isto é,

Por outro lado, pela equagao (2.1) segue que

n m r s _ _n+m+tr+s
. . . = ,

que pode ser estendido a um produto de n fatores. Particularmente, se tivermos um

produto de r fatores iguais a a”, pela equagao (2.1), segue que

Se a € R, (conjunto dos nimeros reais positivos) e p € Z., entdo, o simbolo
¥/a representa o ntimero real positivo cuja p-ésima poténcia é igual a a, isto ¢, a Unica

raiz positiva da equacao x¥ — a = 0. Portanto, as expressoes
p
Va>0 e (Va) =a,
definem a raiz p-ésima do nimero positivo a que é ¥/a. No entanto, se n = =, com
p
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q,p € Z e p > 0, entao, para manter as propriedades anteriores, devemos ter
(aq/p)p — qla/Pp — 44 (2.2)

Assim, a?? € R, é o ndmero cuja p-ésima poténcia é igual a a?. Por definicdo

de raiz, este nimero é igual a raiz p-ésima de a?, isto é,
a?’? = {as. (2.3)

u
Finalmente, se s = Teot= —, pela equagao (2.2), segue que
P v

e pela equagao (2.3), segue

as - at — a(qv+up)/pv — a(q/p)Jr(u/v) _ CLSH.

Deste modo, fica claro que as propriedades de potenciagao, para expoentes
racionais, também sao validas.
Agora, e se x for um ntmero irracional? Neste caso, usaremos a seguinte

defini¢ao:

Definigao 18 Sejam a € R, e x um numero irracional, entao, a” é o niimero que satisfaz

as propriedade anteriores.

Desta forma, se olharmos o gréafico da funcao a® onde z € Q, os “buracos”
correspondentes aos valores irracionais de x, foram preenchidos de forma a obter uma
funcao crescente para todos os niimeros reais. Para ilustrar essa situagao perguntemos:
Se a = 10, serda que existe um numero racional r = %, tal que, 10™™ = 11, com
m,n € N7 Suponhamos por absurdo que exista, entao, pela propriedade de poténcia

temos 10" = 11", o que significa que para qualquer m € N, 10™ é escrito como 1 seguido
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de m zeros, enquanto que, para n € N, 11" termina em 1. Contradicao! Logo, a solucao

de 10" = 11 é um ntmero irracional.

Definigao 19 Seja a > 0 um numero real, tal que a # 1. A fungao f : R — R, definida

por f(z) = a”, é denominada de fungao exponencial de base a.

Assim, pelas propriedades de potenciacao devemos ter

(a) a® - aq¥ = ax-i-y;

(d) (ab)” = a"b";

(e) Se a > 1 a funcdo exponencial é mondtona crescente, ou seja, se © < y, entao,

a® < a’;

(f) Se 0 < a < 1 a fungao exponencial é mondtona decrescente, ou seja, se x < y, entao,

a® > a¥.

Como a funcao exponencial é ou crescente ou decrescente, existe a sua funcao

inversa, a qual definiremos na préxima secao.

2.2 Funcao Logaritmica

Definicao 20 Sejam a,z € R, com a # 1. A funcao inversa da funcao exponencial é

denominada de fungao logaritmica na base a, e representada por log,, isto é,
log, x =1y & a’ = x. (2.4)

A seguir, provaremos algumas propriedades dos logaritmos, que sao consequéncia

da definicao acima.
Proposicao 18 Sejam a,b,c € Ry — {0},a # 1 e k € R, entao:

(a) log,1 =0
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(b) log,a =1

(c) log, a* =k

(d) a'® =1
(e) log,(bc) =log, b+ log, c Logaritmo do produto
b
(f) log, (—) = log, b — log, c Logaritmo do quociente
c
(2) log, b* =k -log, b Logaritmo da poténcia
log, b
(h) log, b= OB Mudanga de base
log.a
Demonstragao:

(c) Pela Definigao 20, temos
log,a* =2 & d*=a & x=k
(d) Pela Defini¢ao 20, temos

a*=b & w=log,b = a"=da"%"=0h.

(e) Sejam log, b = p, log, c = q e log,(bc) = r. Pela Definigao 20, temos a” = b, a? = ¢

e a” = bc. Assim, a" = aPa?. Da potenciagao, segue que
a=ad" & r=p+q = log,(bc)=r=log,b+log,c.

b
(f) Sejam log, b = p, log, c = q e log, (—) = r. Pela Definicao 20, temos a” = b, a? = ¢
c

p

. @ . N
ea" = -. Assim, a" = — Pelas propriedades de poténcia, segue
c a

b
a"=ad"?" & r=p—q = log, (—> =r =log, b — log, c.
c

(g) Sejam log, b = p, log, b* = ¢, com k € R. Pela Definicdo 20, temos a? = b e a? = b*.

. k .
Assim, a? = (a?)”. Da potenciacao, segue que

al=a"* o qg=p-k = log,b"=p-k=k- log,b.
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As demonstragoes dos itens (a) e (b) s@o triviais e podem ser encontrados em

em (Iezzi et al., 2010). O item (h) serd discutido na Secao 2.3. A partir daqui, focaremos
na definicio e propriedades dos logaritmos naturais’. Assim, no lugar de log,, usaremos
a notacao In para indicar que a base do logaritmo é o niimero e de Euler®, isto é, log, sera

representado por In.

2.2.1 Logaritmo Natural

O logaritmo natural, que representaremos por Inz, com x € Ry, é definido
como a area sob a parte positiva da curva y = %, comt € R, det=1atét=uxelimitada
pelo eixo das abscissas, desde que x > 1. Caso 0 < z < 1, o Inx é igual ao negativo
do valor numérico da area da regiao descrita acima. Vide Figura 2.1. Refugiando-se aos

conceitos de Calculo definimos esta area a seguir.

Area =lIlnz

0 1 T

Figura 2.1: Area da regiao sombreada sob a hipérbole define In x.

Definicao 21 A funcgao logaritmica natural é definida por

1
lnm:/ — dt, (2.5)
1t

onde r € R,.

Observacgao 2

*1 "1
(a) Se()<x<1,entéo,lnx—/;dt——/;dt.
1 T

"Logaritmo na base e de Euler, onde e = 2, 718281828459..., que é um nimero irracional.
8Leonhard Euler, 1707 - 1783, matematico e fisico suico.
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(b) Podemos ter 0 < z < 1, neste caso, quando t — 0, temos que n — 400, portanto,

1
devemos desconsiderar ¢ = 0. Analogamente, quando ¢ — 400 temos que n — 0.

Quando z assume o valor e, temos que Ine = 1, tal fato serd abordado na secao

2.2.3.

Até entdo, a funcdo In, definida em (2.5), ndo tem “forca” para ser utilizada
em célculos numéricos, até que conhegamos suas propriedades. A seguir, apresentaremos

algumas propriedades dos logaritmos naturais.

2.2.2 Propriedades

Proposicao 19 A derivada da funcao F'(z) =Inz é

Fl(z) =

5.

Demonstragao: Pela Defini¢ao 21 e pelo Teorema 16 (TFC), temos
d d 1 1
— [Inzx] = — —dt| = —.
dz [In] dx { /1 t } x

O
A derivada da funcao In é sempre positiva, pois trata-se de uma funcao continua

e mondétona, ao ponto que tomamos valores cada vez maiores para x.

Proposicao 20 (Logaritmo do produto)
In(a-z) =Ina+Inz.
Demonstragao: Sejam as funcoes
Fz)=Inzx e k(z)=I(a-z)=hw=F(w),

onde w = f(z) =a-x com a € Ry, ou seja, F(f(z)) = k(x). Como F e f sao derivaveis,

pela Regra da Cadeia, temos
K(z) = f'(z) F'((fr)) = K()=f(z) Fl(w)

41



Daf, pela Proposigao 19 e levando em conta que f'(z) = a, temos
1
Kx)=a -—
(0)=a-=
mas, w = a - T, assim,
, 1 1
Ez)=a - — =

a-r oz
Observe que k(x) e F(x) possuem a mesma derivada. Pelo Teorema Fundamental do

Calculo,

In(a-z) = k(z) = F(x) + ¢, (2.6)

tal que ¢ é uma constante. Quando substituindo  por um numero dado, encontramos o

valor de ¢. Como F(x) = Inz, entdo,

1
F(1):1n1:/ dt =0,
1

isso ocorre pela propriedade (1.15). Substituindo x por 1 em (2.6), obtemos

kE(1l)=In(a-1) =lna=F(1)+c=Inl+c=c,

isto é,
Ina =c.
Portanto,
In(a-z)=Ina+Inx, (2.7)
para todo z. O

Essa propriedade pode ser estendida, de modo indutivo, para o produto de n

termos, ou seja,

In(ay -ag-as-...-a,) =Ilna; +Inas +Inag + ... + Ina,.

A propriedade do logaritmo da poténcia pode ser deduzida a partir da Pro-

posigao 20. Para isto, fazendo, em (2.7), sucessivamente, = = a, ?=a, .., 2" =a, que
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de modo indutivo obtemos

In(z-z) = lnz+Inz=2hz
In(z*-z) = 2Inz+Inzr=3Inx
In(z"?-2) = (n—2)lnz+nr=(n-1)Inz
Inz" = n-lnz, (2.8)

para todo n € N.

Notemos que, na expressao (2.8), a medida que z cresce, os valores de Inz
tendem para o infinito, isto ocorre em conformidade com o fato de que a funcao In é

mondtona crescente, este comentario segue no exemplo seguinte.

Exemplo 17 Na equacao In5" = n - Inb, temos que In5" tende ao infinto a medida que

n cresce indefinidamente.

Como foi visto que In1 = 0, fazendo algumas manipulagoes e aplicando as

propriedades anteriores, deduzimos outra propriedade dos logaritmos naturais:

1 1 1
Ozlnlzln(aj-—):lnx—l—ln— = In—=—Inz.
x z T

Em (2.8), quando n é racional <n = B), temos,
q

q-ln:v" = q-lna?%:lnl'%q:lnmp:p.lnx
Inz" = ]—)-lnx
q
Inz" = 1—9~lna:.
q

2.2.3 O Numero ¢ de Euler

Usa-se frequentemente o ntmero e = 2,71828128459..., que é irracional’ e

transcedente™®, como base de logaritmos. Tal motivo se d4a de forma natural em vérios

Trracional, pois nao pode ser obtido como quociente de dois nimeros inteiros.
Transcedente, pois nio existe um polinémio P(z), com coeficientes inteiros, tal que P(e) = 0.
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fenomenos da natureza, como veremos no capitulo 4. Vamos ampliar as ideias inicialmente
propostas sobre logaritmos naturais.
1
Seja a fungao f : R, — R, tal que f(t) = T O grafico desta fungao é o ramo

positivo da hipérbole equilatera.

- . : . 1
Definicao 22 Seja HY, com x € R,, a faixa da hipérbole y = o det=1at=ux.
Define-se A(HY{) como a area dessa faixa de hipérbole, limitada pelas retas t =1, t =z e

pelo eixo t das abscissas.

A(H;) =1 u.a.

Figura 2.2: Ine =1

Observe que x pode estar tanto a direita quanto a esquerda de ¢t = 1. Assim, se
x > 1 temos que A(HY) é igual ao logaritmo natural de z, ou seja, Inz. Por outro lado,
se 0 <z <1, segue que A(HY) é igual a —Inx.

A primeira pergunta a se fazer é: Qual o valor de z, tal que A(HY) =17 Em
outras palavras, qual o valor de x para que tenhamos Inx = 17 A resposta é x = e. Em

termos de céalculo temos,
‘1
A(HY) = / i dt =Ine—1Inl=1u.a.,
1

onde u.a. significa unidades de area. A Figura 2.2 ilustra o fato.
Euler, chamava os logaritmos naturais de logaritmos hiperbdlicos, pois, como
discutido, esta inteiramente ligado a area sob uma faixa de hipérbole. Outro modo de

definir o niimero e esta a seguir.

- . 1\ , .
Proposicao 21 Dado =z € R, a funcao (1 + —> tende para o nuimero e a medida que
x
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x tende para o infinito, isto é,

1 T
lim <1+—) —e. (2.9)
T—>—+00 x

1 1
Demonstragao: Fazendo z = e entao, t = —. Dai, se x — 400, temos que ¢t — 0.
x

Assim,
T—400 €T

1 xX
lim (1 + —> = lim (1 4 t)"/".
t—0

Seja f(t) = Int, pela Proposigao 19, temos f'(1) =1 e, pela defini¢ao de derivada

1+t)— f(1 In(1+¢
f/(l) = lim f( + ) f( ) = lim M — 11111111(1 + 75)1/25 =1In [111’11(1 + t)l/t] )
t—0 t t—0 t t—0 =0
Na expressao acima, o fato usado da penultima para a tultima igualdade é que a funcao

In é continua. Assim,

In Dg%(l +t)1/t} ~1.

Como Ine = 1, segue que,

lim(1 4 )Y =e.

t—0

Figura 2.3: Gréfico da fungao (1 + 1/z)".

1 x
Através da Figura 2.3, notamos que a medida que z — —oo a fungao <1 + —)
x

tende para o nimero e. De fato, fazendo t = —(x + 1), temos que x = —(¢t + 1). Dali,

e N O R C P GO
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Como x — —o0 se, e somente se, t — 400, segue que,

1\* 1\* t+1
lim <1+—) = lim (1+—) - lim (L) = e, (2.10)
T—00 T t—+o00 t t——+o00 t
., _ t+1Y\
ja que t£+moo (T) =1

2.3 Funcao Exponencial Natural

Nesta secao faremos um estudo da funcao exponencial exclusivamente na base e.
Como vimos, F'(1) =1In1 =0, e para x > 1 a fungao y = In x aumenta monotonicamente e
lentamente (como podemos ver na Figura 2.3) para o infinito, com inclinagao decrescente
l. Neste caso, os valores da funcao y = Inx ficam infinitamente negativos a medida que

T
z tende a 0. Vide Figura 2.4(a).

ﬂy A 2
z=¢Y
y=Inx
j
0| /1 z 0 v
(a) Funcao Inz. (b) Funcao €Y.

Figura 2.4: Funcgoes logaritmica e exponencial.

Dai, como F(z) = In x é monétona, define-se a sua inversa, a fungao exponencial

E:R — R, — {0}, como sendo
E(y) =,

que significa x = €. Seu grafico é obtido a partir da funcao y = Inx. Assim, se y — —o0
temos que E(y) +— 0. Por outro lado, se y — +o0 segue que E(y) — 400, como podemos

ver na Figura 2.4(b). Ainda, como as fungoes logaritmica e exponencial sdo inversas uma
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da outra, segue do Definicao 6 que
E(In(z)) =In(E(z)) = x.

Euler, em uma de suas mais renomadas obras, com titulo de “Introductio in
analysin in nitorum”, que se tratava de um texto sobre fung¢oes matemadticas, publicado
em 1748, definiu a funcao exponencial fugindo da relacao de inversa de logaritmos, como

se segue

€T n
lim (1 i —) - (2.11)
n——4oo n

Também definiu In z através de limite, pela expressao:

o (o)) =

Em (2.11), Euler usou a definigdo de e” para desenvolvé-la como a série de

+oo
. X .
poténcia E —- Assim,
n!
n=0

i (1+x)” 1+x+x2+x3+ fz"
1m j— — —_ —_— —_— ves — I
n—~+00 n 1! 21 3! — n!

Conforme Maor (2008), é desta série que os valores numéricos de e” sao geral-
mente obtidos. Os primeiros termos sao, em geral, suficientes para se obter a precisao
necessaria. Mostraremos a seguir a validade de (2.11) a partir de (2.9). Com efeito, em

1 . ) 1 4
(2.9), fazendo x = —, isto é, « = — e notando que x — 400 se, e somente se, o — 07,
o

T
temos que (2.9) pode ser escrito como

Q I~

lim (1 + é)m = lim (1+a)e. (2.12)

r—+00 a0t

, r . . 1 n .
Dai, tomando o = — e, invertendo esta expressao, temos — = —. Assim, o — 0
n a

se, e somente se, n — +00, 0 que implica em

813

r: lim [(1+a)é]"”.

a—0

lim (142)" = 1im {<1+§>
n——+00 n n——+00 n
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Portanto,
. T\
lim <1 + —) =e".

n——+oo n

Visto que a equagao (2.11) existe para todo z € R, substituindo x por —1,

1 n
el = lim (1 - —) )
n—-+oo n

obtemos o caso particular:

2.3.1 Propriedades

A seguir apresentaremos algumas propriedades da funcao E que estao direta-

mente relacionadas as propriedades dos logaritmos.
Proposicao 22 Para a,b € R, a Propriedade Fundamental da Exponencial é:
E(a)- E(b) = E(a+b).

Demonstragao: Observe que se E(a) = p e E(b) = ¢, ou seja, se Inp = a e Ing = b,

pela propriedade do logaritmo do produto, temos:

In(p-q) = Inp+1Ing

= a+0.
Pela definicao de funcao exponencial,

E(a+b)=p-q=E(a)- E(b).

Proposicao 23 Para todo z € R, temos:

E(z)=¢">0.

Demonstragao: Inicialmente provaremos que E(z) # 0, para todo z € R. De fato,
notemos que ¢’ = 1. Suponhamos, por contradicio, que E(z) = e* = 0, para algum
x#0. Ora, 0 =¢e* - e = ¢! = e > 0, contradicio. Logo, E(x) # 0, para todo = € R.
Dai, E(x) > 0, para todo x € R, ja que f(0) =€ = 1. d
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Corolario 24 Exponencial de 1 é igual a e, isto é,

Demonstracao: Pela definicao da funcao In, temos que Ine = 1. Dai, por definicao da

funcao E o resultado segue. U
Proposicao 25 A funcao E(x) = €® é continua.
Demonstragao: De fato, E(c) estd bem definida para todo ¢ € R, pois E: R - R é a

inversa de In(z). Logo,

lim E(c+ h) = lim e“" = lim (- €") = ¢° - lim e",
h—0 h—0 h—0 h—0

mas como lim e = 1, temos que lim E(z) = E(c). O
h—0 TC

Ainda, pela Proposicao 22, indutivamente, para todo n € N, temos:
e’ = ece=FE(1)-E(1)=E(1+1)=E?2)
e = e-ece=FE(1)-E(1)-E(1)=E(1+1+1)=E(3)
e" = FE(n). (2.13)

Uma prova mais rigorosa deste resultado é feita por inducao sobre n, porém
foge dos objetivos desse trabalho.

1
De (2.13) decorre imediatamente que E (—> = en, pois
n

1 1 1
e=E(l)=En-—)=FE|—-+—4+..+—|,
n non n,
isto é,
1 1 1
GZE(_)‘E(_) ‘E(_)‘
n n n
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, b, ~ . ,
Dai, se = é uma fracao irredutivel, temos:
q

()2 () o)

Assim, FE(r) = €', para todo r = b racional. Como a funcao F é continua para todo
q
x € R, segue que e” esta bem definida para qualquer nimero irracional x. Portanto, para

quaisquer a, b, € R, temos:

Até aqui, relacionamos logaritmos e fungao exponencial ambos na base e, entre-
tanto, podemos também tomar como base qualquer outro niimero real positivo. Considere

A

A\ = Ina. Por definicdo, temos a = e = e™?. Dai, fazendo z = a%, ou seja,

» = (6lna)x _ 6a:lna _ e/\x’
isto é,
a® = e"ne, (2.14)

Por um lado, temos que

z=a" & z=log,z,

por outro lado,

z=e" & Mr=lhz <& x—lnTz,
Dai,
) Inz Inz (2.15)
0g, 2 =—=—. .
8a A Ina

A expressao (2.15) é conhecida como a Propriedade da Mudanga de Base
para logaritmo. A base 10 é bastante utilizada em logaritmos e exponenciais por ser
mais facil operar com esse nimero no nosso sistema decimal de numeracao. Em (2.14),
substituindo a por 10, temos:

107 = e®n10 (2.16)

Notemos que a poténcia x da expressao a esquerda de (2.16) estd na base 10, enquanto
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que a expressao a direita esta na base e. Nesse caso,
nl0=y < €&=10 <« y=~2303,

onde ~~ significa aproximadamente.

2.3.2 Derivada da Fung¢ao Exponencial Natural

Proposicao 26 Suponhamos C e K constantes quaisquer, entao:

(a) A funcao exponencial natural é igual a sua prépria derivada, isto é, se

E(x) =¢", entao, E'(x)=¢".

(b) Se a funcdo E(x) = Ce®” entdo, sua derivada é proporcional a E, onde K é o fator

de proporcionalidade. Isto é,

E'(z) = KCeX*.

Demonstragao:

(a) Como definimos anteriormente, F(z) = e” é a inversa de L(y) = Iny, isto é,
T

=y & zx=Iny.

Como L(y) é derivéavel, pela Proposicao 11, temos que E(x) também é derivavel

com,
E(@) = 7
L'(y)
- ) 1 )
mas, pela Proposi¢ao 19, temos L'(y) = —. Dali,
Yy
1
E, T = — = y = eiE
) 1/y

Indo mais além, se C' é uma constante, pela Proposigao 9-(a), a funcao E(x) = Ce”

também é igual a sua prépria derivada.
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(b) Sejam f(z) = Kz e F(z) = €", tais que, E(x) = CF(f(x)). Pelas Proposicoes 8 e
26-(a), F' e f sao derivaveis e, pela Proposi¢ao 10 (Regra da Cadeia), a funcao F é

derivavel, com

E'(x) = CF'(f(2))f'(x) = KCe™™.

O
Esse resultado ¢ restrito as fungoes do tipo exponencial, tornando-as importan-

tes nas aplicacoes da matematica de modo geral.
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Capitulo 3
Nocoes de Equacoes Diferenciais

As fungoes exponenciais exercem papel dominante em muitas aplicagoes na
fisica, quimica, economia, etc, e isso decorre do fato de que estas funcoes resolvem as
equacoes diferenciais mais elementares. Neste capitulo apresentaremos uma breve nocao
de Equacao Diferencial ordinaria de primeira ordem e, para escrevé-lo, apoiamos em
(Boyce e DiPrima, 2012), (Courant e Robbins, 2000), (Guidorizzi, 2001), (Nagle, 2012),
(Krantz e Simmons, 2007), (Stewart, 2010) e (Zill, 2009).

3.1 Definicao e exemplos

Definicao 23 Uma equacao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais
variaveis dependentes, em relacao a uma ou mais variaveis independentes, é chamada de

Equacao Diferencial (ED).

Seguem alguns exemplos:
y =3r—1 (3.1)

v =ay —b. (3.2)

Podemos ter também derivadas de ordem' maior que um.

y'+3y—2y =0, (3.3)

!Ordem de uma derivada, resumidamente, é a quantidade de vezes que a funcéao foi derivada.
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onde " simboliza a derivada segunda de y.
« ,_ dy . o
Em termos de notagao escrevemos y = T para indicar que a variavel inde-
x
pendente da equagao diferencial é x e a variavel dependente ¢é y.

oy Jy

De modo geral, resolver uma equagao diferencial é encontrar uma funcao y =
f(x) que satisfaz a equacao dada. Esse processo resume-se em encontrar uma funcao
primitiva de uma fungao g(z), ou seja, encontrar y, tal que, ' = g(x).

3
x
Exemplo 18 A equacdo diferencial 3y = 2* tem solucio geral y = 3 + k, onde k é uma

constante.

Quando for informado ainda que y(xy) = yo, com 7, uma constante qualquer,

estaremos diante de um Problema de Valor Inicial (PVI), isto é,

dy

Ir = f(x,y) y(wo) = Yo (3.5)

Por via de regra, as equagoes de (3.5) representam um problema do valor inicial.
A notacao f(x,y) representa uma fungao de valor real com duas varidveis x e y. Assim, no
Exemplo 18, se tivermos y(3) = 12, entao, conseguimos determinar o valor da constante
k, isto é,

33
B =5 +k=12 & k=3

3.2 Classificacao e Ordem

Uma equagao diferencial é dita ordinaria (EDO) se possui apenas uma variavel
independente, enquanto que se possuir duas ou mais variaveis independentes é dita parcial
(EDP). Assim, as equagoes (3.1), (3.2) e (3.3) sao EDO, j4 3.4) é EDP. Nosso foco serd
dado as EDQO’s.

A ordem de uma equagao diferencial é a maior ordem da derivada na equacao.

Assim, (3.1), (3.2) e (3.4) sao de primeira ordem, enquanto (3.3) é de segunda ordem.
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3.3 Existéncia e Unicidade

O teorema a seguir nos garante que um problema de valor inicial, como em
(3.5), satisfazendo determinadas condigbes, tem solugao e ela é tnica, tal fato é essencial

para resolver e entender as equacoes diferenciais.

Teorema 27 Seja R uma regiao retangular do plano zy, definido por a < x < b, ¢ <
y < d, que contém o ponto (g, o) em seu interior. Se f(z,y) e g—‘; sao continuas em R,
entdo, existe algum intervalo Iy : (zg — h,xo + h), com h > 0, contido em [a,b] e uma
unica funcao definida em [y, que é a solugao do problema de valor inicial

dy

dr = f(z,y) y(wo) = Yo

A demostragao deste teorema foge dos objetivos deste trabalho, porém pode ser

encontrada em (Zill, 2009). Uma ilustracao da regiao retangular R estd na Figura 3.1.

Ay
| | | |
T EET

RO I I

| | | |

L NEew

I TN T I

| | |

| | | |

| | | |

C____I____I _______ A NEp— _

| | | |

| | | |

| I I [

a LT b

Figura 3.1: Regiao retangular R.
Exemplo 19 O problema de valor inicial

dy

— = 0)=3
=y y0)

- . of
tem como solugao tnica y = 3e”, pois, pelo Teorema 27, como f(z,y) = y e 30 =1
Y

sao continuas em todo o plano, entdo, existe um intervalo contendo (0,3), de modo que

y = 3e” é solucao tnica.
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Exemplo 20 O problema de valor inicial

dy 1/2
ol A 0) = 0
2
temy=0ecy = g como solugdes em qualquer intervalo contendo (0, 0), pois, se f(z,y) =
0
zy*/?, entéo, (’9_f = ﬁ nao é derivavel em (0,0), logo, nao satisfaz o Teorema 27.
Yy Yy

3.4 ED de 12 Ordem Separavel

Definigao 24 - Uma ED de 1* Ordem ¢ dita separavel se for da forma:

dy_

Y — pa)aty) (3.

onde p e ¢ sao fungoes continuas em intervalos abertos I e J, respectivamente.

Para resolvermos esse tipo de equacao, em resumo, basta separarmos as varidveis,
no caso « e y e, integrar ambos os lados. Se yq é tal que q(yo) = 0, entdo, a funcao y(z) = yo
d d
é uma solucao de (3.6). De fato, basta notar que d_y = p(x)q(yo) = d_y = 0, que por sua
T T

vez implica que y(z) = yo, satisfazendo, assim, a equagdo. Por outro lado, em (3.6), se

q(y) # 0, e tomando h(y) = ﬁ, temos
dy  p(z)
dr h(y) (3.7)

Separando as variaveis, e integrando ambos os lados, obtemos:

Wy =pla)ds = [ hy) dy= [ pla) de (3.8)

Assim, y estd definido implicitamente, sendo possivel, em alguns casos, isola-lo. Se deri-

varmos (3.8), em relacdo a z, chegamos em (3.7), justificando, assim, o método.

Exemplo 21 Vamos encontrar todas as solugoes da equacao diferencial

dy
2 —k(y— R
. (y—R),
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onde k e R sao constantes. Notemos inicialmente que esta equacgao é de varidveis se-

paraveis, assim, separando as varidveis e em seguia aplicando a integral indefinida, temos

1
/—dy:/kda: <  Inly—R|=kx+ D,
y—R

onde D ¢é constante de integracao. Dai, resolvendo em y, leva a

|y _ R| — ek::r+D — ekxeD
y—R = el

y = R+ Ce™,

onde C' = +¢P.

3.4.1 Crescimento e Decrescimento Exponencial

Qual a solucao da equacao diferencial

dy

—= =y? 3.9

o =Y (3.9)
A solugao é uma funcao que é igual a sua derivada. Conforme vimos na Proposic¢ao 26-(a),
a funcdo y = ¢’ tem essa propriedade, logo é solucio de (3.4.1). Na verdade, qualquer

muiltiplo de €', ou seja, y = Ce’, com C constante, também ¢ solucao de (3.9). Assim,

dy
—Z —k 1
o = ky (3.10)

é similar a (3.9), e diz que a taxa de variacao de y é proporcional a y, sendo k a constante
de proporcionalidade. Mais ainda, se substituirmos y = Ce* em (3.10) obtemos
dy " d(Cekt)

=

_ kt
it ~ Y - ke,

que pela regra da cadeia para derivada (Proposi¢ao 10), segue

Cke™ — kCeM = 0.
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Ainda, se y(to) = yo, determinamos a constante C, ou seja,

Yo
y(to) =Ce =yy & C= okto

Portanto,

y(t) = Cert (3.11)

¢ dita solucao geral da equagao diferencial (3.10). Essa funcdo representa um cresci-

mento exponencial se £ > 0 e, um decaimento exponencial se k£ < 0.

3.5 ED’s Lineares de 12 Ordem

Definigao 25 Uma ED é dita linear de 12 ordem se for da forma:

dy

o + p(x)y = q(z), (3.12)

onde p e ¢ sao fungdes continuas em um intervalo (a, b).

Notemos que a equagao diferencial descrita em (3.2), pode ser escrita como

dy . . .
—= = ay — b. Manuseando esta igualdade conseguimos resolver a equacao,

dx
L
de y a

dy
dx

b

y__
a

= a’

separando as variaveis e integrando ambos os lados em relagao a x, obtemos

b

In ly——| = arx+ K
a
b

‘y__ — ea:peK

a
b

y—— = +e@el
a

b
y = -+ Ce™,
a

onde K e C' = +e® sao constantes quaisquer. Entretanto, raramente conseguimos mani-
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pular a equagao (3.12) e encontrar y, como acima. Por isso, para resolver (3.12) precisamos

de uma técnica mais eficaz, conforme veremos a seguir.

3.5.1 Método do Fator Integrante

Considere a equagao diferencial (3.12), onde y = y(x). Multiplicando ambos os

lados de (3.12) por pu(z), obtemos:

M(I)g—i + p(@)p(r)y(r) = ple)q(r). (3.13)

Suponhamos, agora, que ]
B ypta) (314

Entao, (3.13) pode ser escrito como
p(e) 2 TN ) = ot (3,19

Notemos que o lado esquerdo de (3.15) trata-se da derivada do produto de p(z) por y(x).

Dai,
d[p(z)y(z)]

T = i@)(@). (3.16)

Integrando (3.16), em relagao a =, em ambos o lados, obtemos:

w(x)y(z) = / (@)g(z)] dz+C, (3.17)

onde C' é uma constante. Isolando y(z) em (3.17), temos:

y(x) = + . (3.18)

Para encontrarmos u(x), devemos retornar a (3.14), separar as variaveis e integrar em

relacao a x, isto é,

=p(x)de <& In|u(z)] = /p(a:) dx + K, (3.19)
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onde K é uma constante arbitréria. Fazendo K = 0 e isolando pu(z), segue que
p(x) = el P@ dz, (3.20)
denominado fator integrante. Portanto, podemos reescrever (3.18) da seguinte forma:
y(z) = e~ /7@ dx/ [efp(’“”) dxq(x)} dx 4 Ce~ I P@) dz. (3.21)

que é a solucao geral da equagao diferencial (3.12). Para comprovar a solugao basta deri-

var y(z) e substituir y(z) e ¢/(z) em (3.12).

d
Exemplo 22 Voltemos na equagao (3.2), isto é, em d_y = ay — b, e comparando-a com
x

(3.12) temos que p(z) = —a e Q(xr) = —b. Assim, o seu fator integrante é u(zr) =
el C9)dr — =av Daf por (3.21), temos

y(aj) = e_f(—a) dx/ |:€f(—a) dx(_b) dx—i—Ce‘f(_“) de

—b
— eax . 6—&1’ + Ceal'

b
Portanto, y(x) = — 4+ Ce®.
a

No capitulo seguinte resolveremos outros exemplos envolvendo os conceitos

abordados neste capitulo.
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Capitulo 4

Modelagem com Logaritmo e

Exponencial

Um dos principais campos de aplicacao de exponenciais e logaritmos estd em
modelagem matematica. As vezes temos a necessidade de descrever o comportamento
de algum fenomeno ou sistema que estd acontecendo, seja fisico, sociolégico, ou mesmo
economico, em termos matematicos. A descricao matematica de um fenomeno é chamado
de modelo matematico. Neste capitulo, que teve como referéncia (Boyce e DiPrima,
2012), (Courant e Robbins, 2000), (Hughes-Hallett et al., 2009), (Lima, 1996), (Nagle,
2012), (Krantz e Simmons, 2007), (Stewart, 2010) e (Zill, 2009), estudaremos alguns
desses modelos afim de matematizar alguns eventos naturais, explicando sua origem e

necessidade.

4.1 Curva de Aprendizado e esquecimento

Os psicologos interessados em Teoria do Aprendizado estudam as curvas da
aprendizagem, que é o grafico de uma funcao P(t), representando o desempenho de alguém
aprendendo uma habilidade como uma funcao do tempo (t) de treinamento. A derivada,
e representa, teoricamente, a taxa na qual o desemprenho melhora. Note que P au-
menta mais rapidamente no inicio, ja que ha muitas sub-habilidades simples e facilmente
aprendidas associadas a aprendizagem de uma habilidade. A medida que t aumenta, es-
peramos que % permaneca positivo, mas diminua, pois a medida que o tempo avanca,

0s Unicos pontos a aprender sao os mais dificeis. Deste modo, se M é o nivel maximo
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de desempenho do qual o aprendiz é capaz, a medida que P se aproxima de M, ’r fica

perto de 0, isto é, os niveis de desempenho diminuem. Assim, formulamos um modelo

matematico para o aprendizado, qual seja,

dP
— = k(M —P), (4.1)

com k uma constante positiva e, M — P, o conhecimento que falta a ser aprendido.
Esse modelo, equagao (4.1), ¢ uma ED de 1* ordem de varidvel separavel a qual iremos

encontrar a solucao a seguir:

dP
e~ kM-P
o ( )
1
AP = —k) dt
=T [
In|P—M| = —kt+C
|P—M| — 6—kt+C

P = M+ Ae ™.

onde A = +e¥. Se assumirmos que, em ¢ = 0, o desempenho estd no nivel 0, temos

P(0) = 0, isso significa que 0 = M + Ae°, isto é, A = —M. Dai,
P=M— Me™*,

Fazendo t — +o00 temos t'Liinw P(t) =M — M -0 = M, que significa o nivel maximo de
desempenho que o aprendiz pode atingir no decorrer do tempo. Vide Figura 4.1.

Por outro lado, suponhamos que a taxa no qual o assunto ¢ esquecido seja
proporcional a quantidade aprendida no instante ¢. Assim, temos o modelo para o es-
quecimento,

apP

com ki > 0 e ks > 0 constantes. Dali, reescrevendo a equagao (4.2), obtemos

dP
E ‘l— (kl + kfg)P - ]{flM,

que, pela equacao (3.12), trata-se de uma ED linear de 1* ordem e, por (3.20), seu fator
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integrante é p(z) = ef F1tka)db — otk Aggim | pela equacio (3.21),

Py = e (i [ [(om s ) 2] s sk

. key M e(kth)t ot K
k1 + ko
— + C 1+k2)t
ki + ko
_ _ klM (k1+k2)- : 4
com C' constante qualquer. Se P(0) = 0, temos P(0) = Ry +Ce™ =0, isto é,
1+ k2
ki M L
= — . Logo,

kit k0 .
P(t) = ——— [1 — g~ (k)] 4.3
)= 2 [1 e (3

kM

Como ks > 0, o contetddo

Fazendo ¢t +— +o00 em (4.3), temos hm P(t) = P
1+ R

nunca sera completamente memorlzado e, quanto maior for ky menor serd a quantidade

de material memorizado ao longo do tempo. Vide Figura 4.1.

A P(t)
Mb-coooooooo o _______LCurva de aprendizado
M|~ Curva de aprendizado com esquecimento
T+ ke
4
0

Figura 4.1: Curva de aprendizado e esquecimento.

Notemos que, em ambos casos, P(0) pode ser diferente de 0, indicando, assim,

que o aprendiz ja possui algum conhecimento memorizado.

63



4.2 Crescimento Populacional

4.2.1 Modelo de Malthus (Crescimento Exponencial)

Malthus® criou um modelo para prever o crescimento da populacdo mundial,
que resumiremos a seguir. Seja P a populacao de uma determinada regiao onde nao ha
emigracao ou imigragao. Muitas vezes a taxa de crescimento da populagao é proporcional
ao tamanho da populagao. Isso significa que as populagoes maiores crescem mais rapido,
como previsto, pois existem mais pessoas para se reproduzirem. Se a populacao tiver uma
taxa de crescimento continuo de k%, com k > 0, por unidade de tempo, entao, conforme
vimos na secao 3.4.1, a taxa de crescimento da populacao é de k% da populacao atual.
Isto é,

dP
— =kP. 4.4

Notemos que (4.4) é uma EDO de varidveis separaveis, sendo similar a equacao
(3.10), assim, sua solucao geral é P = Ce*. Considerando que, em ¢t = 0, temos uma
populacio inicial Py, entdo, Py = Ce*® = C, ou seja, Py = C. Portanto ,a populacio da

regiao, em determinado instante ¢, pode ser estimada pela equagao
P = Pye. (4.5)

Por outro lado, se consideramos uma populagao com taxa de emigracao cons-

tante (m), entdo, a taxa de variagao da populagao é modelada por

dP
kP —m. 4.
o k m (4.6)

Para resolvermos a EDO (4.6), primeiramente, temos que reescrevé-la do seguinte modo

dP m
Sl <P - —> . AT
dt k (4.7)
, B m . dy dP . dy
Dai, se y = P_E’ entao, o = g odue implica que (4.7) torna-se g ky e, conforme

vimos na subsecao 3.4.1, sua solugao ¢ dada por

y =yt = Pz%%—(P —@>ekt.

'Thomas Robert Malthus, 1766-1834, economista britanico.
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Como k > 0, teremos um crescimento exponencial da populagao quando Py —
m m
T > 0, isto é, se m < kFy. A populagao sera constante se FPy— T 0, ou seja, m = kF.

m
Por fim, teremos um declinio da populacao se Fy — - < 0, ou melhor, m > kF,.

Exemplo 23 (Estimativa populacional) A populacao do Quénia, em 1984, era de 19.5
milhoes de habitantes, ja em 2009 foi de 39,0 milhoes de habitantes. Considerando que a
populag¢ao aumenta exponencialmente, vamos determinar uma equagao da populagao (P)
do Quénia, em funcao do tempo (t). Se k é uma taxa de crescimento continuo anual, 19,5

a populacao inicial e P dado milhdes e habitantes, entao, por (4.5), temos
P =19, 5¢eM.

Observemos que apds 25 anos (tomando 1984 como ano incial) a populagao do Quénia

passou a ser 39,0 milhoes de habitantes, segue que

39 = 19,5e®F & T — o2k

1 39,0
In——=Ine** & k=—In"—"—~0,028.
"95 M€ 2% 19,5

Portanto, podemos estimar a populacao do Quénia em funcao do tempo, a partir de ano
de 1984, pela equacao
P(t) = 19, 5e"0%,

4.2.2 Modelo de Verhulst (Crescimento Logistico)

O modelo de Malthus nao leva em consideragao a ocorréncia de guerras, epide-
mias, fome, catastrofes, etc, prevendo assim, um crescimento exponencial continuo. Afim
de tornar o modelo de Malthus mais realistico e abrangente, o modelo de Verhulst® con-
sidera a taxa de crescimento da populagao como sendo proporcional a prépria populacao
em cada instante, porém, a razao de proporcionalidade nao é mais considerada constante,
mas sim dependente da populacao e da capacidade limite (L) do meio. Isto é, ao

ponto que uma populagao cresce seus recursos ficam cada vez mais limitados e tende a se

ZPierre Francois Verhulst, 1804-1849, matemético Bélga.
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estabilizar, se aproximando de sua valor limite. Uma populacao que vive em um espaco
confinado cresce proporcionalmente ao produto da populagao atual (P) pela diferenga
entre a capacidade de carga (L), e a populacao atual, ambos divididos por L. Se t é o

tempo, e k é a constante de proporcionalidade, entao, a expressao

" p (L0 as

¢ chamada de Equacgao Diferencial Logistica. Vamos encontrar a solucao geral para
esta equacao. Por se tratar de uma EDO de variaveis separaveis, podemos reescreve-la

deste modo:
dP dP

—————— =kdt —————— = kdt. 4.9
L(L-P <  PO-PJL) (4.9)
L
Integrando ambos os lados da igualdade e notando que
1 L 1 1
_|_

P(1-P/L) P(L-P) P L-P

obtemos

/P(l_lp/L)dP /kdt & /(P T P)dP:/kdt,

Resolvendo as integrais e aplicando as propriedades dos logaritmos, resta-nos

In|P|—In|L-P|] = kt+C
L—-P
1 = —kt—-C
a5 57
isto é,
' . _ pht=C
5 = +e Ce (4.10)

Dai, fazendo B = +e ¢, temos

[ =P+ PBe™* P=—_
+ € < 14 Be*t

66



Como para t = 0 temos uma populacao inicial Fy, entao, substituindo P por

Py e t por 0 em (4.10) encontramos o valor de B, isto é,

L — PO —k0 L — PO
=B & B= :
P() ¢ PO
Portanto, a solu¢ao da equagao (4.8) é
L PL
P(t) = = . 4.11
<> (L—P0> kt P0+(L—P0)€—]€t ( )
1+ Iz e
0

Exemplo 24 (Propagacao de um boato) A taxa de propagagao de um boato é pro-
porcional ao produto da fracao () da populagao que se ouviu o boato pela fragao que nao

ouviu o boato. Assim, esse modelo é dado pela equacao

dQ
)] (412)

onde t é o tempo e k é a constante de propagacao do boato. Vamos encontrar a solucao

dP P P
desta equacao. Usando a equacao logistica — = kP <1 — f)’ fazendo Q) = 7 = P =

dt
L(@), entao, d_]; = L%. Dai,
dQ
128 = MIQ)(1-Q)
dQ
% = k(- Q)
Portanto, a solugao de (4.12) é
Q) i (4.13)

T Qo+ (1—Qp)e ™

onde @)y é a quantidade de pessoas que sabem do boato no tempo ¢t = 0. Portanto, a

equagao (4.13) determina a quantidade de pessoas que sabem do boato em um tempo .

Exemplo 25 (Disseminacao de uma doenga) Suponhamos que um estudante tenha

o virus da gripe e o transporta para uma escola isolada contendo 1.000 alunos. Se assu-
dl

mirmos que a taxa de propagacao do virus (—) é proporcional, nao apenas ao nimero [

dt

de estudantes infectados, como também ao nimero de alunos nao infectados. Observando
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que depois de 4 dias o nimero de alunos infectados é de 50. Vamos determinar o niimero
de alunos infectados apés 6 dias. Com feito, seja I(t) o nimero de alunos infectados apds
t unidades de tempo, a contar a partir do momento em que o estudante chegou na escola.
Vamos considerar que ninguém saia da escola durante o surto da doenca. Assim, como a
doenca tem uma capacidade limite de 1000 infectados, o modelo que mais de encaixa a

essa situagao é o logistico. Logo, devemos resolver a equacao
dl 1000 — 1
df_ oy (P00 =1
dt 1000

Notemos que a quantidade de infectados inicialmente é 1, isto é Iy = 1. Dai, por (4.11),

temos

1000 1000

T 1+ (1000 — 1)e k14 999¢ "

1(t)
Como I(4) = 50, encontramos o valor de k. Isto é,

1000 19
50 = In{— | =ln(e k~0,991.
1+ (1000 — e = n( > n(e) = !

Assim, a equacao que determina o nimero de infectados é dados por

1000
14 (1000 — 1)e—0.991¢"

I(t) =

Portanto,

1000
I1(6) = T (1000 — 1)e0m01 ~ 276 estudantes

I T

276 -~

Figura 4.2: Curva da disseminacao de uma doencga.

A Figura 4.2 ilustra, sob as condigoes inicialmente apresentadas,a curva da
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disseminacao da doenca. Outra pergunta bastante pertinente é: Considerando que todos
os estudante possuem a mesma capacidade de se infectarem com a doenca, assim, em
quanto tempo a gripe infectara todos os estudantes da escola? A resposta fica a cargo do

leitor, porém basta notar que a doenga estard em todos os estudante quando I(¢) = 1000.

4.3 Aquecimento e Resfriamento de um Corpo

De acordo com a Lei do Resfriamento de Newton, a taxa de variacao
da temperatura de um corpo é proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo
e a temperatura ambiente. Isto é, se T é a temperatura do meio ambiente e y(t) é a

temperatura de um corpo nesse ambiente, entao:

dy(t)]
dt

=—kr(y—1T), (4.14)

onde k ¢é denominada constante de resfriamento, a qual depende de condigoes es-
pecificas do corpo e do ambiente. Se x for positivo, é dita constante de aquecimento.

Notemos que (4.14) é uma ED linear de 1* ordem, que pode ser escrita como

dly(t)]
dt

+ ry = kT

Pelo método do fator integrante, temos que pu(t) = el mdt — e, j4 que Kk é uma

constante fixa. Logo, por (3.21), temos

—ht Tt
y(t) = e—nt/ (entkT) dt + C'e—nt — u + Ce ft =T + Clert.

K

Para determinarmos o valor de C', precisamos da temperatura do corpo no instante ty, ou

seja, de um condigao inicial. Assim, se y(ty) = yo, temos

-T
y(tO) =T+ Ce ™ = Yo = C= yzfmto ’
Portanto,
B Yo—TY\ —r(t—to)
y(t) =T+ el T+ (yo—T)e : (4.15)

Exemplo 26 (Resfriamento de um corpo) Suponhamos que um “presunto” (cadédver)

seja encontrado em condigoes suspeitas no instante tg = 0. A temperatura do corpo é
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medida, imediatamente, pelo perito e o valor obtido é yo = 29C. O corpo ¢é retirado da
cena do suposto crime e, 2 horas depois, sua temperatura é novamente medida, sendo o
valor encontrado y; = 23C. O crime parece ter ocorrido durante a madrugada e corpo
foi encontrado pela manha bem cedo. A pericia, entao, faz a suposicao adicional de
que a temperatura do meio ambiente, entre a hora da morte (Z,,0r4) € a hora em que
o cadaver foi encontrado (tp), tenha se mantido mais ou menos constante 7' ~ 20C. A
pericia sabe também que a temperatura normal de um ser humano vivo é de 37C'. Com
esses dados é possivel que o perito determine a hora aproximada do crime. Devemos,
primeiramente, determinar a constante de resfriamento, para isso, substituindo os dados
em 4.15, obtemos:

y(2) =20 4 (29 — 20)e "~ = 23,
Isolando k e aplicando In em ambos lados, resulta em

1. (23-20) In3
S P G e PN W10
MM 9 o0 5 =099

Dai, a equacao que determina a hora da morte é dada por
y(tmorte) =T + (yO _ T>6—0,55(tm07‘te). (416)

Como no momento da morte a temperatura era de 37C', temos

117
37 =20 + (29 — 20)e OPtmorte o p e = ———1In 5

~ —1,16 h.
0,55 ’

Com isso, o perito pode concluir que o momento da morte foi cerca de 1h10min antes do

cadaver ser encontrado. A Figura 4.3 representa a curva de resfriamento do cadaver.

“terﬁperatura(oCﬂ

29
201>

t(horas)

0| 8

Figura 4.3: Curva de resfriamento.
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4.4 Queda Livre

Soltemos um objeto a partir do repouso e consideremos que a resisténcia do
ar seja proporcional a velocidade do objeto. Se s(t) for a distancia percorrida apos t
segundos, entao, a velocidade é v = §'(t) e a aceleragao é a = v/'(t). Tomando g como
a aceleragao da gravidade, entao, a forca para baixo do objeto é mg — cv, com ¢ uma

constante positiva. Dai, pela Segunda Lei de Newton®, temos

dv

Moy =mg = cv. (4.17)

Notemos que a equagao (4.17) pode ser reescrita como

dv ¢

—_— + —U = y 4.18

T —v=9 (4.18)
que se trata de uma ED linear de primeira ordem. Para resolvée-la, utilizaremos o método

do fator integrante, onde pu(t) = el @/md — ole/mt  Nultiplicando (4.18) por u(t),

obtemos
d
e(c/m)td—zt) + %B(C/m)tv = gele/mt, (4.19)
Observe que o o lado esquerdo de (4.19) é a derivada do do produto de e“™? por v, isto

é,
% [ele/mity] = gele/mit,

Dai, por (3.21) temos

U(t) = 6_(C/m)t/ge(0/m)t dt—f— Ke—(c/m)t _ @ + KG_(C/m)t7
C

onde K ¢é uma constante. Como o objeto é descartado do repouso, temos v(0) = 0, o
m m

que implica que v(0) = mg + Ke= (/M0 — 0 isto é, K = _ng Portanto, a equacao da
c c

velocidade em funcao do tempo é dada por

o(t) = =7 = re It = SR [ e ], (4.20)

Fazendo o tempo aumentar indefinidamente, temos a velocidade maxima

3Segunda Lei de Newton: “A forca resultante que atua sobre um corpo é proporcional ao produto da
massa pela aceleragao por ele adquirida.”
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(terminal) do objeto, ou seja,

lim 2 [1—ete/mr] = 19 (4.21)
l—=+oo C C

Por outro lado, podemos determinar a distancia s(t) percorrida pelo objeto

apés t unidades de tempo. Para isso, basta observarmos que

s(t) = /v(t) dt = /@ [1—e /™ at = MGy MIT =/t |
C

c c c
Mas s(0) = 0,
s(0) = 2o 4 I e=/mp | 0 =
c c
isto é,
m2g
Cl = _0_2
Portanto,
2
_mg m —(c/m)t m-g
t)=—|t+ — - —. 4.22
s(t) === |t+—e 3 (4.22)

Exemplo 27 Um objeto, com massa m = 3 kg, é langado, do repouso, a uma distancia
de 500 m acima do solo e, depois, é deixado cair sob a influéncia da gravidade. Se
g=9,81m/s* e a forca de resisténcia do ar for proporcional & velocidade do objeto, com

¢ = 3, temos, por (4.20), que a equagao da velocidade do objeto é

o(t) = 3 Z 81 [1—e @] =981 (1—¢).

Assim, t = 2 s apds o objeto ser soltado do repouso, ele estard a uma velocidade de

v(2) =9,81-(1—e?) ~8,48m/s.

Por (4.21), a velocidade maxima alcancada pelo objeto seréd de

. 1
Velocidade Terminal = —2 = ; Z’ 81 9,81 m/s.
c

Podemos determinar ainda o tempo necessario para o objeto atingir o solo, para isto, na
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equagao (4.22), basta fazermos s(t) = 500, e resolvermos para t, isto é,

39,81 3 3%2.9,81

500 = — 220 g4 S @R 2 DT

3 { T3 32
ou, arredondando os calculos para duas casas decimais, temos

500
tret= 2" 4 1=51097
e Toa T ’

(4.23)

Notemos que, para t préximo de 51,97, e~ é muito pequeno e préximo de 0, isto significa

que podemos desprezar o termo e~ ' em (4.23). Portanto, em ¢t ~ 51,97, o objeto percorre

500 m, ou seja, alcanca o chao.

4.5 Misturas

Consideremos que um tanque tenha, inicialmente, uma quantidade )y de sal

dissolvido em &gua, totalizando 300 L (litros de salmoura). Outra solugdo de salmoura é

despejada no tanque a uma taxa de r L/min (litro por minuto), com concentragao de sal

de 3 g/L (gramas por litro), enquanto que uma quantidade de liquido, bem misturado,

estd saindo a mesma taxa de entrada. Vide Figura 4.4.

taxa de entrada
r L/min

taxa de saida r L/min

Figura 4.4: Tanque com mistura.

Suponhamos que a variacao da quantidade de sal no tanque deve-se apenas a
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seu fluxo de entrada (R,) e saida (Rs). Assim, se Q(t) é a quantidade de sal (medida em

grama (g)) no tanque no instante ¢, entao, a taxa de variagao da quantidade de sal, e
é

dQ )

o= Taxa de entrada — Taxa de saida = R, — R, (4.24)

onde R, =3 g/L-r L/min = 3r g/min. Como as taxas de entrada e saida de salmoura

sao iguais, temos que o volume de liquido no tanque permanece constante e igual a 300 L.

t
Dali, a quantidade de sal no tanque, bem como na saida, é % g/ L, logo, a taxa de saida
t t

desal é Ry = % g/L-r L/min = T?C?O(O) g/min. Portanto, da equacao (4.24), segue que

dQ rQ Q) r

B Y 0= 4.2

= T30 T @ Tl T (4.25)
com condigao inicial

Q(0) = Qo. (4.26)

Se r. e rs indicam a entrada e saida geral das solucoes de salmoura, entao, na
situagao acima, r. = r, e, neste caso, a quantidade de salmoura permanece a mesma no
tanque, entretanto, pode aumentar, se r. > r, ou diminuir, se r. < r,, na taxa liquida
de r, — rs. Nao ¢ dificil percebermos que, apés um longo periodo de tempo, a mistura
original do tanque sera substituida por outra que esta sendo despejada, atingindo sua
capacidade limite )7, que pode ser determinada substituindo . por 0 em (4.25) e

dt

resolvendo em relacao a Q). Isto é,

r

A expressao (4.25) governa o processo de mistura discutido acima e trata-se
de uma EDO de 12 Ordem, onde a resolveremos utilizando o Método do Fato Integrante
discutido na segao 3.5.1. Com efeito, pela equagao (3.20), o fator integrante de (4.25) é

u(t) = el /3004 — /300 Dag pela equacao (3.21), temos

Q(t) _ e—fr/BOOdt/(STert/i’»OO) dt+06—fr/300dt

o Tt/300 37";7;(/)3;)0 (le—Tt/300
r

= 900+ Ce /3%,
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onde C' é uma constante qualquer. Pela equagao (4.26) temos
Q(0) =900+ Ce ™% =, o  C=Q,— 900.
Assim, a soluc¢do do problema de valor inicial (4.25), (4.26) é

Q(t) = 900 + (Qo — 900)e /3%, (4.27)

Notemos que, como r é constante, a medida que t — 400, e~ Tt/300

— 0, o que implica que,
em (4.27), Q(t) — 900, isto justifica que @1, = 900 g, conforme discutido anteriormente.
Ainda, quando r aumenta, Q(t) tende mais rapidamente a seu valor limite Qy. Vide
figura 4.5.

A

Q(?)
1800

1500
1200

900

600

300

t
0 100 200 300 400 500 600

Figura 4.5: Solugbes do PVI (4.25), (4.26) para r = 2 e @y diversos.

Fazendo r = 2 L/min e Qg = 2Q;, = 1800 g, podemos, também, determinar o
instante (¢) apds o qual o nivel de sal estd dentro de uma faixa de 2% de Q. Na pratica,

substituindo os valores em (4.27), temos
Q(t) = 900 + (1800 — 900)e~2/3%0 = 900 — 900e /300, (4.28)

mas como 2% de Qr, = 900 é 18, queremos determinar o instante ¢ no qual Q(t) é igual a
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918. Para tanto, em (4.28), substituindo Q(¢) por 918 e resolvendo para t:

918 = 900 — 900 2/300

1
o em2t/300
50
1 2t
n({—=) = ——
50 300
t ~ 586,8 min.

Encontraremos, ainda, a taxa de fluxo (r) necesséria para que o valor de ¢ nao ultrapasse
30 min, para isso, em (4.27), fazendo ¢ = 30, Qo = 1800, Q(t) = 918 e resolvendo a

equacao para r, obtemos

918 = 900 + (1800 — 900)e~30r/30

1
i 6—r/10
50
1 r
n{—] = ——
(50) 10
r ~ 39,1 L/min.

4.6 Juros Compostos

Suponhamos que uma determinada quantia em dinheiro seja depositada em
um banco ou fundo de investimento que paga juros a taxa anual de i. O valor S(t) do
investimento em qualquer tempo, ¢, depende da frequéncia com que os juros sao com-
postos, como também da taxa de juros. As instituicoes financeiras tém posicoes variadas
a respeito da composicao dos juros, sendo em algumas mensais, outras semanais e até
mesmo didrias. Se assumirmos que a composicao dos juros seja feita de forma continua,
podemos montar um modelo matematico, com um problema de valor inicial, que descreve

o crescimento do investimento. A taxa de variagao do investimento, , ¢ igual a taxa

dt
de juros acumulada (taxa de juros, i, vezes a valor atual do investimento, S(t)), isto é,

ds

Notemos que a equagao diferencial (4.29) é de varidveis separaveis. Se aliarmos

esta equagdo com uma condigao de valor inicial, digamos S(0) = Sy como sendo o valor
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do investimento quando t = 0, por (3.11), obtemos a solucao
S(t) = spe™. (4.30)

Assim, operagoes como essas descrevem um crescimento exponencial do investi-
mento. Comparando esse modelo a situagoes em que os juros sao compostos, por exemplo,

uma vez por ano, apos t anos temos
S(t) = So(1+ ).

Se os juros forem compostos duas vezes por ano, no final de 6 meses temos
2

S(t) = Sy (1 + %) e, ao ao final de 1 ano temos S(t) = Sy (1 + %) . Logo ao final de ¢

anos, temos o
S(t) = So (1 + %) .

Mais geralmente, no caso dos juros serem compostos n vezes ao ano, temos

S(t) = S <1 + %)m | (4.31)

Dai, pela equacao (2.11), segue que

.\ Nt
lim S(t) = So [ lim (1 + i) } = Spe™.
n——4oo n—-+o0o n

Notemos que tanto (4.30) quanto (4.31) determinam o valor do investimento,
no tempo t, quando aplicado a juros compostos e continuos.

Por outro lado, até agora nao consideramos saques e depédsitos. Assim, se con-
siderarmos que saques e depdsitos sao feitos a uma taxa constante k, podemos remodelar

4.29, como

s

dt
ds
— —is =k (4.32)

= iS+k

onde a constante k serd positiva para depdsitos e negativa para saques. Como (4.32) é

uma ED Linear de primeira ordem, seu fator integrante é u(t) = el (Z0db — =it Aggim,
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por (3.21), sua solugao geral é

—it
Sty = e /D dt/kef(—i) dt g 1 Cle=J (i) dt _ eitk(e__i) L Ceit

Lk
St) = Ce'"——. (4.33)

)

) ~ So k k o
Dai, se S(0) = Sy, entao, C' = — + — = Sy + —. Portanto, esse problema de valor inicial
e’ ? ?
tem solucao igual a
S(t) = (SO + —.) e — — = Spe' + = (GZt — 1) . (4.34)
) i )

Com a expressao (4.34) podemos comparar, rapidamente, resultados de inves-

timentos diversos ou, até mesmo, taxas variadas de rendimento.

Exemplo 28 (Compra de um imével) Um estudante recém-formado realiza um em-
préstimo de R$ 150.000, 00, a taxa anual de 6%, afim de adquirir um apartamento. O
comprador espera efetuar pagamentos mensais de R$ 800,00. Supondo que essa pro-
gramagao de pagamentos seja mantida, vamos determinar quando o empréstimo serd

liquidado. Com efeito, seja S o valor da hipoteca. A divida se acumula a uma taxa de
0,06

15, em que ¢ = 0,06 é a taxa de juros anual que equivale a uma taxa de = 0,005

mensal. Assim, a equacao diferencial que determina o valor da hipoteca é

d5 =0,0055 — 800 <« s _ 0,0055 = —800.
dt dt

Porém, se Sy = 150.000 é o valor inicial do empréstimo, entao, por se tratar de uma ED
Linear de Primeira Ordem, usando (4.34), temos que a divida S em fungao do tempo ¢ é

dada por

—800)
— 150. 0,005t ( 0,005t _ 1
S(t) 50.000e™7%" + 0,005 (e )

= —10.000e%%%" + 160.000.
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A divida sera quitada quando S(t) = 0, isto é,

0 = —10.000e"°%" + 160.000

60,005t — 16
0,005t = In16

t = 554,51,

apés t = 555 meses. Por outro lado, se os pagamentos mensais fossem de R$ 1.600, 00, o

comprador gastaria t = 127 meses, verifique!

4.7 Dialise

A didlise é uma técnica medicinal de filtracao do sangue por meio de uma
méquina (dialisador), eliminando os materiais residuais que os rins doentes nao conseguem
tirar. Assim que o sangue entra no dialisador, separados apenas por uma membrana
semipermeavel, tem um fluido de limpeza, denominado dialisato, que flui em direcao

oposta a do sangue, conforme ilustrado na Figura 4.6(a).

a: :
Concentracdo p
— 1 5 residuos S ’ de sangue
l I ....... l _______ l ...... membrana i e H (S
________________________________ ’Y IR
Talisaro < P Concentragao 4_
¢ el de dialisato e
P T > X x + A.’E

Figura 4.6: Processo de didlise.

Através do processo de difusao molecular os residios atravessam a membrana a
uma taxa, a qual depende da vazao do sangue, vazao do dialisato, capacidade do dialisador
e da permeabilidade da membrana. Consideraremos os dois tultimos itens constantes
determinadas, sendo assim, analisaremos a dependéncia da taxa de escoamento apenas
com a vazao dos fluidos. Para isso, a Figura 4.6(b) ilustra uma segao transversal do
escoamento no dialisador, de z até  + A,, a qual chamaremos apenas de secao.

Sejam p(z) e q(z) a concentracao de residuos no sangue e a concentracao de
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residuos no dialisato, respectivamente. Entéo, pela lei de Fick*, que regula o escoamento
dos residuos através da membrana, temos que “a quantidade de material passando através
de uma membrana é proporcional a diferenca das concentragoes”. Nosso objetivo é en-
tender o movimento da concentragdo de residuos, para tanto, analisando a figura 4.6(b),
podemos perceber que a diferenga de concentracao de ae (deslocamento da parte superior
da Figura sentido parte inferior) é p(x) — ¢(z), assim, a transferéncia dos residuos, pela

membrana de largura 1 e comprimento A,, da solugcdo de sangue para a de dialisato é

klp(z) — q(z)]A,,

onde k ¢é a constante de proporcionalidade que independe de x. Considerando a variagao

da massa na secao por unidade de tempo, temos:

massa entrando massa de residuos atraves- massa escoando de (36

na secao por -y sando a membrana ¢ para fora da se¢ao

Se Fg é a taxa constante de escoamento de sangue pelo dialisador, entao, a

igualdade acima pode ser escrita por
Fs - p(x) = k[p(z) — q(2)]As + Fs - p(a + Az),

isto é,
Fe PEEEIZIO) ) — 4(0)).

Fazendo A, — 0, ou seja, diminuindo cada vez mais o comprimento da secao, temos

Jim g PRSI ZPIN iy ) — g

que, pela Proposicao 4-(a)(b) e equagao (1.3), chegamos a equacao diferencial

Fso—=—k(p—aq). (4.35)

Por outro lado, se Fp for a taxa constante de escoamento do dialisato através do dialisador,

fazendo, analogamente, o que fizemos acima e, levando em consideragao o fato de que o

4 Adolf Eugen Fick, 1829 - 1901, médico alemao.
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dialisato escoa na direcao oposta a do sangue, encontramos

dq

b=kl —q). (4.36)

Somando as equagoes (4.35) e (4.36), obtemos

dp dq Kk k
e Fs(p )+ 5 =),
fazend T—(—)e)\—k r chegam
azendo r = (p —q = Ty egamos a
dr
=\ 4.
- T, (4.37)

que se trata de uma ED de 1* Ordem e, conforme discutido na segao 3.4 (separagao de
variaveis), sua solugao é

r(z) = Cre ™, (4.38)

onde C é uma constante qualquer. Assim, podemos reescrever (4.35) como

e integrando em relagao a x ambos lados, obtemos

dp k KC1
— _ Az v 4.
/(dm) dx = /( FSC’le ) de <  pz) = C’2+)\FS , (4.39)

com Cy sendo uma constante qualquer. Procedendo de modo andlogo em (4.36), encon-

tramos

k‘O1 —>\93
/\FD

q(x) = Cy +

Se, inicialmente, o sangue tem uma concentragao py de residuos e o dialisato
nao possua residuos, entao, p(0) = po e q(L) = 0, onde L é o componente do dialisador.

Assim,

kC, A0 kC,
= Cy =py — —
)\Fs = Do 2 = Po )\FS7

p(0) = Co+ (4.40)
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k A
Clov_g o 0= o (4.41)

>\FD L 1 _ e
Fs Fp

Dai, substituindo (4.40) e (4.41) em (4.39), temos

q(L) = Cy +

kC, _ kCy kCy _
plx) = Cotypce (po )\F5> AR
isto é,
k Apo ke Apo
- P — ) )
p(z) 07 NFs (L et RSV (L et
FS FD FS FD
F —AL
“x 1-— s¢ —1+€_>\$
= po— Po + bo€ =p FD
’ | Fse Fge M 10 Fp — Fse
Fee L Fgee oL .\ e
_ Fp Fg _ Fp Fs
Po Fp — Fse_)‘L Po Fp— FSG_/\L
Fp FsFp
e—)\L N e—/\x 6—)\L N 6—)\1:
_ Fp Fs _ Fp Fs
= —Do oL B 1 =Po W (4.42)
Fs  Fs Fs  Fg

A equagao (4.42) representa um diagndstico preciso da concentragao de residuos no sangue.

Analogamente, podemos fazer essa andlise para o dialisato e encontrar

—AL —Az
Po (& — e
_ | 4.43
q(ﬂj) FD 67)\[/ 1 ( )
Fp Fp

Das equagoes (4.42) e (4.43), podemos notar que a quantidade de residuo, por unidade
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de tempo, retirado do sangue é

/0 Lk[p(x) —q(@)] dov = /OL (_F S;l_i) e (pela eanagio (4:39)

Ldp
= —F —d
S/o e
L

= —Fy / dp (pelo Corolario 17)
0

= Fspo—p(L)].

Para sabermos a situacao da remocgao dos residuos (limpeza) do sangue pelo dialisador,

definimos
F —p(L
Limp = s Bl [po = p( )]
Po
. . kCy .
Pela equagao (4.40) tiramos que pg = Cs + . © pela equacao (4.39), temos p(L) =
5
kC
Cy + /\—F;ef)‘L. Dali,
F —p(L
by — Fslpo—p(L)
Po
FS ]{301 kcl AL
% [( 2+)\Fs) < 2+/\F56
= Fs(1—e?)- +Cy (pela equagao (4.41))
PoAFs
_ k )\po
= Fs(l—e?
S( ¢ ) pg/\FS I 1 B e AL
Fs  Fp
1 —e
= F
5 1_ FSG_AL ’
Fp
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Capitulo 5

Proposta de Abordagem

Apo6s conhecermos a definicao e algumas aplicagoes de logaritmos e exponencias,
tendo como apoio (Boyce e DiPrima, 2012), (Courant e Robbins, 2000), (Hughes-Hallett
et al., 2009), (Lima, 1999), (S&, 2012), (Stewart, 2010), (Tipler e Mosca, 2009), (Weber,
2004) e (Zill, 2009), apresentaremos algumas propostas de abordagem desses temas em
sala de aula. Inciaremos com atividades de crescimento e decrescimento exponencial e

finalizaremos com atividades de aplicacao de logaritmos.

5.1 Atividade 1 - Taxa de Variacao e Cultura de
Bactérias

Primeiramente, o professor pode trabalhar com uma atividade para desenvolver
a ideia Taxa Média de Variacao com seus alunos. Ao relatar alguns exemplos no nosso
cotidiano, como o tempo gasto para chegar na escola, o aumento e/ou diminuigao da
temperatura no decorrer do dia, etc, o professor estara colocando significado no assunto.

Se uma cultura de bactérias tem inicialmente uma populacao Fy = a, e apds
uma unidade de tempo (seja 1 min, 1h, 2 dias, etc), passa-se a ter uma populagao de P, = b
bactérias, entao, a variagao da populacao ocorreu mediante a variacao, A; = to — t; do
tempo e, é de b — a, que representamos por A, = b — a. Assim, denominamos Taxa

Média de Variagao a divisao de A, por A,, isto é,

Taxa Média de Variacao = A_y

T
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Adiante, o professor pode explicar que a taxa de variagao mostra o que ocorre
com a funcao naquele intervalo de tempo, e dizer que se a Taxa Média de Variagao for
positiva indica que estd havendo um crescimento e, se for negativa, um decaimento da
populacao de bactérias. Assim, se a Taxa Média de Variacao for, por exemplo, 3, significa
que a populacao de bactérias esta crescendo, em média, 3 unidades por intervalo de tempo.
Por outro lado, se a Taxa Média de Variacao for, por exemplo, —3, indica que a populagao
de bactérias estd decaindo, em média, 3 unidades por intervalo de tempo. Vide Figura

5.1 ! ilustrativa.

Figura 5.1: Populacao de bactérias.

Em seguida, o professor pode supor que a cada 2h uma bactéria se reproduz,
isto é, gera outra bactéria. Nesse contexto, se a populagao inicial, F, de bactérias é de
2 unidades, entao, apés 2h temos 4 bactérias e, apds 6h temos 8 bactérias. Se em vez de
2 bactérias iniciais tivéssemos 4 bactérias, entao, apds 2h teriamos 8 bactérias, e assim
por diante. Logo, o professor pode induzir o aluno a generalizar esta situacao, isto ¢,
se tivéssemos b bactérias iniciais, apos 2h temos um total de 2b bactérias, e apds 4h a
populagao serd de 2(2b) = 4b bactérias. Assim, o professor pode mostrar que a quantidade
final de bactérias é proporcional a sua quantidade inicial. Analogamente, se a populacao
de bactérias estiver decaindo, entao a populacao final de bactérias também depende da
populagao inicial.

O professor deve deixar claro a diferenca entre Taxa Média de Variacao e a
quantidade de bactérias, fazendo o estudante notar que, se possuirmos inicialmente 30
bactérias, entao, apos 2h temos 60 e, apos 4h, temos 120 bactérias. Assim, apds a primeira
variacao do tempo aumentou-se 30 bactérias e na segunda variacao do tempo aumentou-se
60 bactérias, ficando claro que em momentos de duas horas ouve dois aumentos distintos

na quantidade de bactérias, mostrando que a taxa de variacao, comparada em intervalos

Disponivel em: https://goo.gl/Vy69JR. Acesso em: 17 out. 2017.
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de tempo iguais, estd aumentando.

Afim de ampliar a ideia de Taxa Média de Variagao, o professor pode questionar
os alunos sobre o que aconteceria com a populacao de bactérias se tomassemos intervalos
de tempo cada vez menores, isto é, se trocassemos 2h por 1h, 30min, 2min, etc, de modo
a tornar o tempo muito proximo de zero. Diante das diversas respostas dos alunos, o
professor deve acrescentar dizendo que esta situacao é denominada Taxa de Variagao
Instantanea, e representada por o ja que o tempo (t), entre uma medigao de populagao
de bactérias, P(t), e outra, tende a zero. Assim, a taxa de variagdo instantanea da
quantidade de bactérias, P(t), no decorrer do tempo, ¢, é proporcional a P no instante ¢.
Isto é,

dP

Taxa de Variacao Instantanea = i kP. (5.1)

Apesar do estudante do ensino médio poder nao entender, o professor pode
salientar que (5.1) é uma Equacao Diferencial de Variavel Separavel, sendo que resolvé-la
(fizemos isso na subsecdo 3.4.1) consiste, basicamente, em encontrar uma férmula que
determine a populagao de bactérias em qualquer instante de tempo. E apresentar a
solugao de (5.1):

P(t) = Pye™, (5.2)

onde F, é a populagao inicial de bactérias, ¢ ¢ o tempo e k é a constante de proporciona-
lidade que, se for positiva indica que P esta crescendo e se for negativa indica que P esta
diminuindo.

Em tempo, é imprescindivel o professor resolver situacoes-problema envolvendo
as ideias acima. Assim, o professor pode trabalhar a situagao a seguir.

Uma cultura de bactérias tem, inicialmente, uma populacao Fy. Em ¢t = 1h, o
nimero de bactérias é medido e passa a ser gPo. Se a taxa de crescimento for proporcional

ao numero de bactérias P(t) presente no tempo t, determine:

(a) o valor de k e, se a populagao estd aumentando ou diminuindo.

Solugao: Por (5.2) temos:

5h = Pyet!
3

In= = Inéf
2
k =~ 0,4055.



Logo a populacao de bactérias estd aumentando.

(b) o tempo necessario para o numero de bactérias para triplicar.

Solugao: Do item (a) temos
P(t) = Byel 405t (5.3)
Para encontrar o tempo em que o nimero de bactérias triplicou, devemos ter

3P0 — P0€0,4055t

0,4055t = In3

;o In3
00,4055
t = 2,71h,

ou seja, aproximadamente 2h42min. E importante ressaltar que o nimero inicial de
bactérias, Py, presente no tempo t = 0, nao influenciou na determinacao do tempo

necessario para que a cultura triplicasse.

(¢) a quantidade de bactérias apds 5h se Py = 2.
Solucao: Em (5.3), fazendo Py =2 e t = 5, obtemos

P(5) = 2e°49555 ~ 15 bactérias.

Para finalizar essa atividade o professor pode tracar o grafico da fungao (5.3),
tomando Py = 2, utilizando o software livre GeoGebra?. Para isso, basta digitar no campo
“Entrada” a expressao “y = 2¢”(0.4055x)” e obter a Figura 5.2.

Em posse do gréafico, pode ser oportuno fazer outras perguntas, tais como: A
funcao é crescente ou decrescente? O grafico tem sentido, no contexto de crescimento de

bactérias, para valores de t menores que zero? etc.

20  software GeoGebra tem cédigo aberto e é disponivel gratuitamente em
https://www.geogebra.ord/download
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Figura 5.2: Curva da populacao de bactérias.
5.2 Atividade 2 - Datacao de Fodsseis

Conforme Zill (2009), em ciéncias, a meia-vida é uma medida da estabilidade
de uma substancia radioativa. Isto é, meia-vida é simplesmente o tempo que leva para
a metade dos atomos, em uma quantidade inicial My, se desintegrar ou transmutar nos
atomos de outro elemento. Quanto maior a meia-vida de uma substancia, mais estavel ela
é. Por exemplo, a meia-vida do elemento quimico Radio (Ra-226), altamente radioativo,
tem cerca de 1.700 anos. Em 1.700 anos, uma parte de uma dada quantidade de Ra-226
é transmutada para o outro elemento quimico Radao (Rn-222). O isétopo de uranio mais
comum, U-238, tem uma meia-vida de aproximadamente 4,5 bilhoes de anos e a cada
fracao desse tempo a metade de uma quantidade de U-238 é transmutada em Chumbo
(Pb-206).

O quimico Willard Libby criou, em 1950, um método para determinar a idade
aproximada de fésseis (ver Figura ilustrativa 5.3 ®), o qual lhe rendeu o prémio Nobel
em 1960. Tal método baseia-se no fato de que o carbono 14 (C-14) é produzido na
atmosfera pela agao da radiagao cdsmica no nitrogénio. A propor¢ao da quantidade de
C-14 para o carbono comum na atmosfera parece ser uma constante e, como consequéncia,
a quantidade proporcional do isétopo presente em todos os organismos vivos é a mesma
que a da atmosfera. Quando um organismo morre, a absor¢cao de C-14, por respiragao
ou alimentacao, acaba. Assim, comparando a quantidade proporcional de C-14 presente,
por exemplo, em um féssil com a relacao constante encontrada na atmosfera, é possivel

obter uma estimativa razoavel da idade do féssil. Esta técnica baseia-se no conhecimento

*Disponivel em: https://goo.gl/XdDLr3. Acesso em: 10 out. 2017.
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Figura 5.3: Féssil de um dinossauro.

de que a meia-vida do C-14 radioativo é de aproximadamente 5.600 anos e, ainda é muito
utilizado na datagao de objetos milenares de madeira, tecidos utilizado como pergaminhos,

etc.

A equagao diferencial que descreve a massa de C-14 em um féssil é

dM
e
dt ’

onde M ¢ a massa de C-14 no féssil no tempo ¢ e k£ é chamada de constante de decaimento.
Assim, por (3.11) segue que
M(t) = Moe ™™, (5.4)

tal que M, é a massa inicial de C-14 no féssil.
A partir da discussdo acima e da equagao (5.4), o professor pode explorar

algumas perguntas:

(a) Se My é a massa de C-14 de um f{6ssil, qual serd sua massa de C-14 nesse féssil apés
5.600 anos? E apos 14.450 anos?
Solucao: Como a cada 5.600 anos My diminui pela metade, a resposta da primeira

M,
pergunta é 70. Em seguida, vamos calcular o valor de k£ para responder a outra

pergunta.
% —  M,e k600
p - In(1/2)
5600
k ~ 0,000124.

M,
Dai, M(t) = Mye %124 Fazendo t = 14.450 obtemos M (14500) ~ ?0.
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(b) Qual é a datagao de um féssil que tem 20% de C-14 original?
M,
Solugao: Como 20% de M,, corresponde a ?0, temos

M

5 = My 0-000124¢ <t~ 12.979 anos.

(¢) Um osso fossilizado contém um milésimo de nivel C-14 encontrado na matéria viva.
Determinar a idade do féssil.

M,
Solugao: Em (5.4), fazendo M (t) = TOOO’ obtemos

M,
M oyp—0,000124¢

1000 = & t ~ 55.708 anos.

Para completar, o professor pode levar os alunos em um laboratério de in-
formatica ou, utilizando-se do aplicativo de celular GeoGebra, para ensind-los a tragar
o gréfico da funcao (5.4) e, em seguida, explorar outras perguntas. Supondo que um
fossil tenha M, = 1000, a Figura 5.4 representa o grafico da fungao exponencial que
determina sua datacao. No GeoGebra, digitar no campo “Entrada” a expressao “y =

1000e” (—0.000124x)” para obter o grafico.

M(t
4000 ()

1000

—15000 —5000 5000 15000

Figura 5.4: Datacao de um f6ssil usando C-14.

Essa atividade pode ser realizada em conjunto com o professor de fisica e/ou

quimica de modo a lapidar o maximo de conhecimento do tema e de forma interdisciplinar.

5.3 Atividade 3 - Magnitude de Terremotos

Essa atividade complementa o que foi ensinado de logaritmo em sala de aula.
Uma das aplicagoes dos logaritmos é na Escala Richter, que varia de 0 a 10 e mede a

magnitude de um terremoto/sismo. Mas o que é um terremoto? O que é magnitude de

90



um Terremoto? A seguir vamos tentar responder essas e outras perguntas. Terremoto é
um tremor na superficie terrestre que pode ter origem em falhas geoldgicas, vulcanismos
e, principalmente, pelo encontro de placas tectonicas. Os locais mais atingidos pelos
terremotos estao localizados nas bordas dessas placas. Até o momento, os cientistas nao
conseguem prever um terremoto, entretanto, possuem ferramentas capazes de medir a
sua intensidade. A escala Richter é utilizada como padrao para a comparacao entre os
terremotos. Esta escala foi desenvolvida por Richter® e Gutenberg® em 1935, a qual
aumenta de forma logaritmica. A Tabela 5.1 mostra os efeitos gerados por um terremoto

de acordo com sua magnitude na escala Richter.

Tabela 5.1: Efeitos de um terremoto de acordo com sua magnitude.
Descrigao | Magnitude (M) | Efeitos
Micro M < 2,0 Micro tremor de terra, nao se sente
Mini | 2,0 < M < 2,9 | Geralmente nao se sente, mas é registrado
Pequeno | 3,0 < M < 3,9 | Perceptivel mas, raramente causa danos
Ligeiro | 4,0 < M < 4,9 | Provoca vibragoes em objetos domésticos
Moderado | 5,0 < M < 5,9 | Causar danos maiores em edificios
Forte | 6,0 < M <6,9 | Destruidor num raio de até 180km
Grande | 7,0< M < 7,9 | Pode provocar danos em ampla area
Importante | 8,0 < M <8,9 | Causa danos sérios em centenas de km
Excepcional | 9,0 < M < 9,9 | Devasta zonas num raio de milhares de km
Extremo 10,0 < M Nunca registrado

A magnitude (M, sem unidade de medida) é uma medida quantitativa do tama-
nho do terremoto e estd ligada ao intervalo de tempo (At, em segundo) entre a onda super-
ficial (S) e a onda de pressdo méxima (P), bem como com a amplitude® (A4, em milimetros)
das ondas registradas pelo sismografo. Assim, a magnitude de um terremoto é determi-
nado pela equagao

Um sismografo € instrumento mecanico que possui agulhas extremamente sensi-
veis, as quais registram um grafico, em papel, dos movimentos/tremores do solo terrestre.
Esse grafico é denominado sismograma. Vide Figura 5.5.

Assim, se a amplitude for 23 mm, se a distancia entre as ondas P e S for 22 s

e, se o papel do sismégrafo movimenta 1 mm/s, entdo, At = 22 mm. Logo, por (5.5),

4Charles Francis Richter, 1900 - 1985, sismélogo estadunidense.
®Beno Gutenberg, 1989 - 1960, sismdlogo alemao.
S Amplitude é o “tamanho” da onda, é a distancia entre o eixo da onda e seu cume.
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Figura 5.5: Sismograma de um terremoto.

temos

que pela Tabela 5.1, é um terremoto de moderada magnitude. Porém, hé registro de
terremoto que chegou a magnitude de 9,5 pontos na escala Richter (maior ja registrado),
tal terremoto ocorreu no Chile em 1960, matou cerca de 5.700 pessoas e deixou mais de
2 milhoes de feridos.

Note que a fungao f(x) = log,qx, tem seu dominio no intervalo de (0, +00)
e é crescente nele, isto é, quanto maior o valor de z, maior o valor de f(z). Assim, no
contexto de terremotos, quanto maiores os valores de At e A, maior sera a magnitude M.
Entretanto, terremotos com grandes amplitudes e intervalo de tempo elevado sao raros
de acontecer.

Além da férmula (5.5) exitem outras formulas para o célculo da magnitude de
um terremoto na escala Richter, como a expressao (5.6), que leva em conta a quantidade

energia liberada (E) pelo tremor de terra, isto é

M =0,67log,y E — 3,25, (5.6)

onde, F é medida em Joules (J). A tabela a seguir mostra os valores de E em alguns
registros de terremotos.
Nessa atividade, o professor pode trabalhar com as informacoes da Tabela 5.2,

determinando e comparando valores.

(a) Ao fazer uma leitura da Tabela 5.2, notamos que a magnitude do terremoto ocorrido
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Tabela 5.2: Energia libertada em Joules por alguns terramotos.

Magnitude (M)

Energia (J)

Ocorréncia

2,0 6,3- 107 Praticamente imperceptivel
5,0 2,0-10" Bomba atomica em Hiroshima, Japao 1945
6,7 7,1-10" | Estados Unidos (Los Angeles) 1994
6,9 1,4-10% | Armeénia, 1998 e India, 2001

? 2,0-10" Haiti, Janeiro de 2010
7.4 7,9-10" | Turquia, 1999 e Ira, 1990
7,8 1,6-10° China (Tangshan), 1976
7.9 4,4-10™ | Japao, 1923, Peru, 2007 e China, 2008
8,1 8,7-10" | México (Cidade do México), 1985
8,3 1,8-10'" | Estados Unidos (Sao Francisco) 1906
8,8 ? Chile, 2010
9,5 1,1-10" | Chile, 1960

no Haiti, no ano de 2010, nao apareceu. Vamos determina-la! Como foi dado a quan-

tidade de energia liberada naquele terremoto, vamos utilizar (5.6) para determinar

M. Assim, com o uso de uma calculadora, temos

M = 0,67 -logy, (2,0-10") — 3,25 ~ 7,0

isto é, a magnitude foi 7,0 na escala Richter e liberou uma energia aproximada de

2,0-10" J.

(b) Na Tabela 5.2, também nao aparece a energia liberada pelo tremor de terra no

Chile, em 2010. Utilizando (5.6), vamos determinar a quantidade de energia, em

Joules, liberada por esse terremoto. Notemos que, neste caso, M = 8,8. Assim,

substituindo em (5.6), temos

8,8
log,o B

log,o B

= 0,67log,o £ — 3,25
12,05
0,67
~ 17,98,

isto é, £ ~ 10" = 10'".10%%. Com o uso de uma calculadora, temos, finalmente,

E ~9.55-10'7 J.

(¢) Comparando a quantidade de energia do terremoto do item (a) com o terremoto do
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item (b), segue
9,55 - 107

S = 4,775 10* = 477, 5.
2,010 ’ ’
Isto significa, que o terremoto ocorrido no Chile, em 2010, liberou 477, 5 vezes mais

energia que o ocorrido no Haiti, no mesmo ano.

Para finalizar, com a Tabela 5.2 preenchida, o professor pode instigar o aluno a fazer
uma boa analise desta Tabela, até notar que dois pontos de diferenga na magnitude,
leva a uma diferenca de 10® = 1000 .J na quantidade de energia liberada. Esse fato

pode ser observado nas linhas:

5,0 [ 2,0- 10" | Bomba atémica em Hiroshima, Japao 1945

7,0 | 2,0- 10" | Haiti, Janeiro de 2010

Dai, o professor pode mostrar, matematicamente, que isso sempre acontece para dois
M quaisquer, cuja diferenca da magnitude do maior pelo menor é 2. Na verdade,
a energia liberada pelo terremoto de maior intensidade é “quase” 1000 vezes maior
do que a do de menor intensidade, essa diferenca se da4 por mera aproximacao e
estética. Vejamos! Com efeito, sejam M e M + 2 as magnitudes de dois terremotos
na escala Richter, com F; e FEjy, respectivamente, as quantidades de energia (em

Joules) liberadas por eles. Assim, por (5.6), temos
M = 0,67logyy Ey — 3,25 (5.7)

M +2=0,67log,, B> — 3, 25. (5.8)

Subtraindo (5.7) de (5.8), obtemos
0,67 - (logyg Bz — log,g B1) = 2.
Aplicando a Proposi¢ao 18-(f), temos

E
0,67-10ng2 = 2
1

== = 10*% ~ 966.



Portanto, nesse contexto, o terremoto de maior intensidade libera 966 mais energia

que o de menor intensidade.

5.4 Atividade 4 - Nivel de Intensidade Sonora

Nivel de intensidade sonora (volume do som) é uma percep¢ao humana que
diferencia as variagbes nas alturas (volumes) do som e, estd ligado, em boa aproximagao,
logaritmicamente, com a intensidade da fonte sonora. Uma escala logaritmica é utilizada
para medir o nivel de intensidade (3, medido em decibéis” (dB)) de uma onda sonora.

Segundo (Tipler e Mosca, 2009, p. 515), se uma fonte pontual emite ondas
uniformemente em todas as diregoes, entao, a energia, a uma distancia r da fonte, é
distribuida uniformemente em uma superficie esférica de raio r e drea A = 47wr®. Seja
P,..q a poténcia média emitida pela fonte, entao, a poténcia média por unidade de &rea,

me

C A . , d . . .
a uma distancia r da fonte, é T2 que chamamos de intensidade (I). Assim,
mr

Pmed
I=—— 5.9
Arr?’ (59)

que tem como unidade de medida o watts por metro quadrado (W/ m?).

O nivel de intensidade (/3) é definido por

8= 10-log,, (é) (5.10)

onde I é o nivel de referéncia que, por convencdo, é o limiar de audicdo Iy = 10~ W/ m?.
Dai, o limiar de audicao corresponde, na escala, ao nivel de intensidade 0dB. De fato,

10—12
B =10-log,, <W> = 0 dB. Por outro lado, o limiar da dor tem I = 1 W/ m?, isto é,

Substituindo (5.9) em (5.10), podemos determinar o nivel de intensidade sonora

em funcao da poténcia média da fonte sonora e do raio da superficie esférica, ou seja,

Pmed

A Tabela 5.3 destaca a intensidade e o nivel de intensidade de alguns sons.

"Derivado de Bell, em homenagem a Alexander Graham Bell, 1914-1918, cientista e inventor britanico.
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Tabela 5.3: Intensidade e Nivel de Intensidade de alguns sons.

Fonte | /I, | dB | Descrigao
10° 0 | Limiar da audicao
Respiracao | 10" | 10 | Quase inaudivel
murmirio a 5m | 10° | 30 | Muito Quieto
Escritério tranquilo | 10° | 50 | Quieto
Conversacao normal a Im | 10° | 60
Caminhao a 15m | 10° | 90 | Pode prejudicar a audicio

Trem velho de metro | 10™ | 100

Concerto de rock | 10™ | 120 | Limiar da dor
Motor de foguete | 10™ | 180

Neste contexto, o professor pode explorar perguntas, afim de trabalhar algumas

propriedades de logaritmos e exponenciais. Por exemplo: (Adaptacao do problema 15.61

de (Tipler e Mosca, 2009, p. 535)), Sabendo que uma fonte pontual emite ondas sonoras,

uniformemente, em todas as diregoes, sendo que a 10 m da fonte o nivel de intensidade é

de 80 dB.

(a) Qual a intensidade sonora (I)?

Solugao: Usando (5.10), temos

I
80 = 10- lOglo <W)

Portanto, pela definicio de logaritmo, I = 10~* W//m?.

(b) Qual a poténcia média (P,,eq) emitida pela fonte?

Solugao: Como a 10 m da fonte a intensidade é I = 10~* W/m?, por (5.9) temos

W
—4
10 e

Pmed

Pmed

(¢) Determine a que distancia o nivel de

P, med

47(10 m)?

= 10047 -107* W

12

0,13 W.

intensidade é de 60dB.
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Solugao: Como temos o valor da poténcia média, por (5.11), segue

0,13
60 = 10- logIO (47‘(’7’2—10_12)
0,13

Amr2 . 1012
1075 - 47 = 0,13

. [ 0,13
N 41067

r ~ 100 m.

108 =

Portanto, a uma distancia de 100 m da fonte o nivel de intensidade ¢é de 60 dB.

(d) Para finalizar, uma opgao é o professor ilustrar a superficie esférica dessa situagao,

identificando as distancias e a intensidade sonora, vide Figura 5.6.

Figura 5.6: Nivel de intensidade sonora.

Essas atividades sao exemplos de como o professor pode trabalhar logaritmos
em assuntos contemporaneos e que estao no cotidiano das pessoas, como é o caso dos
terremotos e intensidade sonora e, ao mesmo tempo, instigar a criatividade e imaginagao

do aluno, de modo a desperta seu senso critico.

97



Ultimos Comentarios

As fungoes exponencial e logaritmica tém papel importante na compreensao de
varias situagoes cotidianas, desde o crescimento populacional, aquecimento e resfriamento
de um corpo, queda livre, juros compostos, misturas, até mesmo na datacao de fésseis,
magnitude de terremotos, entre outros.

E buscando alternativas que o professor de matematica, de fato, consegue trans-
mitir o conhecimento ou até mesmo instigar o aluno a buscar outras informacgoes que nao
sao ensinadas em sala de aula, transformando-o no préprio agente atuante do seu conhe-
cimento.

Com este trabalho podemos perceber que a matematica é uma ciéncia que esta
em varias outras, justificando, assim, a importancia de seu aprendizado.

As propostas de abordagem apresentadas no Capitulo 5 sao exemplos de como o
professor (mediador) pode ensinar a teoria de modo a explorar situagoes praticas e, muitas
das vezes, se for planejada sincronicamente com outros professores, consegue enriquecer
as informacoes tornando o conhecimento mais significativo.

Foi utilizado o software GeoGebra para elaborar todos os gréficos do texto, com
a finalidade de interpretar geometricamente os resultados obtidos. Foi usado, também, o
sistema de edicao de texto IXTEX, especificamente o editor TEXstudio, para confeccionar
o presente trabalho, proporcionando melhor estética e estrutura coerente a seu conteudo.

Com esse trabalho esperamos contribuir para o ensino-aprendizagem de alunos

e professores, assim como ja contribuiu para quem o escreveu.
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Apeéendice

A.1 Mobdulo e Desigualdade Triangular

Defini¢ao 26 Para a € R, o médulo ou valor absoluto de a, representado por |a|, é

a,sea > 0
la| =
—a, sea < 0

definido como

Notemos que se tivermos |a — b|, isto significa a distancia entre os pontos a e
b na reta. Assim, |a — b|=|b — a|. Ainda, |a| = méx {a, —a}. E trivial que a < |a| e

—|a] < a, isso implica que —|a| < a < al.
Proposicao 28 Se a,b € R, entao
(a) la-0f = |al - |0]

(b) (Desigualdade Triangular) |a+b| < |a|+]|b|, onde a igualdade ocorre se, e somente

se, a e b tiverem o mesmo sinal.
(c) [la] = b]] < la —b]
Demonstragao:

(a) Basta mostrarmos que os dois lados da igualdade possuem o mesmo quadrado. De
fato,

a0l = (a-y)* =a- b,

enquanto que

(laf - o) = lal* - b[*.
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(b) Pela definicao 26, ambos lados de |a 4 b < |a| + |b| s@o nao negativos. Dai,

a+0* < (la| + [o])*

(a+ b)2 < |cL|2 + 2|ab| + |b|2

2ab < 2|abl,

que é verdadeiro. Por outro lado, |a + b] = |a| + |b| se, e somente se, ab = |ab|,

sendo que isto ocorre se, e somente se, ab > 0.

(c) Pela desigualdade triangular temos
jal = [(a = b) +b] < |a —b] + 0],

ou seja,
ja| = [b] < |a —b|

lla| = [l| < fa —0].

De modo anélogo,

6] — la| <'|a —b|

[la] = ]| <fa —b].
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