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RESUMO

Neste trabalho abordamos a construgao do conjunto dos nimeros reais. Este assunto
possui grande importancia pois é base para a compreensao de conceitos essenciais a ma-
temaética tais como limite, continuidade e integrais. Apesar de tal construcao poder ser
realizada de diferentes formas, optamos pelas sequéncias de Cauchy. Apresentamos uma
construcao rigorosa, voltada para a formacao do professor. Contudo, a par das dificul-
dades relativas ao ensino deste topico, também apresentamos uma abordagem de carater

geométrico, que acreditamos ser mais acessivel aos estudantes de nivel basico.

Palavras-chave: 1. Numeros reais. 2. Sequéncias. 3. Segmentos.

ABSTRACT

In this work we present the construction of the set of real numbers. This subject has
a great importance because it is the basis for the understanding of essential concepts
to mathematics such as boundary, continuity and integrals. Although such construction
can be made in different ways, we choose the Cauchy sequences. We present a rigorous
construction, focused on teacher training. However, along with the difficulties related to
the teaching of this topic, we also present a geometric approach, which we believe is more
accessible to students at the entry level.

Keywords: 1. Real numbers. 2. Sequences. 3. Segments.
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INTRODUCAO

Apesar da concep¢ao numérica, principalmente no que diz respeito as quantidades,
estar presente no cotidiano das pessoas, o conceito de niimero sempre foi abstrato, ainda
mais se considerarmos o conjunto real. A necessidade da introducao deste conjunto re-
monta a Grécia Antiga, com a descoberta da incomensurabilidade de segmentos, o que,
posteriormente, nos levou a criagao dos niimeros irracionais. Entretanto, tal avang¢o nao
aconteceu de modo rapido: segundo Avila (2006), a descoberta dos segmentos incomensu-
raveis representou um momento de crise na matemaética, pois os gregos entendiam como
"nimeros"apenas numeros inteiros e por isso, deixaram de lado o estudo das grandezas
incomensuraveis e desenvolveram todos seus estudos utilizando niimeros inteiros positivos.
Ainda de acordo com Avila (2006), desde entao, a matemética evoluiu de modo extenso,
porém sobre bases nao tao bem estabelecidas quanto a fundamentacao dos sistemas nu-

méricos.

Somente na segunda metade do século XIX, que a construgao rigorosa dos sistemas
numéricos foi realizada e tais fundamentagdes abriram espaco para diversos conceitos
da matemadtica moderna. Diversos matemdticos como Capelli (1855-1910), Weierstrass
(1815-1897), Dedekind (1831-1916) e Cantor (1845-1918) propuseram suas construgoes do
conjunto dos numeros reais, mas as realizadas pelos dois tltimos foram as mais difundi-
das. Dedekind trabalhou com a ideia de cortes, enquanto Cantor propos uma construcao
por meio de classes de equivaléncias das sequéncias de Cauchy, que sera abordada neste
trabalho.

Este percurso da matematica, quanto a fundamentacao tedrica dos conjuntos, é similar
a forma com que hoje formamos nosso conceito de niimero e trabalhamos as propriedades e
operacoes dos conjuntos na educacao basica, pois temos uma abordagem muito mais intui-
tiva do que formal. Esta rasa abordagem da teoria dos conjuntos pode levar os estudantes
a lacunas e a dificuldades em contetidos de nivel superior acordo com Penteado (2004).
Neste sentido, este trabalho apresenta uma construcao rigorosa do conjunto dos niimeros
reais e esta estruturado do seguinte modo. No primeiro capitulo apresentamos os resulta-
dos essenciais da Teoria de Conjuntos para a compreensao da construcao do conjunto real.
No segundo capitulo, realizamos tal construcao por meio das classes de equivaléncias das
sequéncias de Cauchy. Ja no terceiro capitulo fazemos uma breve abordagem do conjunto
dos reais na educacgao bésica e apresentamos uma construcao de carater geométrico. No

quarto capitulo estao as consideragoes finais sobre o tema.



SOBRE CONJUNTOS

De forma rigorosa, a formalizacdo da Teoria dos Conjuntos ocorreu de modo mais
sistematico a partir do século XIX e proveu a matematica uma base solida a iniimeros
conceitos. Neste capitulo nao ousamos apresentar todos os resultados pertinentes a ela,
mas optamos por uma abordagem pontual daquilo que serd til a compreensao da cons-
trugao do conjunto dos ntimeros reais. Para isso, consideraremos conhecidos e munidos de

suas propriedades o conjunto dos ntiimeros naturais (IN) e o corpo dos niimeros racionais

Q).

1.1 RELACOES DE EQUIVALENCIA

Definigao 1.1. Uma relacio bindria entre os elementos de um conjunto A € dita relagao

de equivaléncia se possui trés propriedades sequintes.

(i) Reflexiva: para todo a € A, a estd relacionado a a.

(i) Simétrica: para todo a, b € A, se a estd relacionado a b entdo b estd relacionado

a a.

(17i) Transitiva: para todo a, b, ¢ € A, se a estd relacionado a b e b estd relacionado a

¢ entao a esta relacionado a c.

Definicao 1.2. Se ~ denota uma relacao de equivaléncia sobre o conjunto A, entdo a

classe de equivaléncia de um elemento a € A é o conjunto ndo vazio
la] := {z € Alz ~ a}.

Teorema 1.3. Seja A um conjunto ndo vazio munido da relacdo de equivaléncia ~. Para

qualquer a,b € A, ou [a] = [b] ou [a] N [b] = @.

Demonstragio. Seja a,b € A. Suponha um elemento r tal que r € [a] e r € [b]. Seja
s € la]. Como s ~ a e a ~ r, por transitividade, s ~ r e, portanto, s ~ b. Logo s € [b].
Deste modo, [a] C [b]. Analogamente, seja t € [b]. Como t ~ be b~ r, por transitividade,
t ~ r e, portanto, t ~ a. Logo t € [a]. Deste modo, [b] C [a]. Assim, se houver, pelo
menos, um elemento na intersec¢ao entre dos conjuntos [a] e [b] , temos que [a] = [b].
Caso contrério, [a] N [b] = @. O
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Corolario 1.4. Seja A um conjunto nao vazio munido de uma relacao de equivaléncia

entdo A € a unido disjunta de todas as classes de equivaléncia formada pelos elementos

de A.

Demonstracao. Temos que duas classes de equivaléncia distintas sao sempre disjuntas.
Além disso, pela propriedade reflexiva, para cada a € A, a € [a] e entdao toda classe de
equivaléncia é um conjunto nao vazio. E como cada a € A estd em alguma dessas classes

de equivaléncia, a unido de todas as classes de equivaléncia é o conjunto A. O

1.2 RELACOES DE ORDEM

Definigao 1.5. Uma relag¢ao bindria entre os elementos de um conjunto A é dita relagao

de ordem parcial se possui as trés propriedades sequintes.

(i) Reflexiva: para todo a € A, a estd relacionado a a.

(i) Antissimétrica: para todo a, b € A, se a estd relacionado a b e b estd relacionado

a a, entao a = b.

(7ii) Transitiva: para todo a, b, c € A, se a estd relacionado a b e b estd relacionado a

¢ entao a esta relacionado a c.

Para exprimir que (a,b) estdao associados segundo uma relagao de ordem parcial, usa-
remos a notagdo a < b, a qual se 1&é "a precede b na relacao’. Vale destacar que ” < 7 nao
significa necessariamente "menor ou igual a" no sentido numérico usual e sendo assim, o
leitor deve ficar atento ao contexto em foco. Analogamente, para exprimir que (a,b) estao
associados por uma relagdo de ordem parcial e a # b, usaremos a notagao a < b, que se

1& "a precede estritamente b na relacao”.

Defini¢ao 1.6. Uma relagio de ordem parcial entre os elementos de um conjunto A é

dita relagao de ordem total se também possuir a sequinte propriedade:
Para todo a, b € A, a estd relacionado a b ou b estd relacionado a a.

Definicao 1.7. Um conjunto ndo vazio no qual esteja definida uma relacio de ordem é

dito conjunto ordenado.

Definigao 1.8. Seja A um conjunto ordenado e X um conjunto ndo vazio tal que X C
A. Se existir um o € A tal que v < « para todo x € X dizemos que X ¢é limitado

superiormente e denominamos o« como cota superior de X.

De forma similar, se existir um 3 € A tal que x > 3 para todo x € X dizemos que X
¢ limitado inferiormente e denominamos  como cota inferior de X se, e somente se,
p <.



1.3 COMPLEMENTOS DE ALGEBRA 5

Definigao 1.9. Seja A um conjunto ordenado e X um conjunto nao vazio tal que X C A
e seja limitado superiormente. Se existir um o € A tal que x < a Vx € X, dizemos que
«a € cota superior de X. Se o é a menor das cotas superiores de X, a denominamos
supremo de X, ao qual denotamos por o = supX.

Assim, a € o supremo de X quando cumpre duas condicoes:
(i) Vx € X, tem-se que v < «;
(ii) sey € A tal que v <y Vr € X, entio o < .

Analogamente, a maior cota inferior ou infimo do conjunto X, limitado inferior-
mente, serd a cota inferior f € A, de modo que ndo exista outra cota inferior v com
v > B. O infimo de X serd denotado por = infX.

Defini¢ao 1.10. Um conjunto A possui a propriedade da menor cota superior se
para todo conjunto ndo vazio X, tal que X C A e seja limitado superiormente, entdo

supX € A.

1.3 COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

Definicao 1.11. Seja A um conjunto nao vazio, munido de duas operagoes, denominadas,

respectivamente, adi¢dio e multiplicacdo, conforme seque:
(i) (a,b) e AxA—a+be A
(ii) (a,b) € AxAr—abe A
O conjunto A € chamado de anel se suas operacoes satisfazem as propriedades a sequir.

e Associativa da adigio: a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ Va,b,c € A

Comutativa da adicao: a+b=0b+a Va,be A

Existéncia de elemento neutro para a adi¢do: 30 € A tal que a4+ 0 =a Va € A

Existéncia de oposto ou simétrico: Ya € A, 3—a € A tal que a+ (—a) =0

Associativa da multiplicagao: a(bc) = (ab)c Va,b,c € A

Distributivas: (a+b)c = ac+bc e a(b+ ¢) = ab+ ac Ya,b,c € A

Definicao 1.12. Um anel A é dito comutativo se a operacio de multiplicacio goza da

propriedade comutativa, isto €, verifica-se o axioma:

ab = ba Ya,b € A.
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Definicao 1.13. Um anel A ¢ dito unitario se a operacio de multiplicacio possui ele-

mento neutro, isto é, verifica-se o axioma:
digeAtalquea-1y =14-a=aVae A

Definigao 1.14. Seja A um anel unitdrio e comutativo. Um ideal de A é um subconjunto

nao vazio I de A que possui as sequintes propriedades:
(i) sea,be I entdaoa+bel;
(ii) seae Aeacl entioa-acl.

Definicao 1.15. Se A e B sdo dois anéis unitirios e comutativos, chama-se homomor-

fismo de A em B toda aplicagdo ¢ : A — B que verifica as sequintes condigoes:
o Y(a+d)=1y(a) +(d) Va,d € A
e Y(a-d)=1(a) (d) Va,d € A
e (1) =1sevy #0 (b =0 significa que (a) =0 Va € A).

Definicao 1.16. Dizemos que 1 : A — B é um isomorfismo de A sobre B se ¢ é um

homomorfismo de A em B e 1 € bijetora.

Definicao 1.17. Seja A um anel comutativo e unitdrio, tal que A # {0}. A € denominado

corpo se todo elemento nao nulo de A ¢é inversivel, isto é, verifica-se o arioma:
VacAea#0,3a"t€Atal quea-a=' =14 Va € A.

Vejamos alguns resultados sobre corpos:

Proposigao 1.18. Seja A um corpo e a,b,c € A. Sdo validas as sequintes propriedades:

e 0s elementos neutros 0 e 14 sao unicos.

e 0s elementos simétrico e inverso sao unicos. Ou seja, Ya € A, —a € unico e Va #

0,a~t ¢ 1inico.

a-0=0-a=0VacA.

leis de corte: a+c=b+c=a=be parac#0,a-c=b-c=a=0.

e a-b=0=a=0o0ub=0Va,beA

e regra de sinais: (—a)-b=a-(=b) = —(a-b) e (—a) - (—b) = ab.

Demonstragdo. As propriedades acima decorrem de forma imediata das defini¢ées|1.11)J1.12)/1.13|

e 17 O
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Definicao 1.19. Um corpo A ¢é dito corpo ordenado quando munido da relacio de

ordem parcial < sao vailidos os sequintes axiomas:
(i) Ya,b,c € A, se a < b entdo a+c<b+c.
(ii) Ya,b,c € A, se a <be0 < ¢, entio ac < bc.

Proposicao 1.20. Em um corpo ordenado A, para todo a,b € A sdo equivalentes as

sequintes afirmacoes:

(i) a <b;
(ii) a—b<0;
(ii) —b < —a.

Demonstragio. (i) — (ii): De a < b e pelo primeiro axioma, apresentado na definigao
1.19} segue que a + (—b) < b+ (—b). Portanto, a — b < 0.

(#4) — (i12): Por hipéGtese, a —b < 0. Dessa relagio, associada ao primeiro axioma da
definicdo [1.19, temos que (a —b) + (—a) < 0+ (—a). Donde, —b < —a.

(i4i) — (i): Para este caso, basta somarmos (a + b) aos membros de —b < —a,
conforme a definigao|1.19, Assim, obtemos: —b+ (a+b) < —a+ (a+b). Logo,a <b. [

Em relacao aos corpos ordenados, também podemos definir um outro conceito que nos

serd muito 1util, o de valor absoluto.

Definicao 1.21. Seja A um corpo ordenado. O valor absoluto (ou mddulo) do elemento

x € A é simbolicamente representado por |z| e definido por:

|z =2 sex>0e

|z] = —x se x < 0.

Da definigao [1.21} |z| € A4, em que A4 corresponde ap subconjunto com os termos
nao negativos a A, pois se x > 0 entdao |r| = z > 0. Da mesma forma, se x < 0 entdo
—x < 0e |z|] = —z > 0. Note que, como |z| = maz{—x,x}, temos que —|z| < z < |z|

para todo x € A.

Teorema 1.22. Sejam z, y e z elementos quaisquer de um corpo ordenado A. Sdo vdlidas

as sequintes propriedades:
(i) |z +y| < |z| + ]yl

(i) |-y = |z|-[y]

(iii) |v = 2| < |z —y[+ [y - 2|
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Demonstragio. (i) Como —|z| < z < |z| e —|y| < y < |y|, temos que —|z| — |y| <
r+y < |z| + |y|. Deste modo, observamos que —(|z| + |y|) < x+y < (Jz|+ |y|) e,
portanto |z +y| < |z| + |y|.

(i1) Veja que, da defini¢ao [1.21} |z| = x ou |z| = —z. Como A é um corpo, segue que

|z|? = 22, Assim,

ooyl = (z-y)* =a?y* = |2 |y = (|2 - [y])?
De onde temos as seguinte possibilidades: |z -y| = |z|- |y| ou |z -y| = —(]z| - |y|). Contudo,
da definicao [1.21] decorre que |z -y, |z| e |y| € A+. Logo, |z| - |y| € A4 entdo concluimos
que [z -y| = [z] - [yl.

(#4i) Decorre de forma direta do item (i) acima:
o=zl =|(z—y) +(y—2)| < |z —yl+ ]y -2l
[l

Definicao 1.23. Sejam a um elemento qualquer de um corpo ordenado A e um niumero
n € IN. Definimos o produto de um elemento de A por um elemento de IN do sequinte

modo recursivo:

l-a=a

(n+1)-a=n-a+a.

Definicao 1.24. Um corpo ordenado A é dito arquimediano se, qualquer que sejaa € A,

existe um numero n € N tal quen-14 > a.

Proposicao 1.25. As sequintes propriedades num corpo arquimediano A sao equivalentes:

(i) N C A é ilimitado superiormente;
(ii) Dados a,b € A, com a > 0, existe n € N tal que n-a > b;

(iii) Va € A e a > 0, existen € N tal que 0 < * < a.

E importante ressaltar que N C A denota o seguinte subconjunto de A: {n-14:
n € IN}. Isso implica um homomorfismo entre IN e os elementos do corpo A e assim, tal

subconjunto mantém a estrutura algébrica e de ordem de IN.

Demonstragdo. (i) — (ii): Sendo a > 0, por (i) , existe n € N tal que n > 2. Ou seja,
n-a>b.
< a. Logo,

(1) — (iii): Em (ii) ao tomarmos b = 1, obtemos n-a > 1, isto ¢, 1
0< % < a.

(i1i) — (i): Para todo a < 0 existe 1 € N tal que a < 1. Se a > 0 entdo + > 0. Por (i)
existe n € IN tal que % < é Portanto, n > a. Isto é, IN ¢ ilimitado superiormente em

A. []
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Definicao 1.26. Um corpo ordenado A é dito ordenado completo, se todo subconjunto

nao-vazio de A limitado superiormente possui supremo em A.
Proposicao 1.27. Todo corpo ordenado completo é arquimediano.

Demonstragio. Seja A um corpo ordenado completo. Suponhamos que A nao é arqui-
mediano. Isso implica que o conjunto IN € A ¢é limitado superiormente. Entao, existe
B = supIN. Logo, para todon € N, n+ 1 < 3, e dai temos que n < J — 1. Isso signi-
fica que § — 1 é uma cota superior de IN que é menor do que o supremo de IN, o que é
absurdo. O



NUMEROS REAIS

A seguir, faremos a construgdo do conjunto dos nimeros reais e para tanto foram

utilizados como suporte Aragona (2010) ¢ Kemp (2016).

2.1 MOTIVACAO INTUITIVA

Intuitivamente, consideramos como um numero real, seja ele racional ou irracional, e
que por simplificacdo consideraremos positivo, sao aqueles representados por uma expres-

sao decimal do tipo:

— ai az as a4 .
a=ay+ 15+ 15z T 15t 197 T em que a; 2> 0

Considerando que ja dispomos de Q e suas propriedades, ao tomarmos um « € Q a
sequéncia de nuimeros inteiros formada pelos termos a; Vi € IN sera sempre periddica e,
eventualmente, constante a partir de um indice n. Entao nos interessa todos os casos em

que a € Q e, para este caso, qualquer que seja m € IN teremos:
aFag+ B+ {E A+ A

Contudo, quanto maior m, mais proxima do valor real o a expressao acima se tornara.
Por exemplo, ao tomarmos o nimero ¢ = 1,618... estamos dizendo que ¢ é o nimero real

que até a 3% casa decimal se aproxima da sequéncia

Em outras palavras, estamos afirmando que
¢ —1,618] < 1073

Por exemplo, se quiséssemos uma aproximagao mais apurada para ¢, poderiamos

desenvolver a sequéncia, a seguir, de niimeros racionais até a 20 casa decimal
1; 1,6; 1,62; 1,618; 1,6180; 1,61803; 1,618033; 1,6180339; 1,61803398; 1,618033988; ...

Conforme citamos anteriormente, quanto maior for m, ou seja, a quantidade de casas
decimais, melhor serda a aproximacao de ¢. Além disso, note que esta nao é a tUnica

sequéncia de niimeros racionais que nos aproximam de ¢. Outro exemplo é:

10
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Além dos exemplos citados, existe uma infinidade de sequéncias de niimeros racionais
distintas que podem nos aproximar de ¢, sendo que nenhuma delas é preferivel em relagao
as demais, ja que o inicio da sequéncia é irrelevante - o que realmente importa é para onde
ela se aproxima.

Seguindo a ideia apresentada, de que sequéncias distintas de niimeros racionais podem
nos levar a aproximagoes de um mesmo numero real, definiremos que um nimero real
a serd o conjunto de todas as sequéncias de nimeros racionais que se aproximam de
«, tais que o moédulo da diferenca entre os termos m e n da sequéncia termos sejam

arbitrariamente pequenas, desde que tomados m e n suficientemente grandes.

2.2 SEQUENCIAS DE CAUCHY

Partindo de nossa nog¢ao intuitiva, inicialmente precisamos formalizar o que sdo sequén-

cias racionais.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de niimeros racionais, a qual chamaremos de sequén-
cia em Q ¢ uma funcio f: IN — Q que associa niumeros naturais n a numeros racionais
an. Usualmente, denotamos tal fun¢do por n — ay, e deste modo, os termos da sequéncia
sio {ay,as9,...} e a indicaremos, por simplicidade, por (a,) ou an, quando ndo houver

possibilidade de confusdo.

No restante deste trabalho a palavra "sequéncia'refere-se a "sequéncia em Q".
Nés estamos interessados no comportamento das sequéncias a,, quando tomamos um

n suficientemente grande aos nossos propositos e, por isso, definimos:

Definigao 2.2. Uma sequéncia racional (ay) tem limite L racional e o notaremos por:
lim a, = L ou a, — L quando n — o0
n—oo

se para cada € > 0 ezistir N € N tal que se n > N entdo |a, - L| < E. Neste caso,

dizemos que a, tende a L.

Isso significa que uma sequéncia é limitada a L se pudermos fazer com que os termos
an sejam tao proximos de L quanto quisermos, ao tomarmos n suficientemente grande.
Quando 1i_>m a, existe, dizemos que a sequéncia converge. Caso contrario, dizemos que

n—oo

a sequéncia diverge. Em tempo, vejamos um caso particular da defini¢cdo acima:

Uma sequéncia racional (a,) tende 0 se para cada € > 0 existir wm natural corre-

pondente N tal que se n > N entio |ay| < E. Simbolicamente, representamos: a, — 0.
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Algumas destas sequéncias nao convergem para nimeros racionais, embora seus termos
fiquem cada vez mais p’roximos, quando tomamos um n suficientemente grande. Veja,

por exemplo, uma sequéncia de niimeros racionais que se aproxima de 7:
3; 3,1; 3,14, 3,142; 3,1416; 3,14159; ...

Apesar da sequéncia acima nao tender a nenhum nimero racional, percebemos que a
sequéncia vai aumentando um algarismo da representacao decimal de 7 a cada termo e,
deste modo, a diferenca entre os termos finais fica cada vez menor. Este é um exemplo

do que chamamos de Sequéncia de Cauchy, cuja defini¢ao sera dada a seguir.

Defini¢ao 2.3. Uma sequéncia racional (a,) é dita de Cauchy se dado um racional

E >0, existe um N € IN tal que para qualquer m, n > N, |a, — ap| < E.
A seguir, provaremos alguns resultados sobre as sequéncias de Cauchy.
Teorema 2.4. Toda sequéncia convergente em Q é de Cauchy.

Demonstracdo. Por hipdtese, sabemos que a sequéncia racional a,, — ¢ e isso significa
que dado o racional £ > 0, existe um N € N tal que |a, — ¢q| < % , para n > N. Assim,

para n,m > N, pela desigualdade triangular, temos:

|an — am| = |(an — ¢) + (am = @)| < |an — g + |am — q| < %Jr% =£.
E portanto, a, é uma sequéncia de Cauchy. O]
Proposicao 2.5. Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente em Q.

Demonstragio. Considere a seguinte sequéncia de aproximagcoes racionais para 7:

3;3,1; 3,14; 3,1415; 3,14159, ...

Nesta sequéncia, ao tomarmos & = %, entao |a, — am,| < € quando m,n > 1.

De mesmo modo, ao tomarmos £ = %.0, entao |ay, — ap| < € quando m,n > 2, e assim
sucessivamente.

Podemos observar que tal sequéncia ¢ de Cauchy, contudo nao converge a nenhum ntimero

racional. [
Teorema 2.6. Toda sequéncia racional de Cauchy é limitada.

Demonstragio. Suponha a sequéncia racional (ay,) de Cauchy. Ao tomarmos £ = 1, existe
um N € N, tal que |a, - ap| < 1, sempre que m, n > N. Entao, |a, - ay+1| < 1, e pela

desigualde triangular, temos:
|an — an1| 2 |an| = lant1] = |an| < fan —ani1] + [ania].
Como |a, — an+1| < 1, podemos escrever que |ap| < 1+ |ay41|. E isso implica que

lay+1 — 1| < ap < anyy1+ 1, paran > N.
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Agora, definimos

M = ma${|a0|7 |CL1|, |CL2|, o |aN|7 |aN+1 - 1|7 ’CLN-H + 1’}

Entao, se n < N, entdo |ay,| estd na listagem acima e portanto, |a,| < M . Caso
contrario, se n > N, |a,| é menor do que pelo menos um dos tltimos termos da listagem,
entdo também é valido que |a,| < M. Desta forma, temos que M é um limitante da

sequéncia racional (ay,). O

Os teoremas @, @ e @ nos mostram que quanto mais termos uma sequéncia de
Cauchy possui, menor a distancia entre seus termos. Contudo, nem sempre estas sequén-
cias convergem para um numero racional, conforme exemplificamos com 7 e ¢. Assim,
intuitivamente, podemos compreender a construcao do conjunto dos niimeros reais como
um completamento dos racionais. E isso quer dizer que, ela se baseia na ideia de que o
conjunto dos niimeros reais é composto pelas sequéncias limitadas que convergem para os
numeros racionais acrescido das sequéncias limitadas que convergem para outros nume-
r0s, N0 racionais, para os quais estas sequéncias estao tendendo. A estes outros niumeros

denominaremos irracionais.

Sendo assim, mostraremos que o conjunto dos nimeros reais pode ser entendido como
o conjunto das classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy e, desta forma, partiremos
do conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, as quais denotaremos
por Cg e as agruparemos, em classes de equivaléncias, de acordo com o valor para o qual
convergem, pois conforme vimos na sec¢ao ha intimeras sequéncias numéricas racionais
distintas que convergem a um mesmo numero. Para isso, definiremos uma relagao de

equivaléncia sobre tal conjunto.

2.3 CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS PELAS SEQUENCIAS DE CAUCHY

Definicao 2.7. Sejam (ay), (bn) € Cg. As sequéncias ay, e b, sao ditas equivalentes se
an — by, — 0. Ou seja, duas sequéncias sao equivalentes se a diferenca entre elas tende a

zero.
Teorema 2.8. A relagio definida em 2.7 é uma relagio de equivaléncia.

Demonstragao. Para provar que a relagdo definida em é uma relacao de equivaléncia,

devemos mostrar que a mesma é reflexiva, simética e transitiva.

(i) Reflexiva: como a, — a, = 0 e a sequéncia formada por zeros converge para 0, temos

que (ay) estd relacionada a (ay,).
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(i) Simétrica: suponha que (a,) esteja relacionada a (by), logo a, — b, — 0. Como
by — an = —(ap —by) entdo |b, —an| = | — (an — by)|. Entdo, pela definicao ?7

bp, — an — 0 e, portanto, (by,) estd relacionada a (ay,).

(iii) Transitiva: suponhamos que (ay) estd relacionada a (b,) e (b,) esté relacionada a
(cn). Isso implica que a, — by, — 0 e b, — ¢, — 0. Fixado um £ > 0 existe um
natural correpondente N tal que se n > N entdo |a, — by| < % Também existe
um natural M tal que se n > M entdo |by, — ¢,| < % Para cada n > max{N, M},

temos entao que:
lan — cn| = [(an —bp) + (bn — cn)| < |an — bp| + |bp — en| < %4—% =¢.

Ou seja, a, — ¢, — 0, 0 que implica que (a,,) estd relacionada a (cy,). O

Agora, munidos dessa relacao de equivaléncia, definiremos a seguir o conjunto dos

numeros reais.

Definicao 2.9. Os numeros reais sao o conjunto das classes de equivaléncias das sequén-
cias de Cauchy de nimeros racionais, conforme a defini¢ao 2.7, Cada classe de equiva-

léncia corresponde a um numero real. Denotamos tal conjunto por R.

Defini¢ao 2.10. Dado um nimero racional q, denotaremos por [q] a classe de equivalén-

cia correspondente d sequéncia constante (q,q,q, .....) que convergem para q.

Assim, temos uma copia de Q contida em IR.
Precisamos mostrar que ao definirmos o conjunto IR como[2.9|temos um corpo arquime-
diano completo que possui supremo e, por isso, ele se difere de Q. Entao, estabelecamos

duas operagoes e uma relagao de ordem:

Definicao 2.11. Seja s,t € R e sequéncias de Cauchy de nimeros racionais a, e by, tais

que s = [ap] et = [by].
(i) Definimos s+t como a classe de equivaléncia da sequéncia [ayn + by];

(ii) Definimos s-t como a classe de equivaléncia da sequéncia [ay, - by].

Teorema 2.12. As operagoes +, - , denominadas adicao e multiplicagdo, respectivamente,

conforme [2.11] estdo bem definidas.

Demonstragdo. Iniciemos com a operagao (+):

Suponha que [a,] = [cn] e [bn] = [dy], isso significa que a, — ¢, — 0 e by —dy — 0.
Ou seja, fixado € > 0, existem N, M € IN tais que para n > N, |a, — ¢, < % e, para
n > M, |b, —dp| < §. Tomando n = max{N, M}, temos:

[(@n +bn) = (cn+dn)| = [(an = ca) + (by = dn)| < lan —ca| +|by —dn| < §+§ =€
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Entdo, vemos que |(a, + by) — (¢, + dy)| tende a 0, e portanto [a,, + by] = [cn + dy].

Agora, vejamos a operacao (-): Suponha novamente que [an] = [cp] € [bn] = [dn].
Nosso objetivo é mostrar que ay - b, = ¢, - dy, 0 que em outras palavras significa que
|(an - by) — (¢ - dyp)] tende a 0.

Temos que:
p b — Cn - dy = @p by — by - + by -y — Cp - d = by - (@ — ) + ¢ (b — dn)
Assim,

an b = 0 - dnl < 1ou] - an — ol + leal - Ibn — dnl

Como b, e ¢, sao sequéncias de Cauchy, pelo teorema [2.6], existem M, L € IN tais que

|bn| < M e |cn| < L. Agora, tomando um R € IN, maior que M e L, temos:

Por hipétese, a, — ¢, — 0 e b, —d,, — 0, entao, fixado £ > 0, existem N, M € IN tais
que para n > N, |ap — cp| < % e, paran > M, |b, —d,| < %

Tomando n = max{N, M}, temos:

R
Logo, |ay - by — ¢y, - dy| tende a 0, e deste modo, ay, - by, = ¢, - dy. H

Conforme visto acima, temos que IR possui duas operagoes bem definidas, contudo

ainda devemos provar que tais operacoes garantem a IR a estrutura de corpo.

Teorema 2.13. As operagoes definidas em 2.11] garantem a R uma estrutura de corpo.

Demonstracao. Devemos mostrar que sao validas as propriedades apresentadas em 1. 11} 1.12}/ 1.13]

e[ I7

A operagao (+) é associativa, isto é, V]ay], [bn] € [cn] € R, temos:
[an] + [bn + cn] = [an + b + cn] = [an + bn] + [cn]-

A operagao (+) é comutativa, isto é, V[a,], [bn] € R, temos:
[an] + [bn] = [an + bn] = [bn + an] = [bn] + [an].

Existe elemento neutro na operacao (+). Tal elemento é o 0, correspondente a

classe de equivaléncia [0] que contém a sequéncia constante (0). Assim, V[a,]| € R,

é véalido: [a,] + [0] = [an].
e Em R existe oposto aditivo, pois: Seja o = [a,] um elemento qualquer de R.
Consideraremos - « = [—ay]. temos:

a+ (—a) = [an) + [an] = [an — an] = [0] = 0.

A operagao (-) é associativa, isto é, V]ay], [bn] € [cn] € R, temos:

[an] - [bn - cn] = [an by - cn] = [an - by] - [en].
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A operagao (-) é distributiva, isto é, V[ay], [bn] € [¢n] € R, temos:
[an =+ bu] - [en] = lan - cp] 4 [bn - cn] € [an] - [bn + cn] = [an - bu] + [an - cn] -

Seja 1 = [1], determinada pela sequéncia constante (1). V]a,] € R, é valido:

[an] -1 = [ay, - 1] = [ay] Portanto, R é dito unitario.

A operagao (-) é comutativa, isto é, V[ay,], [by] € R, temos:

[an] - [bn] = lan - bn] = [bn - an] = [ba] - [an].

Todos os elementos de R devem ser inversiveis, ou seja, V[a,] € R, tal que a, # 0,
existe [b,] tal que [ap] - [bn] = 1.

Considere a sequéncia de Cauchy a,, tal que [a,] # 0. Isso implica que existe N € N
tal que Vn > N, a,, /4 0.

Agora, seja a sequéncia (by,) definida por b, = 0 para todon < N e b, = (al

para
todo n > N. Entao, (a,) - (by) = (an) -0 = 0 para todo n < N e (ay,) Tz)bn) =
(a”)'(Tln) = 1 para todo n > N.

Note que a sequéncia (1,1,1,...) — (a) - (b)) =1—-0=1,se n < Ne (1,1,1,...) —
(an)-(bp) =1—1=10,sen > N. Ou seja, para n > N, a,-b, = 1 e, entdo
[(an-bn)] =[(1,1,...)] € R. Entéo (by) é o inverso de (ay,).

]

Portanto, ja sabemos que IR, da forma como foi definido, € um corpo. Agora mostremos

que trata-se de um corpo ordenado.

Definigao 2.14. Dizemos que s € positivo se existe uma sequéncia (ay), e AN € N com
an > 0Vn > N tal que s = [(an)] e s # 0. Dados dois nimeros s,t € R, dizemos que
s>t ses—t>0.

Teorema 2.15. R é um corpo arquimediano.

Demonstracio. Seja s,t € R e s,t > 0, precisamos determinar m tal que m-s > t .
Consideremos s = [(an)] e t = [(bp)]. Queremos provar, de acordo com a defini¢do
2.14) que existe N € N tal que para todo n > N é vélido que m - a, — b, > 0 e que
m - ay — by, /4 0.

Suponhamos, por absurdo, que para todo m e NN, existe um n > N tal que m - a, < b,.
De fato, como (b,,) é uma sequéncia de Cauchy, pelo teorema , ¢ limitada. Isso implica
que existe M € Q tal que |b,| < M para todo n. Como Q é arquimediano, temos que
dado um &£ > 0 existe um m tal que % < % Entao, fixado m, se m - a, < b, entao
a, < <M £

Agora, como (a,) também é de Cauchy, existe N tal que para todo n, k > N, |a, —ax| < %
Como, tomamos por hipdtese que existe um n > N tal que m-a, < b,, temos que

an < % < % < % Mas, para todo k > N, temos que ag — a, < %, de onde vemos que,
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ak<an+%<%+§:€.

Assim, ap < & para todo k£ > N. Portanto, ar — 0, contradizendo a hipdtese de que
s = [(an)] > 0 e assim, concluimos que exite algum m € IN tal que m - a,, — by, > 0.
Mostremos agora que m - a, — b, /4 0.

De fato, é possivel que m - a,, — b, — 0, como por exemplo se [(a,)] = [1] e [(by)] =
[m].  Contudo, neste caso, basta tomar o inteiro m + 1. Como [(a,)] > 0, para n
suficientemente grante, é vdlido (m +1) - a, — by, = m - ay + ap — by, > a, > 0. Assim, se
m-ap —by — 0, (Mm+1)-a, — by, 4 0 desde que s = [(an)] > 0. O

Até este ponto, na verdade, nada do que fizemos distingue os conjuntos Q e R. E,
pelas definicoes e[2.10] fica claro que Q C R. O interessante é que isso ocorre de tal
modo que IR preserva todas as propriedades e estruturas algébricas de Q enquanto corpo
arquimediano. Isso signigica que hd um homomorfismo injetor entre o conjunto Q e o

conjunto R, conforme esperado, ja que construimos R partindo de Q.

Adiante, verificamos que Q é denso em IR ou seja, a grosso modo, mostremos que entre

dois ntimeros racionais ha sempre um nimero real.

Teorema 2.16. Dado um numero real v e qualquer £ > 0, existe um numero racional q

tal que |r —q| < €.

Demonstragio. Seja r um ntmero real, r = [(ay,)], onde (a,) ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Logo, dado € > 0, existe N € N tal que para todo m,n > N |, temos que |a, — ay| < &.
Escolhendo algum [ > N, considere o nimero racional ¢, que pode ser expresso por
q = [(a7)]. Entéo, r—q = [(an —a;)] e ¢—r = [(aj — an)] com n € IN. Entdo, para
todos I > N e n > N, teremos (an —a;) < € e (a; — a,) < E. Portanto,|r —¢| < &. O

Ainda na busca de diferenciar os conjuntos Q e R, trataremos de alguns resultados

que auxiliarao nosso entendimento da propriedade da menor cota superior.

Sejam S C IR um subconjunto ndo vazio e M uma cota superior para S. Como S
é nao vazio, seja sg € S. A seguir, usaremos os termos M e sy na construcao de duas

sequéncias: (uy) e (Ip).
e Tomemos ug = M e ly = sp;

e Suponha definidos u, e [,,. Considere a média entre tais termos o ntimero m,, =

2 )

e Se my, é cota superior de S, definimos up11 = my € lnr1 = Uy ;
e Se my nao é cota superior de S, definimos u,+1 = Uy € lp41 = My,

Dado que sy < M, prova-se por indu¢ao que (u,) é uma sequéncia nao crescente, ja que

Unt+1 < up e (1) é uma sequéncia nao decrescente, ja que lp+1 > .
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Lema 2.17. As sequéncias (uy) e (1), conforme definidas anteriormente, sao sequéncias

de Cauchy de numeros reais.

Demonstragio. Da forma como definimos, (,,) é uma sequéncia nao decrescente e limitada
pois I, < M para todo n. Isso implica que (I,) é convergente e, pelo teorema ,
temos que (l,) é de Cauchy. Agora, em relagio a (uy,), note que u, > s para todo
n, e assim, —u, < —sg. Dado que (u,) é ndo crescente, sabemos que (—uy) é nao
decrescente e limitada e, assim como (I,), (—uy,) é de Cauchy e, portanto, (u,) também
¢ de Cauchy. n

Lema 2.18. Toda sequéncia de Cauchy (u,) converge para o nimero real que representa.

Demonstragio. Como (uy,) é de Cauchy, existem n,m > M € IN tal que |u, — up| < %
Ao fixarmos um termo u, na sequéncia (uy,), pelo teoremaexiste um numero racional
qn tal que |up — gn| < %

Note que a sequéncia (g,) é Cauchy, pois ao fixarmos um £ > 0, pela propriedade ar-
quimediana, podemos tomar um N € IN tal que % < % Deste modo, contanto que

n,m > max{N, M}, temos:

|Q71_Qm| = |(Qn_un)+(un_um)+(um_Qm)| < |Qn_un|+|un_um|+|um_
am| <5+5+5=¢.

Entdo, como a sequéncia (gy) é de Cauchy, ela representa um nimero real o = [(g,)].

Agora, devemos mostrar que u, —a — 0.

Seja [, um ndimero real equivalente a uma sequéncia racional constante [(gy)], ou
seja B = [(gn, Gn, qn, ---)]. Pela definigdo de «, temos que (3, — o — 0. Entretanto, por

construcao, u, — B, < % Logo, se 8, — « e uy, — 3, — 0, entao u, — a. n

Temos que (u,) é uma sequéncia nao crescente de cotas superiores para S, que tende

para um numero real . Provemos que « é a menor cota superior para o conjunto S.

Lema 2.19. [, — «.

Demonstragio. Da forma como definimos (uy) e (I,,), se m, é uma cota superior para S,

temos:

_ _ l
un—l—l_ln—i—l—mn_ln—%_

ly = tnzle,

Agora, se m, nao é uma cota superior para S, temos:

Un, +ln __ Un _ln
5 = .

Unt+1 = lnt1 = Up — My = Up — 2
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Isso significa que ug — Iy = 3(M —s), e ug —lp = 3(u1 —lh) = (3)*(M — s), e por

indugao, pode-se verificar que u, — l,, = 27"(M — s).

Entao, desde que M > se2™" < %, pela propriedade arquimediana para R, temos que
para qualquer & > 0 tal que 27"(M — s) < & para n suficientemente grande. Portanto,
Up —lp < 27"(M —s) < € e entdo, u, — I, — 0. Assim, desde que u, — a , teremos
I, — . O

Enfim, chegamos ao climax:
Teorema 2.20. R possui a propriedade da menor cota superior.

Demonstracao. Inicialmente devemos mostrar que a é uma cota superior.
Suponha, por absurdo, que a nao é cota superior. Ou seja, o < s para algum s € S.
Entao, s —a > 0. Tomando um £ = s — « e, desde que u,, — « e seja nao crescrente,
existe um n tal que up, —a < &. Isso significa que up, < a+& = a+ (s—a) = s.
Contudo, u, é uma cota superior para S. Temos uma condradicdo e entdo, o é cota
superior para S.

Também sabemos que para cada n, [, ndo é uma cota superior. Ou seja, para cada
n existe um s, € S tal que l,, < s,. Como a sequéncia (I,) é nao-decrescente e l,, — «,
pelo lema [2.19 temos que dado £ > 0, existe um N tal que paran > N, I, > a — €.
Dessa forma, nenhum ntimero menor do que a pode ser cota superior para S. Logo, o é

a menor cota superior de S. O

Isso conclui nossa construcao do conjunto dos reais: ao longo do texto definimos o
conjunto dos reais como aquele formados por elementos que correspondem a classes de
equivaléncia de sequéncias de Cauhy e mostramos que tal conjunto é um corpo ordenado

e completo.



PROPOSTA DIDATICA

A abordagem sobre niimeros reais na escola basica, tanto no Brasil quanto no exterior,
tem ocorrido de forma insatisfatéria de acordo com Boff (2006). Os problemas surgem jé
na caracterizagao deste conjunto, na forma em que é feita pelos professores e constante
em diversos livros didéaticos. Segundo Rezende (2003) é possivel encontramos a definigao
de ntimero irracional como sendo os reais extraindo-se os racionais e a seguir a definicao
de ntimeros reais como a uniao entre racionais e irracionais, e assim, nao estabelecendo,
de fato, o conjunto. Ripoll (2004) nos mostra que também ¢é possivel encontrar em livros
didéticos, defini¢oes tais como “irracional é todo nimero de representacao infinita e nao
periddica” ou ainda “irracional ¢ todo ntimero que nao pode ser escrito na forma  com
a, b € R e b ndo-nulo”. Estas formas de definicdo do conjunto dos niimeros reais além
de abstratas para alunos da escola basica podem contribuir para uma concepc¢ao equivo-
cada sobre o conjunto ja que, por exemplo, de acordo com a ultima definicao apresentada
pode-se concluir que todos os niimeros sao reais, inclusive os complexos, ja que estes nao
podem ser escritos na forma fracionaria. Além disso, nas defini¢oes citadas parte-se do
pressuposto que os alunos saibam da existéncia de outros nimeros, além do conjunto dos

racionais que é por eles conhecido.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), a abordagem do conjunto
dos reais na escola basica deve ocorrer a partir do quarto ciclo do ensino fundamental,
correspondente ao 8° ano, contudo, no 7° ano os alunos se deparam com um niimero irraci-
onal, ja que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) prevé que o estudo de “Medidas
do comprimento da circunferéncia” e determina que os alunos sejam capazes de “Estabe-
lecer o nimero 7 como a razao entre a medida de uma circunferéncia e seu didmetro, para
compreender e resolver problemas, inclusive os de natureza histérica.” (BNCC, 2017, p.
307). Esta situagdo, na pratica, faz com que os professores citem que “m ” trata-se um nu-

mero irracional, mas o definam como o racional 3,14, sem maiores critérios ou comentarios.

No ensino médio, a analise do conjunto dos reais também nao é aprofundada, se res-
tringindo a uma revisao dos mesmos conceitos, as vezes equivocados, vistos no ensino
fundamental, podendo gerar dificuldades aos estudantes ao atingirem niveis superiores de
ensino. Penteado (2004) aponta que pesquisas nacionais e internacionais mostram que
as dificuldades que os alunos apresentam na compreensao de conteudos tais como limite,
continuidade, derivada e integral de funcoes sdo consequéncia da incompreensao do con-
junto dos reais. Dentre as dificuldades ou equivocos conceituais citados por Penteado

(2004) destacamos: a defini¢do de nimero irracional como sendo infinito ou aquele que

20
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contém infinitos digitos apds a virgula ou ainda que tratam-se apenas de raizes; a ideia
de que duas grandezas sao sempre comensuraveis; a confusao entre niimero irracional e
sua aproximacao, por exemplo tomando e = 2,71; e que as propriedades atribuidas a reta

real continuavam validas mesmo sem 0s nimeros irracionais.

Tais dados suscitam que os ntimeros reais e suas propriedades sao um tema complexo e
de grande relevancia e que, apesar deste contetudo ser trabalhado desde o ensino fundamen-
tal e ocupar um volume consideravel do curriculo educacional, isso ocorre com defazagens
e, em alguns casos, de forma conceitualmente incorreta, desfavorecendo a compreensao
efetiva dos conceitos envolvidos pelos estudantes. Os PCN indicam que a falta de mode-
los materiais que exemplifiquem os irracionais pode ser uma das justificativas para tais
problemas. Ademais, tais obstaculos enfrentados pelos alunos quanto ao entendimento do
conjunto dos niimeros reais e a rasa abordagem do tema na escola basica sao compreensi-
veis a vista que alguns professores também nao possuem verdadeiro entendimento sobre
este assunto. Moreira e Ferreira (1999) realizaram uma pesquisa com 84 alunos do curso
de Licenciatura em Matematica da UFMG e da UFSC e tal apuramento mostrou que
quase 50% associa os nimeros irracionais a “ntmeros indefinidos”, “dificeis de imaginar”

e “nao-exatos”.

Considerando tais questoes, os PCN indicam que o conceito de niimero deve ser traba-
lhado como instrumento na resolucao de problemas. O aluno deve observar que existem
diversos tipos de niimeros (nimeros naturais, negativos, racionais e irracionais) com sig-
nificados diferentes a medida que se depara com situagoes-problema propicias ao trabalho

com cada um deles. Assim, os PCNs sugerem que

Na perspectiva de que o aluno amplie e aprofunde a no¢ao de niimero, é importante colocé-lo
diante de situa¢des em que os niimeros racionais sao insuficientes para resolvé-las, tornando-
se necessaria a consideracao de outros nimeros: os irracionais. Recomendase, no entanto,
que a abordagem destes tltimos ndo siga uma linha formal, que se evite a identificacao do
numero irracional com um radical e que nao se enfatizem os calculos com radicais, como
ocorre tradicionalmente. O importante é que o aluno identifique o ntimero irracional como
um numero de infinitas casas decimais nao-peridédicas, identifique esse niimero com um
ponto na reta, situado entre dois racionais apropriados, reconheca que esse niimero nao
pode ser expresso por uma razao de inteiros; conhega ntimeros irracionais obtidos por raizes
quadradas e localize alguns na reta numérica, fazendo uso, inclusive, de construgoes geomé-
tricas com régua e compasso. Esse trabalho inicial com os irracionais tem por finalidade,
sobretudo, proporcionar contra-exemplos para ampliar a compreensao dos ntimeros. (PCN,
1998, p. 83)

Diante do exposto é certa a importancia de desenvolver o pensamento sobre esse tema,
por parte dos professores, com o intuito de que nao se propaguem conceitos equivocados
e seja feita uma abordagem mais acessivel aos estudantes de nivel basico. Sendo assim,

mostraremos uma outra forma de construir o conjunto dos ntmeros reais - uma forma
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geométrica que valoriza as raizes histéricas deste conjunto e possui menor carater abstrato,

ja que segundo D’Ambroésio (1999)

“As praticas educativas se fundem em estilos de aprendizagem e nas tradigoes, e a histéria
compreende o registro desses fundamentos. Portanto, é praticamente impossivel discutir
educagdo sem recorrer a esses registros e interpretagées dos mesmos. Isso é igualmente
verdade ao se fazer o ensino das varias disciplinas, em especial da Matemaética, cujas raizes

se confundem com a histéria da humanidade”.

Para a construcao geométrica do conjunto dos ntimeros reais, tomaremos como conhe-
cidos o conjunto dos niimeros racionais e suas propriedades e, portanto, consideramos ser
de conhecimento a associagao entre um ntimero racional e os pontos da reta orientada. As-
sim, tomaremos o conjunto de todos os segmentos comensuraveis e incomensuraveis sobre
a reta orientada e definiremos duas operagoes chamadas adi¢do e multiplicacao entre estes
segmentos e mostraremos que tal conjunto é um corpo ordenado completo, que definimos

como reais.

3.1 UM POUCO DE HISTORIA

Contar e medir sdo duas agoes que remontam, ao que podemos dizer, inicio da civili-
zacao, da forma como a conhecemos. Segundo Eves (2002), para as necessidades diarias,
como a contagem de objetos, os nimeros inteiros supriram qualquer demanda, contudo,
para outras atividades, que envolvem, por exemplo, a afericdo de tempo, massa e compri-
mento precisavamos de fragoes, no sentido de uma representagao para partes, ja que nao
é raro realizarmos uma medida que nao seja um nimero exato de vezes de uma unidade
linear. E assim, os niimeros racionais vieram a suprir essa demanda. Definindo os nime-
ros racionais como o quociente g, q # 0, de dois nimeros inteiros as questoes relativas as

medidas, suptiinhamos estar superadas.

O conjunto dos niimeros racionais possui uma representagao geométrica simples, a
saber: em uma reta orientada, marcamos dois pontos distintos O e U e tomamos o seg-
mento OU como unidade de comprimento. Associamos os pontos O e U aos nimeros
inteiros 0 e 1, respectivamente, e deste modo, os niimeros inteiros positivos serao os pon-
tos a direita de O, espagados pela unidade de comprimento definida. De forma analoga,
0s numeros inteiros negativos serao os pontos espacados pela unidade de comprimento
que estao a esquerda de O. Quanto a representacdo dos nimeros fracionarios %, q # 0,
estes serdao os pontos em que tomamos p partes das g partes em foram divididas a unidade.

Essa simples representacao geométrica do conjunto dos racionais, como pontos em uma

reta orientada, nos fez supor que todos os nimeros estariam ali compreendidos. Contudo,
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por volta do século VI a.C, a descoberta de que tal premissa era falsa causou estranha-

mento em alguns matematicos gregos, conhecidos como pitagéricos.

Pitdgoras nasceu por volta de 572 a.c. na ilha de Samos, mas foi em Crotona, na
costa sul de onde, hoje, é a Italia, que ele fundou a Escola Pitagérica, que além de ser
um centro de estudo de aritmética, musica, geometria e astronomia, era também uma
irmandade muito unida por cerimonias e rituais secretos. Hoje, ha poucos registros histo-
ricos escritos do que foi desenvolvido pela Escola Pitagorica e isso, deve-se em muito as
tradigoes da época de transmissao oral do conhecimento. Deste modo, nao sabemos se as
descobretas atribuidas a Pitagoras foram, de fato, realizadas por ele ou por algum mem-
bro da irmandade, pois era comum que as descobertas da irmandade fossem imputadas
ao mestre ou a escola de modo geral. De acordo com Mol (2013) a filosofia de Pitdgoras
e seus discipulos baseava-se na suposicao de que "todas as coisas sdo nimeros'e como
niumeros entenda-se ndmeros inteiros. Assim, os nimeros ocupavam uma posicao de des-
taque, inclusive de carater mistico e isso levou os pitagoéricos a uma exaltagao e ao amplo
estudo da teoria dos niimeros. Nesta época, acreditava-se que dados dois segmentos AB e
C'D sempre seria possivel determinar um terceiro segmento EF que estivesse contido um
niimero inteiro de vezes em AB e outro niimero inteiro de vezes em C'D. Esta suposicao
correponde ao fato de que a medida do segmento EF é submiltipla das medidas dos
segmentos AB e C'D e quando isso ocorre dizemos que estes segmentos sao comensurdveis
AVILA (2006). Inicialmente, esta ideia parece bem coerente, pois poderiamos pensar em
tomar um segmento EF tdo pequeno quanto desejarmos, entretanto essa premissa nem
sempre é verdadeira e, foi justamente esta descoberta que acredita-se ter abalado os pilares
da escola de Pitagoras. Os pitagoricos provaram que nao ha um segmento submultilplo
comum aos segmentos correspondentes ao lado e a diagonal de um quadrado - quando isso
acontece, os segmentos sao ditos incomensurdveis. Em outras palavras, eles perceberam
que nao ha nenhum ntmero racional ao qual corresponda o ponto P da reta no caso em

que OP ¢ igual a diagonal de um quadrado cujos lados medem uma unidade.

Figura 1: v/2 na reta real.

Dizer que nao ha nenhum nimero racional ao qual corresponda o ponto P da reta no
caso em que OP ¢ igual a diagonal de um quadrado cujos lados medem uma unidade,

implica que nao hé solucdo racional para a equacdo 2 = 2. Segue a prova:
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Teorema 3.1. Ndo hd solucio racional para a equacio x> = 2.

Demonstragio. Suponhamos x um numero racional. Entao existem dois niimeros inteiros

p e q, sendo mdc(p,q) =1 tais que x = %.

Entao,
2 _ p\2 _ 2 _ o 2

Isso nos mostra que p? é par e, portanto, p é par. Logo, p? é divisivel por 4, de onde decorre
que 2 - ¢? também é divisivel por 4 e assim, concluimos que ¢® é par e, por consequéncia,
q € par.

Ou seja, concluimos que p e ¢ sdo pares, contradizendo a hipétese de que (p,q) = 1.
Assim, a premissa de que x é um numero racional é falsa. Portanto, ndo ha solucao

racional para a equagio 2 = 2. ]

A principio este resultado parece um tanto quanto singelo, contudo é interessante
observar que ao determinar uma lacuna na reta associada ao conjunto dos racionais,
correspondente ao /2 em linguaguem atual, na verdade os pitagéricos mostraram que hé

infinitas lacunas, ja que todos os miltiplos de v/2 também nao pertencem ao conjunto Q,

V)
1))

O P

conforme mostra a figura 2]

Figura 2: Multiplos de v/2 na reta real.

Entao, a premissa de que a reta estava completamente preenchida pelos niimeros
racionais era falsa. Muito além dos multiplos de /2, por uma construcdo geométrica
similar, é possivel notar a existéncia de outros niimeros que nao sao racionias e cuja prova

de tal fato é similar & realizada em Veja alguns exemplos na figura [3
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il o O
0 1 RN ) 5

Figura 3: Numeros irracionais na reta: \/§, V3 e /5.

Deste modo, novos numeros foram inventados para serem associados a esses pontos
e enfim, preencher, de fato, a reta. Como tais niimeros nao sao racionais, foram deno-
minados ntimeros irracionais, o que significa nimeros nao racionais. A descoberta desses

numeros assinalou um dos grandes marcos da historia da matematica.

A unido dos conjuntos dos nimeros racionais, representados pelos segmentos comen-
suraveis, com os numeros irracionais, representados pelos segmentos incomensuraveis, é o
que denotamos por conjunto dos nimeros reais. A seguir, mostraremos, de forma geomé-

trica, que tal conjunto é um corpo ordenado completo.

3.2 CONSTRUGAO GEOMETRICA DOS NUMEROS REAIS

A construgdao geométrica a seguir foi elaborada com base em Santos (2015).

Definiremos niimero real como a medida de um segmento de reta que esta associado a
um ponto de uma reta orientada. Assim, um ntmero real p é a medida do segmento O P
em relagdo ao segmento unitario OU. Como P ¢é a imagem geométrica do niimero real p,

temos trés possibilidades:
e Se o ponto P = O entao a medida do segmento OP corresponde ao nimero zero;

P
e Se P estiver na semirreta OU entao a medida do segmento OP corresponde aos

nimeros reais positivos, notados por p;

e Se P estiver na semirreta oposta a U entdao a medida do segmento OP corresponde

a0s numeros reais negativos, notados por -p.

Cabe ressaltar que se a medida do segmento OP for comensuravel em relagdo a uni-

dade, correspondente a medida do segmento OU, tratamos dos nimeros racionais. De
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modo analogo, se a medida do segmento OP for incomensuravel em relagdo a unidade,

correspondente a medida do segmento OU, tratamos dos niimeros irracionais.

Definiremos o conjunto dos ntimeros reais, simbolizado por R, como o conjunto for-
mado por estes segmentos de reta, comensuraveis e incomensuraveis em relacao a unidade,
e mostraremos que este conjunto possui as estruturas algébricas de um corpo ordenado

completo. Para isso, iniciemos definindo duas operacdes, pois segundo Avila (2006),

este conjunto precisa ter a estrutura que dele se espera; dai termos de definir nele as ope-
ragoes usuais de adigdo, multiplicacao, etc., e a relagdo de ordem. E devemos fazer isso de
maneira a podermos provar as propriedades usuais (...) que conhecemos e usamos desde o

ensino fundamental.

3.2.1 Operagoes em R

Ao longo do texto, ao notarmos operagoes entre pontos nos referimos a operagoes entre

as medidas dos segmentos formados pelos pontos e a origem fixada da reta orientada.

Adicao

Definicao 3.2. Em uma reta r orientada, sobre a qual esteja fixada a origem O, a unidade
de medida e o sentido positivo, definiremos a adi¢io dos pontos A e B como o ponto C

obtido da sequinte forma:

1. Por um ponto M, ndo pertencente a r, traca-se uma reta s paralela a r. Traga-se a

transversal t1 pelos pontos M e Oy

2. Traca-se uma reta to, paralela a ti, que passe por B. A interseccdo de s e ty € ponto
N;

3. Traga-se a reta t3 que contém os pontos A e M;

4. Traga-se a reta ty, paralela a t3, pelo ponto N. A interseccao de tq e v € o ponto C.
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Figura 4: Definicao de adigdo de A e B.

Tal resultado justifica- se, pois M é um ponto arbitrario e por construcgao s//r e t1//to,
logo OMNB é um paralelogramo e, portanto, OB = MN. Da mesma forma, como s//r e
ts//ts, AMNC é um paralelogramo e assim, AC = MN.

Temos:

A+B=0A+0B=0A+MN =0A+ AC =0C =C.

Propriedades da adicao

(A1) Comutativa: Para quaisquer dois pontos A e B pertencentes a reta r, tem-se que
A+ B =B+ A

(A2) Associativa: Para quaisquer dois pontos A e B pertencentes a reta r, tem-se que
(A+B)+C=A+(B+C).

(A3) Possui simétrico: Para todo ponto A pertencente a reta r, existe um ponto simé-

trico —A, também pertencente a r, tal que A+ (—A) = 0.

(A4) Possui elemento neutro: Existe um ponto X pertencente a reta r tal que A+ X =
A, para qualquer A pertencente a r. Esse ponto X é a origem da reta r, que

denotamos por O.

Demonstragio. (A1) Comutativa: Considere a reta orientada r e os pontos A e B sobre
ela. Por construcao, conforme a definicao [3.2] ao efetuamos a soma A 4+ B, para
a qual utilizamos a reta s//r e as retas transversais ti, ta, t3 e t4, tal que t1//to

e t3//ts4, representadas em azul e a soma B + A, para a qual utilizamos as retas
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transversais t1, th, t5 e tj, de modo que t1//th e t5//t}, representadas em vermelho.

Note que, em ambos os casos, obtemos o mesmo ponto C.

Figura 5: Propriedade comutativa da adicao.

(A2) Associativa: Considere a reta orientada r e os pontos A, B e C sobre ela. Denota-
remos por D a soma A+ B e por E a soma B + C, realizadas conforme a defini¢ao
. Agora, de forma andloga, utilizando a reta s//r e as retas transversais t1, ta,
ts e ty, tal que t1//ty e t3//ty, representadas em azul, efetuamos a soma D 4 C' e
utilizando as retas transversais t1, t5, th e t}, tal que t1//t5 e t5//t), representadas

em vermelho, efetuamos a soma A + F. Veja que determinamos o mesmo ponto F'.

Figura 6: Propriedade associativa da adicao.

(A3) Possui simétrico: Para determinarmos o simétrico de um ponto A pertencente a
reta r, basta utilizarmos a definigdo de soma apresentada em [3.2] considerando a

condigao de que A + (—A) = 0. Deste modo, efetuamos a seguinte construgao:
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Figura 7: Elemento simétrico aditivo.

Como s//r e t1//ty e t3//ts, novamente —AONM e OAN M sao paralelogramos e
assim, —AO = NM = OA.

(A4) Possui elemento neutro: Considere a reta orientada r e o ponto A pertencente a
ela. Novamente, utilizaremos a defini¢do da operacao de adi¢do apresentada em [3.2]

associada ao fato de que a A+ (—A) = 0. Assim, temos a seguinte construgao:

Figura 8: Elemento neutro aditivo.

Como hé apenas uma reta definida por dois pontos e uma Unica paralela a ela por
um ponto determinado, temos que t; = t4 e t3 = t3. A intersecao das retas t4 e

r sera o ponto X, que representa o elemento neutro da soma, ou seja sera o ponto O.

]
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Multiplicacao

Definigao 3.3. Em uma reta r orientada, sobre a qual esteja fizada a origem O, a unidade
de medida de medida OU e o sentido positivo, definiremos a multiplicagdo dos pontos A

e B como o ponto C' obtido da sequinte forma:

1. Por um ponto M, nao pertencente a r, traca-se uma semirreta s com origem em O;
2. Traca-se o segmento UM ;

3. Por B, traca-se uma reta ty paralela a UM. Denotaremos por N a intersec¢ao de s

com t1;
4. Traga-se o segmento AM ;

5. Por N, traca-se uma reta to paralela a AM. O ponto C' serd a intersecgdo de r com

t9.

Indicaremos o produto de A por B como C na forma A-B = C.

Figura 9: Definicao de multiplicagdo de A e B.

Tal resultado justifica- se, pois s é uma reta arbitraria e por construcao UM //BN e
AM//CN. Assim, pelo teorema de Tales, o triangulo OMU é semelhante ao tridngulo
ON B e o triangulo OM A é semelhante ao triangulo ONC' e portanto, temos:

onf
ON

o4 _ on
ocC ON

s
Sk
I

Donde,

S
S
|

;_%HOC:OA-OBHC:A-B

Q
W
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Propriedades da multiplicagao

(M1) Comutativa: Para quaisquer dois pontos A e B pertencentes a reta r, tem-se que
A-B=DB-A.

(M2) Associativa: Para quaisquer dois pontos A e B pertencentes a reta r, tem-se que

(A-B)-C=A-(B-0).

(M3) Possui inverso: Para todo ponto A pertencente a reta r, com A # O, existe um

ponto A~ também pertencente a r, tal que A- A~ = OU = 1.

(M4) Possui elemento neutro: Existe um ponto X pertencente a reta r tal que A- X =
A, para qualquer A pertencente a r. Esse ponto X é a unidade de medida da reta

r, ou seja, o ponto U.

(M5) Distributiva em relacio a adigao: Para quaisquer pontos A, B e C pertencentes
areta r, tem-se A- (B+C)=A-B+ A-C.

Demonstra¢io. (M1) Comutativa: Considere os pontos A e B pertencentes a reta r.

Faremos a construcao, conforme a deﬁnigéodos pontos C e ' tais que C = A- B,

em azul e de ¢! = B - A em vermelho.

Figura 10: Propriedade comutativa da multiplicacao.

Note que os pontos C' e C’ sao coincidentes, logo A- B = B - A.
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(M2) Associativa: Considere trés pontos A, B e C sobre a reta r orientada. Denotaremos
por D = A-BeFE = B-C os produtos ja efetuados, conforme a defini¢ao 3.3} sendo
que tais construgoes estao representadas pelas retas pontilhadas. Determinamos o

ponto I tal que ' = D -C, em azul e o ponto F’ tal que I/ = A- E, em vermelho.

Figura 11: Propriedade associativa da multiplicacao.

As construgoes foram realizadas, novamente conforme a [3.3] e podemos observar
que os pontos F' e F’ sdo coincidentes. Logo, F' = F/ «+— D-C = A-E +—
(A-B)-C=A-(B-C).

(M3) Possui inverso: Considere um ponto A sobre a reta r orientada. Para determinar
o inverso multiplicativo substituiremos os dois ultimos passos da definic¢ao |3.3| por:
4. Traga-se uma reta por U e N.

5. Por M, traca-se um reta to paralela a UN, o ponto A™! serd a inteseccdo de

to er.
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Figura 12: Determinagao do inverso multiplicativo.

A construcao acima, descrita para determinacao do inverso multiplicativo, apoia-
se na semelhanca dos seguintes tridngulos: OA~'M = OUN e OUM = OAN e,

portanto temos:

Q
o
|
QIS
=S
NS
|
QIS
Ss

Donde,

A OA T A A1=1

_ 0A1 o1
= %0 +«—— 00U =

S

(M4) Possui elemento neutro: Considere um ponto A sobre a reta r orientada. Para

determinar o elemento neutro multiplicativo substituiremos os dois tltimos passos

da definicao [3.3] por:

4. Traga-se a reta to, definida pelos pontos A e N. Note que t5 é coincidente a ty;

- —
5. Por M, traga-se um reta t3 paralela a AN. Observe que t3 é coincidente a UN.
A interseccao de t3 com r serd o ponto correspondente ao elemento neutro, ou

seja, o ponto U.
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(M5)

Figura 13: Determinacao do elemento neutro multiplicativo.

Assim, o elemento neutro da multiplicacao serd a unidade definida. Associaremos

tal ponto ao 1.

Distributiva em relacao a adigao: Para mostrarmos que para quaisquer pontos
A, B e C pertencentes a reta r, tem-se A- (B+C) = A- B+ A-C, denotaremos
por D o ponto tal que D = B + (', sendo esta operacgao realizada, em pontilhado,
conforme a defini¢ao[3.2] A seguir, em azul, efetuaremos o produto A - D, conforme
a definigao [3.3] Veja que determinaremos o ponto G.

Para melhor visualizacao, refletiremos as retas s e p em relagdo a r para realizagao
dos produtos A- B e A-C, que realizaremos em vermelho.

De acordo com a definicao determinaremos os pontos E e I, taisque E = A- B
e FF= A-C e depois, pela definicao o ponto G’ tal que G’ = '+ F. Veja que

os pontos G e G’ sao coincidentes.
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Figura 14: Propriedade distributiva.

Logo,

G=G+—>A-D=FE+F<+—A-(B+C)=(A-B)+(A-C)

Agora, munidos de duas operagoes, estabelacamos um relacao de ordem.

3.2.2  Relagao de ordem em R

Da forma como definimos um ntmero real, na se¢ao deixamos implicita a relagao
de ordem deste conjunto.
Seja P um subconjunto dos elementos positivos de IR. Entao P é o conjunto de pontos
a direta da origem, que estd associada ao 0, da reta orientada, e —IP o conjunto dos
simétricos de IP. Veja que IR corresponte a uniao disjunta entre P, —IP e 0.
Geometricamente, isso significa que um ponto qualquer esta a direta, a esquerda ou sobre
a origem da reta orientada. Algebricamente, significa que todo ntimero real ou é positivo,

ou negativo ou ¢é zero. Assim,
e Dado x € R, temos que x = 0, ou & = positivo ou —x = positivo

e Paratodoz,ye P+ zx4+yecPex-yecl.
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Com isso, podemos definir a relagdo de ordem (<) em R de tal modo que = < y

signifique que y — x € P. A rigor:

Definigao 3.4. Considere uma reta r orientada e os pontos A e B pertencentes a ela.

Definiremos:
e A ¢ menor do que B se A estiver a esquerda de B e notaremos por A < B;
e A ¢ igual a B se A coincidir com B e notaremos por A = B;
e B ¢ menor do que A se B estiver a esquerda de A e notaremos por B < A;

Sobre a definicao , sao validas as seguintes equivaléncias: Se A < B, entao B —
A € P, ou seja, a semirreta AB tem orientacao positiva e a semirreta oposta, BA tem

orientagao negativa. Se B < A, o contrario.

Proposigao 3.5. Dados dois pontos A e B pertencentes a reta r orientada, ocorre uma

e apenas uma das trés possibilidades:
A< B, A=B, B<A.

Demonstracio. Sejam A e B dois pontos quaisquer sobre a reta r. Ha apenas duas
possibilidades: A = B ou A # B.

Se A = B nao ha o que provar. Se A # B, entdao ou A < B ou B < A. Mostremos que
tais opgoes se excluem mutuamente: suponhamos que A < B e B < A ocorresm de modo
simultaneo. Se A < B entao /@ possui sentido positivo e se B < A entao ﬁl possui
sentido positivo. Um absurdo, pois as semirretas 1@ e B—/Zl sao opostas. O

Proposigao 3.6. Dados trés pontos distintos A, B e C sobre a reta orientadar, se A < B
e B<C entio A<C.

Demonstracio. Se A < Bentao B— A€ P ese B < C entdao C — B € [P. Sabendo que
a soma de dois niimeros positivos é positiva, temos:
(B-A)+(C-B)=B-A+C-B=C-A
Entao C' — A € P e, portanto, A < C. m
Com isso, mostramos que da forma como foi definida, a relagdo de ordem preserva a

ordem ja existente em Q, bem como todas as propriedades usuais das racionais e assim,

concluimos nossa construcao.



CONCLUSOES

Os conceitos relativos aos niimeros reais transitam por diversas areas da matematica,
portanto compreendé-los é essencial. Procuramos apresentar tal assunto de uma forma
didatica visando o aprimoramento do docente da escola basica, por esta razao iniciamos
garantindo as bases algébricas para a compreensao do texto e a seguir fizemos uma cons-
trucao rigorosa do conjunto dos nimeros reais, por meio das classes de equivaléncia das
sequéncias de Cauchy. Acreditamos que estes capitulos proporcionam uma fundamenta-

¢ao solida, acerca do tema, aos professores de nivel basico.

Quanto a proposta didatica, motivados pelas questoes educacionais acerca dos niimeros
reais na escola basica e suas implica¢oes nos estudos em nivel superior, apresentamos uma
forma geométrica de definicdo do conjunto real, que acreditamos ser uma representacao
mais atraente e inteligivel ao estudante e, por isso possibilita uma melhor compreensao
dos conceitos pertinentes ao conjunto real. Entretanto, nao indicamos que tal proposta
de apresentacao do conjunto seja feita de uma s6 vez. Conforme ja citamos, os PCN e a
BNCC indicam que os primeiros contatos com o conjunto real acontecam no quarto ciclo
do ensino fundamental, e para esta etapa acreditamos que a sedimentacao da ideia de
que os nimeros racionais nao preenchem a reta orientada, da associacao dos racionais aos
segmentos de reta comensuraveis e dos irracionais aos segmentos incomensuraveis, do posi-
cionamento de cada um destes niimeros sobre a reta real e a correta definicdo de niimeros
irracionais, e por consequéncia, do conjunto real sdo apropriadas. Quanto a demonstracao

das propriedades algébricas, recomendamos que seja aplicada a alunos do ensino médio.

Esperamos que este trabalho, de modo singelo, motive e seja uma fonte de consulta

para docentes.
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