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RESUMO

Neste trabalho faremos uma abordagem introdutoéria sobre Equagoes Diferenciais Or-
dindrias, trazendo suas premissas historicas as principais defini¢goes, resultados e métodos
de resolugao. Em nossos exemplos abordaremos problemas de areas diversas como fisica,
matematica financeira, crescimento demografico, desde sua modelagem até sua solucgao.
Esses exemplos sdo comumente usados em aulas do ensino médio, de uma forma mais
superficial. Além disso, iremos propor uma abordagem de conceitos fisicos importantes
envolvidos no estudo do movimento retilineo uniforme (MRU) e do movimento retilineo
uniformemente variado (MRUV), usando nog¢oes intuitivas e conceitos basicos de EDOs.
Essa traz consigo uma importante sugestdo de como fazer a conexao entre o estudo de
fungoes e o das férmulas fisicas envolvidas nesses contextos. Acreditamos que, ao serem
tratados de forma conjunta, ambos os assuntos ganham maior significado para o aluno,
que, além de tudo, sera colocado diante do forte elo que existe entre as disciplinas de um
nucleo comum.

Palavras-chave: 1. Equacoes Diferenciais Ordinarias. 2. Modelagem. 3. Fungoes. 4.
Taxas de variacao. 5. Equagoes horarias do MRU e MRUV.

viii



ABSTRACT

In this work we will introduce an introductory approach on Ordinary Differential Equa-
tions, bringing its historical premises, the main definitions, results and methods of re-
solution. In our examples we will address problems from diverse areas such as physics,
financial mathematics, demographic growth, from modeling to solution. These examples
are commonly used in high school classes in a more superficial way. In addition, we will
propose an approach of important physical concepts involved in the study of uniform rec-
tilinear motion (MRU) and uniformly varied rectilinear motion (MRUV), using intuitive
notions and basic concepts of ODEs. This brings with it an important suggestion of how
to make the connection between the study of functions and that of the physical formulas
involved in these contexts. We believe that when they are handled together, both subjects
gain more meaning for the student, who will, moreover, be placed before the strong link
that exists between the disciplines of a common core.

Keywords: 1. Ordinary Differential Equations. 2. Modeling. 3. Functions. 4.
Variation rates. 5. MRU and MRUV hourly equations.
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INTRODUCAO

Equacoes Diferenciais é uma das subareas da Analise Matematica que mais tem se des-
tacado nos tltimos 300 anos. Este fato certamente deve-se ao grande nimero de problemas
da area de ciéncias no qual o entendimento destas equacoes tem papel fundamental. A
construcao da teoria sobre tais equagoes esta intimamente associada ao desenvolvimento
geral do calculo, apds a formalizagdo e o entendimento do conceito de derivadas, estas
vieram de maneira natural.

Para entendermos melhor como essa teoria comecgou a ser estruturada, devemos vol-
tar nossos olhares para o final do século XVII, época na qual ocorreu um dos maiores
avancos na matematica, o desenvolvimento do Calculo. Com o objetivo de dar sentido as
intuigbes e observagoes sobre os problemas estudados, o fisico Isaac Newton (1642-1727)
e o matematico Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716), sistematizaram entao o que hoje
chamamos de Céalculo Diferencial Integral. A partir dai reproduzir fendmenos naturais
ganhou uma outra diretriz, dando assim origem a Teoria das Equagoes Diferenciais.

Os estudos nessa area foram ganhando importancia de acordo com que os matemé-
ticos e fisicos entendiam melhor o Calculo, grandes problemas da época exigiam que se
entende-se muito bem o conceito de taxa de variagdao, e como esse se relacionava em uma
equagao. Varios problemas de outras areas da ciéncia (Quimica, Biologia, Engenharia, en-
tre outras), fizeram com que Equagoes Diferenciais se tornassem um ramo da matematica
a ser explorado. Com o passar do tempo a matematica foi se aprofundando e novas du-
vidas foram se formando, dividas as quais ndo tinham suas necessidades atendidas com
os conceitos até entao desenvolvidos. Dar um maior rigor ao Célculo era fundamental
para continuar a evolugao dos estudos, e isso se deu no século XVIII, quando a Anélise
Matematica comecgou a ser desenvolvida. Os estudiosos das Equacgoes Diferenciais encon-
traram um caminho para seguir e avancar seus estudos, a visao quantitativa das solugoes
deu lugar para um olhar qualitativo.

As solugoes das Equacgoes Diferenciais sao fungoes, logo, para analisarmos estas é pre-
ciso ter um entendimento mais profundo a respeito das fungoes e suas propriedades. Sendo
este um assunto ja estudado no ensino médio, acreditamos que as Equacoes Diferenciais
podem ser grandes instrumentos de motivagao dos alunos no estudo deste topico.

Este trabalho terd como énfase o estudo introdutério das Equagoes Diferenciais Or-
dindrias (EDOs) de primeira ordem e de segunda ordem, apresentando alguns métodos
existentes para resolucao de alguns tipos destas, e algumas de suas interessantes aplica-
¢oes. As situagoes escolhidas para exemplificar os métodos, em geral, estao ligadas a
contetidos estudados no ensino médio. Com isso, daremos uma ferramenta a mais para a

abordagem desses problemas.



SUMARIO

Nos Capitulos 1 e 2 do trabalho assumiremos que o leitor tem familiaridade com os
conceitos de fungoes, séries, limites, derivadas ordinarias, derivadas parciais, integral de
Riemann, e das relagoes existentes entre estes conceitos. Para uma rapida revisao destes
conceitos indicamos [14] e [15].

No primeiro capitulo trazemos uma visao geral sobre a historia das Equacoes Diferen-
ciais, descrevendo um pouco sobre os estudos que deram base a essa teoria, quem sao seus
precursores e quais ideias levaram esses matemaéticos e fisicos da época a ampliar seus
horizontes e elevar a matematica desenvolvida até entao.

O segundo capitulo foi subdividido em trés se¢oes. Na primeira se¢ao apresentaremos a
classificagdo dessas equagdes, na segunda se¢ao temos como principal premissa apresentar
as EDOs de primeira ordem e como sdao desenvolvidos métodos de solugoes para alguns
tipos particulares desta. Apresentaremos modelos para esses tipos de equagoes usando
como exemplo assuntos que sao pontos de discussao nas aulas de fisica e matematica
no ensino médio, como crescimento populacional, matematica financeira, resfriamento de
corpos e circuitos elétricos. A terceira sec¢ao traz uma abordagem para EDOs lineares
de segunda ordem, explorando métodos de solugao para tipos particulares destas, dando
énfase em modelos que também estao presentes nos contetidos abordados no ensino médio.

Ao final pretendemos apresentar uma sugestao de como introduzir Equagoes Diferen-
ciais como instrumento de motivacao para o estudo das fungdes polinomiais de primeiro
e segundo grau ja no Ensino Médio, usando com ferramenta ideias intuitivas do Calculo
Diferencial e Integral, introduzindo as féormulas do MRU e MRUV como solucao de EDOs
de simples resolucao através do estudo da taxa de variagao das fungoes de primeiro e
segundo grau. A ideia é despertar o interesse pelo estudo qualitativo e quantitativo das
fungoes, mostrando a importancia destas como objeto matematico abstrato, bem como
a sua aplicabilidade no ensino de tépicos da Fisica. Ressaltamos que esse modelo suge-
rido, pode ser estendido para o estudo de outras func¢des como por exemplo a func¢ao

exponencial (ver modelo obtido para juros compostos na Aplicagao .



CONTEXTO HISTORICO

Neste capitulo iremos apresentar e apontar uma visao historica geral sobre os estudos
que deram base ao surgimento destas equagoes como objeto de pesquisa, quem sao seus
precursores e quais as principais ideias que levaram esses pesquisadores a voltarem seus
olhares para esta nova ferramenta matematica. As informagoes histéricas contidas neste

texto podem ser encontradas com maiores detalhes nas referéncias [4] e [5].

1.1 O CALCULO AOS OLHOS DE ISAAC NEWTON

Motivado pela vontade de entender melhor o movimento dos corpos, o fisico e ma-
tematico Inglés, Isaac Newton (1643 - 1727), conseguiu de forma brilhante sistematizar
as ideias do que hoje conhecemos como Célculo Diferencial e Integral. Newton desen-
volveu estudos relacionando os conceitos de tangéncia em curvas, drea sob curvas, taxa
de variacao, entre outros, nos quais provou novos resultados e conseguiu reunir, aprimo-
rar e conectar resultados de varios estudiosos entre os mais citados temos Arquimedes (
287 a.C. — 212 a.C.), Johannes Kepler (1571-1630), Pierre de Fermat (1601-1665), John
Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Cada um destes tem uma inestiméavel
contribuicao para o desenvolvimento do Calculo, a saber:

Arquimedes - Usava o método da exaustao (o qual ele creditava a Eudoxo-370 a.C)
para o calculo de areas e volumes. Tal método equivale ao Célculo Integral e se baseia
na ideia de que uma grandeza pode ser subdividida indefinidamente. Em seus estudos ja
retratava o que hoje em dia vemos de forma mais rigorosa nos livros de Célculo;

Johannes Kepler - Segundo Eves, em [4], "Kepler utilizou o processo de integracao
(pensado por Arquimedes) para calcular as dreas envolvidas na sua sequnda lei do movi-
mento planetdrio, e também para calcular os volumes de que se ocupou em seu tratado
sobre a capacidade dos barris de vinho. Apesar das objecoes levantadas sobre seu trabalho
do ponto de vista do rigor matemdtico, consequiu resultados corretos, e de maneira bem
simples, e seus métodos sao utilizados até hoje por fisicos e engenheiros”,

Pierre de Fermat - Conseguiu estabelecer um método para encontrar os pontos de
maximo ou de minimo de uma funcao e encontrou uma forma para determinar a tangente
no ponto de uma curva cuja equacao ¢ conhecida;

John Wallis - Usou séries em andlise e considerou, pela primeira vez, as conicas como
curvas de segundo grau. Além disso, explicou de uma maneia razoavel o significado dos

expoentes zero, negativos e fraciondrios, e introduziu o simbolo do infinito (0o);
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Isaac Barrow - Explorava problemas envolvendo velocidades variadas e foi o primeiro
a identificar que a diferenciagdo e a integracao sao operagoes inversas uma da outra.

Mesmo conhecendo todos estes resultados, segundo Eves, em [4] "faltava a criagao de
um simbolismo geral com um conjunto sistemdtico de regras analiticas formais e também
um redesenvolvimento, consistente e rigoroso, dos fundamentos da matéria.”

Newton desenvolveu um método que chamou de "método dos fluxos", segundo Eves,
em [4] "...nesse trabalho considerou que uma curva era gerada pelo movimento continuo de
um ponto, feita essa suposicdo, a abscissa e a ordenada de um ponto gerador passam a ser,
em geral, quantidades varidveis. A uma quantidade varidvel ele dava o nome de fluente
(uma quantidade que flui) e a sua taxa de variagao dava o nome de fluxo do fluente. Se um
fluente, como a ordenada do ponto gerador, era indicada pory, entdo o fluxo desse fluente
era denotado por . Em notacao moderna esse fluro equivale a %, onde t representa o
tempo. A despeito dessa intromissao do tempo em geometria, pode-se excluir a ideia de
tempo, admitindo-se que alguma quantidade, digamos, a abscissa do ponto movel, cresca
de maneira constante. FEssa taxa de crescimento constante de alguma fluente é o que ele
chamava fluxo principal, podendo o fluxo de qualquer outro fluente ser comparado com
esse fluxo principal. Newton indicava o fluxo de y por § e assim por diante. Newton
fez numerosas e notdveis aplicagoes de seu método dos fluxos. Determinou mdximos e
minimos, tangentes a curvas, curvaturas de curvas, pontos de inflexdo e convexidade e
concavidade de curvas; aplicou-o também a muitas quadraturas e retificacoes de curvas.”

Em 1686, Newton publicou a obra Philosophiae naturalis principia mathematica (Prin-
cipios matemaéticos da filosofia natural), obra que contém algumas ideias do Calculo e
Fundamentos da Fisica. Foi somente em 1736 (ap6s sua morte) que a obra Methodus
fluzionum et serierum infinitarum (Métodos dos fluxos e séries infinitas), foi publicada.
Nesta Newton expoe todas as suas ideias a respeito do método das fluzoes. Esta foi escrita
em 1671 mas s6 foi publicada em 1736 . Na Figura[I] temos uma foto de uma das paginas
de seu trabalho.

Posteriormente, outros matematicos melhoraram seus resultados, mas coube a Newton
a chave que abria para um novo horizonte. Sua contribuigao ¢ tao gigantesca que, segundo
Eves, em [4], Leibniz dissera "Tomando a matemdtica desde o inicio do mundo até a época

em que Newton viveu, o que ele fez foi, em grande escala, a metade melhor'.



6

’

1.1 O CALCULO AOS OLHOS DE ISAAC NEWTON

Jo UoRTIIEANE ail 1Y
=117y 2443 AROE UOTIEe ‘rv?u.
~EUO AR AU Y u.-._m-ﬂ
Wi sy apge “Avnoopa
PRIEIHR0E U Ik IV LR
wiogg Sugpaasoxd gy yutod up
Jo wonakl A1y 4G P ¢
—fs W ymagapendgaga esnany
LoD o A st
-PUBGIp 2134 W1 SOU P
“HTHEIE 20 .E..c.:ﬁ_uﬂ_u_.
b S 37 A[ELT S J6 MEAIN) M 1O Al
H.m_:_ﬂu__..”._ma u._s.m:v a.u.sm n_n_ 3 og Cawncy agy jo sund wangpp
g..uame.m-ﬂﬂ:—._ “51a{ 40 230U posiza 1 3 5€ 20 *apqrabaut a 1o
Srows 5 3 ST WO S umw | i) S8 SeAG F
anann diw 6 e
wnf o 7o Hnpoenyy 24 fo GyEilg M g oL
A Hodd
T
e 2 puz @ s D au G pUE D MY
ns—.u.nﬂow_.np_...ﬂ_...w__a nok puE P B D) Y pue n.u.m. Y |
2y 1AV ONTW 0L NIRRT 3O SHIPTY 2K s6f F-gE
— L0 fp—ge— £ — MY ([R50 2 =S NI P

L)
‘o= Sugodiiny moxy x— g — H— I — e (190

£q puneg) 14 jo onpry Hp o = xK — 2T |mH
wopTnba] 31 £ Pougap ‘PONPE0D ) J0J JUMEL B U
b SAIAAG BLINIIN] pee

“LENGRAL SHIE D o gyey eXEae 2 [ 2ames
=300} 3O SMpTY oY) rjqut puc »._Bu.—&._hﬁ-}.._ ._w Eom__w_! EL LR
O PMY CIRMEAIRD JO SUIPEY Sl Jo % saanodeq W o) 1 E0num
= Lpuanlaguor pur ‘o= £ yoddy an 31 %0 g0 snea Yoy
= L — T gy = el e o sy o v s, el

"
STAINT) JO SMEPEY A 3 [ ‘o == aye poe ool X 0f 1
aunnyqny nok g1 langey 2 £ pus 0 stonm] g 3 U3 wan
=cpor {1 qosg S sausp pue 0 samunpug seedurpas 1 pur
X SIQY ) uamig wont wp JumEq Jeg 0F mmTAI)
S Jo 1Ny S 51 ST s Sy s g Supsem
‘auny gy on arprompeding o g ur e o Mg Ry
2y 18 SRy S 03 A B DA T SIS A SU 3E 0
=YAIND) [ jo uorusau) sepnonsed & pappe aq A 3t o, (1L
“sainy pajodond agy ur s8ey por
=IRIAT N 0 SINGMIGTY M) ST ST Y S0 DG ey AnedE S
=33 T AQ payeagas ;e A3 wanpm ey 91 o gjanoauor o puy
VLT, CHMPANY 30 SOIPTY I YA PUE G20 [ VRO AN
SqUIaP e 9407 M Jo 3UIe,f 1E1 4T umEAEYy M putg o
IR 5J5 3 i g0 pagprafia 2an soqy sioyr A fo insy
THT) AR 40 ttmf s pant oy ey fup wsfn Sgef R pa
“eonTgnaED) wey radde Spe
T st f == xxr vopenby s £q pasusjadaz ‘pury puosy 2p
JO Y[eqram ay1ouT Ui puURCE §1 AR M) Jo UmEAI] jo i3
“H) M1 S pUY TPECU30LT, JNMAIE b paingy SSvnge st PIGY3OLT,
Y JO SINITAIND FO XU MY ANy ‘UM Aprazjc samy sny 6o
P TIDTED AR B GG MY WaED) A Al
U R W T Ty ST R T A

; THOIXNT fo pogryy K7L L

Figura 1: Paginas do livro "Métodos dos fluxos e séries infinitas".
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Leibniz era um matematico alemao, que compararmos com Newton seria grande tolice.
Apesar dos dois terem se envolvido em polémicas sobre a primazia da criacao do Calculo,
ambos tem parcelas irredutiveis na expansao e disseminacao de tal estudo.

Ao contrario de Newton, Leibniz ndo se preocupou com taxa de variacao para o desen-
volvimento de seus estudos. Em 1672, Leibniz teve seu primeiro contato com os tratados
de 1658, escrito por Blaise Pascal, sobre "os indivisiveis'. A partir dai a matematica
passou a ser interesse de suas investigagoes.

Como aconteceu com Newton, o estudo de séries infinitas foi muito importante no inicio
de suas descobertas. Relacionando o tridngulo de Pascal e o tridngulo harmonico, Leibniz
percebeu uma maneira de encontrar o resultado de muitas séries infinitas convergentes. Ao
voltar-se para o trabalho Traite des sinus du quart de cercle de Pascal, Leibniz teve uma
das ideias mais geniais da histéria da ciéncia: a determinacao da tangente a uma curva
dependia das diferencas das abscissas e ordenadas na medida em que essas se tornassem
infinitamente pequenas e que a quadratura, isto é, a drea, dependia da soma das ordenadas
ou retangulos infinitamente finos.

Essa ideia levou Leibniz, em 1676, a chegar a conclusao de que tinha em maos um
método muito importante e abrangente. Seu primeiro trabalho sobre Calculo Diferencial
foi publicado em 1684, sob o longo titulo Nova methodus pro mazimis et minimis, itemque
tangentibus, qua nec irrationales quantitates moratur (Um novo método para méaximos e
minimos e para tangentes nao obstruidas por quantidades irracionais). Neste trabalho
Leibniz define dxr como um intervalo finito e arbitrario e dy pela proporc¢ao dy : dx =y :
subtangente. Boyer, em [5], "Para achar tangentes fez uso do calculus differentialis e para
encontrar quadraturas utilizou o calculus summatorius ou calculus integralis, de onde se
originou a nomenclatura atualmente utilizada". Em 1686, Leibniz fez outra importante
publicacdo, onde enfatizou a relagao inversa entre derivagao e integracao no Teorema
Fundamental do Célculo.

A notagdo que Leibniz utilizou para seus estudos era bem diferente da de Newton,
e foi mais difundida e presente nos trabalhos posteriores nesta area (veja na Figura .
A notacao utilizada atualmente para derivadas e integrais é bem préxima das notagoes
sugeridas por Leibniz. Eves,([4] 443- 444) diz sobre Leibniz que ele “tinha uma sensibi-
lidade muito grande para a forma matemdtica e discernia com clareza as potencialidades
de um simbolismo bem engendrado. Sua notagdo para o cdlculo mostrou-se muito feliz e,
inquestionavelmente, € mais conveniente e flexivel do que a de Newton”.

Leibniz tem outras contribui¢bes importantes em outras areas como probabilidade e
andlise combinatdéria, mas certamente ficaram pequenas diante de suas contribuigdes para

o Calculo e para a matematica como um todo.
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Figura 2: Documento que mostra as primeiras notagoes de Leibniz usando o simbolo de
integral.
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Se para a historia geral o século XVIII é conhecido como Século das Luzes, para a
historia da matemaética é conhecido como Século da Exploragao do Célculo. Os trabalhos
realizados nesta época garimparam de todas as maneiras esta ferramenta mostrando o
quao defasada ela ainda era. Mesmo com os enormes avancos realizados no século anterior
tais como, a Geometria Analitica de Fermat e Descartes e o Célculo Infinitesimal de
Newton e Leibniz, o rigor matematico ainda deixava a desejar.

A maneira de pensar estava modificada, o maior estimulo para época era entender e
descrever fendmenos naturais, explorar o movimento continuo de particulas no espago e
entender como a variacao da velocidade se relacionava com a aceleragao. Essas exploracoes
levaram a matematica para um novo rumo. Tanto Newton quanto Leibniz perceberam
que as equacoes que descreviam os modelos fisicos, tinham como base a variacao e que
poderiam ser modeladas por derivadas, e a matematica base para resolvé-las era o Calculo
desenvolvido por eles, foi entao que surgiu o estudo das Fquacoes Diferenciais.

Apesar de ter atuado pouco nesta area Newton teve papel fundamental para o de-
senvolvimento dos estudos que fundamentaram a teoria das Equagoes Diferenciais. Sua
teoria que descrevia o comportamento estatico e dindmico de corpos, conhecida hoje como
Leis de Newton e também a Lei da Gravitagdo Universal, nortearam e deram as
bases necessarias para os estudos dos movimentos de corpos e a mecanica celeste. Foi
entao que o uso destas equagoes ficou evidente, pois ao descrever suas leis, Newton tinha
a necessidade do uso de fungoes derivadas, algo que poderia ser interpretado apenas com
o conhecimento do Célculo.

Leibniz teve papel decisivo no desenvolvimento da teoria e métodos de resolucao das
Equagoes Diferencias, sua destreza na matematica o colocava a frente de seu tempo, suas
brilhantes notagoes para derivada e integral, tornaram muito mais claras as interpretacoes
de seus trabalhos. Leibniz desenvolveu e sintetizou alguns estudos dessas equagoes, como
por exemplo o método de separacao de variaveis para as equagoes % = %, a reducao
de equagoes homogéneas a equagoes separaveis e o procedimento para resolver equacoes
lineares de primeira ordem % 4+ P(2)y = Q(z). Estes métodos serdo apresentados no
proximo capitulo.

A partir daqui faremos um resumo dos principais trabalhos do século XVIII que con-
tribuiram com a consolidacao da area Equacgoes Diferenciais

Jacques(1654-1705) e Johann (1667—1748) Bernoulli - Baseados nos estudos de
Leibniz, foram os primeiros que deslumbraram o grande potencial que o Céalculo continha,
explorando suas propriedades em intimeras aplicacoes nos campos da Mecénica e Astro-
nomia. As exploragoes e descobertas feitas por esses dois irmaos utilizando o Caélculo,
serviram para cientistas como Abraham De Moivre, Brook Taylor, Colin Maclaurin, Leo-
nhard Euler, Alexis Claude Clairaut, Jean-le-Rond d’Alembert, Johann Heinrich Lambert,
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Joseph Louis Lagrange, Pierre-Simon Laplace, Adrien-Marie Legendre, Gaspard Monge e
Lazare Carnot.

Os Bernoulli ficaram muito conhecidos no meio cientifico, durante o século XVIII suas
pesquisas nortearam os ramos das Equagoes Diferencias, probabilidade, hidrodinamica,
mecanica entre outros.

Jacques Bernoulli resolveu a equagao diferencial y' =/ 2y 3a3, usando pela primeira
vez a palavra "integral"com o mesmo sentido que usamos nos dias atuais, seu irmao Johann

resolveu de forma brilhante o problema da catenaria que é a forma que os cabos suspensos

2
2

dy _ pg dy
2 - H 1+<dx>'

O problema da braquistécrona (a trajetéria de uma particula que, sujeita a um campo

adquirem sob seu proéprio peso.

Q|

gravitacional constante, sem atrito e com velocidade inicial nula, se desloca entre dois
pontos no menor intervalo de tempo), foi resolvido pelos irmaos Bernoulli e também por
Leibniz e Newton.

Daniel Bernoulli (1700 — 1782) - Filho de Johann Bernoulli, fez numerosas contri-
buigoes em varios ramos da matematica. Daniel tem contribui¢coes nas areas da astrono-
mia, nadutica, magnetismo, Mecanica, correntes oceanicas, hidrodinamica , conservacao de
energia e teoria cinética dos gases, nesta ultima elucidou muitos fatos que contribuiram
para o desenvolvimento da equacao geral dos gases.

Leonhard Euler (1707 - 1783)- Grande amigo de Daniel, Euler foi um dos, se nao
o matematico mais prolifero que ja existiu. Por seu grande talento com a matematica,
Euler teve papel decisivo no desenvolvimento da Teoria das Equagoes Diferenciais nos
aspectos de solugoes e classificagoes, muitos métodos utilizados hoje sao devido aos traba-
lhos realizados por ele. Deu inicio ao estudo deste tipo de equacoes, apds o contato com
os trabalhos de Newton sobre mecanica do movimento e métodos para resolver Equacoes
Diferenciais.

Euler estendeu as classificacoes dessas equacoes feitas por Newton, identificando a
condicao para que equagoes de primeira ordem sejam exatas e desenvolveu a teoria de
fatores integrantes (este tipo de equagao serd estudada na Segdo do Capitulo 2).
Também encontrou a solucao geral para equagoes de coeficientes constantes tal como
asy” + a1y’ + apy = 0 (esta serd estudada na Secao do Capitulo 2 ). Usou sé-
ries de poténcias para resolver Equagoes Diferenciais. Propds também um procedimento
numérico para resolver equacoes do tipo % = f(x,y) com valores iniciais y(zg) = yo.

Além disso, ele deu contribuigoes importantes em equagoes diferencias parciais, des-
cobrindo a importancia da equagdo o f +3 f + °f 0, apresentando o primeiro trata-

922 T
mento sistematico ao Calculo das Varlagoes.
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Joseph Louis Lagrange (1736-1813) - Outro matemaético que contribuiu na area
do Célculo das Variacoes foi Lagrange, de todos os mateméaticos da época Lagrange era
laconico e extremamente preocupado com os detalhes e rigor, nao s6 em sua obra mas
também nas obras de seus contemporaneos.

Lagrange foi um dos primeiros a identificar a necessidade de trazer um maior rigor
para a Andlise em vigor na época. Esta empreitada sé teve sucesso anos mais tarde com
outros matematicos, mas sua dedicacao rendeu uma obra chamada Théorie des fonctions
analytiques contenant les principes du Calcul Différential (Teoria das fungbes analiticas
contendo os principios do Célculo Diferencial).

Nesta obra é discutido de forma inovadora as operagoes envolvendo o calculo diferencial
e integral. Sua proposta incide em manipulacoes algébricas a partir de expansoes de séries
j& conhecida, e representagao de fungdes f(x) por série de Taylor de f(x + h). Esta
ideia entao deu inicio as fungoes derivadas, que eram representadas por Lagrange como
f(x), f7(x),..., f"(x) para definir derivadas de uma func¢ao. Sua intengao era eliminar
os limites e o uso de infinitesimais, mas como seu trabalho nao dava grande importancia
as convergéncias e divergéncias nas séries de poténcias seu método foi falho, porém de
grande influéncia para estudos posteriores.

Seus estudos sobre calculo fizeram com que Lagrange desenvolvesse as primeiras ideias
sobre a Teoria das fungoes de variavel real, onde deu ao célculo de variagoes uma roupagem
mais analitica. Uma de suas maiores obras, Mécanique Analytique (Mecanica Analitica),
estuda as equagoes gerais de movimento para sistemas dinamicos, nomeadas mais tarde
por equacgoes de Lagrange. Ele também aplicou a mecanica os métodos estudados por
ele, indo assim na contra mao de Newton que deu uma abordagem geométrica a esses
movimentos. Como todo estudo no campo da fisica, este trabalho fez com que Lagrange
desenvolvesse um método para solucao de equagoes diferencias chamado método da vari-
agcao de parametros (que estudaremos na Segao do Capitulo 2). Suas contribuigbes
para este tipo de equacdo, alavancaram um grande desenvolvimento nessa area.

D’Alembert (1717-1783) - O matematico D’Alembert e seu amigo Denis Dide-
rot (1713-1784) foram vanguarda , criando a Enciclopédia ou diciondrio sistemdtico das
ciéncias, das artes e dos oficios, este periddico tinha como principal premissa sistemati-
zar e dar um maior rigor as produgoes da época, sua primeira publicacao foi em 1751.
D’Alembert era um homem extremamente culto e de grande iniciativa cientifica e politica.
Foi convidado a presidir a Academia Prussiana, mas recusou por acreditar que ninguém
poderia ocupar um cargo superior ao de seu amigo Leonhard Euler, que na sua opinidao
era detentor da mente mais brilhante da época.

A importancia de D’Alembert foi muito maior do que o destaque que ele tem, dificil-
mente ele é colocado na lista dos grandes matematicos do século XVIII, uma injustica
porque além das contribui¢oes ja destacadas, podemos citar uma que ajudou a colocar

Pierre Simon Laplace (1749-1827) entre os grandes da época.
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Seu amor pela algebra era incontestavel, porém seu interesse na fisica é evidente, suas
publicagbes mais famosas sao nos campos da mecanica, mecanica de fluidos e cordas
vibrantes, areas onde seus problemas sempre recaiam em Equagoes Diferenciais Parciais,
isso ajudou com que D’Alembert seja considerado um dos pioneiros no estudo deste tipo
de equagao.

O problema das cordas vibrantes gerou a Equacao Diferencial Parcial % = %, para
a qual, o préprio deu a solu¢ao u = f(z +t) + g(x —t) sendo f e g fungoes arbitrarias.

Pierre Simon Laplace (1749-1827) - Um dos grandes nomes deste século, sem
duvida nenhuma, foi Laplace. Seu brilhantismo foi enaltecido por D’Alembert, segundo
Eves, em [], o mesmo dissera "Nao costumo dar crédito a recomendagoes, e vocé nao
precisa delas. Vocé demonstrou que é digno de ser conhecido e eu lhe darei o meu apoio”,
homem cujo qual ajudou com que Laplace visse parte do cenario cientifico. Seus estudos
nas areas de matemadtica e astronomia logo ganharam destaque no meio académico, fa-
zendo com que seu nome fosse reconhecido nas grandes academia de ciéncia da época, suas
principais areas de atuacao foram Mecanica celeste, Probabilidade, Equacoes Diferenciais
e Geodésia.

Praticamente todos os estudos desenvolvidos por Laplace, sao utilizados a fins de
resolver problemas vinculados a fisica, ndao atoa que ganhou o apelido de "Newton da

Franga, um exemplo é a Fquacao de Laplace, uma Equacao Diferencial eliptica que se
f
oy? —
areas como Astronomia, Electromagnetismo e Mecéanica dos Fluidos.

2
considerada no espaco euclidiano é dada por % + 0, que aparece em modelos de
Na Anélise Funcional, sua contribuicao foi a Transformada de Laplace, um método que
permite levar a resolucao de problemas envolvendo Equacoes Diferenciais e valor inicial
a resolugao de equagoes polinomiais. A transformada de uma fungao f(t), cuja integral

existe, esta definida para todo niimero real t > 0 e é dada por

F(s) = LIf(t)] = F(s) = Jg~ f(t)e*"dt

Laplace também tinha interesse em assuntos como teoria das probabilidades, equagoes
algébricas, refragao, péndulos, efeitos capilares, medidas barométricas, velocidade do som
e dilatagao dos corpos sélidos e desenvolveu um calorimetro instrumento capaz de medir
o calor especifico dos corpos.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)- Incentivado por Laplace e Lagrange, Cauchy
foi um dos grandes nomes do XIX, se desbravou em varios ramos da Analise e também tem
suas contribuigoes para as Equacoes Diferenciais. Uma delas sao as famosas Equagoes de
Cauchy-Riemann g—g = %Z e % = _%’ estudadas hoje em dia em cursos de graduacao

da area de ciéncias exatas devido sua importancia.

12



1.3 A EXPLORACAO DO CALCULO E AS EQUACOES DIFERENCIAS

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) - No século XIX podemos encontrar
inimeros matematicos que por conta de suas contribuigoes, se destacaram de forma bri-
lhante e decisiva no processo da maturacao da matemaéatica. Sendo assim daremos enfoque
para Fourier por suas contribuicdes que alavancaram a teoria das Equacoes Diferenciais.
Seu primeiro trabalho de destaque foi um artigo que trazia uma problematica muito pra-
tica porém pouco explorada até entao, a propagacao do calor em barras, chapas e solidos
metalicos. Para tal ideia, Fourier fez uma afirmacao que mudaria a maneira de se tratar
uma fungdo, seu artigo afirmava que toda fungdao definida num intervalo finito (—m, )
por um grafico descrito arbitrariamente pode ser decomposta numa soma de fung¢oes seno
e cosseno, fa dorma abaixo

ag .
5t > (an cosnz + by, sinnz),
n=1
onde ag, a, e b, sao nimeros reais convenientes.

Apesar de seu brilhantismo Fourier pecava em sua escrita, e isso atrasou de certa ma-
neira sua carreira, a validade de seus artigos era questionavel pela falta de rigor, este pri-
meiro artigo por exemplo nao foi aceito na academia, os julgadores em questao Lagrange,
Laplace e Legendre nao se sentiram convencidos por seus argumentos. Os percal¢os nao
o desanimaram e em 1816, publicou um dos grandes classicos da matematica Théorie
Analytique de la Chaleur (Teoria Analitica do Calor). Mesmo néo tendo conseguido pro-
var sua ideia de que toda fungdo pode ser representada pela série chamada hoje de Série
de Fourier, a validade da sua afirmacao atende uma extensa classe de fungoes, e também
se mostrou muito util nas areas da actstica, éptica, eletrodinamica, termodinamica entre
outros, e com isso se fez fundamental na solu¢ao de Equagoes Diferenciais. Em [4], Eves
escreve que "De fato, foram as séries de Fourier que motivaram os métodos modernos de
fisica-matemdtica que envolvem a integracao de Equacoes Diferenciais Parciais sujeitas a

condigoes de contorno”.

Ainda hoje temos grandes mateméaticos contemporaneos que ganham destaque com
seus estudos nesta area, citamos o matematico italiano Alessio Figalli, que foi laureado
com a medalha Fields em 2018, por suas "contribuicoes para a teoria do transporte étimo e
suas aplicagoes nas Equagoes Diferenciais e na geometria métrica", como anunciado pelos

organizadores do Congresso Internacional de Matematica deste ano.
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O ESTUDO SISTEMATIZADO DE ALGUMAS EQUACOES
DIFERENCIAIS

Neste capitulo iremos expor de forma sistematizada as principais defini¢oes, resultados
e métodos para solugoes de algumas Equacoes Diferenciais, da forma como, em geral, sao
apresentados em um curso de Calculo. Neste estudo ficara claro que apenas alguns poucos
tipos destas equagoes podem ser resolvidas e entendidas por meio de métodos gerais.
Porém, dentro deste pequeno grupo encontram-se equagoes envolvidas em assuntos de
grande interesse, como por exemplo, crescimento populacional, matemaéatica financeira,
eletricidade, transferéncia de calor e cineméatica. As informacoes contidas neste capitulo

podem ser encontradas com maiores detalhes nas referéncias [1],[2] e [3].

2.1 CLASSIFICACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS
2.1.1 Classificacao por tipo

Se uma equacao envolve derivadas ordinarias (derivada com relagao a sua tnica varia-
vel independente) de uma ou mais fungoes, ela serd chamada de Equagao Diferencial
Ordinaria (EDO). Uma equacao envolvendo derivadas parciais (derivada em relagio a
uma de suas varidveis de forma independente) de uma ou varias fungoes de duas ou mais

varidveis independentes é chamada de Equagao Diferencial Parcial (EDP).
Exemplo 2.1.
(A) As equagdes a seguir, sao EDOs:

dy >y dy dr dy
—+by=¢", S -——+06y=0 — 4+ = =2
PR I R ©wTa Y

d
onde y = y(z) é uma funcao de .

(B) As seguintes equagoes sao EDPs.

0*u  O%*u Pu  0*u Ju ou v
guLal_y, CU_gU pou o, gt %Y
or?  Oy? or2  Ot? ot dy Ox

onde u = u(z,y) e v = v(x,y) sao fungoes de duas varidveis.
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2.1.2  Classificacao por ordem

A ordem de uma Equacgao Diferencial (EDO ou EDP) é a ordem da maior derivada
na equacao. Por exemplo,
dy | . dy

dil'Q +5(7)3_4y = €x

é uma equagao diferencial ordinéria de segunda ordem. No Exemplo [2.1] a primeira e a
terceira equagao em (A) sao EDOs de primeira ordem, enquanto em (B) as duas primeiras
equagoes sao EDPs de segunda ordem.

Neste trabalho apresentaremos alguns métodos que resolvem alguns tipos de EDOs.
Por essa razao abaixo iremos nos concentrar em entender melhor a forma destas.

EDOs de primeira ordem sao eventualmente escritas na forma diferencial

M(z,y)dr + N(z,y)dy =0

Por exemplo, se nds assumirmos que y denota a varidvel dependente na equacao (y —
z)dx + dxdy = 0, entdo y' = dy/dz, logo dividindo pela diferencial dz, nés obtemos a
forma alternativa 4zy’ +vy = x.

Em simbolos, podemos expressar uma EDO de ordem n em uma variavel dependente

na forma geral
F('I7 y? y/7 Tt y(n)) - 07

onde F' é uma funcio de valores reais de n + 2 varidveis, z,v,7/,..., y(”), e onde
y(”) = d"y/dx™. Assumiremos que sempre é possivel resolver uma EDO para sua maior
derivada, e escreveremos a derivada mais alta y(") em termos das n + 1 variaveis rema-
nescentes, obtendo a equagao

d']’L

— / n—1

dx” _f($7y7y7"'7y( ))7
onde f é uma funcao continua de valores reais de n 4 1 variaveis. A ultima equagao é
conhecida por forma normal de F(x,y,y/, ..., y(”)) = (0. Assim, quando servir aos nossos
propositos, usaremos a forma normal para representar EDOs gerais de ordem qualquer.

Por exemplo, a forma normal da equacao de segunda ordem y” — ' + 6y = 0 é dada por

y' =y —6y.
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2.1.3 Classificacao por linearidade

Dizemos que uma Equacao Diferencial de ordem n é linear se a expressao envolvendo
a funcao e suas derivadas é linear com relacao a estas, isto é, as fungoes y, e todas as
derivadas que aparecem nesta, estao com poténcia um, e nao aparecem se multiplicando

em nenhuma parcela.

Exemplo 2.2.

sao uma EDO linear e uma EDP linear, respectivamente.
Analisemos um pouco melhor as EDOs lineares. Pela defini¢ao, dada uma EDO linear

da forma
F(z,y,9,....y™) =0,

esta pode ser escita na forma
an(2)y™ + an_1(2)y" ™V 4 ar @)y + ao(z)y — g(z) = 0

ou

n n—1

d d d
an(@) T2+ a1 (2) Tt o ar(2) 2+ ao(2)y = (o),

onde a;(x) sao fungoes de = (de um tipo qualquer) para todo j = 0,1,...,n.

Assim podemos observar duas propriedades das EDOs lineares:

e A funcdo y e todas as suas derivadas v/, 3", ...y" sdo do primeiro grau, ou seja, a

poténcia de cada termo envolvendo y é um.

e Os coeficientes ag, aq,...,a, de y,y/, ... ,y(”) dependem somente da variavel inde-

pendente x ou sao constantes.

Uma equagao diferencial ordinaria nao linear é simplesmente uma que nao ¢ linear.

Exemplo 2.3.

(A) As equagoes a seguir

(y—x)dr+4zdy =0, " —2¢y+y=0 e x—+x—x—5y:e

sao respectivamente, EDOs lineares de primeira, segunda e terceira ordem. A primeira

equacao é linear na varidvel y, pois pode ser escrita na forma alternativa 4xy’ +y = =.

(B) As equagoes a seguir
dy* | dy
(IL=y)y +2y=e, J5+siny=0c 7+y"=0

sao exemplos de EDOs nao lineares de primeira, segunda e quarta ordem, respectivamente.
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2.2 EDOS DE PRIMEIRA ORDEM

Nesta secao apresentaremos alguns métodos para resolver EDOs primeira ordem,

) )
onde f é uma funcao dada de duas variaveis, r e y. Qualquer funcao diferencidvel
y = y(x), que satisfaz essa equacdo para todo x em algum intervalo, é chamada de
uma soluc¢dao. Quando, além da equagao diferencial temos ainda uma informacgao sobre
o comportamento da fungdo envolvida em algum ponto, y(x¢) = yo, dizemos que o que

temos em maos é um Problema de valor inicial (PVI). Em geral, este é colocado como

dy
y(wo) = yo.

Dado um PVI como o acima, algumas questoes podem ser levantadas:
1. Este PVI possui solucao?

2. Se a solugao existe sera que ela é tnica?

3. Esta solugao esta bem definida em qual intervalo?

4. Temos uma forma explicita para a solugao?

Estas questoes de existéncia e unicidade de solu¢ao para um PVI foram inicialmente
estudadas por Rudolf Lipschitz, em 1876. Ele provou o conhecido Teorema de Fxisténcia
e Unicidade, que garante que se f é continua com relacao a x em I C IR e satisfaz a

condicao de Lipschitz
| (2, y) — f(20,90)| < Cly —yol,

entao o PVI em tem uma unica solucao definida no intervalo I. Depois, em 1886,
Giuseppe Peano, provou que para garantir a existéncia de solugao para , era suficiente
a continuidade da fungdo f. Em 1890, Peano conseguiu estender seu resultado para
um sistema de EDOs de primeira ordem. Em 1890, Charles Emile Picard and Ernst
Leonard Lindel6f, demonstraram um resultado de existéncia e unicidade, um pouco menos
abrangente que o de Lipschitz, usando as aproximagoes de Picard para encontrar uma
sequéncia de fungoes que se aproximam da solu¢ao procurada. Enunciaremos abaixo o

resultado provado por Picard -Lindelof:

Teorema 2.4. (Teorema de Eristéncia e Unicidade) Considere o PVI em @) Suponha
0
que f e 8f sdo continuas em um retangulo R : (z,y) ER,a <z < 8,7 <y < d com

(x0,y0) € R. Entdo, o PVI tem uma dnica solu¢io y definida em um intervalo I com

xo €.
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Foge aos objetivos deste texto apresentar a demonstragao deste resultado, mas o leitor
podera encontrar uma prova deste em [16].

A seguir estaremos interessados em encontrar uma solucao para a . Infelizmente,
nao existe método geral para resolver esta equacgao, em termos de func¢oes elementares,
para uma funcao arbitraria f. Em vez disso, descreveremos diversos métodos, cada um
deles aplicavel a uma determinada subclasse de equacoes de primeira ordem, a saber,

equagoes separaveis, equacoes lineares e as equacoes exatas.

2.2.1 FEquacoes separdaveis

Ao se trabalhar com Equacoes Diferenciais do tipo

dy
— = b 3

em que a e b sao contantes, usamos um processo de integracao direta, nesta segao ire-
mos mostrar que esse processo pode ser aplicado, de fato, a uma classe muito maior de
equacoes.

A equacao geral de primeira ordem

dy

pode ser escrita na forma

dy
dx
Para isso basta definir M (x,y) = —f(z,y) e N(x,y) = 1. No caso em que M s6 depende

M(z,y) + N(z,y)—= = 0. (5)

de x, e N s6 depende de y, a equagao em pode ser escrita como

M(@) + N2 =0 (6)

Tal equacao ¢é dita separavel. Note que, rearranjando os termos da equagao, integrando

em relacao a x e usando mudanca de varidveis na integral obtemos

/M(q:)dx - /—N( dydx - —/N

cuja solucao ¢é da forma

H(z)+ca=-Gy)+c2 = H(x)+Gy)=C,

em que H(z) e G(y), sdo as primitivas de M (x) e N(y) respectivamente e C' = ¢ — ca.
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[lustraremos o método nas aplicagoes a seguir:

Aplicagao 2.1. Lei de Newton do resfm'amentcﬁ

A lei de resfriamento de Newton trata de transferéncia ou troca de calor de um corpo

com o meio. Algumas consideragdes podem se feitas a respeito deste fenémeno:

1. A temperatura T'(¢) do corpo depende do tempo e é homogénea, ou seja, é a mesma

em todos os pontos do corpo em um determinado instante;

2. A temperatura T),, é a temperatura do meio ambiente e permanece sem variagao

ou seja é constante durante todo o processo;

Para modelarmos esse fendomeno partiremos do principio de conservagao de energia,
o qual estabelece que a quantidade total de energia em um sistema isolado permanece
constante, ou seja, a energia nao pode ser criada ou destruida, apenas transformada.
Assim, usando esse principio, podemos supor que a quantidade de energia inicial é igual a
quantidade de energia final do sistema, dessa forma, o aumento da quantidade de energia
no corpo deve ser igual a quantidade total de calor transferida para o mesmo.

A energia na qual se baseia o problema ¢é o calor (Q), que é definido como energia em
transito,. Essa transferéncia é feita de maneira espontanea quando um corpo é inserido
em um ambiente. Assim, cada corpo tem o que chamamos de Capacidade térmica, que é
a quantidade de calor que um corpo necessita receber ou ceder para que sua temperatura
varie uma unidade.

Podemos determinar essa capacidade térmica (C') da seguinte forma:

O:L ou C = hA,

(T —T(1))
onde
- () ¢ a energia recebida pelo corpo;
- T, é a temperatura do ambiente;
- T(t) é a temperatura do corpo em um certo instante t;
- h é o coeficiente de transferéncia de calor entre o objeto e o ambiente;

- A é a area superficial do objeto.

6 As informagdes que auxiliaram na modelagem desta aplicacdo podem ser encontradas em [3]
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[gualando as duas féormulas temos

Q
(Tm —T(t))

O calor pode ser determinado também por () = mcAT, onde m é a massa do corpo,

—hA =  Q=hA(T, —T()).

¢ ¢ o calor especifico que mede a quantidade de calor necessaria para que cada grama
de uma substancia sofra uma variacao de temperatura correspondente a 1°C, e AT é a
variacao de temperatura sofrida pelo corpo.

Assim temos

Q= hA(Tn —T(t) = meAT = hA(Tm—=T(#) = AT = "2, 7).

mc

A variagdo de temperatura refere-se a uma unidade de tempo. Agora queremos ana-
lisar esta variagao de forma continua, isto é, fazendo este tempo variar continuamente e

considerar intervalos cada vez menores:

Q meAT
— = hA(T,, = T(t = hA(T,, = T(t
L = hA(T, ~T(1)) = hA(T -~ T(1),
assim temos a equacao

AT  hA

— = —(T, —T(t)).

At mc( " *))

Passando ao limite quando At — 0,
AT  hA

(T = T(1)),

im — =
At— 0 At mc
de onde segue que

dT(t)

——= =k(T(t) —T)),
= KT ()~ Ty)
onde k é a constante de proporcionalidade, e seu valor depende do corpo que serd estuda-
doe é dada por k£ = —;%. J4& seu sinal, positivo ou negativo, é para mostrar se o estudo

que esta sendo feito é de aquecimento ou resfriamento. Esta equacao obtida, em geral, é
enunciada da seguinte forma: a taxa de variacao da temperatura com relagao ao tempo é
proporcional & diferenga de temperatura entre o corpo e o meio ambiente.

Note que a equacao obtida é separavel
1
(T'(t) = Tim)

integrando de ambos os lados, obtemos

dT(t) = kdt

In|T(t) — Trn)| = kt + ¢,
aplicando exponencial em ambos os lados obtemos

T(t) — Ty = £ektte ou T(t) = Ty, + CeM,
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onde C' = +e°. Se consideramos que a temperatura inicial do corpo é T'(0) = Ty, podemos

obter a constante C' que aparece na solu¢ao, de maneira simples
T0) =T+ Ceft = Ty=T,+C") = Ty=T,+C,
logo
C=Ty— T,
e assim obtemos a seguinte solugao
T(t) = Ty + (To — Tpn ) e

Para exemplificarmos como esta aplicacao aparece no ensino médio, daremos um exem-

plo.

Exemplo 2.5. (Resfriamento de corpos)m

Em um trecho de mata prozimo a cidade, a policia encontrou, por volta das 17 horas,
um caddver. O médico legista chegou as 17h20min e imediatamente mediu a temperatura
do corpo, que era de 32,5°C. Uma hora mais tarde, ele mediu novamente a temperatura e
verificou que era de 31,5°C. A temperatura ambiente (na mata) se manteve constante, a
16,5°C'. O legista considera que a temperatura normal de uma pessoa viva € 36,5°C. De

acordo com as temperaturas coletadas, o hordrio da morte foi aproximadamente por volta
de?

Solugdo:

Usando a Lei de resfriamento de Newton e os dados do problema temos::

- Ty = 32,5°C
- Ty = 16,5°C
- T(1) = 31,5°C

C=325-16,5=16°C = T(t) = 16,5+ 16e".
Como uma hora apds chegar, a temperatura era de 31,5°C temos
T(1) = 16,5+ 16e*() = 31,5 =16,5+ 16¢F,
entao
e k(D) ek 15y
31,5 —16,5 = 16¢e = 15 = 16e = In T = k.

Assim k ~ —0,06. Logo, a temperatura em fun¢do do tempo € dada por

T(t) = 16,5+ 16 0:06¢,

" Este exercicio pode ser encontrado em [8]
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Como a temperatura normal de um corpo é T = 36,5°C, podemos calcular o tempo que

se passou entre sua morte e a chegada do médico legista

20
36,5 = 16,5+ 16e~ 0% = o= e 000,

de onde seque que

In(

»ﬁ‘[\)
[ep][en)

) =-0,066 = t~3,71.

Sendo assim, como a primeira medicao foi feita as 17h20 e a hora da morte foi 3h40 antes

da mesma, temos que o obito se deu as 13h40 do mesmo dia.

Aplicagao 2.2. Tazas de capitalizacao compostas instantdneaslﬂ

Considere que uma certa quantia A foi aplicada em um banco que oferece uma taxa
de rendimento anual k. Essa taxa de rendimento pode ser assumida como taxa simples ou
composta, iremos tratar aqui de um problema que envolva taxas compostas instantaneas.
Primeiramente iremos obter a Equacao Diferencial que nos mostra o comportamento da
variacao da quantia A aplicada no banco, em funcao do tempo t¢.

Seja A(t) a fungdo que me dd a quantia no banco em um instante t. Sabemos que
o valor a ser acrescentado ao depoésito inicial, no final do periodo de capitalizacao, é
proporcional a quantia depositada A e ao tempo de depdsito em anos. A constante de
proporcionalidade é a taxa de rendimento anual k. Dessa forma teremos

At + At) — A(t)

A(t+ At) — A(t) = kKA(t)At = A = kA(t),

onde At ¢ a variacao do tempo. Para analisar essa variagao em periodos cada vez menores,

aplicamos limite na equacao acima, quando At tende a zero:

lim At + At) — A1)

At— 0 At - kA(t)'

Com isso obtemos a equacao

dA(t) _
T kA(t),

que ¢ uma EDO separavel e pode ser escrita na forma

1

A0 dA(t) = kdt.

Integrando em ambos os membros, obtemos

In|A(t)| = kt + C.

8 As informagdes que auxiliaram na modelagem desta aplicacdo podem ser encontradas em [3]
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Aplicando exponencial obtemos
|A(t)| = CeFt.

Se consideramos a aplicagao inicial sendo A(0) = Ay, podemos obter a constante C' que

aparece na solucao, de maneira simples
|A(0)] = CekO) = |4y = C.

e assim, desde que a quantia inicial é positiva pois estamos tratando de aplicagao, obtemos

a seguinte solugao
A(t) = Aoekt.

A seguir um exemplo de exercicio do ensino médio no qual aplicamos a solugao obtida.

Exemplo 2.6. (Juros compostosﬂ
Um cartao de crédito cobra juros de 9 % a.m. sobre o saldo devedor. Um usudrio
desse cartao tem um saldo devedor de 505,00 reais. Em quanto tempo essa divida chegard

a 600,00 reais se nao for paga?

Solugdo:
Sendo assim, temos que Ag = 505, k = 0,09 e A(t) = 600, entdo

A(t) = AgeFt = 600 = 505909,
Podemos determinar t,
600
600 = 505”0 = — =00 = 1188 = 00,
505
Aplicando logaritmo em ambos os lados

1,188 = %09 = In 1,188 =0,09t = t~2.

Portanto essa divida chegard a 600,00 reais em 2 meses.

9 Este exercicio pode ser encontrado em [§]
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2.2.2  Equagoes lineares: o método dos fatores integrantes

Considere uma equacgao linear de primeira ordem na forma

em que p e g sao fungoes dadas da varidvel independente t.

Se a p(t) = 0, entdo temos o caso mais simples
dy
= g(t).
o = 9()

Neste caso, a resolugdo é uma consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo

y=[g(e)de = G(z) +C,

com GG uma primitiva de g.

Se a p(t) # 0, entdo algumas vezes é mais conveniente escrever a equagio na forma

PO 1ty = c(1) ©)

em que P, Q e G sdo funcdes dadas. E claro que, sempre que P(t) # 0, vocé pode
converter a (8)) na (7)) dividindo a (8) por P(t).

Iremos apresentar um método para solucao de equacoes lineares de primeira ordem,
conhecido como método dos fatores integrantes. Este baseia-se em encontrar uma funcao
1(t) que ao ser multiplicada na equagao em , transforma o primeiro membro da equacao
em uma derivada de um produto, e portanto, em uma funcao integravel. Vejamos:

W oty = n(0)g(t). )

Vemos que a expressao a esquerda do sinal de igualdade na @ ¢ a derivada do produto

pu(t)

de u(t)y, desde que u(t) satisfaga a equagdo

dp(t)

— =p(t)u(t). 10
o = pOu(D) (10)
Encontremos a solugao p(t) desta equagao.
Da equacao em obtemos
du(t)/dt
PO ),
p(t)

e em consequéncia,
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2.2 EDOS DE PRIMEIRA ORDEM

Escolhendo a constante arbitraria & como zero, obtemos a fungdo mais simples possivel

para u(t), a saber,

p(t) = el PO, (11)

Agora, desde que a funcao u(t) encontrada é solugdo de , temos substituindo em

@D que

(0% + 58— o) = w(oygte). (12)

Portanto, integrando os dois ultimos membros da equacao acima com relagao a t, obtemos

p(t)y = [ u()g(t)dt +C. (13)

em que C' é uma constante arbitraria.

Abaixo iremos apresentar alguns exemplos de fendmenos que podem ser modelados por
meio de EDOs lineares de primeira ordem e iremos obter solugoes para estas por meio do
método apresentado. Também apresentaremos exemplos de problemas que sao aplicados
no ensino médio, nos quais a formula usada para resolucao é exatamente a solugao que

obtemos.
Aplicacao 2.3. Crescimento Populacz’onaﬂ

No final do século XVIII, inicio do século XIX o inglés Thomas Malthus, chegou
em um modelo matematico que, em sua concepc¢ao, descrevia o comportamento de uma
populacao em func¢do do tempo. Suas hipdteses iniciais foram as seguintes:

- N = N(t), onde N é o nimero de individuos da populagao;

- N(t9) = Np é a populagio, no instante to;

- As taxas de nascimento (a) e mortalidade (b), sdo proporcionais a popula¢ao no
instante .

Assim podemos supor que
N(t+1)=N(#)+aN({t)—bN(t) = N(Et+1)=1+a—Db)N(t)

onde (a —b) pode ser considerado um fator de crescimento que chamaremos de k.
A pergunta que surge em seguida é, o que acontece se diminuirmos esse intervalo de
tempo? Usando nossas hipdteses sobre as taxas de nascimento e mortalidade, podemos

obter a seguinte equagao
N(t+ At) = N(t) +aN(t)At —bN(t)At,

onde At é a variagao de tempo considerada. Manipulando um pouco essa equagao, obtemos

LTAs informacdes que auxiliaram na modelagem desta aplicacio podem ser encontradas em
http://ecovirtual.ib.usp.br
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2.2 EDOS DE PRIMEIRA ORDEM

N(t+ At) — N(t)
At '

kEN(t) =

Passando ao limite, quando At — 0 na expressdao acima, obtemos

N(t+At)— N
i MM ZNE) vy,
At— 0 At

onde k é a taxa instantanea de crescimento da populacao.

Com isso obtemos a equagao

dN(t)
dt

= kN (?),

que é uma EDO linear de primeira ordem. Resolveremos usando o método dos fatores

integrantes. Note que podemos escrever a equagao como em (3), da seguinte forma

dN (1)
dt

—EkEN(t)=0 onde p(t)=—-k e g(t)=0.

Multiplicando toda a equagao por uma fungao p(t) ficamos com

dN ()

plt) == = RN (t) = u(t)0.

Pelo constatado no método, o fator integrante u(t) é dado por u(t) = eJ POt entao
,u(t) _ efp(t)dt N ,u(t) _ ef —kdt N ,u(t) — e~ kt+C

—kt

Tomando C' = 0 obtemos pu(t) = e~ ", e substituindo o fator integrante na equagao temos

e—ktdjgt(t) —e MEN(t) =0 = e—’“d];ft) + [~ MEN(t)] = 0.

Assim, a equagao pode ser reescrita como
SN =0,
integrando em ambos os lados com relagao a ¢, temos
N(t)e " = C.
Organizando a equacao temos
N(t) = Cert,

Se consideramos a popula¢ao inicial sendo N(0) = Ny, podemos obter a constante C' que

aparece na solucao, de maneira simples
N()=Cer) =  Ny=C.

Logo, a fungdo que nos da a populagao em qualquer instante ¢ serd
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N(t) = Nge*t.

A férmula obtida aparece em contextos ji no ensino médio (estudo da funcdo expo-

nencial e logaritmica). Para exemplificar, apresentaremos um exemplo a seguir:

Exemplo 2.7. (Crescimento PopulacionalEl)

Os bidlogos afirmam que, sob condigoes ideais, o numero de bactérias em uma certa
cultura cresce de tal forma que a taxa de crescimento é proporcional ao niumero de bactérias
presentes no inicio do intervalo de tempo considerado. Suponhamos que 2 000 bactérias
estejam inicialmente presentes em uma certa cultura e que 4 000 estejam presentes 30
minutos depois. Quantas bactérias estardao presentes no fim de 2 horas?

Solucao:

Sendo assim, temos que N(0) = 2000 e N(1/2) = 4000, entdo

N(t) = Noek* = N(t) = 2000e*",

e podemos determinar k

k
2

I
®
[N

N(1/2) =2000e3 = 4000 = 2000e2 = 2

Aplicando logaritmo natural em ambos os lados

k
2

k
2=ce = ln2:§ = k=14,
Logo
N(t) = 2000e4.

Agora vamos descobrir quantas bactérias estardo presentes no fim de 2 horas, para isso

basta fazer t = 2 na ultima equagdo,
N(2) = 2000142 = N(2) =2000e2® = N(2)~ 32.889.

Portanto apos 2 horas terd aprorimadamente 32.889 bactérias.

2 Este exercicio pode ser encontrado em [§]
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Aplicagao 2.4. Circuito RC E|

Um circuito que contenha um resistor, um capacitor e uma fonte que possa fornecer
forga eletromotriz (€), é denominado circuito RC. Sendo esse circuito um circuito fechado,
podemos calcular as tensoes em cada terminal, onde (Up) é a tensdo no resistor e (Uz) é

a tensao no capacitor.(Ver Figura |3)

mll

Figura 3: esquema de um circuito RC

Assim, pela lei das malhas de Kirchoff, a qual diz que: a soma das diferencas de
potencial para qualquer circuito fechado é nula, isto é, a soma das intensidades das tensoes

tanto positivas quanto negativas, ao longo de todo circuito é zero), temos:
e—U 1— U2 = 0.
A tensao em um resistor pode ser encontrada pela primeira Lei de Ohm
U=iR = U =1R,
onde 7 é a corrente do circuito e R a resisténcia no resistor.

Ja a tensao no capacitor pode ser encontrada com

q q
v=12 Up =2
C = 2 Ca

onde g é a quantidade de carga acumulada no capacitor e C' é sua capacitancia.

A intensidade da corrente elétrica (i) é a variagdo da quantidade de carga por unidade

de tempo,

e passando ao limite quando At — 0, obtemos

j— da
Cdt’

3 As informagdes que auxiliaram na modelagem desta aplicacio podem ser encontradas em [7]



2.2 EDOS DE PRIMEIRA ORDEM

Substituindo todas as informagoes acima em € — Uy

— Uy = 0, temos
dg ¢
—R——-—==0
da C ’
que é uma EDO linear de primeira ordem e pode ser escrita na forma

dq q € 1

-2, 1t _ = t) =

it TRC TR com r(t)

£

Procedendo como no método de fatores integrantes, multiplicaremos toda a equacao por
uma fungao pu(t)

dq q €

prm t —_—.

w(t) g+ ult) 55 = nt) 5
Sabemos que o fator integrante é dado por u(t) = el P

plt) = elPO = () = ef s

Tomando C' = 0 e substituindo o fator integrante na equacao, temos

t
dt rRC "R

:U\m

O primeiro membro da equacgao é a derivada de um produto, entdo a equacao pode ser
reescrita como

_ L E
a R

Integrando em ambos os lados com relagao a ¢, temos

qe% = eCeRo + K,

organizando a equacao temos

q(t) = eC + Keme.
Logo, podemos determinar a corrente por
dq d
=— = C+ KeRo
dt = g0+ Ken]
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Para exemplificarmos onde essa férmula obtida aparece no ensino médio, iremos apre-

sentar um problema da eletrodinamica.

Exemplo 2.8. Clircuito RCﬁ

Um circuito RC € dado por uma conexdo em série de uma fonte de 120V, um interrup-
tor, um resistor de 34MQ) e um capacitor de 15uF'. Este circuito serve para se estimar a
velocidade de um cavalo que corre por uma pista de 4km. O interruptor se fecha quando o
cavalo comega a correr e se abre quando o animal cruza a linha de chegada. Supondo que
a tensao no capacitor no instante da chegada seja de 85,6V, calcule a velocidade média

do cavalo no percurso em questao.

Solucdao:

Do enunciado, temos:

-e =120V

- R=34MQ

-C = 15uF

- U(t) = 85,6V (tensdo no capacitor em um instante t)
- As = 4000m

Com as informagoes dadas, vamos calcular o tempo que decorreu até o fim do circuito.

Da aplicacao de circuitos RC temos que a tensdo em um capacitor é

—t
eC + Kerc

no instante t = 0 a quantidade de carga no capacitor é nula, sendo assim q(0) = 0, e

neste caso K = —eC'. Portanto podemos reescrever a equa¢ao acima como
U(t) = e(1— erc).
Substituindo os dados do problema
85,6 = 120(1 — e510),

agora isolando t, temos t ~ 637, 21s.

Asstm a velocidade média do cavalo serd

N 4000
637,21

= 6,278m/s.

4 Este exercicios pode ser encontrado em [7]
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2.2.3 FEquacgoes exatas e fatores integrantes

Para equagoes de primeira ordem, existem diversos métodos de integracao aplicaveis a
varias classes de problemas. As mais importantes sdo as equacoes lineares e as separaveis,
que discutimos anteriormente. Vamos considerar aqui uma classe de equacoes conhecidas
como equagoes exatas, para as quais também existe um método bem definido de solucao.
Lembre-se, no entanto, de que as equagoes de primeira ordem, que podem ser resolvidas
por método de integragao elementares sao bastantes especiais; a maioria das equagoes de
primeira ordem nao podem ser resolvidas dessa maneira.

Se a funcao f na equagao depender da varidavel dependente y e da variavel inde-
pendente z, entao esta ¢ dita uma equacao exata de modo geral, considere a equacao

diferencial

M(x,y) + N(z,y)y’ = 0. (14)

Suponha que possamos identificar uma funcao ¢ (x,y) tal que

gﬁ(x,y) = M(z,y), ?5(33,9) = N(z,y), (15)

e Y(x,y) = ¢, onde ¢ € R define y = ¢(z) implicitamente como uma fungao diferencidvel

de z. Entao

oy oY dy d
[— - - 7 =
M)+ Nzl = 32+ 529 = Lyl o)
e a equagao diferencial ((14) fica
L ol o) =0 (16
T ¥lz, é(z)] = 0.

Nesse caso, a ¢ dita uma equacao exata. Solugoes da equagao , ou da equivalente
em , sao dadas implicitamente por

Y(z,y) = ¢, (17)

onde ¢ é uma constante arbitraria.

Em alguns casos € relativamente facil ver que a equagao diferencial é exata, e encontrar
sua solucao, pelo menos implicitamente, reconhecendo-se a funcao desejada 1. Para
equagoes mais complicadas, pode nao ser possivel fazer isto tao facilmente. Como podemos
saber se determinada equagdo é exata? e se for, como podemos encontrar a fungao ¢ (z,y)?
O teorema a seguir responde a primeira pergunta, e sua demonstragao fornece um modo

de responder a segunda.
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2.2 EDOS DE PRIMEIRA ORDEM 32

Teorema 2.9. Suponha que as fungoes M, N, M, e N, em que os indices denotam deri-

vadas parciais, sao continuas em uma 1egiao retangularlﬂ
R=(r,y) eR*:a<z<f,y<y<d,alf"06ecR.
Entao a equacao
M(z,y) + N(z,y)y' =0
¢ uma equacdao diferencial exata em R se, e somente se,
My(z,y) = No(2,y),¥(z,y) € R? (18)
em cada ponto de R. Ou seja, existe uma funcgdo 1 satisfazendo as equagoes

V(2 y) = M(z,y) e Py(z,y) = N(z,y)

se, e somente se, M e N satisfazem a (@

Demonstragcao: A demostracao desse teorema tem duas partes. Primeiro, vamos

mostrar que, se existir uma fungdo 1 tal que as equagoes U (z,y) = M(z,y), e
Yy(x,y) = N(x,y) sdo verdadeiras, entdo a equagdo (18 serd satisfeita. Calculando

M, e N, das equagoes ¢y (z,y) e ¢y(z,y), obtemos

My(l‘,y) :¢xy(x7y) Nm(ilj',y) :wym(ﬂf,y) (19)

Como M, e N, sao continuas, segue que gy € 1y, também sao. Isto garante a igualdade
dessas fungoes, e a equacao em é valida.
Vamos mostrar agora que, se M e N satisfazem (18]), entao a equac¢ao em (14 é exata.

A demostragao envolve a construcao de uma funcao 1 satisfazendo as equagoes

w;p(%y) :M(x,y) e wy(w,y) :N(xay)'

Comegamos integrando a fungao ¢, (z,y) em relagao a x deixando y constante. Obtemos

Y(x,y) = Qx,y) +9(y), (20)

em que Q(z,y) é qualquer func¢ao diferencidvel tal que 0Q(z,y)/0x = M(x,y). Por

exemplo, poderiamos escolher

T

Qa,y) = | M(sy)ds, (21)

o

I'N&o é essencial que a regido seja retangular, s6 que seja simplesmente conexa. Em duas dimensoes, isto
significa que nao ha "buracos'em seu interior. Assim, por exemplo, regides circulares ou retangulares sao
simplesmente conexas, mas regides anelares nao.
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em que xg é alguma constante especificada, com a < g < . A funcdo g na equacao

¢ uma funcao diferenciavel arbitraria de y, fazendo o papel da constante de integracao.

Agora, precisamos mostrar que sempre é possivel escolher g(y) de modo que ¥, (z,y) =

N(z,y).
Derivando a equagao (20)) em relacdo a y e igualando o resultado a N(z,y), obtemos

Ule) = G2 o) + o (4) = Nawy).

Entao, resolvendo para ¢'(y), temos

J(y) = N(z,y) f;fm ). (22)

Para que possamos determinar g(y) na equagao acima, a expressao a direita do sinal

de igualdade, apesar de sua aparéncia, tem que ser uma funcao s6 de y. Um modo de

mostrar que isto é verdade é provando que sua derivada em relacdo a x é igual a zero.

Assim, derivamos a expressao a direita em relacdo a x, obtendo

ON )= 0990
oz Y Ox Oy ®Y)-

Trocando a ordem das derivadas na segunda parcela, temos

oz Y oy Oz ©Y)

(23)

Como 9Q(z,y)/0x = M(z,y), entdo

ON oM
A \Ls — 5 \T, )
5 (&Y) oy (z,9)
que ¢ zero por causa da equagao My (z,y) = Ny(z,y).
Logo, apesar de sua forma aparente, a expressao a direita na equagao nao depende
de x. Assim, encontramos ¢(y) integrando a esta em relagdo & y. Substituindo essa

funcao na equacao ¢¥(x,y) = Q(z,y) + g(y), obtemos a fungao ¥ (z,y). Isto completa a

demostragao do teorema citado acima. .

E possivel obter uma expressao explicita para 1)(z, y) em termos de integrais, mas para
resolver equagoes exatas especificas, em geral, é mais simples repetir o procedimento usado
na demostracao precedente. Ou seja, integrar v, = M em relacao a x, incluindo uma

funcao arbitraria g(y) em vez de uma constante arbitraria, depois diferenciar o resultado

em relagao a y e igualar a N. Finalmente, usar esta dltima equagao para encontrar g(y).

Aplicagao 2.5. (Campos conservativos)

Na teoria de campos de vetores do plano podemos encontrar uma interessante aplicagao
do estudo de equagoes exatas. Antes de definirmos formalmente o que seria um campo

vetorial, daremos alguns exemplos simples destes:
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1. Considere a agua em movimento dentro de uma tubulagdo. Note que cada gota
possui certa velocidade, caminha em certa direcao e segue certo sentido. Se o fluxo
de agua nessa torneira permanece constante, entao temos um campo vetorial cujos

vetores estarao associados a velocidade do liquido na tubulagao;

2. Considere um fio elétrico sendo perpassado por uma carga elétrica em toda extensao
com certa velocidade, um certo sentido e fluxo constante pode ser associado a um

campo vetorial semelhante ao da tubulagao de agua;

De modo geral, um campo vetorial é uma funcio F : R? — R? da forma

F(z,y) = (M(z,y), N(z,y)).

Podemos obter novos campos, associados a um campo dado, que fornecem informacoes

sobre o campo original, por exemplo o campo gradiente.

OF OF
F= (%590
v (81:’83;)’

onde %—i ¢é a derivada parcial da funcao F' em relagdo a x e %—5 é a derivada parcial da
funcao F' em relagao a y.

Um campo de vetores é dito potencial, se existir uma funcéo 1 : R? — R? tal que ¢
e F satisfazem Vi = F' isto é, I’ é exatamente o campo gradiente de .

Estes tipos de campo sao de muito interesse, pois temos importantes campos neste
conjunto, por exemplo, o campo gravitacional!

Algumas caracteristicas destes campos sao obtidas a partir de sua definicao:

- Dado um campo conservativo F', o trabalho realizado pela forca potencial ¢ para
mover um objeto sobre uma curva s6 depende de seus pontos inicial e final (no caso do
trabalho da forca potencial gravitacional este fato é bem conhecido);

- Se um campo F(z,y) = (M(z,y), N(z,y)) é conservativo, entao teremos que

oM  ON
dy Oz’
Sem essa igualdade, nao terfamos a existéncia de uma fungao potencial.
Note que, esta ultima observacao nos faz lembrar da condigdo necessaria e suficiente
para que a EDO de primeira ordem
dy

seja exata, que foi enunciada no Teorema [2.9)

Equagoes Diferenciais exatas aparecem, no estudo de campos conservativos, quando

procuramos por curvas no plano, onde a funcao potencial é constante sobre estas curvas.

Mais especificamente, procuramos pontos (z, y) tais que y = y(z) e ¥ (z,y(x)) = C, onde
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2.2 EDOS DE PRIMEIRA ORDEM

C € R. Estas curvas sao chamadas de curvas equipotenciais e podem ser obtidas como
solucao de uma EDO exata.

Note que se um campo F(z,y) = (M(x,y), N(z,y)) é conservativo, com
F = V4 =, onde ¢ é uma funcio de classe C?, isto é, suas derivadas parciais existem até

segunda ordem e sao continuas, entao

0 9]
M(z,y) = E;rﬁ e N(z,y) = (‘;gj)

Supondo que y é uma funcao de x, teremos que 1) pode ser derivada em relagao a x e
esta é dada por:
do _ 0% 0 dy
dv  Or Oy dx’
de onde segue que
dyp dy

d
Sobre as curvas equipotenciais y(z) teremos que dw = 0. Obtendo assim a EDO exata
T

d
M (z,y) +N(x,y)dfi =0.

Exemplo 2.10. Mostre que o campo de vetores F(xz,y) = (2(x +y),2(z +y)),
(z,y) € R?, é um campo conservativo e apresente a equagio das curvas sobre as quais a

funcao potencial deste € constante.

Solucdo:
Para verificar que este campo € conservativo € preciso verificar que
0(2x +2y) 02z + 2y)

= = 2.
dy ox

Agora apresentemos sua fungdo potencial 1. Para isso, note que queremos uma funcao
VY tal que % =2r+2 e %} = 2x + 2y. Procedendo como no processo descrito para
solugdo de EDOs exatas,

Integremos g—i’ em relacao a x,

1/1:3:2+2xy—|—0y,

onde Cy € uma constante em relagdo a y. Agora derivamos 2?4 2xy + Cy em relagio a

Y, e igualemos a %

21:—{—6'3'/:2x+2y.

Por comparacao temos
Cy =2y,

integrando ambos os lados em relagdo a y
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Cy=vy".

E assim obtemos 1 (x,y) sendo

(z,y) = 2* +y* + 2uy, (v,y) € R%

Como queremos encontrar uma fungio y(x) tal que ¥(x,y) = C, sobre esta curva, entdo
y € dada por
22+ + 20y = C.

2.3 EDOS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Vimos na secao anterior que existem métodos gerais para encontrar solucao para alguns
tipos de EDOs de primeira ordem, inclusive englobando algumas equagoes nao lineares.
Para equagoes de ordem maior que um ja nao existem tantos métodos gerais para encontrar
solugbes. Os métodos estudados englobam apenas alguns tipos de equagoes lineares (isso
mesmo, nao temos uma forma geral para resolucdo de EDOs lineares de ordem maior que
um). Ainda assim, temos motivos para desenvolver um estudo sobre tais métodos: além
de uma estrutura tedrica rica, subjacentes a diversos métodos sisteméaticos de resolucao,
o estudo destas equacoes é essencial para topicos como mecanica dos fluidos, conducao de
calor, movimento ondulatério ou fendmenos eletromagnéticos.

Nesta secao iremos fazer um estudo sobre as solucoes de EDOs lineares de segunda
ordem e traremos algumas importantes caracteristicas do conjunto solucao destas.

Relembremos que uma EDO linear de segunda ordem tem a seguinte forma

2
Po(t) Y+ Pi(0) Y + Pt} = G(1), (24)
t dt
onde supomos que as fungoes Py, P, P» e G sao fungoes reais e continuas definidas em

algum intervalo I = («, 8) C R, e que Py nunca se anula nesse intervalo. Entdo, dividindo
a equacao por Py(t), obtemos

2
()Yt pa(t)y = o). (25)
Como a envolve a segunda derivada de y em relagao a ¢, serao necessarias, a grosso
modo, duas integracoes para resolve-la. Cada uma dessas integragdes vai gerar uma cons-
tante arbitraria. Podemos esperar, portanto, que, para obter uma tunica solucao, sera

preciso especificar duas condic¢des iniciais,

y(to) =vyo e ¥ (t) = up. (26)

em que tg pode ser qualquer ponto no intervalo I e yg e y4 é qualquer conjunto dado de

constantes reais.
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A teoria fundamental para problemas de valor inicial para equacoes lineares de ordem n
maior que um é similar a teoria para equacoes de primeira ordem. A seguir enunciaremos
o Teorema de Existéncia e Unicidade para PVIs envolvendo EDOS lineares de ordem

qualquer (uma demonstracao deste pode ser vista em [16]).

Teorema 2.11. (Existéncia e Unicidade)

Se as fungoes p1,p2,...,Pn € g em sdo continuas em um intervalo aberto I, entao
existe exatamente uma solugao y = ¢(t) da equagao diferencial que também satisfaz
as condicoes iniciais (@, em que tg € qualquer ponto em I. Essa solugdo existe em todo

o intervalo I.

Gostarfamos de chamar atengao para as trés mensagens repassadas pelo Teorema [2.11}
1. O problema de valor inicial tem uma solucao; eziste uma solugao.
2. O problema de valor inicial tem apenas uwma solucao; a solucao é unica.

3. A solucao ¢ esta definida em todo o intervalo I, em que os coeficientes sao continuos,

e é, pelo menos, n vezes diferenciavel ai.

2.3.1 Equagoes homogéneas

Uma equagdo linear de ordem 2 é dita homogénea se a fungio g(t) em (25), ou G(t)
em , for igual a zero para todo t. Caso contrario, a equacao ¢ dita nao homogénea.
Em consequéncia, a fungao g(t), ou G(t), é chamada, muitas vezes, de termo nao homo-
géneo. Vamos comecar nossa discussao com equagoes homogéneas, que escreveremos na

forma

y" + p1(t)y + pa(t)y = 0. (27)

Se as funcoes y; e y2 sao solucoes da , segue, por calculo direto que a combinagao

linear

y(t) = cryi(t) + caya(t), (28)

onde c1,e ¢o sdo constantes arbitrarias, também é solugao da equacgao 1) E natural,
entao, perguntar se as solugoes podem ser expressas como uma combinagao linear de
e yo. Isso serd verdade, se for possivel escolher as constantes ¢; e ¢a de modo que a
combinagao linear satisfaca as condigoes iniciais. Ou seja, para qualquer escolha do
ponto ty em [ e para qualquer escolha de yg e y(l], precisamos ser capazes de determinar

c1 e co de modo que as equacgoes

c1y1(to) + cay2(to) = yo

a1y (to) + 2y (to) = yj
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sejam satisfeitas. As equagdes acima podem ser resolvidas de maneira Unica para as

constantes c; e cg, desde que o determinante da matriz dos coeficientes nao seja nulo.

Por outro lado, se o determinante da matriz dos coeficientes for nulo, entdo sempre é

possivel escolher valores de yq e y(l) de modo que as equacoes citadas nao tenham solucoes.

Portanto, uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucao para

essas equacdes para valores arbitrarios de o e y§ é que o determinante wronskiano.

Wy1,y2)(t) =

ui(t) () |
n(t) wa(t)

nao se anule em ¢t = t5. Como tg pode ser qualquer ponto do intervalo I, é necessario e
suficiente que W (y1,y2) seja diferente de zero em todos os pontos do intervalo. Pode-se
mostrar que, se y; e y2 sao solugoes da , entdao W (y1,y2) ou é zero para todo t no

intervalo I, ou nunca se anula ai, portanto temos o seguinte teorema:

Teorema 2.12. Se as fungoes p1 e pa forem continuas no intervalo aberto I, se as funcoes
y1 e ya forem solugoes da equagio (27), e se W (y1,y2)(t) # 0 para pelo menos um ponto
t em I, entao toda solucdo da pode ser expressa como uma combinacao linear das

solucoes 11 e ya.

Um conjunto de solugoes y; e y2 da equagao cujo wronkiano nao se anula ¢é
chamado de conjunto fundamental de solugoes. Como todas as solugoes da equacao
sdo da forma y(t) = c1y1(t) + cay2(t), usamos o termo solugdo geral para nos
referir a uma combinacgao linear arbitraria de qualquer conjunto fundamental de solugoes
da equagcao de (27)).

Dependéncia e independéncia lineares. Vamos explorar agora a relacao entre
conjuntos fundamentais de solugdes e conceito de independéncia linear, uma ideia central
no estudo de algebra linear. As fungoes fi, fo sdo ditas linearmente dependente em

um intervalo I se existir um conjunto de constantes ki, ko, nem todas nulas, tais que

k1fi1(t) + kafa(t) = 0, (29)

para todo t em I. As fungoes f1, fo sdo ditas linearmente independente em [ se nao
forem linearmente dependentes af, isto ¢é, k1 f1(t) + kaofa(t) = k1 = ko = 0.

O conceito de independéncia linear fornece uma caracterizagao alternativa do conjunto
fundamental de solucoes da equagdo homogénea . Suponha que as fungoes y; e y2 sao

solugoes definidas em um intervalo I, e considere a equacao

k1y1 (t) + kgyg(t) =0. (30)

Diferenciando a equacao acima, obtemos uma equagcao adicional

ki (t) + kaya(t) = 0. (31)
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O sistema constituindo por e ¢ um sistema de 2 equagdes algébricas lineares
para as 2 incognitas k1 e k,. O determinante da matriz dos coeficientes desse sistema é o

wronskiano W (y1,y2)(t) de y1 e ya. Isso nos leva ao teorema a seguir.

Teorema 2.13. Se yi(t) e y2(t) formam um conjunto fundamental de solugées da equagio

Y +p1(t)y +p2(t)y =0,

em um intervalo I, entdo y1(t) e ya(t) sao linearmente independente em I. Recipro-
camente,se y1(t) e y2(t) sdo as fungoes linearmente independente em I, entio elas

formam um conjunto fundamental de solucoes em I.

Na proxima subsecao apresentaremos um método para encontrar um conjunto funda-
mental de solugdes para um EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes

constantes.

2.3.2 FEquagoes homogéneas com coeficientes constantes
Considere a Equacao Diferencial homogénea de segunda ordem

aoy” + a1y’ + agy = 0, (32)

onde ag,ai e as sdo constantes reais e ag # 0. I natural esperar que y = €' seja solucdo
da (32)) para valores apropriados de 7. De fato,

ert(aor(z) +ayr +az) =" Z(r), (33)

para todo r, em que

Z(r) = aor'®® + air + as. (34)

Para os valores de r tais que Z(r) = 0, segue que y = €' é uma solugdo da (32).
O polindémio Z(r) é chamado de polindmio caracteristico, e a equagao Z(r) = 0 é a
equacgao caracteristica da . Como ag # 0, sabemos que Z(r) é um polinomio de
grau 2, e pelo Teorema Fundamental da Algebr, tem 2 raizes, digamos r1 e 3, podendo

as mesmas ser iguais. Podemos, portanto, escrever a equagao caracteristica na forma

Z(r) =ap(r—r1)(r—rq9) =0. (35)

Temos trés casos destacaveis para andlise das solu¢oes desta equacao:

1O Teorema Fundamental da Algebra afirma que qualquer polinémio com coeficientes complexos de uma
variavel e de grau possui alguma raiz complexa.
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2.3.3 Raizes reais e distintas.

Se as raizes da equacao caracteristica em (35)) sdo reais e distintas entre si, entao temos
2 solucoes distintas €™ e e™?! da equacdo . E possivel verificar que estas fungoes sao

linearmente independentes, e neste caso a solucao geral de sera

y = cre"t + coe™?. (36)

t

Mostraremos a independéncia linear destas e"! e e™!. Note que

67'175 67"215

W (y1,y2)(t) = = e(rﬁrz)t(rz —r1) #0

t t

rie™t  roe’

para todo t pertencente aos reais, de onde segue o resultado.

Exemplo 2.14. Considere a equagdo
y" +5y' +6y =0,

sua equagdo caracteristica associada €

2+ 51 +6=0,
suas raizes sao ry = —2 e rg = —3. Das quais obtemos as solugoes
_ 2t _ =3t
Y =e€ € Y2 =¢e .

Para que essas solugoes sejam linearmente independente e assim formem um conjunto

fundamental de solugoes, o W (y1,y2) # 0.

Temos
—2t —3t
e e
W(yby?)(t) = | —26_2t _36_3t
como W (y1,y2) = —e =, temos que a solugio

Yy = cle_Zt + 626_3t.

é uma solugdao geral.
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2.3.4  Raizes complexas.

Se a equacdo caracteristica em (35| tiver raizes complexas, as mesmas ocorrem em

A—ip)t

pares conjugados A £ iu. Supondo que y; = e(Atint ¢ Yo = el sao solucoes da

equacdo ([32), e usando a formula de Euler +e# = cos(ut) +isin(ut) , temos

y1 = eM(cos put + i sin pt) e yp = eM(cosput —isinput).

Usando uma combinagao linear destas, obtemos as seguintes solugoes reais
+ — .
= T2 o NV Mgy put. (37)

2 21

Dessa forma, mesmo que algumas das raizes da equacao caracteristica sejam complexas,

Ul cosut e U9

ainda é possivel expressar a solugdo geral da equacao (32) como combinacdo linear de

solugoes reais.

Exemplo 2.15. Considere a equagdo
y'+2y' +2y =0,

sua equagdo caracteristica associada é

r2 4+ 2r +2=0,
suas raizes séory = —1+1i ero = —1 —14. Das quais obtemos as solugoes
y1 = e (cost +isint) e Yo = e (cost —isint),

que por combinagao linear obtemos as sequintes solucoes reais

t t

Y1 = e ‘cost e Yo = € 'sint,

Para que essas solucoes sejam linearmente independente e assim formem um conjunto
fundamental de solugoes, o W (y1,y2) # 0.

Temos

e teost e lsint

Wiy, y2)(t) = '
(y1,92)(?) —et(cost +sint) —e!(—cost+sint)

como W (y1,y2) = e 2!, temos que a solugdo

t

Yy = ci1e ‘cost + coe tsint.

¢ uma solucao geral.
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2.3.5 Raizes repetidas.

t t

Se as raizes forem repetidas, teremos que as solugoes e"* e 2" nao formam um con-

junto fundamental de solugoes para , pois nao serao linearmente independentes.

rit

E possivel verificar que se r; for uma raiz que se repete, entdo u; = te’!' também é

t

solucdo para a equacdo (32), e além disso u1 e €"? sdo linearmente independentes.

Verifiquemos a veracidade dessa afirmacao
ay” + by +cy =0, (38)

onde a, b e ¢ sao contantes reais, com a # 0. A equagao caracteristica associada a equagao

é dada por
ar? +br+c¢=0.

Sejam 71 e 7o raizes desta equacdo. Suponha que 11 = ro (isto é, b*> — 4ac = 0), e assim
temos que
—b
rn =r=—.
2a

Logo, até o momento, obtemos apenas uma solucao de

Precisamos de uma outra solucdo que nao seja combinacao linear da primeira, para
que assim tenhamos um conjunto fundamental de solu¢oes. Para encontrar uma segunda

solugao, supomos que esta tenha a seguinte forma

—bt

y=v(t)yi(t) = v(t)er

e substituimos na equacao diferencial, para determinar v(t). Temos

y = v’(t)e_TZt — ;av(t)eggt
e
Y’ = v”(t)eggf — ZU’(t)GEZt 4[);@(15)6_2?
agora, substituindo na equacao
{a[v”(t) _ va(t) + f;v(t)] F B[ (1) — e~ Bu()] + cv(t)} e = 0.

—bt B
Cancelando o fator e2e , que nao se anula e arrumando os termos restantes, encontramos
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A parcela envolvendo v/(t) é obviamente nula. Além disso, o coeficiente de v(t) é
c — (b*/4a), que também é zero, pois (b> —4ac = 0) na situacdo considerada. Assim

a equacao acima se reduz a

logo,

v(t) = 1 + cat.

Portanto, a solugao y = v(t)e_Tl:zt é dada por

—bt —bt

Y = c1e2a + cote2a .

Entao, y é uma combinacgao linear das duas solugoes

—bt —bt

yi1(t) = ez, y2(t) = te2a.

Podemos verificar que o wronskiano W (y1, y2) nunca se anula, e as solugoes acima formam

um conjunto fundamental de solucoes para (38)).

Exemplo 2.16. Considere a equagdo
4y" + 12y + 9y = 0,
sua equacao caracteristica associada €

42 +12r +9 =0,

com uma unica raiz v = ’73 . Da qual obtemos as solucoes
-3 -3
Yy = ezt e Yo = te2 't

Para que essas solugoes sejam linearmente independente e assim formem um conjunto
fundamental de solugoes, o W (y1,y2) # 0.

Temos

= =3
€2 te2

W , t = _ _
(y1,92)(t) SBeFt o FH1- 3y

como W (y1,y2) = e~ %, temos que a solugio
;315 ;315
Yy =rciez" " +cote2"’.

¢ uma solugdo geral.
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2.3.6  FEquagoes nao homogéneas

Uma equagao linear de segunda ordem é dita ndo homogénea se a fungao g(t) na
, ou G(t) na , for diferente de zero para todo t. Em consequéncia, a fungdo g(t), ou
G(t), é chamada, muitas vezes, de terno nao homogéneo. Vamos comegar nossa discussao

para encontrar solucdes de equacoes nao homogéneas, que escreveremos na forma

Y+ o)y + pa(t)y = g(t), (39)

com y1, %2, ..., Yn solucdes da equacao acima. Para isso enunciaremos o teorema a seguir.

Teorema 2.17. Principio da superposicao
Sejam yp, € Yp,, solugoes particulares para a FEquagao Diferencial linear de sequnda
ordem @ em um intervalo I, correspondendo a fungoes distintas g1 e ga. Isto é, supo-

nhamos que yp, seja uma solugcao particular para a Equacdo Diferencial correspondente
ay” + a1y’ + azy = gi(t).

em que i = 1, 2. Entao

Up(t) = Ypa (£) + ypa (1)

¢ uma solucao particular para

apy” + a1y’ + azy = g1 (t) + g2(t).

Toda equacao nao homogénea tem uma equagao homogénea associada do tipo

Y+ p1(t)y' + pa(t)y = 0, (40)

a qual conseguimos encontrar a solucao y(t), com os métodos discutidos anteriormente.
Dessa forma, podemos escrever uma estrutura de solugdo geral para equacao nao

homogénea (39)) na forma

y(t) = yn(t) + yp(t), (41)

onde y, € a solucao geral da equagao homogeénea associada e y, ¢ uma solucao particular
da equacao nao-homogénea.

A seguir detalharemos dois métodos usados para encontrar solu¢oes particulares para
uma equacao nao homogénea: método da variacao de parametros e método dos coeficientes

indeterminados.
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2.3.7 O método de variagio dos parametros

Para usar o método de variacao dos parametros é necessario, primeiramente, resolver
a Equacao Diferencial homogénea associada. Isso, em geral, pode ser dificil, a menos que
os coeficientes sejam constantes. No entanto, o método de variacao dos parametros é mais
geral do que o método de coeficientes indeterminados (a ser detalhado no préximo tépico),
pois leva a uma expressao para a solugao particular qualquer que seja a fungao continua
g, enquanto o método dos coeficientes indeterminados fica restrito, a uma classe limitada
de funcgoes g.

Iremos detalhar o método para uma EDO linear de segunda ordem arbitraria

Y+ o)y +q(t)y = g(t), (42)

em que p,q e g sao fungoes continuas dadas. Como ponto de partida, vamos supor que

conhecemos a solucao geral

yn(t) = c1y1(t) + caya(t) (43)

da equacao homogénea associada

y" +p(t)y +q(t)y = 0. (44)

A ideia crucial, é substituir as constantes ¢; e ¢ na por fungoes uq(t) e ua(t),

respectivamente; isso nos da

y = ur(t)y1(t) + uz(t)y2(t). (45)

Podemos, entdo, tentar determinar u;(t) e ug(t), de modo que a expressiao na seja
solucdo da equagao homogénea (42)). Derivando a , obtemos

y =y () () +ua () (1) + up(B)ya(t) + ua(t)ys (1), (46)

Agora, considere a seguinte hipdtese em relagdo as somas das parcelas envolvendo

uy (t) e uh(t) na (46):

up )y (t) +us(t)y2(t) = 0. (47)
Entao, da , temos
Yy = ()yi(t) +uz()ya (). (48)

Derivando novamente, obtemos

y" = ur (O (t) +ur()yr (1) +ua(t)ya(t) +u2(t)ys (). (49)
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2.3 EDOS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Agora vamos substituir 3,4’ e y” na pelas expressoes nas , e respecti-

vamente. Apds arrumar os termos na equacao resultante, vemos que

ul(t)[z/l’() +p®)yi(t) +a(t)y(1)]
uz(t) [y (1) + p(t)ya(t) + q(t)y2(t)]
+ui ()yr (1) + ua(t)ya(t) = g(t).

Cada uma das expressoes entre colchetes na equacao acima é nula, pois ambas as

funcoes y1 e yo2 sao solugdes da equagao homogénea . Portanto podemos reduzi-la a

ur ()1 (t) + us()ya(t) = g(t). (50)

As equagoes e formam um sistema de duas equacoes lineares algébricas para as
derivadas v} (t) e u5(t) das fungoes desconhecidas.

Resolvendo o sistema formado pelas equagoes e , obtemos

/ (t) o y?(t)g(t) /(t) _ yl(t)g(t) (51)

T Whnw® " W (yr,y)(t)

em que W (y1,y2) é o wronskiano de y; e y2. Note que a divisdo por W é permitida, ja
que y1 e yo formam um conjunto fundamental de solugoes e, portanto, seu wronskiano

ndo se anula. Integrando as (51)), encontramos as fungdes desejadas us (t) e uz(t), a saber,

y2(t)g(t)
W (y1,y2)(t)

y1(t)g(?)

ult) = - W (y1,y2)(t)

dt + c1, U9 (t) = — dt + ca, (52)

Se as integrais nas equagoes ((52)) puderem ser calculadas em termos de fungoes elementares,
substituimos os resultados na (45)), obtendo assim a solucao geral da (42)). De maneira
geral, a solucao sempre pode ser expressa como integrais. De maneira geral, a solucao

sempre pode ser expressa como integrais, conforme enunciado no teorema a seguir.

Teorema 2.18. Se as fungoes p,q e g forem continuas em um intervalo aberto I e se as
fungoes y1 e ya formarem um conjunto fundamental de solugoes da equagdo homogénea

associada a equacdo ndao homogénea

v +pt)y +a(t)y = g(t),
entao uma solucao particular é

0 =00 | 0™ 0 ™

em que ty € qualquer ponto escolhido convenientemente em I. A solugdo geral é

y = c1y1(t) + caya(t) +yp(t).
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Uma grande vantagem do método de variacdo dos parametros é que a fornece
uma expressao para a solugao particular y,(¢) em termos de uma fun¢ao nao homogénea
arbitrdria ¢g(¢). Essa expressio é um bom ponto de partida se vocé quiser investigar o
efeito da variagao no termo nao homogéneo, por exemplo, se quisermos analisar a resposta
de um sistema sujeito a um ntimero de forgas externas diferentes.

Vejamos um exemplo de aplicagao desse método,

Exemplo 2.19. Encontre a solugcdo geral da equagdo
y" +y = tan(t),
cujo a equagdo homogénea associada y" + 1y = 0, tem como solucio geral
yn(t) = ¢ cost + co(t) sint.

A ideia bdsica do método de variagao dos parametros € substituir as constantes ci e co

por fungoes ui(t) e ua(t), de modo que
Yp(t) = ui(t) cost + ua(t) sint,

seja solucao particular da equagdo estudada.

Para determinar uy(t) e ug(t) basta utilizar as expressoes obtidas em (59)

0 (t)g() e
AT G A A e Ok

como W (y1,y2) = 1, temos

uy(t) =

u(t) = —/sinttan(t)dt ug(t) = —/costtan(t)dt,

onde
u1(t) = —sint + In | tant 4 sec t] ug(t) = cost.

Logo a solugio particular y,(t) da equagio é dada por

yp(t) = (—sint +1In|tant + sect|) cost + costsint,

onde, seque
yp(t) = In|tant + sect| cost.

Portanto a solugao geral é da forma

y(t) = cicost+ ca(t)sint + In|tant 4 sect| cost.
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2.3.8 O método dos coeficientes indeterminados

Uma solugdo particular y,(t) da equacdo linear ndo homogénea de segunda ordem em
pode ser obtida pelo método dos coeficientes indeterminados, desde que ¢(t) tenha
uma forma apropriada que serd detalhada a seguir.

Para utilizarmos este método, primeiro precisamos analisar o termo nao homogéneo e
assim supor uma hipdtese inicial sobre a forma da solugao particular y,(¢). A suposicio
feita nos da uma ideia sobre a solugdo, mas nao nos garante os valores e nem a existéncia
de seus coeficientes, para isso substituimos a hipotese feita na , e em caso de éxito
encontraremos os coeficientes, e portanto, poderemos utilizar a expressao encontrada como
solugao particular da equacao . Caso os coeficientes nao possam ser encontrados,
entao a solucao procurada nao é da forma que supomos, assim sera preciso supor uma
nova forma para a solugao y,(t), e proceder novamente com as fases do método.

Este método é muito préatico, porém s6 ¢ usado em problemas cujo a equagao homogé-
nea tem coeficientes constantes, pois as hipoteses sao feitas apenas quando o termo nao
homogéneo ¢(t) atende a uma classe relativamente pequena de fungoes. Em geral aplica-
remos este método quando ¢(t) é uma soma de polindmios, exponenciais, senos e cossenos,
ou produtos de tais fungdes, esperamos que seja possivel encontrar y,(t) através de uma
escolha conveniente de combinacoes de polindmio, exponenciais, etc., multiplicadas por
um numero de constantes indeterminadas.

Para estender nossos argumentos a respeito da aplicabilidade do método, iremos expor
as hipdteses iniciais em trés casos gerais onde o termo nao homogéneo ¢(t) assume formas
distintas.

Se g(t) for um polindomio de grau n da forma P,(t), podemos supor uma hipdtese

inicial para a solucao particular sendo
yp(t) = 5 (ant™ + an_1t""t + -+ art + ap),

onde s ¢ o menor expoente para que nenhuma das parcelas de y, seja solugao da equagao
homogénea associada. Assim poderemos garantir uma solugao particular da equagao nao
homogénea se conseguirmos determinar os coeficientes ag, ay, ..., an.

Se g(t) for uma funcio da forma P, (t)e®', podemos supor uma hipdtese inicial para

a solucao particular sendo
yp(t) = t*(ant™ + an_1t"1 + -+ art + ag)e™,

onde s é o menor expoente para que nenhuma das parcelas de ¥, seja solugao da equagao
homogénea associada. Assim poderemos garantir uma solugao particular da equacao nao

homogeénea se conseguirmos determinar os coeficientes do polindémio P, (¢).
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Se g(t) for da forma P,(t)e® cos(at) ou Q,(t)e sin(at), onde P,(t) e Qn(t) sio
polinémios de grau n, podemos supor uma hipdtese inicial para a solucao particular
sendo

yp(t) = t*[(ant™ + an_1t""1 4 - - + art 4 ag)e?! cos(at)

+(bpt™ + b1t - byt + by e sin(at)],

onde s ¢ o menor expoente para que nenhuma das parcelas de ¥, seja solugao da equagao

homogénea associada. Assim poderemos garantir uma solucao particular da equagao nao

homogénea se conseguirmos determinar os coeficientes dos polindmios P, (t) e Qp(t).
Vejamos exemplos onde encontraremos a solucao particular de duas EDOs lineares

nao homogéneas.
Exemplo 2.20. Encontre a familia de solugoes para a equagcao
Y — 3y — 4y = 3e*.

Solugdo:

Podemos encontrar a solugio da equacao homogénea associada  fazendo
y' — 3y — 4y = 0, onde obtemos a equacdo caracteristica N> — 3\ —4 = 0 da qual ob-
temos as solugoes \1 = 4 e Ay = —1. FE assim a solu¢ao da homogénea associada é

yp(t) = Cre* + Coe™t. Agora iremos supor que a solugio particular é do tipo
yp(t) = kre®,
em que o coeficiente ki ainda precisa ser determinado. Para encontrar ki, vamos calcular
yp(t) = 2k, Y p(t) = dkye?,
e substituir y,y' e y" na equagdo considerada por yp, y, ey, , respectivamente. Obtemos
(4k1 — 6k — 4ky)e? = 3e2t.

1
Portanto, —6k1e?t tem que ser iqual a 3€*'; logo, k1 = —3 Assim, uma solugdo particular

s

e

1
yp(t) = _5‘3%-

Exemplo 2.21. Encontre a familia de solugoes para equacao
y" + 4y = 3sin 2t.

Solugdo:

Podemos encontrar a solugio da equagdo homogénea associada fazendo y” + 4y = 0,
onde obtemos a equacio caracteristica N> +4 =0, da qual obtemos as solucoes A\; = 2i e
Ay = —2i. E assim a solugao da homogénea associada € yp,(t) = C1 cos(2t) + Cosin(2t).

Agora iremos supor que a solucdo particular € do tipo
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yp(t) = kit cos(2t) + kot sin(2t),

em que ki e ko sao constantes a serem determinadas. Observe que ot aparece com poténcia

1 para que nenhuma parcela seja solu¢ao da homogénea associada. Logo
y"p(t) = —4kisin(2t) — 4kytcos(2t)dkatsin(2t)
Substituindo na equagdo considerada
—4kysin(2t) — 4kytcos(2t)4dkotsin(2t) + 4[tky cos(2t) + the sin(2t)] = 3 sin 2t.

Para satisfazer a equagao precisamos determinar ki e ko, de maneira que as equagoes

a sequir sejam satisfeitas
—4k’1 =3 (& kg = 0.

-3
Resolvendo as equacoes para ki e ko, obtemos k1 = =€ ko = 0, de modo que a solucao

particular seja

up(t) = _ftcos(Qt).
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Aplicagao 2.6. Clircuito RCL (Fechadoﬂ

Um circuito que contenha um resistor, capacitor, indutor e uma fonte que possa for-
necer forga eletromotriz (g), é denominado circuito RCL. Sendo esse circuito um cir-
cuito fechado, podemos calcular as tensoes em cada terminal, onde (U;) é a tensdo no

resistor,(Uz) é a tensdo no capacitor e (Us) é a tensdo no indutor.(Ver Figura ()

R
PP

Figura 4: esquema de um circuito RCL (Fechado)

Assim podemos utilizar a lei das malhas de Kirchoff, a qual fala que soma das diferencas
de potencial para qualquer circuito fechado é nula, de uma maneira mais pratica a soma
das intensidades das tensoes tanto positivas quanto negativas, ao longo de todo circuito

é zero, isto é,
Uy +U;+Us =0.

Como vimos na Aplicagao quando modelamos um circuito RC, a tensdo em um
resistor e em um capacitor sao respectivamente

q

U =tR e U2:67

onde ¢ é a corrente do circuito, R a resisténcia no resistor, ¢ ¢ a quantidade de carga
acumulada no capacitor e C' é sua capacitancia.

Ja a tensao no indutor pode ser encontrada com

U3 = L—
3 Ata

onde L é a indutancia do indutor.

Substituindo todas as informagoes acima em Uy + Us 4+ Uz = 0, temos

Da definigao de corrente elétrica (i) usada na Aplicagao , podemos tirar que

10As informagoes que auxiliaram na modelagem desta aplicagdo podem ser encontradas em [7]
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Ao di dq
At dt
Reescrevendo a equagao temos
d%q dg 1
L—+R—+—=q=0
az T T et

Dividindo toda equagao por L

E assim obtemos uma equacao diferencial linear de segunda ordem do tipo
y” + ay’ + by = 0, homogénea com coeficientes constantes, cujo método de solucao foi
discutido nesta secao.
Assim,
a2 g=0 = q”+§q’+iq=0,
L CL
das equagoes acima obtemos a equacao caracteristica

R 1
M4+ N+ — =0.
+L +CL

A solucao da equacao acima é

—-R R2 1
AMa=——F s — —
L2751 A2 LC”

1

chamando il Ae — = B, temos

oL~ Y ILC
Ao =-—A+ VAT B,

Como estudado podemos avaliar as solugoes em trés casos:
- 1° caso: A% — B > 0 (Neste caso teremos duas raizes distintas);
- 2° caso: A% — B = 0 (Neste caso teremos duas raizes iguais);

- 3° caso: A% — B < 0 (Neste caso teremos duas raizes complexas).

Para o 1° caso: A? — B > 0, onde teremos duas raizes distintas
M=-A+VA2—-B e M=-A—-VA?2-B.

As solucoes podem ser explicitadas como

q = e(—A+VAZ-B)t g = e(—A—\/A2—B)t7

como W(q1,q2) # 0, temos que ¢ e g2 formam um conjunto fundamental de solugdes.

Portanto a solucao geral da equacao ¢é

(—A+VA2-B)t + 026(—A—\/A2—B)t_

q=cie
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Para o 2° caso: A2 — B = 0, onde teremos duas raizes iguais

R

= —A.
oL

A2 =—
Assim teremos uma Unica solugao

g = e A

para obtermos um conjunto fundamental de solugoes, precisamos de uma segunda solucao,
que iremos supor da forma y = v(t)y;.

Como ja discutimos v(t) = ¢1 + cat, e assim temos

At _ At
q1 = cie e g = cote” N,

como W(q1,q2) # 0, temos que ¢ e g2 formam um conjunto fundamental de solugdes.

Portanto a solucao geral da equacao é

q= cle_At + CQte_At.

Para o 3° caso: A2 — B < 0, onde teremos duas raizes complexas
3 p
AM=a+iw e A =a—iw.

2 .
com o = —% =—Aew= j:\/f”ﬁ — % = +v/ A% — B, ambos reais.

Portanto as solugoes da equagao sao

atiw)t a—iw)t

q1 = 016( € a2 = 026( )

e assim a partir de ¢ e g2, obtemos as solugoes reais
@ = cie®coswt e o = coe™ sinwt,

como W(q1,q2) # 0, temos que ¢ e g2 formam um conjunto fundamental de solugdes.

Portanto a solucao geral da equacao ¢é
q = c1e® cos wt + coe® sin wt.

q = c1e~ cos(vVAZ — B)t + cae A sin(v/ A2 — B)t.
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Aplicagao 2.7. Circuito RCL (Aberto E

Um circuito que contenha um resistor, capacitor, indutor e uma fonte que possa for-
necer forca eletromotriz (¢), é denominado circuito RCL. Sendo esse circuito um cir-
cuito aberto, podemos calcular as tensoes em cada terminal, onde (U1) é a tensdo no

resistor,(Usz) é a tensdo no capacitor e (Us) é a tensao no indutor.(Ver Figura [j)

Figura 5: esquema de um circuito RCL (Aberto)

Assim podemos utilizar a lei das malhas de Kirchoff, a qual fala que a soma das
diferencgas de potencial para qualquer circuito aberto é igual a tensao fornecida pela fonte,
de uma maneira mais pratica a soma das intensidades das tensoes tanto positivas quanto

negativas, ao longo de todo circuito € igual a f.e.m. do sistema, isto ¢,
U+ U+ Us =¢,

como ja foi discutido, a equagdo acima pode ser reescrita, como

(54)

assim obtemos uma equacao diferencial linear de segunda ordem do tipo
ay” + by’ + cy = g(t), ndo homogénea com coeficientes constantes, cujo método de solugao
foi discutido nesta secao.

Podemos determinar a solugao da equacao encontrada sendo

q = qn + qp,

com ¢, sendo a solu¢ao da equacao homogénea associada e g, a solucao particular.
d’¢ Rdqg 1
A solugao g, da homogénea associada — + —— 4+ ——¢q = 0, é na verdade a solugao
ucao gp mogen 1 dt2+Ldt+C’Lq na ver ug

para um circuito fechado, solucao estd discutida na aplicacao anterior, sendo assim ja a
conhecemos, entao agora precisamos definir a solu¢ao particular para equacao (b4)).

Assim, reescrevendo a (H4)) temos

HAs informagoes que auxiliaram na modelagem desta aplicagido podem ser encontradas em [7]
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”_|_E’_|_L —E
R ST A

Para encontrar a solugao particular, iremos usar o método dos coeficientes indetermi-
nados. Como o termo nao homogéneo é uma funcao polinomial, vamos supor que uma

solucdo particular para a (54)) é do tipo
€
= —0
Q=1

derivando, temos

Agora substituindo na EqJ54]

1 €
O+O+ﬁq—i = qp—aC.
Portanto a solugdo geral para a Eq[p4] é dada por

q=qp+eC.

Assim temos trés possibilidades para a solucao geral da ,

q — Cl€(—A+vA2—B)t + 026(—A—\/A2—B)t +€C,

q = cre” A 4 cote= M 4 £C;

qg=e A [01 cos(VA? — B)t + casin(vV A% — B)t] +eC.
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PROPOSTA DIDATICA

Tentar estreitar os lagos entre algumas matérias, como Histéria, Fisica e Matematica,
por exemplo, pode ajudar a desconstruir uma impressao inequivoca que muitos alunos
tem de que a matematica se desenvolve por magica ou lapsos de genialidade. Mostrar
que para cada conceito, formula ou teoria desenvolvida, existiu um contexto historico e
interesses relacionados com a época, ¢ essencial para agucar o interesse e a curiosidade de
muitos alunos.

De acordo com nossas pesquisas expostas no Capitulo 1, o estudo do movimento foi
uma das grandes motivagoes que levaram a criacao do Céalculo Diferencial e Integral.
Explicar o movimento dos corpos a partir de suas trajetérias necessitou de uma nova
teoria matematica que, além deste, foi capaz de modelar muitos outros fendmenos da
natureza, através das Equagoes Diferenciais.

Neste capitulo traremos uma sugestao de abordagem do estudo de func¢des por meio
de taxas de variacdo (ideias intuitivas sobre EDOs), trazendo como aplicagdo o estudo
do movimento. Este ¢ um contetido que faz parte do curriculo nacional do ensino médio,
mas que em geral é visto na disciplina Fisica. Nosso objetivo é propor uma atividade
integradora de conhecimento para tratar de um tema que pode atender interesses de
varias disciplinas, mas que, em geral, nao é usado com toda sua potencialidade.

A introducao das ideias do cédlculo para os alunos do Ensino Médio, nao é uma ideia
nova. Existem vérios trabalhos nesta diregao, podemos citar em [I1],[12] e [13] . Estes
trabalhos confirmam que estamos no caminho certo ao partir para este tipo de abordagem

em sala de aula. Nosso trabalho tem a intencao de somar a estes.

3.1 OBJETIVO

Nesta abordagem buscamos esclarecer qual a relagao existente entre uma fungao e sua
taxa de variagao (apenas para funges constantes, afins e quadraticas). Para isso definire-
mos taxas de variacao e daremos a nog¢ao intuitiva de solugdo de uma Equagao Diferencial
Ordinéria nestes casos em especifico. Baseados no contexto histérico do surgimento do
conceito de taxas de variacao instantanea, iremos usar o estudo do movimento para aplicar

os resultados apresentados. Para isso usamos como apoio [6] e [9].
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3.2 CONTEUDOS ENVOLVIDOS

3.2 CONTEUDOS ENVOLVIDOS

Esta proposta tem por objetivo resgatar, integrar e aprofundar varios contetdos e
habilidades que fazem parte do Curriculo Nacional do Ensino Médio, citamos: fungoes
de primeiro e segundo grau, construcao de graficos, movimento retilineo uniforme, mo-
vimento retilineo uniforme variado, taxas de variagdo média e instantanea. O professor
deve orientar a pesquisa desses conceitos, revisando-os de forma dinamica, dando énfase
nos principais topicos de cada contetdo.

Sobre as habilidades, é essencial que o aluno saiba interpretar a realidade ao seu redor,
para isso espera-se que ele também seja capaz de identificar e seguir o melhor caminho

para a construgao do seu conhecimento, por meio da apresentacao dos topicos a seguir:

1. Compreender o conceito de taxa varia¢ao;

2. Alcangar intuigoes relevantes a respeito de limites e derivadas;

3. Organizar e interpretar informacoes;

4. Construir, ler, analisar e interpretar graficos de fungoes de primeiro e segundo grau;

5. Reconhecer, interpretar, bem como ser capaz de utilizar, os conceitos iniciais de

Calculo Diferencial;
6. Compreender e ser capaz de calcular, taxa de variacao instantanea;

. i v volv i volv: X varia-
7. lIdentificar, descrever, desenvolver e empregar conceitos que envolvam taxas de varia
¢ao, para resolver problemas e saber tirar inferéncias que auxiliem no entendimento

do mundo ao seu redor.

3.3 A PROPOSTA

Abaixo segue a proposta de um roteiro que pode ser usado por professores de mate-
matica e fisica, separadamente ou em conjunto. Indicamos aos interessados em aplicar
esta proposta, a leitura dos capitulos anteriores desta dissertacao para aprofundar seus

conhecimentos a cerca das Equacoes Diferenciais.
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3.3 A PROPOSTA

3.3.1 Tuazxas de variagdo de fungoes: a matemdtica por trds do estudo do movimento

Sabemos que fungoes sao formas de relacionar variaveis, isto é, quando definimos

f(z) =y,

estamos dizendo que a varidvel x e y estao relacionadas de acordo com a funcao f, por
exemplo, a fungao que fornece o custo de uma corrida de taxi, fornece uma relagao entre
a quantidade de quilometros rodados e o valor da corrida a ser paga. Entender a forma
como as fungoes variam pode ser bastante importante para entendermos varias agoes que
fazem parte do dia-dia das pessoas, como a quantidade e os horarios em que devemos
tomar um medicamento, acelerar um carro quando queremos que este se locomova mais

rapido, desacelerar (frear) quando queremos que este pare.

Definicao 3.1. Dada uma funcao f definida em um intervalo de nimeros reais a < x < b,

com a,b C R, a taxa média de variacao de f neste intervalo é dada por
Tf(a, b) =

Usaremos a sequinte nomenclatura para expressar estas variagoes no intervalo considerado
Variacao da varidavel x: Ax = b— a;
Variagao da fungao f(x): Af = f(b) — f(a).
Assim, a taxa média de variagdo de f no intervalo a < x < b pode ser escrita como

A
Ty(a,b) = Ai.

Aqui é importante ficar claro que a variacao depende do intervalo considerado e nao
necessariamente é a mesma para todos os intervalos.

Vejamos alguns exemplos de taxas de variacao média:

Exemplo 3.2. A prescricio de uma certa quantidade de wm medicamento em um deter-
minado tempo, depende de um estudo feito sobre a quantidade dessa substancia no sangue

(em miligramas por mililitro) medida em um intervalo de tempo.

cmla,b] = - taza de variacao média da quantidade de medicamento entre os

At
instantes a e b,

onde C(t) € a fungio que nos dd a quantidade dessa substincia no sangue em um deter-

minado instante t.

A taxa de variagdo média € positiva quando a concentragdo aumenta, e negativa quando

a concentracao diminui.
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Exemplo 3.3. A velocidade média de um objeto € a taxa de variagdo média da posicao

em uma unidade de tempo. Digamos,

AS
vm(a,b) = AL (varia¢do da posi¢io entre os instantes a e b),

onde S(t) € a fung¢do que nos dd a posicao do objeto (em relagio a um referencial) em um

determinado instante t.

OBS: E comum vermos somente a indicacio vy, = 20km/h, por exemplo, isso ocorre
quando independente do intervalo de tempo a ser considerado, a velocidade € a mesma.

A taza de variagio média (velocidade média) € positiva quando o objeto estd se movi-
mento para o lado positivo em relagdo ao referencial, e negativa quando o objeto estd se

movimento para o lado negativo em relacao ao referencial.

Exemplo 3.4. A acelera¢io média de um objeto € a taxa de variacao média da velocidade

desenvolvida pelo objeto em um intervalo de tempo.

Ao

am(a,b) = A

( variagao da velocidade entre os instantes a e b),

onde v(t) € a fun¢do que nos dd a velocidade do objeto em um instante t.

Exemplo 3.5. Vamos calcular taxas de variagio média da populagdo abaizo em vdrios
periodos. Usando as taxas de variacao média é possivel fazer estimativa de valores desco-

nhecidos. [[

Populacao mundial

10 bilhdes
2100%
9 bilhdes

8 bilhdes

7 bilhdes

201

6 bilhdes

1959

5 bilhdes

1987

4 bilhaes

1974

3 bilhdes

1960

2 bilhdes

1930

1 bilhao
1800

* Projegdo segundao a qual, em 2100, a populagio estabilza ou caium pouco. Fonte: Revista Vieja, edicdo 2241,
2 nov. 2011, p. 124-125.

HEste exemplo pode ser encontrado em [10]
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Temos que
e 1° periodo: de 1800 a 1930, a tara média de variacao era de:

AP 2000000000 — 1000000000 1000000000
T,,(1800,1930) = — = -
m( ’ ) At 1930 — 1800 130

Logo, quando analisamos as variacoes sofridas entre os anos de 1800 e 1930 a taxa

~ 7,69 milhoes/ano

média de variacao é de 7,69 milhdes/ano.

e 2° periodo: de 1987 a 2011; a taxa média de variagio, em pessoas/ano, é:
AP 7000000000 — 5000000000 _ 2000000000
At 2011 — 1987 B 24

observe que esse ritmo de aumento € quase 11 vezes o ritmo de aumento da populacao

Ty (1987,2011) =

~ 83,3 milhoes

humana registrado no 1° periodo, de 1800 a 1930.

e 3° periodo: de 2045 a 2100; a taxa média de variagio, em pessoas/ano, é:
AP 10000000000 — 9000000000 1000000000
At 2100 — 2045 N
esse valor indica uma diminuicao na tara de crescimento populacional até o final deste

T, (2045,2100) =

~ 18,2 mulhoes

século.

Como vimos nos exemplos acima, algumas taxas de variacao média recebem nomes
particulares como concentracao média de remédio no sangue, velocidade média, aceleracao
média, crescimento populacional médio entre outras. Cada uma das situagoes citadas sao
descritas por fungoes que descrevem aquele caso especifico.

No Exemplo podemos pensar que no ano de 1870, por nao termos nenhum dado,

a populagao pode ser estimada por meio da taxa de variacdo média de crescimento por

1000000000 + 70.7690000 = 1, 54 bilhoes.

Mas essa informagcao nao é precisa, muitos fatores podem ter ocorrido e feito com que
esse comportamento de crescimento fosse alterado. Por exemplo, suponhamos que depois
de algum tempo uma pesquisa revelou que a populacao em 1830 era de 1,1 bilhoes e em
1900 era de 1,3 bilhoes. Com esses novos dados, seria possivel melhorarmos a estimativa,
pois eles nos fornecem o comportamento da populacgdo em um periodo mais préximo de
1870. A nova estimativa seria baseada na taxa de variacado média entre os anos de 1830 e
1900 que seria de
AP 1300000000 — 1100000000 1000000000
At 1900 — 1830 0
E a nossa nova estimativa para a populagao em 1970 seria de

T, (1830, 1900) = ~ 2,86 milhoes.

1100000000 +- 40.2860000 = 1, 21 bilhoes.

Este exemplo nos indica que dada uma funcao, para que nosso entendimento sobre a
variagao desta seja cada vez mais realista, devemos calcular a taxa de variagao média em
intervalos cada vez menores, mas que contenham o valor a ser analisado. Isso nos leva a

seguinte defini¢ao
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Definicao 3.6. A taxa de variagdo instantinea de f em um ponto a é o valor limite
obtido calculando-se a taxa média de f em intervalos cada vez menores, em torno de a.
Esta serd denotada por Ty(a).

Na linguagem matemdtica dizemos que Tr(a) € o limite de T (b, ¢) quando b e ¢ estio

cada vez mais proximos de a, isto € denotado da sequinte forma

Tt(a) = lim Ty(b,c) = lim fle) = F1b).

b,c—a b,c—a c—b

OBS: Nem sempre é possivel afirmar que esse limite existe, podemos citar o caso de
uma funcao que sofre uma mudancga inesperada, como por exemplo, a funcao posicao
de um veiculo quando este para de forma brusca em um determinado instante. Assim, a
funcao posicao sofre uma variacao repentina, que nao pode ser medida conhecendo apenas
os valores em sua proximidade.

Neste trabalho iremos estudar apenas casos em que este tipo de situacao nao ocorre,
isto é, casos em que seja possivel calcular a taxa de variagao instantdnea da fungdo em
todos os valores onde esta definida.

Nos casos em que este limite existe para todos os pontos no dominio da func¢ao, a taxa
de variacao instantanea da funcdo no valor a pode ser calculada apenas considerando

intervalos da forma [a, b]. Neste caso, calculamos o seguinte limite:

Ty(a) = lim Ty (a,b) = lim Fb) = fla).

b—a b—a
Abaixo daremos alguns exemplos de taxas instantdneas que recebem nomes especiais

devido ao seu grande uso e importancia de modo geral.

Exemplo 3.7. Velocidade instantanea

A wvelocidade instantanea em um determinado instante tg € taxa de varia¢ao instan-
tanea da posicio no instante ty, isto €, o limite das velocidades médias calculadas em
intervalos da forma [to,t] quando t se aprozima de to,

— — i . 8(t) = S(to)
vi(to) = Ts(to) = tlg%[vm(to,t)] = tlg% T

onde S(t) € a funcdo que nos dd a posicao do objeto (em relagio a um referencial) em um

determinado instante t.

Exemplo 3.8. Aceleragdio instantanea

A aceleracio instantanea de um objeto em um determinado instante ty € a taxa de
variagao instantanea da velocidade no instante ty, isto €, o limite das aceleragoes médias
calculadas em intervalos da forma [tg,t] quando t se aprozima de t,

. _ 1 T U(t)—’l}(to)
i) = ) = ot = g, 0,

onde v(t) € a fungao que nos dd a velocidade do objeto (em relagio a um referencial) em

um determinado instante t.
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Em casos como os que estudaremos, a taxa de variagao instantanea de f esta definida
em cada ponto t de seu dominio e de maneira unica, isto é, para cada t no dominio de
f estd associada a taxa de variagao de f que denotamos por T(t) e esta é calculada
de forma tunica. Isto nos diz que a taxa de variagdo instantanea define também uma
funcao de t. Esta fungao Ty é conhecida como a funcao "derivada de f'. E com este

nome que esta taxa aparece nos livros de Célculo, estudados em cursos de graduac¢ao em

areas das ciéncias exatas e naturais, onde esta fungao é estudada com maior profundidade.

Vamos preferir continuar chamando esta de taxa de variagdo instantanea de f pelo carater
introdutoério deste texto.

Conhecer a taxa de variacao instantanea de uma funcao em todos os pontos de seu
dominio pode nos dizer muito sobre a fun¢do. Um exemplo que ilustra muito bem do que
estamos falando ¢ o do Movimento Retilineo (MR). Como ja comentado no Exemplo [3.7]
a velocidade instantanea de um objeto em um tempo £y ¢ a taxa de variacao instantanea
da posicao deste (em relacao a um referencial) no instante tg. Se conhecemos a velocidade
instantanea de um objeto em movimento retilineo e sabemos de onde este partiu, entao
poderemos determinar de forma exata a sua posicao.

Para entendermos melhor esta tltima afirmacao, iremos fazer um estudo sobre a taxa
de variagao instantanea (sem se prender a exemplos) para trés tipos especificos de fungao:
funcao constante, fungao afim e fungao quadratica. Ao final deste, daremos uma belissima
aplicacao dos resultados apresentados no estudo do movimento de corpos para o caso do
MRU e MRUV.

Taxas de variacdo de uma fungao constante

A forma geral para as fungoes constantes é dada por
f(z) = a, para todo x € R,

onde a é um numero real. Queremos analisar a taxa de variacao de f em x € R.
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Abaixo temos um exemplo de uma fungdo constante que iremos explorar:
f(z)=2,2VeR.

Seu gréfico é dado na Figura [6}

Figura 6: Gréfico da fungao f(x) = 2.

Calculando, a taxa média de variagao de f no intervalo [—3, —2], por exemplo, obtemos

Ty(—3,-2) = Af _f(=2)-f(=3) _ 0

“Ar T (C2) (=3 1Y

E se nos aproximarmos do ponto —3 e considerarmos o intervalo [—3, —2, 5], serd que
esse comportamento muda? A resposta é nao! E novamente podemos recorrer ao grafico
para intuir esta conclusao. Note que, se diminuirmos o intervalo e tomarmos agora a taxa

de variacao média de f no intervalo [—3, —2,5] teremos

_ A f(=25)-f(=3) _ 0

Te(—3, —2,5) = — = =—=0.
i )= As (=2,5)—(=3) 0,5
Isso nos mostra que a taxa de variacao instantanea de f em a = —3 é
T¢(-3) =0.
Da mesma forma como feito para a = —3 é possivel calcularmos a taxa de variacao

instantanea de f em todo x € IR. Vamos apresentar uma tabela de valores (Figuras (7] e
que pode ser usada para verificar a variagao de f em outros valores. Indicamos que o
leitor preencha primeiramente as primeiras linhas de todas as tabelas na ordem em que

estao organizadas, depois preencha a segunda linha e assim por diante.
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X3 X3 Ax =xy — x4 f(x1) f(x2) Af =f2—fi Tf(xi-x1+1):g
-3 -2 1 2 2 0 1]
-2 -1 1 2 2 0 1]
-1 -0 1 2 2 0 1]
0 1 1 2 2 0 1]
1 2 1 2 2 0 1]
2 3 1 2 2 0 1]
3 4 1 2 2 0 ]

Figura 7: Tabela de taxas de variagdo média da func¢ao f(x)

Xy | X | Ax=xp—x | f(xi) | flx) | Af =f2—fu Tp(xy,x;, +0,5) =2
-3 =2,5 0,5 2 2 0 o
2 | -1,5 0,5 2 2 0 0
-1 -0,5 0,5 2 2 0 o
0 0,5 0,5 2 2 0 0
1 15 0,5 2 2 0 0
2 2,5 0,5 2 2 0 0
3 35 0,5 2 2 0 0

Figura 8: Tabela de taxas de variacio média da fungao f(z)

2.
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Xy Te(xy) = gﬂ}n Tr(xq4,x3)
-3 0
-2 0
-1 0
0 0
1 0
2 0
3 0

Figura 9: Tabela de taxas de variacao instantanea da funcao f(x) = 2.

Podemos verificar, pela tltima tabela (Figura @, uma importante caracteristica da
funcao constante, a taxa de variagao instantanea de f é igual a 0 em todos = € R.

Agora, uma pergunta se coloca? Se soubermos que a taxa de variagdo de uma fungao
desconhecida g em todo ponto x € R é igual a zero, o que podemos afirmar sobre esta
fungao? A resposta é intuitiva e verdadeira! Uma fungdo que nao varia em nenhum valor
de z, s6 pode ser uma fungao constante.

Nossas observacoes sao verdadeiras e podem ser compactadas no seguinte resultado:

Resultado 3.1. Seja f : R — R uma fungio constante da forma f(x) = a, onde x € R.

Entdo, a taxa de variacdo instantanea de f € tal que
Tf(l’) =0,Vzel.

Além disso, se a taxa de variacao de uma funcao f em todo x € R € igual a zero, entao

essa fungdo é uma funcao constante.

Por exemplo, se um objeto tem velocidade instantdnea v;(t) = 0 em todo instante
t, entao podemos afirmar que este mével esta parado durante todo o tempo, isto é, sua

posigdao S(t) em relagdo ao referencial a é constante, S(t) = a.

65



3.3 A PROPOSTA
Taxas de variacdo de uma funcao afim
A forma geral para as funcoes afins é dada por
f(z) =azx+b,¥VzeR,

onde a,b sdo um numeros reais, com a # 0. Queremos analisar a taxa de variagdo de f

em z € R.
Abaixo temos um exemplo de uma funcao afim:

filz) =2x+1,VxeR.

Seu gréfico é dado na Figura [10}

Figura 10: Grafico da fungao fi(x) = 2z + 1.

Calculando, a taxa média de variagao de f1 no intervalo [—2, —1], por exemplo, obte-

1110S

Afi _ h(=1)—fi(=2) 2 9

Ax (-1)—(-2) 1

Calculando a taxa de variagdo média de f1 no intervalo [—2, —1,5] teremos

Tfl(_27 _1) =

_ A AL - fi(=2) 1
Tp(=2 —1.5) = 5= (-1,5)—(=2) 0,5 =2

Isso nos indica que a taxa de variagao instantanea de f em a = —2 é

T (=2) = 2.
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Da mesma forma como feito para a = —2 é possivel calcularmos a taxa de variagao
instantanea de f em todo x € R. Abaixo temos uma tabela de valores (Figuras[11]e
que pode ser usada para indicar a variacao de f; em outros valores e assim concluirmos
uma interessante caracteristica destas fungées. Novamente indicamos que o leitor preencha
primeiramente as primeiras linhas de todas as tabelas na ordem em que estao organizadas,

depois preencha a segunda linha e assim por diante.

xy | Xz Ax =x; — x4 Filxy) | Fa(x2) | Afy = Fi(x2) — Fa(x2) Tfl(xl-xl +1) =%
3| -2 1 -5 -3 2 2
2| 1 -3 1 2 2
-1 -0 1 -1 1 2 2
0 1 1 1 3 2 2
1 2 1 3 5 2 2
2 3 1 5 7 2 2
3 ) 1 7 9 2 2

Figura 11: Tabela de taxas de variagdo média da funcao fi(z) = 2z + 1.

xy X3 Ax =x; — x3 Filxy) | filx) | Afy = Fi(x2) — Fa(x2) Tﬁ("l-"'l"'i) :f—:
3 | -2,5 0,5 -5 -4 1 2

2 | -1,5 0,5 -3 -2 1 2

-1 | -0,5 0,5 -1 0 1 2

o | o5 0,5 1 2 1 2

1|15 0,5 3 a 1 2

2| 25 0,5 5 6 1 2

3| 35 0,5 7 8 1 2

Figura 12: Tabela de taxas de variagdo média da funcao fi(z) = 2x + 1.
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Xy Ty, (x1) = E;ﬂil Tfl(xx-xz)
-3 2
-2 2
-1 2
0 2
1 2
2 2
3 2

Figura 13: Tabela de taxas de variagdo instantanea da funcao fi(z) = 2z + 1

Podemos verificar, pela ultima tabela (Figura , que a taxa de variacdo instantanea
de f1 éigual a 2 em todo x € R, isto é, T}, (#) = 2, para todo = € R. Sugerimos ao leitor
agora verificar que a taxa de varia¢ao instantanea da fungdo g1 (z) = —z + 2 é igual a —1,
isto é, Ty, (z) = —1.

Com isso, estaremos em condigoes de intuir que a taxa de variagdo instantanea de uma
funcao afim da forma fi(x) = az + b é dada por Ty, (z) = a.

E se ao invés de conhecermos a funcao, soubéssemos apenas que a taxa de variacao
dela é igual a constante a em qualquer ponto, serd que esta funcao é uma funcao afim?
Aim! Uma funcao que varia de forma constante, s6 pode ser uma fungao afim.

Por fim, nossas verifica¢cbes nos ajudam a entender o seguinte resultado:

Resultado 3.2. Seja f: R — R uma fungdo afim da forma
f(z) =azx+bV z €R,
onde a,b € R com a # 0. Entdo, a taxa de variagcdo instantinea de f é dada por
Ti(z) =a,¥ z €R.

Além disso, se a taza de variacio de uma funcdo f em todo x € R € igual a uma constante
a, entdo essa fungdo é uma fungao afim da forma f(x) = ax +b, onde b é uma constante

real.
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Como exemplo de onde podemos aplicar este resultado, considere um objeto em mo-
vimento retilineo. E conhecido sobre este que sua velocidade instantdnea é constante
e dada por v;(t) = 2m/s para todo t em segundos. Assim, pelo resultado enunciado
acima (lembre-se de que v; é a taxa de variagao instantanea da posi¢ao S(t)), podemos
afirmar que sua posigao (ou fungdo horéria da posi¢ao) S(t) em cada instante ¢ é dada

por S(t) = 2t + sg, onde sp é a posigao inicial deste objeto em relagiao a um referencial.

Taxas de varia¢cdo de uma funcdao quadrdtica

A forma geral para as funcoes quadraticas é dada por
f(z) =azx? +bzr+c,VzeR,

onde a, b, ¢ s20 um numeros reais, com a 7% 0. Queremos analisar a taxa de variagao de f
em z € R.

Abaixo temos um exemplo de uma funcao quadratica:
folr) =22 +2-2, V2 eR.

Seu gréfico é dado na Figura [14}

/
\

1 3 \2 h 0 4
f 2

N

'
Y

Figura 14: Gréfico da funcao fo(z) = 2% + 2 — 2.

Para chegarmos a uma conclusao sobre a taxa de variacao da funcao fo em alguns
valores preenchemos quatro tabelas de valores (Figuras , e .
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Xy | Xz Ax = x5 — x4 fa(x1) | falx2) Af: = fa(x2) — f2(x1) sz(xb-’ﬁ +1)= %
-3 | -2 1 4 1] -4 -4
2 | -1 1 0 -2 -2 -2
-1 0 1 -2 -2 0 0
0 1 1 -2 0 2 2
1 2 1 0 4 4 4
2 3 1 4 10 6 6
3 4 1 10 13 8 8

Figura 15: Tabela de taxas de variacio média da funcio fo(z) = 2% + 2 — 2.

xy X3 Ax =x; — x3 fz2(x1) | fa(x2) Afy = Fa(x2) — F2(x1) ng(xl,x1+0,5)=‘%
3 | -2,5 0,5 a 1,75 -2,25 4,5

2 | -1,5 0,5 0 -1,25 -1,25 2,5

-1 | -0,5 0,5 2 -2,25 -0,25 0,5

0| o5 0,5 -2 -1,25 0,75 1,5

1|15 0,5 0 1,75 1,75 3,5

2| 25 0,5 a 6,75 2,75 5,5

3| 85 0,5 10 13,75 3,75 7,5

Figura 16: Tabela de taxas de variacio média da funcio fo(z) = 22 +x — 2.
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Xy | X2 Ax =x; — x fa(x1) | fa(x2) Af: = fa(x2) — fa(x1) sz(xi,xl-}-(],B) = %
3 | -2,7 0,3 4 2,59 -1,41 47
2 | -1,7 0,3 0 -0,81 0,81 2,7
1| -0,7 0,3 2 2,21 0,21 -0,7
0| 03 0,3 -2 -1,61 0,36 1,2
1|13 0,3 0 0,99 0,99 3,2
2 | 23 0,3 4 5,59 1,59 5,2
3 | 33 0,3 10 12,19 2,19 7,2

Figura 17: Tabela de taxas de variacio média da funcio fo(z) = 2% + 2 — 2.

Xy £ Ax =x; — x Fa(x) | falx) | Afz = Fa(x) — fa(x1) sztx:l-’ﬁ‘i‘o'l):%
3|29 0,1 4 3,51 -0,49 -4,9

2 | -1, 0,1 0 -0,29 -0,29 2,9

41| -09 0,1 2 -2.09 -0,09 0,9

0| 01 0,1 2 -1,89 0,11 1,1

1|11 0,1 0 0,31 0,31 31

2 | 21 0,1 4 4,51 0,51 51

3 | 31 0,1 10 10,71 0,71 71

Figura 18: Tabela de taxas de variacio média da funcio fo(z) = 22 +x — 2.
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Agora, podemos entao tirar alguma conclusao a respeito do comportamento do limite

das taxas de variagoes médias:

xy | Tr(x1) = i;f}“ Ty, (x1,x2)
-3 -5
-2 -3
1 1
0 1
1 3
2 5
3 7

Figura 19: Tabela de taxas de variagdo instantianea da fungio fo(x) = 2?2+ —2.

Note que, a funcdo obtida acima tem exatamente os mesmos valores que a funcao
f1(x) trabalhada no tépico anterior (ver os valores de fi(z1) na tabela da Figura |12 Isso
nos ajuda a concluir que a taxa de variagdo instantanea da funcao fo no ponto x é dada
pela funcao afim T4, (z) = 2241, V o € R. Sugerimos ao leitor verificar que a taxa
de variagdo instantdnea da funciao go(z) = —% + 2x — 2 em cada ponto x é dada por
Ty(z) =—2x+2, Vel

Observando atentamente os coeficientes que aparecem nas fungoes fa(x), ga(z), e nas
respectivas taxas de variacao, T}, (z) e Ty,(x), podemos concluir que dada uma fungao
quadrética da forma f(z) = az® + bz + ¢, a sua taxa de variagdo instantanea é dada por
Tt(x) = (2a)z+b, ¥V x € R.

Mais ainda, se soubermos que a taxa de variacao instantanea de uma funcao em um

ponto x se comporta como uma funcao afim da forma ax + b em todo ponto = € R, entao

essa funcao é uma funcio quadratica da forma ax? + bz 4 ¢ onde ¢ é uma constante real.

As verificagoes feitas nos ajudam a entender o seguinte resultado:

Resultado 3.3. Seja f: R — R uma fungdo quadrdtica da forma
f(z) =az’ +bx+c,V xR,
onde a,b,c € R com a # 0. Entdo, a taxa de variacao instantanea de f € dada por

Tt(z) = (2a)z +b,¥Y z € R.
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Além disso, se a taxa de variacio de uma func¢io f em todo x € R € igual a fungdo
T¢(x) = (2a)x + b, entio esta é uma fungio quadritica da forma f(z) = ax® +bx + ¢,

onde ¢ € uma constante real.

Como exemplo deste resultado, considere um objeto em movimento retilineo, sobre

o qual conhecemos a velocidade instantanea v;(t) em cada instante ¢. Suponhamos que

vi(t) = =2t + 1, entdo pelo resultado anterior podemos afirmar que a fungao posi¢ao (ou
funcdo horaria da posicdo) ¢ dada por S(t) = —t2 +t + s, onde sg ¢ a posicao inicial do
objeto.

OBS: Se a taxa de variacdo instantanea de f é de uma das formas apresentadas
anteriormente, podemos apenas dizer algo sobre o tipo de funcao em questdo mas nao
podemos obté-la de forma exata. Por exemplo, dado que a taxa de variagdo de uma funcao

¢ dada por T¢(z) = 4z — 1, entdo podemos afirmar que f é da forma
f(z) = 222 — v + ¢, onde ¢ é uma constante.

Logo, podemos ter f(z) = 222 —x+ 1, ou ainda, f(z) = 222 — x4+ 2. Mas se conhecermos

algum ponto pelo qual a funcao passa, entao esta pode ser determinada de forma tnica.

Neste caso, se além da taxa de variagdo apontada para f tivermos que f(0) = 1, entdo

ja sabemos que f(z) = 222 —z + 1.
Funcoes hordrias da posicio no MRU e no MRUV

Agora que temos bem definidas a taxa de variacdo média e taxa de variagao instantanea
de uma fungao, podemos deduzir as formulas das fungoes horarias da posigao no MRU e
no MRUV.

Comecemos com as analises do MRU. Neste tipo de movimento consideramos que a

aceleragdo (instantdnea) do mdével é igual a zero, isto ¢, a(t) = 0 em todo instante ¢.

Desde que, a aceleragdo em um instante ¢ ¢ a taxa de variagao instantanea da velocidade

no instante t, isto €,

podemos concluir pelo Resultado [3.1], que a fungdo velocidade é constante. Supondo que

conhecemos a velocidade inicial, v(0) = v, entdo
v(t) = v, em todo instante .

Agora, por sua vez, a velocidade é a taxa de variacao instantdnea da posi¢do no

instante ¢, isto é,
o(t) = Ts(t) = vo.

Usando o Resultado [3.2] podemos concluir que a fungéo posicao é dada por uma funcao
afim da forma

S(t) = vgt + sg,
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onde sp é a posi¢ao no instante inicial S(0) = so.

Esta ultima equagao é conhecida como equagao horaria da posicao no MRU.

Agora, vamos analisar o MRUV. Neste tipo de movimento consideramos que a acele-
ragao do mével é constante e diferente de zero, a(t) = a em todo instante ¢. Assim, pelo
observado anteriormente

a(t) = Ty,(t) = a,

e pelo Resultado podemos concluir que a funcao velocidade é dada por uma funcao
afim da forma
v(t) = at + vy,

onde vg é a velocidade inicial v(0) = vy.
Agora, desde que
v(t) = Ts(t) = at + vo,

pelo Resultado |3.3] podemos concluir que a fung¢ao posicao é dada por uma fungao qua-
dratica da forma
at?
S(t) = 5 + vot + sg,
onde sy é a posi¢ao no instante inicial S(0) = sp.

A 1ltima equagao é conhecida como equagao horaria da posicao no MRUV.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos um estudo introdutério sobre Equagoes Diferenciais
abrangendo trés aspectos destas: o histérico, o tedrico e o didatico. Podemos verificar ao
final, que estes aspectos estao entrelagados. Nossa proposta didatica buscou, no aspecto
histérico e tedrico, inspiracao para desenvolver ideias e introduzir conceitos de contetdos
que fazem parte do curriculo do ensino médio.

No aspecto histérico podemos perceber que o estudo destas equacoes tem forte relagao
com a matematizacdo do natural. Com isso, encontramos ai um campo que pode ser
muito explorado por um professor da area de ciéncias exatas em sala de aula. Além disso,
segundo Avila, em [T1], "mno d@mbito do Ensino Médio, seria mais vantajoso que todo o
tempo gasto com formas e nomenclaturas ao conceito de fungao fosse utilizado no ensino
das ideias fundamentais do Calculo Diferencial’. Para disciplinas como Histéria e Fisica
por exemplo, pode diminuir a velha impressao que os alunos tem de que a matematica foi
criada por mégica ou um lapso de genialidade.

No decorrer dos estudos, ao comecarmos a estudar as EDOs o principal objetivo é
reconhece-las como uma ferramenta de grande importancia, que busca nos oferecer instru-
mentos para modelagem de fungoes, cujo suas aplicagoes podem ser voltadas ao cotidiano
de um aluno de ensino médio, em férmulas, contextos didaticos e porta de entrada para
incluir o Céalculo Diferencial como instrumento auxiliador na elaboracao de inferéncias e

tomadas de decisoes pautadas em intuicoes utilizadas na Analise.
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