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Resumo

Neste trabalho faremos uma abordagem sobre curvas planas. Iniciamos o desenvolvi-
mento dos estudos com as curvas que sao estudadas no Ensino Médio, mas, basicamente
usando-se equagoes cartesianas e suas representacoes graficas. Abordaremos o assunto
destas curvas usando o conceito de equacoes paramétricas, transformando o estudo de
elementos estaticos no plano em elementos dinamicos, essa abordagem viabiliza ainda o
contato dos alunos secundaristas com o cédlculo e a geometria diferencial dos cursos de
graduagao. Apresentaremos um estudo sobre a Cicloide e dois problemas classicos (da
Braquistocrona e da Tautdécrona) a ela associados. por fim, apresentaremos algumas pro-
postas de atividades a serem desenvolvidas em sala de aula, que envolvem construcoes de

estruturas fisicas, calculos e o uso do software GeoGebra.

Palavras chave: Equacoes, Elementos Dinamicos, Bernoulli, Software.

vil



Abstract

In this work we will take an approach on flat curves. We begin the development of the
studies with the curves that are studied in High School, but, basically using Cartesian
equations and their graphical representations. We will approach the subject of these cur-
ves using the concept of parametric equations, transforming the study of static elements
in the plane into dynamic elements, this approach also makes possible the contact of the
secondary students with the calculus and the differential geometry of the undergraduate
courses. We will present a study on the Cycloid and two classical problems (Brachis-
tochrona and Tautochrona ) associated with it. Finally, we will present some proposals
for activities to be developed in the classroom, which involve constructions of physical

structures, calculations and the use of GeoGebra software.

Keywords: Equations, Dynamics Elements, Bernoulli, Software.
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Introducao

“A mente que se abre a uma nova ideia, jamais voltara ao
seu tamanho original”
(Albert Einstein)

O ensino matematico em nossas escolas, tanto na fase fundamental quanto na fase
média, contempla o estudo sobre curvas planas. No ensino fundamental, por exemplo, os
alunos tém contato com retas e parabolas e no ensino médio, além de desenvolver estudos
sobre estas mesmas curvas, eles ainda tém contato com outras curvas, como aquelas que
compoem a familia das conicas, isto €, circunferéncia, elipse, hipérbole. Porém, a aborda-
gem destes estudos é feita de maneira que gera no aluno a concepcgao de que tais formas
planas s6 podem ser concebidas como objetos matematicos estéticos, rigidos, desprovidos
de qualquer associacao com deslocamento ou movimento de particulas (pontos) no plano.

Tendo em vista o desempenho em Matematica dos alunos brasileiros apresen-
tados por indicadores internacionais como o PISA (2016) (Programme for Internacional
Student Assessment - Programa Internacional de Avaliacao de Alunos segundo Moreno
(2016) e, nacionais como IDEB (2015) (Indices de Desenvolvimento da Educacéo Bésica)
nos ultimos anos, percebe-se que o ensino-aprendizagem em Matematica no pais, princi-
palmente a nivel médio, precisa avancar muito para atingir um patamar satisfatério, o
que evidencia a necessidade de mecanismos que possam viabilizar tal avanco. Para trilhar
o caminho rumo a esse avanco € necessario mais do que simplesmente dominio conceitual
acerca dos conteudos por parte dos professores, é preciso que se busquem estratégias me-
todolodgicas que possibilitem ao aluno compreender e construir conhecimento matematico,
ou seja, nao se deve pautar o ensino nessa area apenas em aulas meramente desenvolvidas
por meio de métodos tais como “sigam o exemplo” que buscam fixar conceitos e técnicas,
sendo muitas vezes ineficazes para desenvolver no aluno a construcao do pensamento ma-

tematico e para capacita-lo a utilizar de forma autonoma tal pensamento em diferentes



contextos. Segundo Perrenoud et al. (2002), no ambito escolar, o uso da contextualizagao
como ferramenta contribui para a formagao de significados, sendo, portanto, um meio
fundamental para mobilizar o conhecimento a servico da inteligéncia e dos projetos pesso-
ais. Somando-se a Perrenoud, ensina Dante (2008), que a contextualizagao se caracteriza
como uma estratégia pedagdgica com capacidade para tornar o processo de construgao do

conhecimento em um caminho permanente de formagao de capacidades.

“Capacidades que permitem transitar inteligentemente do mundo da experiéncia

imediata e espontinea para o plano das abstragées.” (Dante, 2008)

Nesse mesmo sentido, ressalta Santos et al. (2012) que a Matematica é uma ciéncia
construida ao longo da historia humana e, portanto, moldada pelos diferentes momentos
sociais, culturais e economicos de cada periodo vivenciado pela humanidade.

Sendo assim, a reproducao de relevantes experimentos historicos torna-se uma
estratégia que pode despertar no aluno a disposicao para a construcao de novos conheci-
mento, levando-o a compreensao de aspectos importantes relativos as ciéncias, tais como
seu carater empirico que deve ser abordado de forma contextualizada. Se o que se pre-
tende em nossas escolas em seus diferentes niveis de ensino é a formacao de individuos
capazes de analisar e resolver problemas do seu cotidiano correlacionados com estruturas
e/ou elementos matemadticos, é imperativo que o ensino crie situagoes que favorecam a
construcao dessas capacidades, abordando contetidos escolares de maneira a promover de-
senvolvimento integral do individuo. Sendo assim, a contextualizacao se apresenta como
um recurso pedagogico que confere sentido ao conceito estudado, tornando o processo
mais efetivo e significativo. Além do estabelecimento de uma relacao entre o conteudo e
o contexto como estratégia no processo ensino-aprendizagem, devemos considerar o fato
de que a sociedade contemporanea esté inserida num momento de grande acessibilidade
as tecnologias, em especial as chamadas tecnologias da informacao e comunicagao. Nao
h& como negar essa realidade, pretendendo desenvolver aprendizagem dissociada desse
aparato presente na vida de praticamente todos os alunos. Segundo Seduc (2010) as Ori-
entagoes Curriculares de Mato Grosso, destacam que as tendéncias atuais para o ensino
da Matematica, dentre varias possibilidades, apontam que as aplicagoes e os recursos ofer-
tados pelas tecnologias da informacao podem ser étimos aliados para auxiliar no ensino
e aprendizagem dos conteudos matematicos escolares. Notadamente, houve recentemente

um grande movimento no sentido de equiparem as escolas com laboratérios de informatica,



data shows e outros aparatos tecnoldgicos, porém, apesar da disponibilidade de softwares
e projetos visando inserir a utilizacao de recursos tecnolégicos no contexto escolar, ha
ainda alguns impedimentos quanto a utilizacao de tais recursos no ambito educacional,
dentre as quais se encontra a dificuldade de muitos professores em relacao ao seu uso
em sala de aula. Consequentemente, tais recursos acabam nao atingindo o objetivo de
fortalecimento da aprendizagem. Paralelamente, se da pouca énfase aos experimentos e a
maioria dos conceitos matematicos que sao explorados em sala de aula parecem distantes
da realidade do discente. De fato, as vezes é dificil abordar experimentalmente alguns
resultados, uma vez que sao muito abstratos necessitando de muita habilidade para serem
representados na pratica. Mas fazer a associagao entre a abstracao e a experimentacao
com certeza despertard no aluno mais atencao e disposicao ao saber matematico, bem
como a construgao de novos conhecimentos.

Sob esta perspectiva, neste trabalho é realizada uma abordagem do célculo dife-
rencial das curvas planas, bem como apresentadas ferramentas da geometria diferencial
dessas curvas, fazendo aplicagoes em alguns exemplos classicos, como braquistécrona -
uma curva ao longo da qual uma particula desliza, sem fric¢ao, num tempo minimo (sob a
acao da gravidade) a partir de um ponto A até um ponto mais baixo B n@o pertencente a
mesma reta vertical que contém A, a tautécrona - uma curva que descreve a trajetéria de
uma particula deslizando livremente sob a acao apenas da gravidade, atingindo o ponto
de minimo (o fundo da curva) sempre no mesmo instante independentemente do ponto

na curva onde tenha sido abandonada. De acordo com Delgado et al. (2013),

“um dos objetivos da Geometria Analitica é obter equagdes associadas a conjun-
tos de pontos estabelecendo assim uma relacdo entre a Geometria e a Algebm.
Esta relacao € pouco explorada nos Ensinos Médio e Fundamental, ficando o
estudo da Geometria Analitica limitado a férmulas e nomenclaturas.” (Delgado,
2013)

Portanto, neste trabalho, sao sugeridas aplicagoes para parametrizacao de curvas
no ensino médio e fundamental, além da exploracao das ferramentas do software Geogebra,

que conforme afirma Serrano (2014):

“..€¢ um facilitador do ensino da Matemdtica, pedagogicamente falando. FEle
agrega 0os conhecimentos de Matemdtica de maneira visual e dinamica como o0s
recursos de informdtica exigem. Nesse momento algumas poucas escolas estao

experimentando o GeoGebra e utilizando-o como facilitador.” (Serrano, 2014)



Portanto, é proposto o uso do GeoGebra como instrumento para facilitar no pro-
cesso de construcao e compreensao da relagao existente entre os conceitos algébricos e
geométricos, por meio da investigacao e exploragao da dinamica e interatividade oferecida
por esse recurso em contextos de resolucao de situacoes-problema e, a partir da parame-
trizacao de curvas planas explicitar a correlacao entre as curvas no plano e os lugares
geométricos que representam trajetérias de uma particula (ponto) ao se deslocar no refe-
rido plano. Assim, ao parametrizar uma curva C' = (z(t),y(t)),t € R, as equagoes z(t) e
y(t) sdo equagoes paramétricas de C e t é o parametro. O parametro t pode ser interpre-
tado como tempo e, assim (z(t),y(t)) nos da a posigdo de um ponto no instante t, que se
desloca no plano XOY. A curva C é a trajetoria descrita pelo ponto, logo, uma vez que é
possivel realizar um percurso de varias maneiras (alta, média ou baixa velocidade, num
sentido ou no outro, uniformemente ou acelerado, etc.) uma dada curva pode ser descrita
por varias equacoes paramétricas distintas.

No presente trabalho, sao propostas algumas parametrizagoes para as curvas es-
tudadas no ensino fundamental e médio, e também apresentados os comandos necessarios
para representar tais parametrizagoes com a utilizacao do software Geogebra.

Além disso, sao apresentadas também, orientagoes para que professores e/ou alu-
nos possam construir um escorregador e uma rampa half pipe com a forma da Cicloide,
a fim de que possam visualizar fisicamente as propriedades Braquistécrona e Tautdcrona
constituintes desta curva, o que poderia contribuir para a aprendizagem dos alunos asso-

ciando teoria e experimentacao.



Capitulo 1

Curvas planas

Neste capitulo, apresentaremos inicialmente a ideia intuitiva de curva plana, serao
apresentados também alguns exemplos dessas curvas e por fim enunciaremos a definicao

de curva plana dada por Alencar.

1.1 Consideracoes iniciais

Segundo Alencar e Santos (2003), é valido pensar em uma curva no plano como
sendo um subconjunto unidimensional, por exemplo, o grafico de fungoes de uma variavel
real ou figuras “desenhada” com um unico traco, sem tirar o lapis do papel. De maneira
um pouco mais formal, uma curva é uma deformacao continua de um intervalo, ou ainda,

a linha que descreve a trajetdria relativa ao deslocamento de uma particula no plano.

Figura 1.1: Traco sem tirar o lapis o papel.

Como exemplos dos objetos que queremos definir, vejamos as figuras a seguir:
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Figura 1.2: Figuras com referencial de coordenadas.

Tornar essas ideias mais precisas e aplicaveis pode ser um trabalho longo e dificil.

Um primeiro ponto de vista, inspirado na Geometria Analitica, consiste em considerar
2 . 2 . . ~

uma curva em R” como o conjunto de pontos (z,y) € R, tais que satisfazem uma equagao

do tipo
F(z,y) =0

As formas que iremos considerar como curvas estao nessa classe de subconjuntos

do plano, como exemplos vejamos as figuras a seguir:

41 4
31 3
21 2




(c)2®+y* —4= (d) 2 —y* =0

Figura 1.3: Curvas em R

Mesmo para func¢oes muito bem comportadas, esse tipo de conjunto pode ficar
muito longe da ideia do que consideramos uma curva. Por exemplo, para a funcao defi-
nida por F(z,y) = zy, a equagao F(z,y) = 0 descreve o conjunto formado pelos eixos
coordenados, que aparentemente nao se enquadra na nossa ideia original, ou seja, de uma
figura “tracada” sem tirarmos o lapis do papel. Por outro lado, existem conjuntos que
gostarfamos de considerar como curvas e que nao podem ser descritos desse modo. Em
muitas situagoes, considerar o caso especial em que curvas sao descritas por uma equagao
da forma F'(z,y) = 0 pode ser 1til. Um caso especialmente importante é quando F(z,y)
é um polinémio em duas varidveis. Nesse caso, o conjunto F'(x,y) = 0 é chamado uma
curva algébrica plana. Uma curva algébrica plana é o conjunto de pontos de R? cujas co-
ordenadas satisfazem uma equacao polinomial dada, como exemplos, podem ser citadas
a reta, o circulo, a parabola, a elipse, dentre outras, que sao abordadas nas escolas em
nivel fundamental e médio em associacao com a Geometria Analitica. Essas curvas sao

representadas por equagoes cartesianas, vejamos abaixo, algumas exemplificacoes.

Exemplo 1. A linha reta que passa pelo ponto P = (0,0) e tem diregao do vetor (1,2) é a imagem

da aplicacdo 1: R — R? dada por 1: 22 —y =0



-2
-3
-3

(a) 2x-y =0

Figura 1.4: Reta com diregao do 7.

Exemplo 2. A circunferéncia de centro em C = (0,0) e raio igual a 1 é a imagem da aplicagao c:

I —R* comI=/[-1,1],dada por c:2* +3* —1 =10

1.5

0.5

(a) 2° +9*—1=0

Figura 1.5: Circulo centrado na origem de raio igual a 1.

Exemplo 3. A parabola com vértice na origem do sistema cartesiano, concavidade voltada para
cima e simétrica em relacdo ao eixo dos y é a imagem da aplicacio p: R — R?

dada por p: 2?2 —y =0



(a) 2 —y =0

Figura 1.6: Parabola de concavidade para cima e vértice na origem.

No contexto deste trabalho, em vez de considerarmos curvas definidas por equagoes
cartesianas, vamos retomar a ideia intuitiva de que uma curva deve descrever a trajetoria
continua do movimento de uma particula sobre o plano. Se considerarmos que um ponto
B(t) representa a posicao de uma particula em movimento continuo, quando o tempo t
varia em um intervalo [a, b, o conjunto que iremos considerar é L = {3(t) € R?,t € [a, b]}.
A vantagem dessa abordagem é que ela pode ser facilmente formalizada e contém varias
informagoes sobre como o ponto () percorre o conjunto L, o sentido que o ponto “anda”
sobre L, podemos ainda definir sua velocidade, sua aceleracao, etc.. Assim, consideremos

a definigdo de curvas planas segundo Alencar e Santos (2003):

1.2 Curva Plana

Uma curva continua no plano R? é uma aplicacio continua 3 : I — R?, definida
num intervalo I C R. A aplicacao (3, dada por f(t) = (x(t),y(t)), é continua, se cada
funcao coordenada (x,y) : I — R é uma fungao continua.

Se a curva estd definida em um intervalo fechado I = [a, b], os pontos [(a) e 5(b)
sao chamados, respectivamente, de pontos inicial e final de 5. Se f(a) = f(b), dizemos
que [ é uma curva fechada.

Uma curva 3 : R — R? é dita periédica se existe um nimero real [ > 0, tal que



B(t+1) = B(t), para todo real t.

O conjunto imagem L dessa aplicagdao, é denominado de traco da curva, pois
descreve o conjunto de pontos que determinam a trajetéria descrita pela particula a
medida que t varia no intervalo I = [a, b].

Note que, por esta definicao é possivel realizar o estudo de todo o movimento
da particula, ndo apenas o seu trago. Por exemplo, a curva dada pela aplicagdo §(t) =
(cos(t), sen(t)) com t real, tem como traco uma circunferéncia de raio 1, centrada na
origem, quando t varia nos reais, o ponto dado por 3(t) move-se sobre esta circunferéncia

um numero infinito de vezes.
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Capitulo 2

Parametrizacao

Neste capitulo, serda apresentada a definicao de parametrizacao de uma curva
segundo Delgado et al. (2013), apresentaremos também técnicas de parametrizagdo para
a reta, a circunferéncia, a elipse e a parabola, bem como exemplificacoes de algumas
parametrizacoes e faremos uma abordagem sobre parametrizacao de curvas em queda
livre com uma simulagao de particulas descendo sobre diferentes curvas sob a acao da

gravidade apenas.

2.1 Consideracoes iniciais

Como visto anteriormente, uma curva é um objeto unidimensional. Porém, cada
ponto de uma curva pode ser representado por um unico nimero real. Parametrizar
uma curva é descrever essa representagao. Conforme argumenta (Doria, 2014), a parame-
trizacao pode ser entendida como um processo no qual se define parametros necessarios
para uma particularizacao completa ou relevante de um modelo ou objeto geométrico.

Parametrizar uma linha corresponde a estabelecer um conjunto de coordenadas
que permita unicamente determinar a posi¢ao de qualquer ponto sobre a linha, com uma
lista ordenada de nimeros. Cada uma das coordenadas pode ser definida na forma de
uma equacao paramétrica, e tais equagoes, segundo (Delgado et al., 2013), expressam os
valores das coordenadas cartesianas x e y de um ponto qualquer da curva em funcao de
uma variavel, denominada parametro.

Portanto, uma definicao bastante apropriada para parametrizacao é apresentada

por Delgado et al. (2013), dizendo o seguinte:
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2.2 Parametrizacao

Seja C uma curva plana. Dizemos que uma aplicacio v : D — R? ~(t) = (z(t),
y(t)), é uma parametrizagao de C se sua imagem (D) coincide com C, ou seja, C' =
v(D) = {f(z(t), y(t))/t € D}, onde D é um subconjunto de R. A imagem (D) C R? é
também chamada traco de .

Corroborando com a definigdo apresentada por Delgado, Doria (2014) conclui
que a parametrizagao de uma curva C fica definida como uma fungao r : [a,b] — C,
que associa o valor do parametro ¢ € [a,b] com o ponto correspondente da curva. Tal
parametro muitas vezes é visto como o tempo, assim a parametrizacao fica associada ao
movimento de uma particula sobre a determinada curva. Tendo por objetivo representar
os pontos da curva C por um tnico valor do parametro t, devem-se procurar movimentos
que percorram a curva de uma unica vez.

A seguir veremos a parametrizacao das principais curvas estudadas nos ensino

fundamental e médio.

2.3 Parametrizacao de uma reta

Dividiremos o estudo sobre parametrizacao de retas em trés casos: reta que passa
por dois pontos, reta que contém um ponto e é paralela a um vetor e reta dada por uma

equagao cartesiana.

2.3.1 Reta r que passa pelos pontos P e Q

(a) Retar

Figura 2.1: Reta passando pelos pontos P e Q.
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Consideremos uma reta r dada, passando pelos pontos P = (z¢,y0) ¢ Q@ = (21, ¥1)

e seja um ponto qualquer K € R?, tem-se que K pertence a reta r se, e somente se, o
—

vetor PK for multiplo do vetor }ﬁ, isto é, K € r se, e somente se, existe um numero

t € R tal que

PK =t-PQ

Notemos que para atingir o ponto K na reta r, devemos realizar um deslocamento
a partir do ponto P ao longo da reta por t- fﬁ Dai, escrevemos a equacao que determina

o ponto K pelo parametro t da seguinte forma:
riK—=P+t PO, teR

Sejam P = (x0,%), @ = (z1,y1) e K = (x,y), coordenadas dos pontos num

sistema de coordenadas, logo:
K =(z,y) €r = (z,y) = (w0, %) +t - (¥1 — Zo, y1 — Yo), para algum ¢ € R

rT=x9+t(r1 —
& o 1@ 0) , para algum t € R

Y = yo +t(y1 — vo)

Portanto, as equagoes paramétricas da reta r dados dois de seus pontos sao:

T=x9+t(r, —2x
T 0 (1 0) ,teR

Y = yo +t(y1 — vo)

Notemos que esta parametrizacao corresponde ao deslocamento da particula na
direcao do vetor ]@, no sentido do ponto P para o ponto Q, para determinarmos uma
parametrizacao que represente um deslocamento em sentido contrario, basta considerar-
mos a direcao do vetor Q? =(-1)- ]@, ou seja, nesse caso o movimento da particula

ocorrera no sentido do ponto @ para o ponto P e, assim terfamos a parametrizacao.

T=x9+t(x9g—2
T o+ t{zo ) ,teR

Y=o+ t(yo — 1)

Exemplo. Considerando uma reta s que passa pelos pontos A = (5,2) e B = (2,6).

a. Escreva as equagoes paramétricas que descrevam o deslocamento de uma particula

sobre a curva s, respectivamente, nos sentidos A para B e B para A,
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b. Encontre as coordenadas do ponto P associado ao parametro 2, quando P

move-se no sentido de A para B.

Resolucao:

a. (i) Sentido A para B: Considerando que a reta s passa pelos pontos A = (5,2) e

B = (2,6), segue que:

z=5+1t2—5)
S1 ¢t ,tER

y=2+1t(6—2)
Logo, as equagoes paramétricas da reta s sao:

r=>5—3t
S1 - ,tER
y=2+4t

Portanto, uma parametrizacao da reta s que descreve um deslocamento de A para

r=5—3t
Bés;: ,teR
y=2+4t

N

n
o
®

P - T -

-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 2.2: Deslocamento de A para B.

3 2 0 1 2 3 4 5 &8 N7 8

a. (ii) Sentido B para A: Temos de (i) que o vetor AB = (—3,4), segue que o vetor

—
BA = (3,—4). Portanto, a parametrizacao pedida é dada por:

r=090+3t
So . ,tER
y=2—4t

14



e
e

3 -2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 2.3: Deslocamento de B para A.

b. Para encontrar as coordenadas do ponto P associado ao parametro t = 2, quando
P desloca-se sobre s no sentido de A para B, basta substituir o valor t nas equacoes
paramétricas de s; encontradas no item (a). Assim:
r=5—-32=—-1e,
y=2+42=10.

Portanto, o ponto tem coordenadas P = (—1, 10).

Figura 2.4: Coordenadas do ponto P.

Para realizar o estudo do segundo caso é necessario definirmos vetor dire¢ao. Pois

bem, segundo define Delgado et al. (2013), tem-se:
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2.4 Vetor Direcao

Um vetor U # 0 é paralelo a uma reta r quando para quaisquer dois pontos P, Q
€ r o vetor ]Té é multiplo do vetor ¢. Assim, escrevemos ' || 7.

Um vetor ¢ paralelo a uma reta r é denominado vetor direcao de r.

2.4.1 Reta que contém um ponto e é paralela a um vetor

Consideremos uma reta r que passa pelo ponto P = (zg,yo) e tem diregao do

7 # 0. (Ver figura 2.5)

-5

-6

Figura 2.5: Reta paralela ao .

Assim, um ponto qualquer K € R?, pertence & reta r se, e somente se, o0 vetor
0
PK for multiplo do vetor o, isto é, K € r se, e somente se, existe um numero ¢ € R tal
que,
—
PK =t-v, para algum t € R
—
Como PK = k — P, segue:

K — P =t-v, para algum t € R
< K =P+t -7, paraalgum t € R

Logo, a equacao paramétrica de r é:
r: K =P+4t-v, para algum t € R
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Sejam P = (z9,v0) e K = (z,y), coordenadas dos pontos num sistema de coor-
denadas e ¥ = (v1,v9) 0 vetor diregao de r, logo as equagoes paramétricas de r sao:

T=x9g+1 v
T 0 ' ,teR

Yy=yo+t-uv
Analogamente ao caso anterior, para que o deslocamento da particula ocorra
no sentido contrario aquele correspondente a parametrizacao acima, basta tomarmos a
diregao do vetor —v' = (—wy, —vy), obtendo assim a seguinte parametrizagao.

r=x9+1t-(—v
r: ‘ (=o1) ,teR

y=yo+1-(—vo)
Exemplo. Determine duas possiveis parametrizagoes r; e ry, da reta r que passa pelo ponto
P = (—=2,3) e é paralelo ao vetor ¥ = (1,2), em seguida, escreva as coordenadas do

ponto Q associado ao parametro t =1 em ry.

Resolugao: Como as coordenadas do vetor ¢ sao v; = 1 e vy = 2, segue que
duas parametrizacoes possiveis sao:
r=—-2+1 r=—-2—-1
7 ,teERenry: ,teR
y=3+2t y=3-—12t
Para encontrar as coordenadas do ponto QQ associado ao parametro ¢t = 1, basta
substituir o valor t nas equagoes paramétricas de r; determinadas no item anterior:
r=—-24+1=-1e,
y=3+2-1=5.
Portanto, o ponto tem coordenadas @ = (—1,5).
A figura a seguir representa o traco de r no plano a medida que o parametro t

varia nos reais.
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Figura 2.6: Trago de r.

Para realizar o estudo do terceiro caso é necessario definirmos vetor normal a

uma reta.

2.5 Vetor Normal

Segundo define Delgado et al. (2013), um vetor @ # 0 é normal ou perpendicular
aretarsen L zﬁ, quaisquer que sejam os pontos A, B € r. Ainda conforme o mesmo
autor, um vetor 77 = (a,b) # (0,0) é normal a reta r se, e somente se o vetor m = (—b, a)

é paralelo a r.

2.5.1 Reta expressa por uma equacgao cartesiana

Seja a reta r expressa pela equacao cartesiana r : ax + by = ¢, cujo vetor normal

én=(a,b).
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Figura 2.7: Vetor 77 normal a reta r.

Considerando um ponto P(xg, o) € r e sendo m = (—b,a) um vetor paralelo a r,

fazendo v; = —b e v9 = a segue do caso anterior que as equagoes paramétricas de r sao
dadas por:
T=x9+1t V1 LEISCO—i‘t'—b
r: ,teER S r: (=0) ,telR
Yy="yo+1t-vy y=yo+t-a
Além disso, se considerarmos o vetor h=—m = (b, —a), obtemos uma parame-

trizacao cujo deslocamento da particula se dara no sentido oposto. Tal parametrizacao é

dada por:

szo—i‘t'b
T ,teR

y=1yo+t-(—a)

Exemplo 1. Determine as equacoes paramétricas da reta r expressa por r : —2x + 4y = 8.

Resolugao: Da equacao cartesiana dada, temos 71 = (—2,4) L r = m = (4,2) ||
r. Fazendo x = 0 na equacao e calculando o valor correspondente de y, obtemos: —2 -0+
4.-y=8=y=2.

Logo, o ponto P = (0,2) € r, dai, pelo item anterior, segue que as equagoes

paramétricas pedidas sao dadas por:

r: ,telR
y=2+2-¢
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Notemos pela figura a seguir, que a reta r passa por P = (0,2) e é paralela ao
vetor m. Veja também que as equagoes paramétricas de r determinam um traco percorrido

pelo ponto P coincidente com a reta r.

6 0 6 t=0.28
*®

5 5

4 4

n n
3 3
"
1 m 1 m
2 -1 0 T2 3 4 34 3 2 10 1 2 3 4
-1 -1

Figura 2.8: Traco de r || 7.

Exemplo 2. Encontre a equacao cartesiana da reta r : v=2ttd ,teR
y=4-t+5

Para este problema, faremos duas resolugoes diferentes.

Resolugao 1:

Das equagbes paramétricas, temos que o vetor m = (2,4) é paralelo a retar e o
ponto P = (1,5) pertencente a ela. Sendo o vetor 7 = (—4,2) normal a reta r, segue que
a equacao cartesiana de r é —4x + 2y = ¢. Como o ponto P pertence a r, encontramos o
valor de ¢ fazendo: —4-142-5=c= c=06.

Portanto a equagao cartesianader é: r: —4dx+2y=6our: —2z+y =3

Observando a figura 2.9, podemos notar que os vetores m e 7 sao, respectiva-

mente, paralelo e normal a reta r.

20



=(-4,2) /2
n=t42) m = (2, 4)

Figura 2.9: Traco de r L 7 e || 7 normal a reta r.

Resolugao 2:

Basta isolar o parametro em uma das equagoes e substitui-lo na outra equacao.

Vejamos
_ r=2-1+1 L
Seja r : , t € R a parametrizacao dada.
y=4-t+5
x —_—
Tomando a equacao x =2 -t + 1, entao temos t = —5 substituindo na outra

equagcao, obtemos:

1
y:4~t—|—5<:>y:4'xT+5<:>y:2x—2+5<:>—2x+y:3.

2.6 Parametrizacao de uma circunferéncia

Dividiremos esse estudo em dois casos, parametrizacao de circunferéncias com
centro na origem e raio r > 0 e de circunferéncias como centro (a,b) qualquer e raio

r > 0.

2.6.1 Circunferéncias com centro na origem e raio r > (

Consideremos uma circunferéncia v : 2 + 3> = r? de centro na origem e raio

r > 0 et a medida do angulo AOB em radianos (tomada no sentido positivo).
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Sejam A’ e A”, respectivamente, as projecoes ortogonais de A sobre os eixos OX

e OY (conforme figura 2.10).

Figura 2.10: Circunferéncia de centro na origem e raio r.

Considerando o triangulo OAA’ retangulo em A’ e fazendo OA’ = x e OA” =y,
temos pelas razoes trigonométricas que:

cos(t) = % =ax=r-cos(t) e sen(t)= % =y =r- sen(t)

Logo, as coordenadas x e y em funcao de um parametro t sao dadas por:

x=ux(t) =71-cos(t) ey =y(t) =r- sen(t).

Assim, a medida que t percorre os valores do intervalo [0, 27), o ponto A percorre
todos os pontos da circunferéncia. Portanto, uma possibilidade de parametrizacao para a

circunferéncia v pode ser expressa pelas equagoes paramétricas abaixo.

x =1 - cos(t)
.t €[0,2m).
y=r- sen(t)
Pode-se também considerar ¢ € R, isto equivale ao ponto A realizar infinitas

voltas sobre a circunferéncia, nesse caso a parametrizacao sera na formas:

x =1 -cos(t)
,t e R.
y =1 - sen(t)
Vale ressaltar que, para quaisquer valores reais a e b, sendo a # 0, as equagoes
x = r-cos(at +b) ey = r- sen(at + b), também sdo equagdes paramétricas para a

circunferéncia =y, basta observarmos que
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22 +y* = (r - cos(at +b))? + (r - sen(at +b))? =
v* +y* =r? cos®(at + b) +r? - sen’(at +b) =
2® +y? =1°- (cos®*(at +b) + sen’(at +b)) (1)

Como pela relagao fundamental da trigonometria
cos®(at + b) + sen®(at +b) =1 (2)

Substituindo (2) em (1), segue que

2m —b

b
Fazendo at + b =0 =1t = —— e fazendo at + b = 27 = t = , assim conforme t
a

. b 2m—1b
percorre todos os valores do intervalo |——,
a a

>, o ponto A descreve uma trajetéria

que coincide com a circunferéncia ~.

Nota: O ponto (rcos(t),rsen(t)), t € R, percorre a circunferéncia no sentido
anti-horario a partir de (1,0), ao passo que o ponto (rsen(t),rcos(t)), t € R, percorre a
circunferéncia no sentido horario a partir de (0, 1). E possivel, também inverter o sentido
do deslocamento do ponto P, trocando o parametro t pelo seu oposto —t, dessa forma,
por exemplo, temos que (rcos(—t),rsen(—t)) = (rcos(t), —rsen(t)) é a circunferéncia

centrada na origem, sendo percorrida no sentido horario a partir do ponto (1,0).

Exemplo. Escreva as equacoes paramétricas da circunferéncia C dada por 2% + y* = 4, de

maneira que:

a. O ponto mova-se no sentido anti-horario,
b. O ponto mova-se no sentido horario.

Resolugao:

A partir da equacao cartesiana da circunferéncia C, notamos que ela tem raio r = 2

e centro na origem. Logo, as equagoes paramétricas pedidas sao:

x =2 - cos(t) x =2 - sen(t)
(a) m: ,te€R e (b) 72 ,teR
y =2 - sen(t) y =2-cos(t)
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As figuras 2.11 e 2.12 abaixo apresentam o traco e o sentido do movimento do ponto

A sobre a circunferéncia.

A

1)
-/

Figura 2.12: 7,: sentido horério.

2.6.2 Circunferéncias com centro C = (a,b) e raio r > 0

Consideremos uma circunferéncia 7 : (z —a)® + (y — b)* = r* de centro C' = (a, b)

eraior > 0.
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Figura 2.13: Circunferéncia v de centro C' = (a,b) e raio r.

Fazendo a translagao do sistema OXY, de modo que tenhamos um novo sistema

OXY . Considerando as coordenadas 7 e  do sistema OXY, a equacio cartesiana z* -+

7> = r* corresponde & circunferéncia v com centro na origem C' = (a,b) e raio r >

0.(Conforme a figura 2.13)

3 -2 10/ 1 2 384 5 § 7

-3

Figura 2.14: Circunferéncia v apés translacao.

Considerando as coordenadas (Z, ) do ponto A em relagao ao sistema trasladado,
ou seja, de centro em C, temos pelo item anterior que T = r-cos(t) e y = r- sen(t),

com t € R, sao equagoes paramétricas de . Portanto, podemos escrever:
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T =r-cos(t)
v ,teR (1)
gy =r- sen(t)
Mas, considerando as coordenadas (z,y) do ponto Q em relagao ao sistema ori-
ginal, temos que: *t =¥ +a ey =1y + b, dai, segue que: T=x—aey =y —b.
Substituindo em (1), obtemos que:
r—a=r-cos(t)ey—b=r-sen(t) =z =a+r-cos(t) ey =>b+r- sen(t),

t € R, sao equagoes paramétricas de . Logo, concluimos que:

x=a+r-cos(t) x=a-+r- sen(t)
M : ,teR, e 7o ,teR
y=0b+r- sen(t) y=>b-+r-cos(t)

sdo equagoes paramétricas da circunferéncia y de centro C' = (a,b) e raio r > 0,

sendo que v, indica um movimento no sentido anti-horario e 75, no sentido horario.

Exemplo. Parametrize a circunferéncia cuja equacdo cartesiana é dada por v : 22 4+ y* — 4o —

6y +4 = 0.

Resolugao:

Inicialmente, escreveremos a equacao dada na forma v : (z — a)® + (y — b)* = r?,

onde o centro é C' = (a,b) e o raio é r > 0.

Para isso, completamos os quadrados na equagao dada, ou seja

vyt tyt—dr—6y+4 = 0&
2 —dr+44+9y P —6y+9+4 = 4+9&

(=2 + -3 =9

Dai, segue que C' = (2,3) e r = 3.
Logo, duas possiveis parametrizagoes para a circunferéncia dada sao:
x=2+3-cos(t)

M , t € R, (Sentido anti-hordrio) e
y=3+3- sen(t)

xr =243 sen(t) . -
Yo : , t € R, (Sentido horério)

y=3+3-cos(t)
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As figuras 2.15 e 2.16 abaixo ilustram o sentido do movimento da particula sobre
o traco de 7.
Notemos que para um mesmo valor do parametro t, digamos t = 0, v, e 79, determinam

pontos distintos sobre a trajetéria circular.

Figura 2.16: 7,: Sentido horério.

2.7 Parametrizacao de uma elipse

No presente trabalho, sera feita uma abordagem apenas das elipses estudadas em
nivel médio, ou seja, elipses cujos eixos focais sao paralelos aos eixos OX e OY .

Consideremos, portanto, uma elipse expressa pela equacao cartesiana e :

(3/ - 1/0)2
bQ

a?

=1, com centro C' = (x¢, yo).
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-4 -3 -2 -1 0 1 p 3 4 5 6

Figura 2.17: Elipse € de centro C' = (x¢, yo).

Da equacao cartesiana temos que

(z — Io)z (y — y0)2

a? * b? =1=

() ()= o

Por outro lado, pela relacao fundamental da trigonometria temos que

cos?(t) + sen’(t) = 1 (2)
Logo, considerando (1) e (2), temos que ((:E%‘L:CO» + ((y—_byo)) = cos?(t)+sen®(t) =

1. Dai, conforme orienta Nascimento (2004), tomando cos(t) =

—(y —byo) (4) e isolando, respectivamente, as variaveis z e y em (3) e (4), determinamos

(@ =20 (3) e sen(t) =

uma parametrizacao para a elipse, vejamos:

(x — )

cos(t) = = —x9=a-cos(t) =z =1z9+ a-cos(t) e,

(y — vo)
b

Portanto, uma parametrizacao possivel para a elipse é:

sen(t) = =y—yo=">b-sen(t) =y =1yo+0b- sen(t).

T =29+ a-cos(t
€1 0 () ,tER
Yy =10+ b- sen(t)

. , . T — X
De maneira andloga, podemos considerar sen(t) = g = Tr—T9 = a-

(¥ — yo) .
b

e assim, obteremos outras equagoes paramétricas para a mesma elipse, expressa por:

sin(t) = x = xo+a- sen(t) e, cos(t) = = y—1yo = b-cos(t) =y = yo+0b-cos(t),
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T =x0+a- sen(t
€g: : () ,teR
Yy =yo+b-cos(t)

Sendo £; uma parametrizagao que representa um deslocamento no sentido

anti-horario e €5 no sentido horario.

Exemplos.

2 2
x
1. Determine uma parametrizacao para a elipse dada por € : 7T + % = 1, de maneira

que o ponto movimente-se no sentido horario.

2. Parametrize a curva cuja equacio cartesiana é ¢ : 2% — 6x + 4y* — 8y = —9, tal que

o ponto percorra a curva no sentido anti-horario.

Resolugoes:

2 2
1. Dada a equacao da elipse € : T + % =1, temos que xg = 0, yg = 0, a = 2 e

b = 3. Logo uma parametrizagao que represente um movimento sobre essa curva no
sentido horario é:
x=0+2- sen(t) x=2- sen(t)

£  teR & e ,teR
y=0+3-cos(t) y =3 cos(t)

,...
1
o
—
]
N

Figura 2.18: ¢: sentido horario.

(=0l (=
a? b2
onde o centro é C' = (xg,). Para isso, completamos os quadrados na equagao

2. Inicialmente, escreveremos a equacao dada na forma 9 : =1,
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dada, ou seja, § : 12 — 62 +4y* —8y = —9 < 2® — 62 +4(y* —2y) = —9 < 2® — 62+
-3 2 -1 2

@=3 -1
4 1

dai, segue que as coordenadas do centro sdo C' = (3,1), a = 2 e b = 1. Portanto, a

9+4(y*—2y+1) = —9+9+4 & (z-3)*+4(y—-1)* =4 &

parametrizacao pedida é dada por:

r=3+2-cos(t)

teR
y =1+ sen(t)
4 t=0 4 t=2
3 3
2 e 21 e
C C
1 e 1 b
2 10 1 2 3 4 5 2 o 1 2 3 4 5
1 -1
2 n

Figura 2.19: §: sentido anti-horario.

2.8 Parametrizacao de uma parabola

Assim como na parametrizacao da elipse, serd feita uma abordagem apenas das
parabolas estudadas a nivel fundamental e médio, ou seja, parabolas cuja reta focal é
paralela ao eixo QY isto é, que tém concavidade voltada para cima ou para baixo.

Consideremos uma pardbola com vértice V' = (a, b) e concavidade voltada para
cima caracterizada pela equacdo cartesiana p : (z — a)> = k(y — b) (observamos que o

processo é andlogo para pardbolas com concavidades voltadas para baixo).
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T

e

;- X

Figura 2.20: Parabola p de vértice V' = (a,b).

Note que

para escrevermos equagoes paramétricas desta parabola, basta tomarmos o parametro

t =x—a= x =1+ a, em seguida, substituimos = na equagao (1), obtendo

t2
=—+40
y k;+

Portanto uma parametrizacao para a parabola é:

r=t+a

p: t2 ,tGR
=—+b
Yy k+

Exemplos.
1. Dada uma parabola cuja equacdo cartesiana é (r — 2)? =y — 5:
a. Escreva equagoes paramétricas cujo traco seja a parabola dada;

b. Considerando o item anterior, faca o grafico do tragco quando o parametro t varia

no intervalo [—2,2] € R.
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2.

1.a.

1.b.

2.

Parametrize a curva dada pela equacio (z — 3)* = —2(y — 1), em seguida, escreva

as coordenadas de um ponto P relativas aos parametrost = 0 et = 2.
Resolucgoes:

A partir da equacdo (v — 2)* = y — 5, obtemos que o vértice tem coordenadas

V = (2,5) e a constante k = 1. Logo, uma parametrizagdo possivel para a curva

dada é:

r=1+2 r=t+2
p: £2 ,teR & p: ,tEeR
y:T—H') y=t"+5

o_a—="
q,/;/_.

- N e R o @ N @

9
8
7
6
51
4
3
2
1

5 5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 4 3 2 10 1 2 3 4

Figura 2.21: Traco de p para t€ [—2, 2] sentido anti-horario.

Sendo a equacio (x — 3)® = —2(y — 1), temos que o vértice tem coordenadas V =
(3,1) e a constante k = - 2. Logo, uma parametrizagao possivel para a curva dada
é:
r=t+3
p 2 ,teR
Yy = —5 +1

Para determinar as coordenadas do ponto P relativas aos parametros t = 0 e t = 2,

basta substituir, sucessivamente, os valores 0 e 2 nas equagoes paramétricas.

02
Parat=0=2=0+4+3=3ey =——+1 =1, portanto, P = (3,1).(Ver figura

2
2.22)

22
Parat=2=21=2+3=5ey=——+1= —1, portanto, P= (5, -1). (Ver figura

2
2.23)
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Figura 2.22: Localizacao de P em p para t = 0.

4
3
2

1

Figura 2.23: Localizacao de P em p para t = 2.

2.9 Parametrizacao de curvas em queda livre

Dada uma curva u +— a(u) € R?) queremos reparametrizé-la como §(t) = a(u(t))
para simularmos a queda de uma particula a partir do repouso ao longo de « sob a acao da
gravidade apenas. Vamos entao inserir a condicao de que a aceleragao tangencial da curva
no instante ¢ seja igual a componente tangencial da aceleragao gravitacional P= (0, —g).

Em simbolos:

—

P’I"Oj/g/(oﬁ”(f) = P’I"Ojﬁ/(t)P (21)
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Figura 2.24: Ilustracio das projecdes de P e 8”(t) em 3'(t).

Desenvolvendo a equagao (2.1) acima, obtemos:

B'(t)-B'(t) .y PPt
B - O =

o que implica em:

B'(t)-B'(t) =P B(t) (2:2)

Podemos integrar a equacao acima em relacao a t e buscar uma relacao entre 3

e B’ sem a presenca do termo 3”. Para isso, observe que

que aparece no lado esquerdo da equagao (2.2). Entao

[0 s [ o

o que implica em nossa principal relacao:

S8t =P-pt)+C (2:3)

Daqui em diante precisamos reescrever 3 e 3 usando suas coordenadas de modo

a obter a equagao diferencial que determina a reparametrizacao 5. Vamos supor primei-
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ramente que a parametrizacao de « é tipo grafico, ou seja, a(u) = (u, f(u)) para alguma

fungao f. Depois vamos supor o caso mais geral, a(u) = (z(u), y(u)).

2.9.1 Parametrizacao tipo grafico

Suponha que nossa curva seja parametrizada da forma a(u) = (u, f(u)) para

alguma funcao f. Precisamos das expressoes de 3 e ' em suas coordenadas:

B(t) = u'()(1, f'(u(t)))

para substituirmos na equacdo (2.3):
S (021 P (1)) = (0,9) - (u(t), F(u(t))) +C
simplificando nossa equagio:
SU/ 21+ f/(w(t)?) = —gf (ult)) +C.

Podemos exprimir essa tltima equacao da seguinte forma:

/ _ 2C — ng(u(t))
vlr) = \/ TF P u0)? 24)

Vamos impor as condigoes iniciais de posi¢ao e velocidade: 3(0) = (xg,%0) e 8(0) = (0,0),

pois a particula comega a queda a partir do repouso, ou seja, pela equacao (2.3),

2C —2gf(x9) = 0= C = gyp

Obtemos, assim, o principal resultado desta secao

L+ f'(u(t))

() = \/29(yo — f(U(tz)) (2.5)
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2.9.2 Simulacao com o uso do GeoGebra

Podemos usar essas ideias para simularmos a descida de uma particula ao longo de

uma curva sob a agao da gravidade no programa Geogebra. A fungao controle deslizante

representa uma variavel que assume todos os pontos de um intervalo dado. A principio,
ao clicarmos no opc¢ao Animar, a variavel do controle deslizante percorre o intervalo com
velocidade constante (velocidade 1 no padrao). No entanto, existe a opgao Velocidade que
permite que voceé altere a velocidade do controle deslizante. O mais interessante é que
essa opcao aceita uma funcao como parametro, de modo que a velocidade instantanea do
controle deslizante seja governada por uma funcao que dependa, por exemplo, da propria
posigao do controle. Em outras palavras, nao precisamos resolver a EDO em (2.5) para
simularmos no Geogebra.

Suponha que tenhamos uma curva do tipo gréafico definida no GEOGEBRA, por
exemplo, a(u) = (u, f(u)), onde a expressao de f é conhecida. Podemos entao definir u
como um controle deslizante e controlaremos sua velocidade instantanea com a equacao
(2.5). Vamos a um caso concreto: Considere uma funcio f(z) = 2 + (7 — %)x para
x € [~,0]. Podemos declarar f da forma ”Funcao(x* + (7 — 2/7)x, —7,0) para que o
arco de parabola fique restrito ao intervalo [—, 0].

Seja P um ponto sobre a parabola dada. Queremos que P percorra o arco de

A= (—m2) até B=(0,0). Baseando em (2.5), defina a fungao

29(2 — )

v(z,y) = e

Declare um controle deslizante u de —7 + 107" até 0, com incremento de 107"
e, nas propriedades de u, em Velocidade, preencha com v(f(u), f'(u)). (O acréscimo de
1077 se faz necessario pois no verdadeiro inicio u = —7 a velocidade v(f(—m), f'(—=7)) = 0
entao a variavel u fica parada, ndo dando inicio ao movimento.) Pronto! Agora é s6 definir
o ponto " P = (u, f(u))” e clicar em ” Animar”nas propriedades de u. Assim, o ponto P
movera-se sobre o arco de parabola dado, em queda livre, ou seja, apenas sob a acao da

gravidade.
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janela de configuracao
do controle deslizante u

|mu|ag§ fagb X
MSI NI =
¢ ’ Posicao Algebra Avancado Programacao
d Basico Controle Deslizante Cor Estilo

grav =
® lentjdao
-n min: -+ 1077 | max: |0 Incremento: 1077
q
t Controle Deslizante
w OFixo DAleatorio (F9) Horizontal -
Ponto
®A Animacao
oK - :
— un o f(u), f(u)) Repetir: = Crescente (Uma Vez) ~

u'/ \ v

v(f(u),f'(u))

Figura 2.25: Parametros do controle deslizante u

Aplicando o procedimento descrito acima em cinco diferentes curvas planas, ob-
temos a simulagao do deslocamento de cinco particulas em queda livre, onde as trajetorias

de descida sao as curvas, dai é possivel perceber quais delas descrevem trajetos que pos-

sibilitam descida mais répida.(ver figura 2.26)

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

,’A‘/)\/,D'V OO LN 2

AC~

A M reta

¥ parabola
[Vcicloide
[V]circunferéncia
[Vracional

escala =1

Figura 2.26: Particulas em queda livre sobre diferentes trajetorias

2.9.3 Parametrizagao de uma curva em geral

Suponha agora que nossa curva seja parametrizada de forma a(u) = (x(u), y(u))

qualquer. A reparametrizacao 3(t) = a(u(t)) implica 8'(t) = «'(t)a/ (u) = o' (¢) (2’ (u), v (u)),
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de modo que a equagao diferencial (2.3) toma a seguinte forma:

S (0P [ (1))? + o/ (t))?] = —gu(u(t)) + O (2.6

A constante C' pode ser encontrada da mesma forma que a anterior, ou seja, impomos

que, para t = 0, B(0) = (z0,0) e 5'(0) = (0,0), dai segue que C' = gyp.

Exemplo A cicloide, que é tema dessa dissertacao, é uma curva cujas equacoes paramétricas
sao dadas por

a(u) = (R(u+ sen(u)), R(1 — cos(u))),

onde R é um niimero positivo e u € (—,0).

Figura 2.27: Cicloide

Nao é uma parametrizagao tipo grafico, neste caso usaremos a equagao (2.6) para

as coordenadas de posicao e de velocidade da cicloide:

z(u) = R(u + sen(u)) _ 2'(u) = R(1 + cos(u))
y(u) = R(1 — cos(u)) y'(u) = Rsen(u)

Substituindo-as na equagao (2.6) e levando em consideragao que C' = gyy = 2gR
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obtemos

%U’(t)z[(R(l +cos(u)))® + (Rsen(u))’] = —g(R(1 — cos(u))) +2gR
u'(t)?[R*(1 + 2 cos(u) + cos?(u)) + R*sen?(u)] = —2gR(1 — cos(u)) + 4gR
u'(t)?[R*(2 + 2cos(u))] = 4gR — 2gR(1 — cos(u))
u'(1)*[2R*(1 + cos(u))] = 4gR —2gR(1 — cos(u))
u'(t)2R%(1 4 cos(u)) = 2gR — gR(1 — cos(u))

Simplificando a expressao acima, chegamos a uma EDO bastante simples de se

resolver, vejamos

u'(t)2R*(1 + cos(u)) = 2gR — gR(1 — cos(u))
2gR — gR(1 — cos(u))
R2(1 + cos(u))
gR(2 — (1 — cos(u))
R2(1 4 cos(u))
s RO+ cos(u)
wiey = R2(1 + cos(u))
1 + cos(u)
( )>

9
R \ 1+ cos(u
9
R
g
") — J
i = %

Integrando a equagao acima de 0 a t e levando em conta que u(0) = 0, concluimos

u(t) = t\/%

Dessa forma, a parametrizacao de um ponto sobre Cicloide que cai sob a acao da

que

gravidade ¢ dada por:

B(t):R<t\/%+sent\/%, 1—cost\/7>.

==

39



Capitulo 3

Cicloide

Neste capitulo, inicialmente é apresentada a definicao da curva Cicloide, em se-
guida é deduzida uma possivel parametrizagao para essa curva e por fim é demonstrada
uma equacao diferencial associada & Cicloide invertida (caso em que a Cicloide esta loca-

lizada abaixo do eixo horizontal).

3.1 Consideracoes iniciais

Segundo Perez (2006), o primeiro a estudar a Cicloide foi Nicolds de Cusa (1401-
1464), em 1450, quando tentava encontrar a drea de um circulo por integracao. Pos-
teriormente, essa curva foi estudada pelo francés Charles Bouvelles (1470 — 1553), mas
somente na primeira metade do século XVII é que ela recebeu as atengoes de nomes fa-
mosos como Descartes, Mersenne, Pascal, Galileu, Torricelli e Roberval, dentre outros.
Devido ao grande ntimero de matematicos que se dedicou a estudar essa curva, a Cicloide
ficou conhecida como “A Helena da Geometria”, em alusao a Helena de Tréia, que se-
gundo a mitologia foi a mulher mais bonita da Grécia, e por isso, a mais disputada. Apds
os estudos iniciais, constatou-se que a Cicloide possui propriedades fisicas importantes,

dentre elas a braquistécrona (menor tempo) e a tautécrona (mesmo tempo).

3.2 Cicloide

Dados um circulo C de raio r, uma reta s e um ponto P pertencente a C. Deno-

minamos Cicloide a curva descrita por P quando C rola sobre a reta s sem deslizar.

40



Figura 3.1: Curva Cicloide.

3.3 Equacoes paramétricas da Cicloide

Segundo Baron e Bos (1985), Roberval equacionou parametricamente a Cicloide

de forma similar & que demonstraremos abaixo. (Observe a figura 3.2")

¥

Figura 3.2: Cicloide.

Vamos considerar que a circunferéncia de centro C e raio r que gera a Cicloide
acima desliza no sentido positivo do eixo x, sendo 6 o parametro escolhido para descrever
a curva. O angulo € é o angulo varrido pelo raio CP quando a circunferéncia desliza para
uma nova posi¢ao. Considere que quando 6 = 0, o ponto P = (z,y) estd na origem.

Sejam z e y as coordenadas de P e seja Q a projecao de P sobre BC. Temos que:

r=0B—AB=0B — PQ e,

y=BC-QC

Notemos que OB tem comprimento igual ao arco BP = r- 0, BC = r e pelo
A CPQ, temos que PQ =1 - sen(f) e QC = r - cos(f), portanto:

x=r-0—7r-sen(d)=r-(0—sin(h)) e

y=r—r-cos(f) =r-(1—-cos(d))

Logo, as equagoes paramétricas da Cicloide sao:

'Disponivel  em: https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/revistacqd2228.
Acesso em 10 jan. 2018.
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. x=r-(0— sen(d)) 6e0.2n)
y=r-(1—cos(d)

6 =180°

Figura 3.3: P deslocando-se no trago da Cicloide.

Dai segue que as equagoes paramétricas da Cicloide invertida (considerando que
o circulo C role no semi plano inferior ao eixo x) sao:
x=r-(0—sin(0))

c: , 0 €[0,2m)
y=r-(cos(d)—1)

Figura 3.4: P deslocando no trago da Cicloide invertida.

3.4 Equacao diferencial da Cicloide invertida

O ideal é que se escrevesse uma equacao cartesiana envolvendo x e y para a
Cicloide, mas diante da complexidade para fazé-lo, iremos escrever uma E.D.O para essa
curva que envolve apenas z e y.

Calculando a derivada de z em relagao a 6, temos:

dz
=" (1 —cos(h))
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Calculando a derivada de y em relagao a 6, temos:

% = —r- sen(f)

Calculando a derivada de y em relagao a x, temos:

dy dy do  —r-sen(f)  —sen(d)  sen(f)

dv — df dr  r-(1—cos(6)) 1—cos(d) cos(d)—1

Elevando ambos os lados ao quadrado:
(d_y)2 _ ( sen () )2 _ sen?(6) _ 1 cos®(0) _
dx cos(f) — 1 (cos(f) —1)2  (cos(f) — 1)?
(1+cos(0)) - (1 — cos(0)) _ 1+ cos(0) (1)
(cos(0) — 1)? 1 — cos(0)

Mas, considerando a parametrizagao da Cicloide invertida, temos y = r-cos(6)—r,

portanto, segue que cos(f) = LY
r

Substituindo na equacao (1) e simplificando, finalmente, obtemos a E.D.O da

@__ [2r +y
de —y

curva Cicloide invertida.
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Capitulo 4

Braquistocrona e Tautécrona

Neste capitulo, inicialmente sao apresentados os problemas da Braquistécrona e
da Tautécrona, em seguida, aplicando o principio da conservagao de energia, o principio
de Fermat e a lei de Snell-Descartes, é demonstrado que a curva Cicloide é a solucao para

ambos os problemas.

4.1 Os problemas

4.1.1 Problema da Braquistécrona

Consideremos o seguinte desafio proposto por Bustillos e Sanssine (2011) :

“Dois skatistas estao descendo por curvas radicais, um desce por um plano in-
clinado e outro por uma curva. Supondo que os dois skatistas tenham o mesmo
peso e que, sob o efeito gravitacional apenas, os dois partem simultaneamente
do ponto superior A até um ponto inferior B. Qual deles atingird o ponto B
primeiro?” (Bustillos,2011).

Este problema ¢é uma releitura de outro problema, no qual em junho de 1696,
Johann Bernoulli, professor de matemética em Groningen e membro da celebre revista
Acta Eruditorum (revista matemética fundada em 1682 na cidade de Leipzig- Alemanha),
propos que matematicos determinassem qual seria a curva de descida mais rapida. Para
aquele que conseguisse apresentar uma solugao para o problema proposto seria concedido

um prémio, conforme escreveu Bernoulli:

“Que aquele que consiga solucionar este problema conquiste o prémio que pro-

metemos. Este prémio ndo é ouro nem prata (...) mas antes as honras, os
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elogios e os aplausos, (...) exaltaremos, publica e privadamente, por palavra
e por carta, a perspicdcia do nosso grande Apollo” Johann Bernoulli - pro-
clamagdo de 1697. (Marques et al. (2008))

Tal foi o desafio proposto:

“Datis in plano verticali duobus punctis A et B, assignare mobili M viam AMB,
per quam gravitate sua descendens, et moveri incipiens a puncto A, brevissimo

tempore perveniant ad alterum punctum B”

“Dados um plano vertical e dois pontos A e B sobre o plano, com A mais
alto do que B, e uma particula material M, determinar uma curva ao longo
da qual essa particula material desliza no menor tempo possivel de A até B,

considerando apenas a agdo da gravidade, sem atrito”. (Coelho (2008))

O desafio proposto por Johann Bernoulli tornou-se posteriormente conhecido
como o problema da braquistocrona que consistia em determinar a curva que descreve
a trajetéria de um ponto movel que, sujeito apenas a acao da gravidade, sem atrito e com
velocidade inicial nula, se desloca entre dois pontos de um plano de niveis diferentes e nao
na mesma vertical, no menor intervalo de tempo.

Ressalta-se que nao se trata de qual o percurso mais curto entre os dois pon-
tos, cuja resposta intuitiva é, obviamente, a reta que os une, mas sim, qual trajetéria é

percorrida mais rapidamente.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-2

Figura 4.1: O problema da Braquistécrona.

4.1.2 Problema da Tautécrona
Consideremos o seguinte problema:

45



“Dois skatistas partem, simultaneamente, de pontos com altitudes diferentes,
de wma mesma rampa half pipe (que tem a forma cicloidal). Supondo que
0s dois skatistas tenham o mesmo peso e que, movem-se apenas sob o efeito
gravitacional, pergunta-se: qual deles chegard primeiro ao ponto mais baixo?”
(Vieira et al., 2016)

O problema citado acima se assemelha aquele com o qual Christiaan Huygens
(1629, 1695), grande fisico, matematico e astronomo holandés do século XVII se deparou:
construir um relégio maritimo constituido de um péndulo isécrono, ou seja, um péndulo
que nao muda de periodo de oscilacao com a variacao da amplitude.

Pois, nesse periodo a medicao do tempo era de extrema importancia para a na-
vegacao, consequentemente, os governantes de varios paises europeus ofereciam excelente
remuneracao por esses estudos.

Segundo Yoder (1988), em 12 de dezembro de 1659, Huygens propos a si proprio
um problema sobre o isocronismo do péndulo. O problema proposto por Huygens é o

seguinte:

“Quaeritur quam rationem habeat tempus minimae oscillationis penduli ad tem-

pus casus pendularis ex penduli altitudin’.

“Qual a razao entre o tempo de uma oscilagdo minima de um péndulo e o

tempo da queda livre perpendicular a altura do péndulo”. (Coelho, 2008)

O problema proposto por Huygens é conhecido na atualidade como o problema
da tautocrona, que consiste em determinar a curva sobre a qual um objeto escorregara de
um ponto qualquer até o fundo exatamente no mesmo tempo, qualquer que seja o ponto

de partida.

4.2 Solucao dos problemas da Tautécrona e da Bra-
quistécrona

4.2.1 Principio da conservacao da energia

Sabemos que qualquer movimento ou atividade é realizado através da trans-
formagao de um tipo de energia em outro, ou seja, nao ha criagao, nem destruicao de

energia, como enuncia o principio da conservacao da energia:
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“A energia nao se cria nem se destroi, mas apenas se transforma de um tipo

em outro, em quantidades iguais”. (Bonjorno et al., 2001)

Ainda segundo Bonjorno et al. (2001), a energia mecanica total de um corpo é a
soma das energias cinética e potencial e, nao havendo forgas dissipativas, o sistema ¢é dito

conservativo e em qualquer ponto da trajetoria, a energia mecanica do corpo sera sempre

a mesma.
. L muv* . . L
Considerando a energia cinética E, = - e a energia potencial gravitacional £,
= mgh , temos:
2 2 2
mu mu mu

2
E, = m: L 4 mgh,

2
_ muv

2

+mghy

Figura 4.2: Esquema representativo de um sistema conservativo.

4.2.2 Principio de Fermat

Conforme escreve Batista (2011), em agosto de 1657, o matemético francés Pierre
Fermat (1601-1665) escreveu uma carta (Epistolae 42) a Monsieur Cureau de la Chambre,
na qual enunciou o seu famoso Principio do Tempo Minimo: A Natureza sempre escolhe
os menores caminhos.

De acordo com esse principio, Fermat descreve a trajetéria de propagagao da luz

pelo seguinte conceito:

“A trajetéria seguida pela luz viajando de um ponto a outro é tal que o tempo
de viagem é o minimo. Isto é, a luz percorre a trajetéria mais répida”.(Ver

figura 4.3 )

'Disponivel em:http://www.pontociencia.org.br/galeria/ . Acesso em 02 Fev. 2018.
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Figura 4.3: Figura ilustrativa do caminho percorrido por um raio de luz.

4.2.3 Lei de Snell-Descartes

Considerando a refragao indicada na figura (4.4).

A N

V2

Figura 4.4: Refragao sofrida por um raio de luz ao mudar de meio.

Sabe-se que o tempo gasto em todo e qualquer percurso é dado pela razao entre

d
a distancia e a velocidade (T =—
v
Analisando a figura acima (Fig. 4.4) e usando suas notagoes, temos que:

e A distancia percorrida no meio superior é

i = a*+2?

di = Va?+ 22
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e A distancia percorrida no meio inferior é

2 = v+ (c—x)

dg = b2+(0—$)2

Portanto, o tempo total gasto pelo raio de luz para realizar o percurso AB é

P YEEE Pt

U1 (%)

Onde v, e v, sa0, respectivamente, as velocidades do raio de luz nos meios superior
e inferior.

Pelo principio de Fermat, segundo Batista (2011), temos que a luz fard o percurso
de modo a minimizar o tempo T. Assim, para determinar o tempo minimo, temos que
encontrar o ponto critico da fun¢ao T'(x), isto é, o ponto no qual a primeira derivada da

funcao tempo em relacao a x seja igual a zero:
T'(x)=0  (2)
Calculando a primeira derivada de (1), temos

x T —c
= +
nva® +a? Ug\/b2+<c—l’>2

De (1) e (2), segue que:

x r—c
+ =0,
vva? + x? v [ 2 + (c — z)?

T'(x)

Dali, temos que:

x B c—x
) 2 ’
uVat T 62+ (e — x)?

Ainda, a partir da figura (4.4), temos que sen(f;) = . sen(fy) =

Va2 + z2

cC—X c .. ~
, logo, ao minimizar o tempo de percurso, chega-se a relagao

B2+ (c — x)°

sen(fy)  sen(f)

(%1 (%
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Esta relacao é denominada Lei de Snell-Descartes.

De acordo com Bonjorno et al. (2001), podemos concluir a partir da lei de Snell-
Descartes que o raio luminoso tende a se afastar na normal em meios onde a velocidade
da luz é maior. Da mesma forma, o raio tende a se aproximar da normal em meios onde

a velocidade da luz é menor.(Observe figura 4.5 2)

Figura 4.5: Refragao sofrida por um raio de luz ao atravessar varios meios.

4.2.4 A Cicloide é tautocrona

Consideremos a Cicloide invertida da figura abaixo, de modo que uma particula
de massa m, abandonada em um ponto P = (x(6,),y(6,)), com 6, € [0,7) role sobre a

mesma, até atingir o ponto mais baixo da curva, P, = (m, —2r).

Figura 4.6: Cicloide invertida.

Queremos demostrar que o tempo gasto pela particula para chegar ao ponto mais

baixo P; da curva é constante e igual para todos os pontos P escolhidos independentemente

*Disponivel em: http://efisica.if.usp.br/otica/universitario/raios/fermat /text. Acesso em 10 Fev.
2018
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de sua posicao inicial sobre a Cicloide, ou seja, essa curva é tautdcrona. Para tanto,
devemos determinar o tempo que a particula levara para efetuar esse deslocamento.
Considerando que a particula rolara sobre a curva sem atrito e, portanto sem a
acao de forcas dissipativas, podemos aplicar o principio da conservagao de energia. Para
isso, vamos estabelecer o referencial de altura.
Seja @ = (x(0),y(0)), com 0 € [0, 7] um ponto qualquer abaixo do ponto inicial
P = (z(0p),y(0p)). Entdo, podemos definir as alturas h(f) para @ e h(fp) para P,

respectivamente, como as seguintes diferencas

h0) = y(Q) — y(P1) = y(0) + 2r

hOp) = y(P) —y(P1) = y(Op) + 2r.

Considerando o principio de conservacao de energia, temos que: Energia mecanica
em @ é igual a Energia mecanica em P. (Em simbolos: E,,(Q) = E,,(P)) Portanto, segue

que

En(Q) = En(P)=
Smo(0) + mgh(0) = Smu(6p)? + mgh(6r) =
%U(0)2 +g(y(0) +2r) = %02 + g(0p +2r) =
%v(@)2 +gy(0) +2gr = gy(0p) + 297 =
S0 = gy(6,) +2gr — gy(0) — 297 =
v(0)* = 2[gy(8p) — gy(0)] =
v(0)* = 2g[y(6p) —y(0)] =
v(0) = V2¢ly(0p) —y(©@)] (1)

Aplicando as equagoes paramétricas da Cicloide invertida, temos que y(0) =

r-(cosd —1)ey(d, =r-(cosb,— 1), dai segue que:
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v(f) = \/29[7" - (cosB, —1) —r - (cosf —1)]
v(f) = \/2gr(cos 0,—1—cosf+1)

v(f) = \/297’(008«97,—0056’) (2)

Considerando a identidade trigonométrica

0 /1 0 0 1 0 0
cos 5 = % = cos? 3= % = cosf = 2 cos? 3~ 1 e aplicando essa relagao

em (2), obtemos que

v(f) = \/297“|:2-COS2%—1—(2-COSQQ—1):|
2 2
0 0
= 2 2. 2P 2~
v(0) \/ gr[ (cos , ~ cos 2) }
0 0
—_ 4 2P _ 22
v(0) \/ gr (cos 5 ~ Cos 2)
v(@) = 2- \/gr (C082 % — cos? g) (3)

Como a particula estd se deslocando, consideremos S(f) a fungdo comprimento

do arco percorrido desde o ponto inicial P até o ponto mais baixo QQ da curva. Neste
deslocamento, podemos considerar o angulo 6 como funcao do tempo t, ou seja, 0 = 0(t),

entao:

Sabemos que

ds

vy = =

Aplicando a regra da cadeia ao segundo membro da igualdade anterior obtemos

ds dS db

dt — df dt
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Mas V (t) = v(0), dai temos

as db

o0 = o w

Seja t = 0 o instante em que a particula é abandonada no ponto P e t o tempo
de descida, devemos encontrar a expressao que define ds.

Temos por definicao de comprimento de arco que

S(H) = / \/ —y) df

S0) = (1 —cosh)]?2+ (—r - senh)? db

o
S0) = /\/7“2-(1—2c089+cos29)+r2~sen26d9
bp

0
S) = /\/7’2-(1—200s0+cos26’+ sen?0) df
0

Como, pela relacio fundamental da trigonometria, cos? § + send = 1, segue que

S() = /99 V12 (2 —2cos ) df

0
S0) = V/2r2 - (1 — cosf)db
Op
0
S) = \/ir/ V1 —cosfdf (4)
6,
[1—
Considerando a identidade trigonométrica sin g = %SQ, segue que V2 seng =

V1 —cosf (5)

De (4) e (5), temos que

0
SO) = \/57’/ ﬂsen%d@
Op

)
S) = 27‘/ sen—df
0 2

P
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Sendo

o 9
S0) = 27"/ sen§d0=>
0

P

ds 0
7 2r - seny (6)
ds db de
Como v(f) = —S - —, podemos operar — como uma fracao entre diferenciais,
dg dt dt
segue que

as b
T 40 dt

v(f) - dt = — - df <
ds
_ df

dt = 75

Considerando os resultados (3) e (6), obtemos

2r - sen—
dt = 2 do
0 0
2. \/gr (COS2 L _ cos? —)
2 2
0
U sont
dt = 2 o
\/gr <C082 % — cos? g)
seng
dt = = 2 0

Integrando ambos os membros da igualdade obtida anteriormente, temos:
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t =
t = do
t = (7)

0
cos =
Realizando uma mudanca de varidvel, consideraremos u = 0=
P
cos
-1
—_— Sen_
0 0
du=-2— 2 .49= sen--df = —2cos Ldu
cos Oy 2 2

Observemos que se

0=0,>u=1ebd=mr=u=0
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Efetuando uma mudanga de variavel a partir da igualdade (7), assim obtemos

- 0 —2005%
t = \/j/ . 2 g
g N Cos.—p-\/l—iu2
S
\[ m
t = 9. /=
\/; / \/1—u2

r .

t = 2. \/; [arcsin];,
r . .

t = 2- \/j (arcsin 1 — arcsin 0)
9

rom

t = 2-,/=-(5—-0
(50
r

t = T /-
g

Logo, podemos notar que o tempo que uma particula leva para se deslocar de um
ponto P qualquer da cicloide até seu ponto mais baixo independe da altura relativa a esse

ponto, em que a particula é abandonada, portanto, a Cicloide é tautécrona.

4.2.5 A Cicloide é braquistécrona

Bernoulli imaginou que um raio de luz do ponto mais alto ao ponto mais baixo
seria o mais rapido possivel. Porém a velocidade do raio deveria ser crescente atendendo

a lei de conservacao da energia mecanica:

=/ 2gh

Isso o obrigou a considerar o plano vertical como uniao de camadas horizontais

justapostas de indices de refracao cada vez menores para justificar o aumento da veloci-

dade.(ver Figura 4.7 %)

3Disponivel em: http:https://lifeofanerd2015.wordpress.com. Acesso em 10 Fev. 2018
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Figura 4.7: Representacao de um raio de luz atravessando varios meio.

Dai, considerando a lei de Sneel-Descartes em relacao as refragoes ocorridas.(Ver

figura 4.8)

Figura 4.8: Raio de luz sofrendo refracao ao mudar de meio.

sen(ag)  sen(az)  sen(as)  sen(an) i
U1 B V2 B U3 T Un B
Ou seja
senfaly)
v(y)

Consideremos o raio de luz apresentado na figura (4.9).

Figura 4.9: Reta tangente ao grafico de refracao do raio de luz.
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Relacionando o angulo de incidéncia a do raio de luz a um angulo mais conhecido,
S. A inclinacao da tangente ao grafico é dada por tan(f).

Notemos a partir do grafico que, S — a = 90°e entao:

1 1 1
i) ==l = ) T T e Vi
1
sen(a(y))\ > {1+ y (@) o
Deste mOdO’(—v(y) ) = (—29(0 ) > = k"

Isolando 4/(x) na igualdade anterior, segue que

1
1 ‘tgfg(yx)Z _ k2 —
1 2
1T (22 NIESE = —2qyk° <—
1
1 / 2 — _
1
/ 2
= — -1«

1
2gk? -
() = =+ ’ <29k2 +Z/> —
Y B \ —2gk% -y
Ly
5. TY
2gk?2
y'(z) = i\ Y
-y
1
Tomando uma constante ¢ = ——, obtemos
2gk?
y/(l’) — 4 Cj‘yy

Tem-se pelo Teorema da existéncia e unicidade da E.D.O. que toda equacao
diferencial bem posta apresenta uma sé solucao, portanto, considerando a curva abaixo
do eixo horizontal, adotando ¢ = 2r e comparando a equacao diferencial da Cicloide
invertida exibida no final do capitulo 3, pode-se concluir que esta curva descrita pelo raio

luminoso é de fato a Cicloide.
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Assim Bernoulli concluiu que a curva de trajetoria mais rapida é uma Cicloide

invertida que liga os pontos extremos.
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Capitulo 5

Propostas para sala de aula

Neste capitulo, inicialmente é feita uma abordagem sobre o software Geogebra, em
seguida sao desenvolvidas algumas proposicoes de atividades a serem realizadas em sala de
aula e laboratério de informatica, atividades estas que possibilitam a interdisciplinaridade

e que podem conferir maior dinamismo no estudo de curvas no plano.

5.1 O software Geogebra

A utilizacao do GeoGebra estard presente nas propostas de ensino que compoem
este trabalho, portanto, no intuito de apresentar o software, destacamos o que diz Miyasaki

(2017) em seu trabalho ”Um Estudo de Curvas Planas Utilizando o GeoGebra”.

“O GeoGebra é um software livre criado por Markus Hohenwarter em sua dis-
sertagdo no ano de 2001. O Geogebra € um software de matemdtica dinamica
de multiplataforma que € utilizado por todos os miveis de ensino desde o fun-
damental até o ensino superior, por trabalhar com geometria, dlgebra, tabelas e
graficos, realizando cdlculos numa Unica aplicacdo. A vantagem de se utilizar
o Geogebra € que ele é um software de facil manuseio, que permite o usudrio
possa interagir de forma muito dinamica com a Algebm e a Geometria. Ou-
tra enorme vantagem do Geogebra € que é um software livre que permite o
fdcil acesso de professores e alunos, permitindo que novas estratégias de en-
sino aprendizagem sejam usadas pelos mesmos na busca pelo entendimento dos

saberes matemdticos.” (Miyasaki, 2017)

O programa possibilita que se realizem construgoes geométricas com a utilizacao
de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos, entre outros, possibilita ainda a insercao
de funcoes, féormulas, equacoes e coordenadas, bem como permite a alteracao desses ob-

jetos dinamicamente, apds o término da construcao. Este software reine as ferramentas
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tradicionais de geometria com outras mais adequadas a algebra e ao cédlculo. Isto tem a
vantagem didatica de representar, ao mesmo tempo e em um uUnico ambiente visual, as

caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo objeto.

© GeoGebra Classic 5 - o X

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

] A B @) ) N =2 4

» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagio X

L S

Entrada:

Figura 5.1: Interface do GeoGebra classic 5.

Para melhor familiarizacao dos recursos e ferramentas do GeoGebra, gostariamos
de sugerir o estudo do primeiro capitulo de“Um Estudo de Curvas Planas Utilizando o
GeoGebra” de Rodrigo Miyasaki, onde o autor apresenta os varios comandos que compoem

a interface do Software.

5.2 Proposta envolvendo a Cicloide

Neste tépico, apresentamos uma possivel atividade para ser desenvolvida com
alunos do 3° ano do Ensino Médio com objetivo de conduzi-los a nao confiar em alguns
conceitos intuitivos.

19 Passo: Formar grupos de no maximo cinco alunos, em seguida, apresentar aos
grupos os problemas:

Problema 1: Dois skatistas estao descendo por curvas radicais, um desce por um
plano inclinado e outro por uma curva. Supondo que os dois skatistas tenham o mesmo
peso e que, sob o efeito gravitacional apenas, os dois partem simultaneamente do ponto
superior A até um ponto inferior B. qual deles atingira o ponto B primeiro? Existe alguma
curva sobre a qual descida serd sempre a mais rapida?

Problema 2: Dois skatistas abandonam pontos defasados em altitude de uma

mesma rampa. Supondo que os dois skatistas tenham o mesmo peso e que, movem-se
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apenas sob o efeito gravitacional, pergunta-se: qual deles chegara primeiro ao ponto mais
baixo? Existe alguma curva sobre a qual os dois chegariam sempre no mesmo instante ao
fundo da rampa?

29 Passo: Deixar os alunos apresentarem intuitivamente as hipéteses sobre os
problemas levantados. Provavelmente chegaram a conclusao que no caso do primeiro
problema, o skatista que descer por uma trajetéria retilinea chegara ao ponto inferior mais
rapidamente e, no caso do segundo problema, provavelmente concluiram que o skatista
que estiver mais proximo do fundo atingird esse ponto primeiro do que aquele que estiver
num ponto mais alto no inicio da descida.

3° Passo: Construir uma cicloide para realizacao pratica dos problemas levantados
inicialmente (obs.: neste momento ainda nao é necessario definir cicloide e nem abordar
as propriedades braquistécrona e tautécrona).

Materiais necessarios para a construgao de uma Cicloide: (se o profes-
sor preferir pode propor a construgao para cada grupo):

Uma cola de isopor, um estilete, uma placa de isopor de espessura 20mm, duas
placas de isopor de espessura 10mm, Uma roda de diametro 180mm, um pincel para
quadro branco, duas bolas de gude, um rolo de fita isolante e uma fita adesiva (durex).

Procedimento para a construcgao:

(1) Fixar o isopor de espessura 20mm em um plano vertical, o que podera ser
feito apoiando a placa sobre uma mesa e fixando-a na parede utilizando fita adesiva para
evitar que a placa se desloque.

(2) Para tragar a Cicloide no isopor, fixa-se o pincel na roda com fita adesiva, de
modo que ao girar a roda o pincel descreva um traco, em seguida, aproxima-se a roda no
plano do isopor e faz-se girar a roda sobre a mesa sem que esta deslize. Quando a roda
completar uma volta, obtém-se a curva desejada.

(3) Utilizar um estilete e sobre o trago deixado pelo pincel cortar o isopor cuidado-
samente. Em seguida, sobre as placas de isopor de espessura 10mm, constréi-se cicloides
identicas utilizando o tragado da primeira Cicloide como molde. As curvas construidas
nas placas de menor espessura deverao ser coladas (uma de cada lado) na curva construida
sobre a placa de maior espessura, servindo assim de paredes laterais para evitar que as
esferas caiam durante seus deslocamentos.

(4) Utilizar uma fita isolante sobre a superficie de isopor que forma a pista para
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reduzir o atrito e as trepidacoes desta, com as esferas.

(5) Utilizar as sobras do isopor e construir uma rampa com trajetdria retilinea,
em seguida, fixar em um dos lados da Cicloide de forma que suas extremidades estejam
nos mesmos niveis da Cicloide em dois de seus pontos, por exemplo, inferior e superior.

4° Passo: Verificar experimentalmente os resultados dos problemas propostos
inicialmente. Solicitar que um dos alunos solte duas esferas em pontos diferentes sobre a
Cicloide invertida e poderao perceber que abas chegam ao ponto mais baixo no mesmo
instante. Apds solicitar que uma esfera abandonada sobre a Cicloide e simultaneamente,
da mesma altura outra sobre rampa retilinea, assim poderao verificar que a bolinha que
partiu da Cicloide fez um percurso maior, no entanto, com menor tempo, isto é, a esfera da
Cicloide vai chegar primeiro. A partir de tais resultados, realizar uma abordagem historica
acerca da cicloide, com enfoque em sua definicao e nas propriedades braquistocrona e
tautocrona.

59 Passo: Apresentar a teoria sobre a braquistécrona e tautécrona, adaptando
para o nivel Médio, ou seja, deduzir juntamente com os alunos as equagoes paramétricas da
cicloide e apresentar os resultados finais, sem realizar demonstracao dessas propriedades
que envolve conceitos de derivadas e integrais, pois os mesmos nao fazem parte do curriculo
da educacao basica. A partir da parametrizacao, construir com a utilizagao do Geogebra,
tracos da cicloide de diferentes raios no plano, como percurso de um ponto periférico de
uma roda rolando sobre o eixo das abscissas.

Construcgao da Cicloide no GeoGebra

Inicialmente, é necessédrio criar um controle deslizante para o parametro t (va-
riando, por exemplo, de 0 a 20) e outro para o raio r da circunferéncia (variando, por
exemplo, de 0 a 5), que rolard sobre a reta gerando a cicloide. Apds criar os controles
deslizantes, é preciso inserir no campo de entrada as fungoes f(x) = r - (t — sen(t)) e
g(x) =r-(1—cos(t)) , obtidas na parametrizacao. Em seguida, vinculamos essas fungoes

a curva cicloide através do comando curva.

K 5|

| Entrada: (SRR, <Expressac>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final> )
———

Figura 5.2: Opcao para vincular fungoes a curva.
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< > ‘

Entrada: (i(s), 9(5), 5 0, 1)

Figura 5.3: Funcoes inseridas para serem vinculadas a curva.

Apés a vinculagao de f(z) e g(x), os dados inseridos surgirao na janela de élgebra,
onde clicando nos pontos relativos as funcoes é possivel ocultar seus graficos, uma vez que

nao precisarao ficar visiveis.

2 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

[R] Ao P @0 £ N2 4
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Figura 5.4: Janela de dlgebra pés vinculagao de f(x) e g(x).

Para construir a circunferéncia que rolara sobre a reta, deve-se criar dois pontos,
sendo o ponto P = ¢(t), que descrevera a curva cicloide e o ponto O = (r*t,r), centro da
circunferéncia. Apés a criacao dos pontos, traca-se a circunferéncia passando pelos pontos

O e P, em seguida, traga-se o segmento de reta O P que representa o raio da circunferéncia.
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Figura 5.5: Circunferéncia que rolara gerando a Cicloide.

Animando o controle deslizante do parametro t, temos a movimentacao da cir-
cunferéncia tragando assim a curva Cicloide.

Parat =3
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Figura 5.6: Cicloide em construcao.

Parat=6,3
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Figura 5.7: Cicloide construida.
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O controle deslizante r varia o tamanho do raio da circunferéncia, assim podemos
aumentar ou diminuir a curva obtida variando o tamanho de seu raio por meio deste
controle deslizante. Note que na figura acima utilizamos o raio com medida igual a duas
unidades.

Para a construcao da cicloide invertida, basta seguir os mesmos comandos, mu-
dando apenas as coordenadas do centro C, ou seja, como a circunferéncia rolard abaixo

do eixo, faz-se o ponto C' = (r *t, —r).

4 & Construgéo da cicloide invertida.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

D E B S cls PN EES

» Janela de Algebra X/|» Janela de Visualizagio
Curva Paramétrica
x =2 (s —sen(s)) *
®c: —_——
y=2(cos(s)—1) | 3
Cénica 2
[ ]
Fungao 1 ¢
f(x) = 2 (x —sen(x)) +
g(x) = 2 (cos(x) — 1) 0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 112} 13-4 1
Numero
or=2 2
®t=63
Ponto
® 0=(12.6,2) 4
® P =(1257,0)
Segmento =5
®r=2

Figura 5.8: Cicloide invertida.

Outra maneira para se obter o traco da cicloide, consiste em criar, inicialmente,
os dois controles deslizantes sugeridos anteriormente, ou seja, um para variar o parametro
t e outro para variar o raio r da circunferéncia, em seguida, deve ser inserido no campo
de entrada o ponto, digamos P = (z(t), y(t)), ou seja, P = (r(t — sen(t)), r(1 — cos(t)).

| |
Entrada: P = (r¥(t - sin(t)), r"(1 - cos(t)))‘

Figura 5.9: Coordenadas de P com parametro t.

Apoés a insercao desse comando, surgira um ponto P na origem do sistema, em
seguida, basta clicar com o botao direito do mouse sobre o ponto P, fazendo surgir a janela

abaixo, onde escolhe-se a opcao Habilitar Rastro.
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Figura 5.10: Janela com opgao Habilitar rastro.

Por fim, basta mover o controle deslizante do parametro t, fazendo com que o

ponto P percorra o plano, deixando como rastro a curva Cicloide.
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Figura 5.11: Cicloide obtida como traco de P.

5.3 Proposta interdisciplinar: lancamento obliquo

Considerando que um arqueiro atire uma flecha com velocidade inicial igual a

30m/s, sob um angulo de 60°com a horizontal. Pede-se:

a. Calcular a altura atingida pela flecha no instante t = 3 segundos,
b. Determinar a altura méaxima atingida pela flecha.

c. Calcular a distancia maxima de alcance da flecha, desconsiderando a resisténcia do

ar, ou seja, considerando apenas a acao da gravidade.
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d. Usando o GeoGebra, construir o traco da curva que a flecha percorre desde o

lancamento até tocar o solo.
e. Determinar o angulo de lancamento sob o qual a flecha tera alcance maximo.

Resolucgao:

Inicialmente, iremos escrever uma parametrizacao para as coordenadas x e v,
respectivamente, deslocamento horizontal e deslocamento vertical da flecha.

Para tanto, devemos decompor a velocidade inicial da flecha em suas componentes

horizontal v;x e vertical v;y, conforme representado na figura abaixo (o = 60°).

Figura 5.12: Decomposigao de v;.

Aplicando conceitos de trigonometria, segue que: v;x = v; - cos(a) e
vy = v; - sen(q)

Como v; = 30m/s e a = 60°obtemos que:

vz = 30 - cos(60°) = 30 - % =15m/s e

3
v;y = 30 - sen(60°) = 30 - g = 15V/3m/s

Na direcao horizontal, o movimento é uniforme, isto é, a aceleracao é nula e na
diregao vertical, o movimento é uniformemente variado, pois tem-se a aceleragao da gravi-
dade, constante, atuando sobre a flecha. Dai, podemos escrever as equagoes paramétricas
para as posicoes ocupadas pela flecha desde seu lancamento até que atinja o solo.

Entao:

T = x9+ 15t

£ 0
y = yo + 15V/3t — 5¢2

Considerando a origem do sistema cartesiano como ponto de langamento da flecha,

obtemos:
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xr = 15t

L 6>0
y = 15V/3t — 512

a. Para determinar a altura no instante t = 3s, basta considerar a equagao relativa ao

deslocamento vertical, ou seja,

y=15v3-(3) —5-(3)2 =45V3 — 45 ~ 77,94 — 45 ~ 32,94m

b. A flecha atingira a altura maxima quando sua velocidade vertical for nula, ou seja,

v, = 0.
Como o movimento vertical é uniformemente variado, segue que v, = v;y +a-t, isto
é, v, = 15V/3 — 10t

Logo, o tempo necessario para que a flecha atinja a altura maxima é:

15v3  3v3
vy:15\/§—10t:0:>t:—\/—:—\/_5.

10 2
Portanto, a altura maxima atingida pela flecha é

2
1 1

c. Para determinar a distancia maxima de alcance da flecha nas condi¢oes dadas, po-
3v3
2

demos considerar o instante t = 2 - = 3\/5, pois o tempo gasto para atingir a

altura maxima ¢é igual ao tempo gasto para o retorno ao solo.
Ou ainda, podemos calcular o tempo t para que a flecha atinja o solo, fazendo y = 0.

Assim, teremos: y = 15vV3 -t —5-t> =0 =t - (15vV3 —5t) =0 = ¢t = 0 ou

1
t:%\/g:?n/gs.

Logo, o alcance méaximo ¢ dado por x = 15t = 15 - 3V3 ~ 77,94m.

d. Para plotar o traco correspondente a trajetéria da flecha, basta criar um controle
deslizante para t variando de 0 a 3\/5, onde t = 0 é o instante em que a flecha é

atirada e ¢t = 3v/3 é o instante em que a flecha toca o solo.

Em seguida, inserir na janela da entrada as coordenadas x e y (parametrizadas) dos

pontos F ocupados pela flecha durante seu deslocamento.

Assim, obtém-se a figura a seguir:
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Figura 5.13: Traco da curva que descreve a trajetoria da flecha.

e. Notemos que em langamentos obliquos a velocidade relativa ao deslocamento vertical

¢ dada por:
vy = ;- sen(a) —a-t (1)

Mas, ao tocar o solo a velocidade da flecha é igual a velocidade inicial, porém com
sinal contrario, pois o sentido do deslocamento foi invertido, assim a velocidade da

flecha quando chega ao plano vertical é:
vy = —v; - sen(w) (2)

Substituindo a equagao (2) na equagao (1), obtemos:

—v; - sen(a) = v; - sen(a) —a-t = a-t=2v; - sen(a) ét:%j(a»
Temos que a distancia maxima e dada por

Tmaz = U; - cos(a) - t (3)

Substituindo o valor de t na equagao (3), temos:

e = 01 - cos(a) - 20In@) - vi@sen(a) cos(a))
@ a

Pela propriedade da soma na trigonometria, temos que

sen(2a) = sen(a + a) = sen(a) cos(a) + sen(a) cos(a) = 2sen(a) cos(a). dai, segue

que

<o

vZ(2sen(a) cos(a)) v

Tomaz = Tmae = — - sen(2a).

S |

a

—_

Como o seno varia no intervalo [—1,1], temos que o alcance maximo da flecha

ocorrerd quando sen(2a) =1

Mas, o angulo cujo seno vale 1 é 90°. Logo, segue que
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200 = 90°= o = 45°.

Portanto, a maior distancia horizontal alcancada pela flecha ocorre quando o angulo

2
, . e A e, v;
de lancamento € igual a 45° essa distancia é dada por z,,., = —

Sugestao: Apds a conclusao algébrica é interessante que o professor construa no
GeoGebra (e em um tnico plano) o deslocamento de trés flechas, uma com angulo
de langamento menor do que 45°(por exemplo, 30°), outra com 45° a terceira, com

angulo maior do que 45°(por exemplo, 60°).

O procedimento para a plotagem de cada curva é analogo ao apresentado no item
“d”. Denominando de Fi,F;, e F3, respectivamente, as flechas langadas com angulos
30°, 45°%e 60°. Assim, obtemos a figura abaixo.

30 t=3

-
ty=4.24
25
2 e

20 t,=5.2
®

E
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 8 90
3

Figura 5.14: Trajetéria das flechas langadas sob diferentes angulos.

5.4 Proposta envolvendo equacao da circunferéncia

Uma particula A move-se sobre o plano cartesiano, numa trajetéria descrita pela

equacdo ¢ : x° 4+ y> — 8¢ — 6y + 21 = 0. Considerando que no inicio do movimento

0 = 0°, o corpo comece a deslocar-se no sentido anti-horario sobre a curva, determine

as coordenadas dos pontos P e Q, ocupados pela particula A quando 6 = 0° e § = 60°,

respectivamente. Em seguida, utilizando o GeoGebra, plote o traco correspondente ao

deslocamento de A.

Resolugao: Considerando a equacio ¢ : > +y*—8x—6y+21 = 0 e, completando

quadrados, temos ¢ : 22 —82+16+y* —6y+9+21 = 0+16+9 = c: (z—4)*+(y—3)* = 4.

Logo, o trago de A esta contido numa circunferéncia de centro O = (4, 3) e raio

r = 2. Dai, uma parametrizacao para a curva c é dada por

r=4+2- sen(d)
c: ,0>0
y=3—2-cos(f)
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Segue que para # = 0°, obtemos o ponto P, fazendo:

rp=4+2sen(0°) =4+20=4eyp=3—2cos(0°) =3 —2.1 =1, portanto, P = (4, 1).

Analogamente, para 8 = 60°, obtemos o ponto Q, fazendo:

3
xQ:4+QSen(6OO):4—I—2.\/7—:4+\/§e

1
Yo =3 — 2c08(60°) =3 — 2.5 = 2, portanto, Q = (4 + V3,2) = (5,73,2).

Para plotar a curva, basta criar um controle deslizante para o parametro 6 vari-

ando a partir de 0° e, em seguida inserir na janela de entrada as coordenadas paramétricas

do ponto A, obtendo as figuras abaixo a medida que 6 varia.

t=60°
L]

FQ=(573,2)

Figura 5.15: Pontos P e Q ocupados pela particula A ao deslocar-se sobre a circunferéncia

C.

5.5 Proposta envolvendo Parabola

Considerando uma particula P, movendo-se sobre o plano conforme as equagoes

paramétricas x(t) = 2cos(t) e y(t) = 4cos?(t) , para t > 0.

a. Determine a equacgao cartesiana F(z,y) da curva que contém o trago descrito pelo

deslocamento dessa particula.

b. Faca o esboco do curva que representa o trago correspondente a trajetéria da

particula P no plano.

c. Construa, utilizando o GeoGebra, o grafico de F(x,y) e o trago que descreve a

trajetoria percorrida por P.

Resolucao:
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a. Observando as equacdes paramétricas, notamos que z(t)? = (2 cos(t))? = 4 cos*(t) =
y(t), ou seja, y(t) = z(t)?. Portanto, o traco que descreve a trajetéria da particula
P esté contido na pardbola cuja equacdo cartesiana é y = 2% ou, equivalentemente,

22 —y=0

b. Para construirmos o esbogo do trago de P no plano, devemos considerar que cos(t) €

[—1,1], dai, podemos construir a seguinte tabela:

cos(t) x(1) y(b)
1 ) 4
-1/2 -1 1
0 0
172 1 1
1 4

Figura 5.16: Tabela para determinacao de alguns pontos da curva.

Marcando no plano os pontos obtidos na tabela acima, teremos o esboco indicado

na figura (5.17).

m

Nl===s==s=cs=cs==s======

Figura 5.17: Trago que corresponde a trajetéria da particula P.

c. Para plotar o grafico de F(z, y), basta inserir a equacdo 22—y = 0 na janela referente

a entrada e em seguida, o ponto P = (2cos(t), 4 cos?(t)), obtendo a figura (5.18).
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t=18.1

Figura 5.18: Gréfico de F(x,y) e traco de P.

Note que a linha azul representa o grafico de F'(x,y) e a linha vermelha descreve

o trago correspondente a trajetoria de P a medida que t varia em R.
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Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo realizar estudo sobre o célculo diferencial apli-
cados as curvas planas estudadas no ensino médio e a Cicloide, com enfase em duas de
suas propriedades, a Braquistocrona e a Tautocrona e também propor a aplicacao do con-
ceito de parametrizacao de curvas planas e a utilizacao do software Geogebra nas aulas
de Matematica dos ensinos fundamental e médio sobre diferentes curvas no plano.

A abordagem da parametrizacao de curvas planas nos anos finais do nivel funda-
mental, bem como nas aulas do ensino médio apresenta-se como um mecanismo que torna
o estudo nesta area mais interessante, uma vez que pode apresentar ao aluno outras pos-
sibilidades a serem exploradas a respeito de uma curva, deixando assim de se apresentar
apenas como um elemento matematico estatico, ou seja, a parametrizacao possibilita um
dinamismo aos pontos do plano.

Somando-se a proposta da utilizacao do conceito de parametrizacao de curva,
percebe-se que o uso do software Geogebra pode contribuir de forma significativa no
desenvolvimento do estudo envolvendo curvas, pois permite ao aluno a melhor visualizagao
do comportamento de um ponto qualquer ao longo da curva, podendo perceber nao apenas
o traco descrito, mas também outros elementos, tais como sentido em que uma particula
viaja sobre a curva, sua velocidade e aceleragao, coordenadas do ponto ao mover-se sobre
a curva, entre outros.

Além da parametrizacao e do uso do Geogebra, é apresentado também um estudo
sobre a Cicloide com a proposicao de atividade pratica envolvendo essa curva e duas de
suas propriedades. O estudo dessa curva, possibilita o contato com elementos da Histéria
Matematica, levando a uma das bases do desenvolvimento dessa ciéncia, e, a atividade
pratica aqui proposta, podera contribuir para a percepcao de que nem sempre pode-se

confiar na intuicao e também que essa curva tem aplicacao pratica em alguns contextos.
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