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Resumo

Nogueira, Leonardo Bernardes. Transformacoes lineares no plano e aplica-
¢oes. Goiania, 2013. 63p. Trabalho de conclusdo de curso. Instituto de Matema-
tica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Este trabalho inicia-se com um breve embasamento histérico sobre o desenvolvimento
de espacos vetoriais e transformagdes lineares. Em seguida, apresenta conceitos funda-
mentais bésicos, que formam uma linguagem minima necesséria para falar sobre Algebra
Linear, com enfoque maior nos operadores lineares do plano R?. Através de exemplos,
explora-se um vasto conjunto de transformacdes no plano a fim de mostrar outras apli-
cacgOes de matrizes no ensino médio e prepara o terreno para a apresentacdo do Teorema
Espectral para operadores auto-adjuntos de R?. Este Teorema diz que para todo opera-
dor auto-adjunto 7 : E — E, num espaco vetorial de dimensao finita, munido de produto
interno, existe uma base ortonormal {uy,...,u,} C E formada por autovetores de 7'. O tra-
balho culmina com aplicacdes sobre o estudo das seccdes cOnicas, formas quadrdticas e
equagdes do segundo grau em x e y, no qual o Teorema Espectral se traduz como Teorema
dos Eixos Principais, embora essa nomenclatura nio seja usada nesse trabalho (para um
estudo mais aprofundado neste tema ver [3], [4], [5], [7]). Retomando assim um estudo
feito por Joseph Louis Lagrange em "Recherche d’ Arithmétique", entre 1773 e 1775, no
qual estudou a propriedade de ndmeros que sdo a soma de dois quadrados. Assim, foi
levado a estudar os efeitos das transformacdes lineares com coeficientes inteiros numa

forma quadratica de duas varidveis.

Palavras—chave

Algebra Linear, Teorema Espectral, Sec¢des Conicas



Abstract

Nogueira, Leonardo Bernardes. Linear transformations on the plane and
applications. Goiania, 2013. 63p. Completion of course work. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

This paper begins with a brief history about the development of vector spaces and linear
transformations, then presents fundamental concepts for the study of Linear Algebra, with
greater focus on linear operators in the R? space. Through examples it explores a wide
range of operators in R? in order to show other applications of matrices in high school
and prepares the ground for the presentation a version of Spectral Theorem for self-
adjoint operators in R?, which says that for every operator self-adjoint 7 : E — E in finite
dimensional vector space with inner product, exists an orthonormal basis {uy,...,u,} CE
formed by eigenvectors of 7', and culminates with their applications on the study of conic
sections, quadratic forms and equations of second degree in x and y; on the study of
operators associated to quadratic forms, a version of Spectral Theorem could be called
as The Main Axis Theorem albeit this nomenclature is not used in this paper. Thereby
summarizing a study made by Lagrange in "Recherche d’arithmétique ", between 1773
and 1775, which he studied the property of numbers that are the sum of two squares.
Thus he was led to study the effects of linear transformation with integer coefficients in a

quadratic form in two variables.

Keywords

Linear Algebra, Spectral Theorem, Conic Section
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CAPITULO 1

Introducao

Aspectos Historicos

A drea de algebra linear ficou adormecida na matemadtica, ndo apresentando
nada de substancial até a metade do século XVIII. Um assunto relevante cujas questdes
levaram ao desenvolvimento da teoria de sistemas lineares que, por sua vez, levaram ao
desenvolvimento da teoria de espagos vetoriais € o estudo das curvas algébricas.

Em 1770, no entanto, o matematico Euler conseguiu caracterizar as transforma-
coOes ortogonais para n = 2 e 3, quando estudava quadrados de numeros similares aos
quadrados mégicos. Devido ao seu raciocinio puramente algébrico, ele também conse-
guiu generalizar as solugdes para qualquer valor de n, ndo se restringindo somente a 3.
Um processo semelhante ndo poderia ocorrer na geometria, pois, nesse caso, era preciso
imaginar um espago com dimensodes maiores que 3.

Partindo dos estudos feitos por Euler, Joseph Louis Lagrange publicou o "Re-
cherche d?Arithmétique”, entre 1773 e 1775, no qual estudou a propriedade de nlimeros
que sdo a soma de dois quadrados. Assim, foi levado a estudar os efeitos das transforma-
coes lineares com coeficientes inteiros numa forma quadratica de duas varidveis. A partir
desse estudo, ele instituiu que o discriminante da nova forma quadrética € o produto do
antigo discriminante pelo quadrado de uma quantidade (determinante da transformacgdo
linear).

Johann Carl Friedrich Gauss, por sua vez, também estudou a questdo com
duas e trés varidveis. Ele apresentou uma notacio similar a da matriz que caracteriza a
transformacao linear. Além disso, Gauss estabeleceu a férmula e uma notagao simbolica
para a composicao de duas transformacdes lineares e também para o produto, o que marca
um passo fundamental em direcdo ao conceito de matriz.

Hermann Giinter Grassmann publicou em 1844 a primeira versdo de "Lineale
Ausdehnungslehre". Nesse trabalho discutiu e obteve uma boa parte dos resultados
elementares da teoria atual de espagos vetoriais e de dlgebra linear, além de ter conseguido

algo bem préximo de uma formalizagdo axiomética, mas devido a sua forma obscura de
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apresentacdo, seus resultados ndo influenciaram seus contemporaneos e a maior parte de
seus resultados foi redescoberto independentemente de seu trabalho.

Em 1846, Arthur Cayley publicou o tratado "Sur Quelques Résultats de Géome-
trié de Position". Esse tratado surgiu como um passo decisivo na dire¢do de generalizar os
espacos de dimensdo maior que trés, pois nesse trabalho ele mostrou que se podem obter
resultados em geometria tridimensional trabalhando-se com espagos de dimensdo maior
que trés. Esse resultado poderia ter sido obtido por Mobius, mas ele adotou uma postura
comum a sua época e descartou essa possibilidade.

Giuseppe Peano (1858-1952) publicou em 1888 sua propria leitura do "Ausdeh-
nungslehre", com o titulo de "Calcolo Geométrico"no qual escreveu uma defini¢ao axio-
madtica do que ele chamou de "sistema linear", que foi considerada a primeira defini¢do
axiomadtica de um espago vetorial, mas a teoria de espacos vetoriais ndo foi desenvolvida
antes de 1920.

Situacao Atual

A andlise de livros didaticos de Matemadtica constitui um paradmetro indicador
do estado atual em que se encontra o ensino da Algebra Linear. Especificamente no
ensino médio, pode-se constatar pela leitura de [6] que o contetido de Algebra linear
€ apresentado simplesmente para a resolucdo de sistemas de equacdes, onde a tUnica
aplicacdo de matrizes se restringe apenas na resolucao de sistemas.

Este trabalho mostra outros aspectos da aplicabilidade de conceitos de Algebra
Linear, como de espacos vetoriais, subespacos, bases, transformacdes lineares, produto
interno e formas quadraticas, tendo sempre o foco no plano R?, ou seja em espagos de
dimensdo 2, visando um aprofundamento dos conceitos € mantendo a simplicidade para a
aplicabilidade no ensino médio. Em outras palavras este trabalho mostra uma outra drea
de atuacdo para Algebra Linear, que é retratada nos livros de ensino médio apenas pelo
uso de matrizes e sistemas lineares, mostrando sua aplicabilidade no estudo das sec¢des

coOnicas (parabolas, hipérboles e elipses), que sdo abordadas ao final do ensino médio.

Apresentacao dos Capitulos

Dividimos o contetido deste trabalho em 9 Capitulos: No Capitulo 1, que se
desenvolve no momento, contém alguns aspectos histéricos que motivaram o desenvolvi-
mento do tema e uma abordagem sobre a situacdo atual do ensino de Algebra linear no
ensino médio. Os Capitulos 2 ao 5 desenvolvem os conceitos fundamentais e as proposi-
coes bésicas, constituidas de varios exemplos geométricos para que se tenha a assimilagdo

dos conceitos mais abstratos fundamentados nas ideias intuitivas de geometria. O Capitulo
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6, aparentemente muito abstrato, contém o conceito de isomorfismo, que confere sentido
preciso a afirmacao de que dois espagos vetoriais de mesma dimensao sdo algebricamente
indistinguiveis, o que d4 uma amplitude maior ao estudo aparentemente restrito ao plano,
que tem dimensao 2. Os Capitulos 7 e 8 sdo uma preparacao para a conclusao que aparece
no Capitulo 9 com o estudo das cOnicas, como sendo uma drea bastante prospera para
aplicacdes de matrizes e Algebra Linear. A importincia do Capitulo 8, no reside apenas
como preparacdo para o Capitulo 9, nele se encontra uma demonstragdo do teorema Es-
pectral para operadores auto-adjunto de R?, ponto alto do trabalho (para um estudo mais
aprofundado ver [3], [4], [S], [7]).



CAPITULO 2

Espacos Vetoriais

A nogdo de espaco vetorial é a base do estudo que faremos, é o terreno onde
desenvolve toda a Algebra Linear. Este Capitulo apresenta os axiomas de espacos
vetorial, deduz suas consequéncias mais imediatas e exibe os exemplos mais importantes
dessa nocao.

Um espago vetorial E é um conjunto, cujos elementos sdo chamados vetores,
no qual estdo definidas duas operagdes: a adicdo, que a cada par de vetores u,v € E faz
corresponder um novo vetor u+v € E, chamado a soma de u e v, e a multiplicagdo por um
ndmero real, que a cada nimero o € R e cada vetor v € E faz corresponder um vetor o - v,
ou o , chamado o produto de o por v. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer
o,B €Reu,v,w€E, as condi¢des abaixo, chamadas os axiomas de espago vetorial:
comutativa: u +v=v+u;
associativa: w+ (u+v) = (w+u) +ve (af)v =a(pv);
vetor nulo: existe um vetor 0 € E, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que
v+0=0+v=vparatodov e E
inverso aditivo: para cada vetor v € E existe um vetor —v € E, chamado o inverso aditivo,
ou simétrico de v, tal que —v+v=v+ (—v) =0;
distributividade: (4 pB)v =av+pve a(u+v) = owu+ ow;
multiplicacdo por 1: 1 -v =v.

Observacao: O mesmo simbolo O representa o vetor nulo e o niimero zero.

Exemplo 2.1 Para todo niimero natural n, o simbolo R”, representa o espaco vetorial eu-
clidiano n-dimensional. Os elementos de R” sdo as listas ordenadas u = (uy,...,u,),v =
(B1,---,Pn) de nimeros reais.

Por definicdo, a igualdade vetorial u = v significa as n igualdades numéricas
Ul = V..o Uy = Vy.

Os ndmeros uy,...,u, sdo chamados as coordenadas do vetor u. As operacodes

do espaco vetorial R” sdo definidas por

u+v = (ur+vi,...,up+vy) 2-1)
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o-u = (Owu,...,0up) (2-2)

O vetor nulo é, por definicdo, aquele cujas coordenadas sdo todas iguais a zero: 0 =
(0,0,...,0).

O inverso aditivo de u = (uy,...,u,) é —u = (—uy,...,—uy,). Temos entdo que
estas defini¢des fazem de R" um espaco vetorial. Com efeito temos que mostrar que todos
os axiomas de espaco vetorial valem para R", vide demonstracdo em [4]. Para n =1,
tem-se R! = R = reta numérica, R? é o plano euclidiano e R® é o espaco euclidiano
tridimensional da nossa experiéncia cotidiana.

Para ajudar a compreensio, os vetores de R? e R podem ser representados por
flechas com origem no mesmo ponto O. A soma u+ v € a flecha que liga a origem O ao

vértice que lhe € oposto no paralelogramo que tem u € v como lados (Veja Figura).

@

Figura 2.1: Soma de vetores.

Por sua vez, o produto o é a flecha colinear a u, de comprimento o vezes o
comprimento de #, com o mesmo sentido de u se o > 0 e com sentido oposto se o < 0.
Valem num espacgo vetorial, como consequéncias dos axiomas, as regras opera-

cionais habitualmente usadas nas manipulagdes numéricas. Vejamos algumas delas:

1. Se w+u =w+ventdo u = v. Em particular, w+u =w implicau =0ew+u =0

implica u = —w. Com efeito, da igualdade w + u = w + v segue-se que
u=0+u=(—w+w)+u=—-w+w+u)=—w+w+v)=(—w+w)+v=0+v=v

Em particular, w +u = w implica w +u = w—+0, logo u = 0. E se w+u = 0 entdo

w+u=w+(—w) logo u = —w.
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2. Dados0 e ReveEtem-se 0-v=0 € E. Analogamente, dados o € Re 0 € E, vale
o-0=0.
Com efeito,v+0-v=1-v+0-v=(140)-v=1-v=v,logo 0-v =0 como vimos
acima. De modo andlogo, como a-0+o-0 =0 - (04 0) = a-0, segue de 1. que
o-0=0.
3. Sea#0ev#0entioa-v#0.
Com efeito, se fosse .- v=0entdov=1-v=(a
4. (—=1)-v=—w.
Com efeito,
v+(=1)-v=1-v+(=1)-v=[1+(-1)]-v=0-v=0,
logo (—1)v = —v, pela regra 1.

Toay=a" (w)=a"'-0=0.

No que se segue, escreveremos u — v para significar u + (—v). Evidentemente,

Uu—v=wsSu=v+w.

Exemplo 2.2 Sejam u = (a,b) e v = (c,d) vetores de R?> com u # 0, isto é a # 0 ou

b # 0. A fim de que v seja multiplo de u, isto €, v = o para algum o € R, é necessario

e suficiente que se tenha ad — bc = 0. A necessidade é imediata pois v = o significa

¢ = 0a e d = ob. multiplicando a primeira destas igualdades por b e a segunda por a

obtemos bc = aab e ad = aab, logo ad = bc, ou seja, ad — bc = 0. Reciprocamente, se
c

ad = bc entdo, supondo a # 0, obtemos d = (£) b. Além disso, ¢ claro que ¢ = (£)a.

logo, pondo o = fl vem d = b e ¢ = O, isto é v = ow. se for b # 0, tomaremos o = %

para ter v = Olu.



CAPITULO 3

Subespacos

Um subespaco vetorial do espaco vetorial E é um subconjunto F C E que,
relativamente as operagoes de E, é ainda um espaco vetorial. Os subespagos vetoriais
constituem uma rica fonte de exemplos de espagos vetoriais.

Seja E um espaco vetorial. Um subespaco vetorial (ou simplesmente um subes-

paco) de E € um subconjunto F C E com as seguintes propriedades:

1. 0€F;
2. Seu,veFentiou+v eF
3. se v € Fentlo, paratodo oo € R,av € F

Para mostrar que um subespaco vetorial € um espago vetorial, temos que mostrar
que um subconjunto F de um espago vetorial E, com as propriedades acima € uma espaco
vetorial, ou seja, satisfaz os axiomas de espago vetorial, vide demonstragao em [4].

Segue-se que se u e v pertencem ao subespaco F e o, B sdo nimeros reais
quaisquer entdo ow + Bv € F, mais geralmente, dados vy,...,v,, € Fe ap,...,0, € R,
tem-se v=01vi+...+ 0,V €F.

O conjunto {0}, com o tnico elemento 0, e 0 espago inteiro E sdo exemplos

triviais de subespacos de E. Todo espaco vetorial €, em si mesmo, um subespaco.

Exemplo 3.1 Seja v € E um vetor ndo-nulo. O conjunto F = {ow;o € R} de todos os
multiplos de v € um subespago vetorial de E, chamado de reta que passa pela origem na

direcdo de v.

Exemplo 3.2 Sejam ay,...,a, nimeros reais. O conjunto H de todos os vetores v =
(x1,...,x,) € R" tais que

aix1+...+apx, =0
¢ um subespaco vetorial de R". No caso desinteressante em que a;j = ... =a, =0, 0

subespaco H é todo o R". Se, ao contrario, pelo menos um dos a; é # 0, H chama-se uma

hiperplano de R" que passa pela origem.
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Exemplo 3.3 Sejam E um espaco vetorial e L um conjunto de indices. Se, para cada

A € L,F, € um subespago vetorial de E, entdo a intersegao

F=(F

A€l

¢ ainda um subespaco vetorial de E. Segue-se entdo do Exemplo 3.2 que o conjunto dos

vetores v = (x1,...,X,) € R cujas coordenadas satisfazem as m condi¢des abaixo

anxy+apxo+...+agux, =0
arixy1+axpxo+...+ayx, =0

a1 X1+ amxo+ ...+ anxy, =0

¢ um subespaco vetorial de R”, que € a intersecdo F = F; N...NF,, dos hiperplanos F;

definidos, segundo o Exemplo 3.2, por cada uma das equacdes acima.

Seja X um subconjunto do espago vetorial E. O subespago vetorial de E gerado

por X é, por defini¢do, o conjunto do todas as combinagdes lineares
vy +0ovy+...+ 0,V

de vetores vi,...,v, € X.

Pode-se mostrar que o conjunto de todas as combinacdes lineares que se podem
formar com vetores retirados dos conjunto X &, de fato, um subespaco vetorial, que
indicaremos pelo simbolo G(X).

O subespaco G(X), gerado pelo subconjunto X C E, contém o conjunto X e, além
disso, é o menor subespaco de E que contém X. Noutras palavras, se F € um subespaco
vetorial de E e X C F, entdo G(X) C F. Evidentemente, se X ja € um subespaco vetorial,
entdo G(X) = X. Quando o subespago G(X) coincide com E, diz-se que X é um conjunto
de geradores de E.

Explicitamente: um conjunto X € um conjunto de geradores do espaco vetorial E

quando todo vetor w € E pode exprimir-se como combinag¢do linear
w=0qVvi+...+0,vy
de vetores vy, ..., v, pertencentes a X

Exemplo 3.4 Se v € E € um vetor ndo-nulo, o subespago gerado por v € a reta que passa

pela origem e contém v.
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Exemplo 3.5 Sejam u = (a,b) e v=(c,d) vetores de R? tais que nenhum deles é multiplo
do outro, entéo u # 0,v # 0 e, pelo Exemplo 2.2, afirmamos que X = {u, v} é um conjunto
de geradores de R2, ou seja, que qualquer vetor w = (r,s) € R? pode exprimir-se como
uma combinagio linear w = xu + yv. De fato esta igualdade vetorial em R? equivale as

duas igualdades numéricas

ax+cy=r
bx+dy =s.

Como ad — bc # 0, o sistema de equagdes acima possui uma solucéo (x,y), logo existem
x,y € R, tais que xu +yv = w. Esta mesma conclusdo pode também ser obtida geometrica-
mente, conforme mostra a figura 3.1. A partir da ponta de w, tracam-se paralelas as retas

que contém u e v, determinando assim os multiplos xu, yv, que somados dao w.

Figura 3.1: Combinagdo linear de vetores em R>

Exemplo 3.6 Os chamados vetores candnicos.

€1 = (1,0,0,...,0),
e» =(0,1,0,....0),

en = (0,0,...,0,1)

constituem um conjunto de geradores do espaco R”. Com efeito, dado v = (o, ...,0,) €

R, tem-se v =0e| + ...+ Oey,.

Resulta do Exemplo 3.5, que os tinicos subespagos vetoriais de R? sio {0}, as
retas que passam pela origem e o préprio R?. Com efeito, seja F C R? um subespaco
vetorial. Se F contém apenas o vetor nulo, entdo F = {0}. Se F contém algum vetor u # 0
entdo hd duas possibilidades: ou todos os demais vetores de F sdo multiplos de u, ou entdo
F contém, além de u, um outro vetor v que ndo € multiplo de u. Neste caso, F contém todas

as combinacdes lineares xu + yv, logo F = R?, pelo Exemplo 3.5.

Exemplo 3.7 O sistema Linear de m equagdes a n incognitas
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apxy+apxa+...+ax, = b
arix1+axnxy+...+ayux, = by

Am1X1 + Amaxo + ...+ Xy = b

possui uma solug@o (xi,...,x,) se, e somente se, o vetor b = (by,...,b,) é combinagio

linear dos vetores-coluna

vi = (a11,a21,-..,am)

Vn = (alnaaznv s aamn)

da matriz A = [g;;]. Com efeito, estas equagdes significam que
b=x1vi+xva+...+x,Vy.

Em particular, se os vetores-colunas vy, ..., v, gerarem R”, o sistema possui solu¢do, seja

qual for o segundo membro b.

Sejam Fj e F, subespacos vetoriais de E. O subespaco vetorial de E gerado pela
reunido F; UF; €, como se vé facilmente, o conjunto de todas as somas v| + v, onde
v1 € F1 e vy € F>. Ele € representado pelo simbolo F; 4 F».

Mais geralmente, dados os subconjuntos X,Y C E, indica-se com X +Y o
conjunto cujos elementos sdo as somas u+ v, onde u € X e v € V. Quando X = {u}
reduz-se a um unico elemento u, escreve-se u +Y em vez de {u} + Y. Diz-se entdo que
u+Y resulta de Y pela translacdo de u.

Quando os subespacos Fi,F; C E tém em comum apenas o elemento {0},
escreve-se F| & F> em vez de F; +F, e diz-se que F = F; & F, € soma direta de F; e
F,.

Teorema 3.1 Sejam F,F|,F; subespacos vetoriais de E, com Fy C F e F» C F. As seguin-

tes afirmagoes sdo equivalentes:

1. F=F &k,
2. todo elemento w € F se escreve, de modo iinico, como a soma w = v{ + v, onde

vi €EFievy €Fy

Prova. Provaremos que (1) = (2). Para isso, suponhamos que F; NF, = {0} e que se
tenha u; +u>» = vy +vp, com uy,vy € Fy e up,vy € Fr. Entdo u; — vy = vo — up. Como
u; —vy € Fy e vo —up € Fy, segue-se que u; — vy e vy — up pertencem ambos a Fy e a F».
Mas F; NF, = {0}. Logo u; —vi = vy —up =0, ou seja, u; = vy e up = v,. Para provar
que (2) = (1), sejav € FyNF,. Entdo 0+v =v+0com 0,v € F; e v,0 € F,. Pela hipStese
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(2), isto implica 0 = v e portanto F; NF, = {0}. O

Exemplo 3.8 Em R?, sejam F; o subespaco gerado pelo vetor e; = (1,0) e F, o subes-
paco gerado pelo vetor e; = (0, 1). Entdo F; € a reta que passa pela origem na direcéo de
e1, ou seja, é o conjunto de vetores da forma (a;,0), enquanto que F; tem a forma (0, o).
E claro que R? = F; & F,.

A nocdo de subespaco vetorial abrange as retas, planos e seus andlogos mul-
tidimensionais apenas nos casos em que esses conjuntos contém a origem. Para incluir
retas, planos, etc. que ndo passam pela origem, tem-se a nocdo de variedade afim, que
discutiremos agora.

Seja E um espago vetorial. Se x,y € E e x # y, a reta que une os pontos x,y é por
definicao o conjunto

r={(1—-1t)x+ty;t e R}

Pondo v =y — x, podemos ver que r = {x+tv;t € R}.
Um subconjunto V C E chama-se uma variedade afim quando a reta que une
dois pontos quaisquer de V estd contida em V. Assim, V C E € uma variedade afim se, e

somente se, cumpre a seguinte condi¢ao:

x,yeViteR= (1-t)x+tyeV

Exemplo 3.9 Um exemplo 6bvio de variedade afim € um subespaco vetorial. Ao contré-
rio dos subespacos vetoriais, que nunca sio vazios, pois devem conter o zero, a definicao
acima ¢é formulada de tal modo que o conjunto vazio a cumpre, logo ¢é uma variedade

afim.

Teorema 3.2 Seja V uma variedade afim ndo-nula no espago vetorial E. Existe um tinico

subespago vetorial F C E tal que, para todo x € V tem-se

V=x+F={x+v,v € F}.

Vide demonstracao em [4].

Exemplo 3.10 Vimos no exemplo 3.7 que o conjunto V das solu¢des de um sistema linear
de m equacdes e n incégnitas é uma variedade afim. Supondo V # &, tomemos xg € V e

chamemos de F o subespaco vetorial de R” formado pelas solucdes do sistema homogéneo
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z+ F

O

Figura 3.2: Variedade Afim, translacdo por um vetor.

correspondente (descrito no Exemplo 3.3). Tem-se V = xp + F. Diz-se entdo que "todas
as solucdes do sistema se obtém somando uma solugdo particular com a solucao geral do

sistema homogéneo associado".



CAPiTULO 4

Bases

Os espacos vetoriais de dimensdo finita possuem um estrutura algébrica extre-
mamente simples, evidenciada pelas ideias de base e dimensdo. Uma vez fixada uma base
num espago vetorial de dimensdo n, seus elementos sdo meramente combinagoes lineares
dos n vetores bdsicos, com coeficientes univocamente determinados.

Seja E um espaco vetorial. Diz-se que um conjunto X C E é linearmente
independente (abreviadamente, L.I.) quando nenhum vetor v € X é combinagdo linear
de outros elementos de X. Para evitar ambiguidade, no caso em que X = {v} consta de
um unico elemento v, diz-se que X é L.I., por defini¢do, quando v # 0. Quando X é L.I.,
diz-se também que os seus elementos sdo linearmente independentes.

Quando o conjunto X é L.I. seus elementos sdo todos # 0, pois o vetor nulo

Z N

€ combinacgao linear de quaisquer outros: 0 =0-v;{ +...4+0-v, (se ndo ha "outros",
X={v},v#0).
Um critério extremamente util para verificar a independéncia linear de um

conjunto € dado pelo teorema abaixo.

Teorema 4.1 Seja X um conjunto L.I. no espago vetorial E. Se ojvi + ...+ Oy, =0
comvi,...,vy € X, entdo 0 = ... = o, = 0. Reciprocamente, se a uinica combinagcdo
linear nula de vetores de X é aquela cujos coeficientes sdo todos iguais a zero, entdo X é

um conjunto L.1I..

Pode-se obter uma demonstragdo do teorema acima em [4], mas para um abordagem mais

ampla do assunto vide [5] e [7].

Corolario 4.1.1 Sev=0ovi+...+ v =Bivi+...+Bmvm € 0s vetores vy, ..., vy, sdo
L.I. entdo o = By,..., 0, = B

Com efeito, tem-se neste caso (0 — B1)vi + ...+ (04 — Bm)vim = 0 logo (o] —
Bi)=...= (0, —Bm) =0.0

Exemplo 4.1 Os vetores candnicos ¢; = (1,0,...,0),...,e,=(0,...,0,1) em R"” sdo L.L..

Com efeito, aje) + ... + a,e, = 0 significa (a,...,0,) =0,logo a; = ... = a =0.
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Teorema 4.2 Sejam vy,...,v,, vetores ndo-nulos do espaco vetorial E. Se nenhum deles

é combinagdo linear dos anteriores entdo o conjunto X = {vi,...,vyu} é L.I.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que uma combinagao linear dos vetores dados, com
coeficientes ndo todos nulos, fosse igual a zero. Se o, v, fosse a tltima parcela ndo-nula

dessa combinagdo, terifamos entdo

ovi+...+0,v,=0=0

, .« . [0 . . ~ .
com o, # 0. Daf viria v, = —%vl - Ly,_1, logo v, seria combinagio linear dos
r r
elementos anteriores a ele na lista vy, ..., v,.(Observe que r > 1 pois v| # 0) 0

Observacao: Vale um resultado andlogo, com "subsequentes"”em vez de "anteriores'"no

enunciado.

Um conjunto X C E diz-se linearmente dependente (abreviadamente, L.D.)
quando nao é L.I.

Isto significa que algum dos vetores v € X € combinacdo linear de outros
elementos de X, ou entdo X = {0}. A fim de que X seja L.D. é necessdrio e suficiente
que exista uma combinac¢do linear nula oy vy + ...+ o, v, = 0 de vetores vy,...,v, € X
com algum coeficiente o; # 0. Se X C Y e X é L.D., entdo Y também € L.D.. Se 0 € X

entdo o conjunto X € L.D..

Exemplo 4.2 Os vetores u = (1,2,3),v = (4,5,6) e w = (7,8,9) em R? sdo L.D. pois

w=2v—u.

Exemplo 4.3 Quando os vetores v1,...,Vv, sdo L.D., isto ndo significa que qualquer um
deles seja combinacdo linear dos demais. Por exemplo, se u = (1,2),v = (3,4),w = (4,8)
entio {u,v,w} C R? é um conjunto L.D. pois w = 4u +0-v porém v nio é combinacio

linear de u e w.

Uma base de um espaco vetorial E é um conjunto B C E linearmente inde-
pendente que gera E. Isto significa que todo vetor v € E se exprime, de modo tnico,
como combinagdo linear v = ojvy + ...+ OV, de elementos vy,...,v, da base B se
B=A{vi,...,vn} éumabasede Ee v=0yv| +...+ 0yVy, entdo os nimeros ,...,0,

chamam-se as coordenadas do vetor v na base ‘B.

Teorema 4.3 Se os vetores vy, ..., v, geram o espago vetorial E entdo qualquer conjunto

com mais de m vetores é L.D..
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Corolario 4.3.1 Se os vetores vy,...,v, geram o espaco vetorial E e os vetores uy, ... ,uy,

sdo L.I1., entdo n < m.

Corolario 4.3.2 Se o espaco vetorial E admite uma base B ={uy,...,u,} comn elemen-

tos, qualquer outra base de E possui também n elementos.

Diz-se que o espaco vetorial E tem dimensdo finita quando admite uma base B =
{vi,...,vy} com um ndmeros finito n de elementos. Este niimero, que é 0 mesmo para
todas as bases de E, chama-se a dimensdo do espaco vetorial E: n= dim E. Por extensao,

diz-se que o espaco vetorial E = {0} tem dimensao zero.

Corolario 4.3.3 Se a dimensdo de E é n, um conjunto com n vetores gera E se, e somente
se, é L.1.

Para uma demonstracdo do teorema acima e de seus corolérios vide [2], [4] e [5].
Teorema 4.4 Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita n. Entdo:

(a) Todo conjunto X de geradores de E contém uma base,
(b) Todo conjunto L.1. {vi,...,vy} CE estd contido numa base,
(c) Todo subespago vetorial F C E tem dimensdo finita, a qual é < n,

(d) Se a dimensdo do subespagco F C E é igual a n, entdo F = E.
Vide demonstragdo do teorema acima em [2] e [4].

Exemplo 4.4 O espago vetorial M(m x n), das matrizes m x n, tem dimensao finita, igual
am-n.uma base para M(m x n) é formada pelas matrizes e;;, cujo ij-ésimo elemento (na
intersecdo da i-ésima linha com a j-ésima coluna) € igual a 1 e os demais elementos sdo

iguais a zero.

Diz-se que a variedade afim V C E tem dimensdo r quando V = x+ F, onde o

subespaco vetorial F C E tem dimensao r.



CAPITULO 5

Transformacoes Lineares

Sejam E, F espacos vetoriais. Uma transformacdo linear T : E — F € uma
correspondéncia que associa a cada vetor v € E um vetor 7'(v) € F de modo que valham,

para quaisquer u,v € E e o € R as relacdes
T(u+v)=Tu)+T(v) e T(o-v)=0o-T(v).

O vetor T (v) chama-se a imagem (ou o transformado) de v pela transformacao 7.

Se T : E — F é uma transformacdo entdo 7(0) = 0. Com efeito, T(0) = T (0 +
0) =T(0)+T(0). Além disso, dados u,v € Ee o, € R, tem-se T (ow + Pv) = T (ow) +
T(Bv) =o-T(u)+B-T(v). Mais geralmente, dados vy,...,v, em Ee ay,...,0, € R,

vale a igualdade
T(oyvi+...+0uvm) =0T (Vi) + ...+ 0y T(vy).

Dai resultam T'(—v) = —T(v) e T(u—v) =T (u) — T (v).

A soma de duas transformacgdes lineares 7,G : E — F e o produto de uma
transformacdo linear 7 : E — F por um nimero & € R sdo as transformacdes lineares
T+G:E—Feal : E—F, definidas respectivamente por (7 + G)v = T(v) + G(v)
e (al)v =o-T(v), para todo v € E. O simbolo 0 indica a transformag@o linear nula
0 : E — F definida por 0-v = 0 e, definindo —7 : E — F por (—T)(v) = —A(v), vé-se que
(-T)+T=T+(-T)=0.

Dadas as transformagdes lineares R : E -+ F, §: F — G, onde o dominio de
S coincide com a imagem de R, define-se o produto SR : E — G pondo, para cada
veE,(SR)(v) =S(R(v)).

Vemos que SR € uma transformagdo linear. Observamos também que SR nada
mais € do que a composta S o R das funcdes S e R. Segue-se entdo dos principios gerais

que se T : G — H € outra transformacao linear, valem as propriedades

Associatividade: (TS)R = T (SR)



28

De fato, (TS)R = (TS) o R, portanto (TS) o R(v) = (TS)(R(v)) = T(S(R(v))) =
T(SR(v)) =T oSR(v) para todo v, logo (TS)R = T(SR).
A linearidade tampouco € necessdria para mostrar que, dadas RE — Fe §,7T :

F — G, tem-se a

Distributividade a esquerda: (S+ 7 )R = SR+ TR, que decorre simplesmente da
definicio de S+ T'.

Usando a linearidade de T : F — G, vemos que, dadas, R,S : E — F, vale a
propriedade

Distributividade a direita: 7(R+S) =TR+TS.

Com efeito, para todo v € E, tem-se

[T(R+5)](v) =Cl(R+S)(v)] = C[(R() +S()] = T(R(v)) + T (S(v)) =
= (TR)(v) +(T$)(v) = (TR+TS)(v)

Homogeneidade: S(aR) = o(SR), valida parao € R, R: E — Fe S : F — G quaisquer.

As transformacdes lineares 7 : E — E do espago vetorial E em si mesmo sdo
chamados operadores lineares em E. Um operador linear especial € o operador identidade
I : E — E definido por I(v) = v para todo v € E.

Uma transformacao linear 7 : E — F € um tipo particular de funcio que tem o
espaco vetorial E como dominio e o espaco F como contra-dominio. Em geral, para se
definir uma fung@o f : X — Y é necessdrio especificar o valor de f(x) para cada elemento
x no seu dominio X. O que torna as transformagdes lineares tdo manejaveis é que para se
conhecer uma transformacéo 7', basta que se saibam os valores T'(v) que T assume nos
vetores v € B, onde B é uma base de E. Isto é particularmente ttil quando E tem dimensao
finita. Neste caso, um ndmero finito de valores 7'(vy),...,T(v,) (onde {vi,...,v,} CE
€ uma base) atribuidos arbitrariamente, definem inteiramente uma transformacao linear

T : E — F. Mais precisamente, vale o seguinte Teorema:

Teorema 5.1 Sejam E,F espacos vetoriais e B uma base de E. A cada vetor u € ‘B,
facamos corresponder (de maneira arbitrdria) um vetor u' € F. Entdo existe uma tinica

transformacao linear T : E — F tal que T (u) = u'.

Prova. Todo vetor v € E se exprime, de modo tnico, como uma combinacdo linear

vV =0us + ...+ Oy, de elementos uy,. .. ,u, da base B. Definimos T : E — F pondo
T(v) = oqu] + ...+ Oy,

Dados v,w € E temos

V=0quU1+...+ 0yl
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e
WZB]M] —|—...—|—Bmum
entao
m
vbw=Y (o4+PBi)u;
i=1
logo

T(v+w) = X (0 Bi)u = Y o+ X Bia = T(4) + T(w).

De maneira andloga se vé que T'(ow) = a- T(v), portanto T : E — F, assim definida, é
uma transformacao linear, tal que 7 (1) = u’, para todo u € B. Quanto a unicidade, seja
G : E — F outra transformac@o linear tal que G(u) = v’ para todo u € B. Entdo, para cada

v =Y o,u; € E tem-se

G(V) =G (Z(X,'ui) = ZOC,' . G(ui) = Zai : u; = T(V)

portanto G = T'. Isto completa a demonstracao. O

Em virtude do Teorema 5.1, se quisermos definir uma transformacio linear
T : R" — R™ basta escolher, para cada j = 1,...,n, um vetor v; = (a1 ,a2j, . ..,am;) € R™
e dizer que v; = A-e; é aimagem do j-ésimo vetor da base canonica, ¢; = (0,...,1,...,0),
pela transformacdo linear 7. A partir dai, fica determinada a imagem 7' (v) de qualquer

vetor v = (xi,...,x,) € R". Com efeito, tem-se v = xje| + ...+ x ey, logo

n n n
= Zaljxj,Zazjxj,...,Zamjxj y

n n n
T(v) =T (ijej) = ijT(ej) = Z(aljxj,azjxj,...,amjxj)

ou seja,

T(x1, 22, 5%) = V1,52, 5 Ym);

onde

Y1 = anXxi+apxy+...+aipx,
Y2 = axX1+axnxy+...+ayux,

(5-D
Ym = amiX1 +amex2+ ...+ aunXn.

Resumindo: uma transformacao linear 7 : R” — R™ fica inteiramente determi-
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nada por uma matriz A = [a;;] € M(m X n). Os vetores-colunas dessa matriz sio as ima-
gens T (e;) dos vetores da base canonica de R”. A imagem de 7' (v) de um vetor arbitrario
v=(x1,...,%,) € R" é 0 vetor w = (y1,...,ym) € R™ cujas coordenadas sdo dadas pelas
equagdes 5-1 acima, nas quais ocorrem os vetores-linha da matriz A. Diz-se que A ¢é a
matriz da transformagdo de T relativa as bases candnicas de R" e R™.

Dessa maneira temos que o espaco vetorial M (m x n), das matrizes m x n munido
das operacdes usuais de soma, multiplicacdo por escalar e produto, satisfazem todas as
condig¢des de transformagdes lineares, ou seja, para R e S, transformagdes lineares cujas
matrizes associadas sejam A e B respectivamente, temos que as matriz de R+S, aRe Ro S
(onde a soma, multiplicac@o por escalar e composicao estejam definidas) sdo A + B, 0A
e A X B respectivamente (para um estudo mais aprofundado desses resultados vide [1],
[2] e [8]). A partir de agora faremos uso abertamente de todas as propriedades matriciais,

como determinantes, transposta, ortogonalidade, semelhancga, adjunta e etc.

Exemplo 5.1 Sejav = (x,y,z) um vetor genérico do R>. Entio, a férmula
T(v)=(2x—y+z,x+3y—22) (5-2)

Define uma transformacio T : R® — R?, é ficil ver que T assim definida é linear. Por

exemplo, a imagem do vetor candnico e¢; = (1,0,0) € o vetor w = (2, 1). Observe que, se
Ao 2 -1 1 (5-3)
S\ 3 2

X
A — 2 —1 1 v | = 2x—y+z ' (5-4)
1 3 -2 x+3y—2z
Z

Comparando 5-2 e 5-4, vemos que a transformacio 7 : R? — R? é dada por

, entao

T(v) = (A'). (5-5)

Observe que no exemplo acima, utilizamos a no¢do de matriz transposta, indi-
cada pelo expoente 7, isso se faz necessdrio uma vez que a imagem de uma transformacgao

linear é um vetor linha e o produto da matriz A pelo vetor coluna v € um vetor coluna.

Exemplo 5.2 (Rotacdo de angulo 6 em torno da origem em R?) Trata-se do operador
R :R? — R?, que leva cada vetor v no vetor R(v) que dele resulta pela rotacio de angulo
0 em torno da origem. A figura 5.1 deixa claro que R(u+v) = R(u) + R(v). E bem mais
claro ainda que R(ow) = oRv para v € R? e o € R, logo R é uma transformacio linear.
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Figura 5.1: Rotacdo de Vetores.

Para um vetor v = (x,y) € R? arbitrario, seja R(v) = (¥',)’). Sabemos que existe uma
matriz A associada a transformagdo R, tal que R(v) = (AV'), temos que A € M(2 x 2).

Queremos entdo determinar a matriz

-(0)

onde R(e1) = (a,c) e R(ez) = (b,d), come; = (1,0) e e = (0, 1).

Ora, pelas defini¢des de seno e cosseno, o vetor unitdrio R(e;), que forma com
e1 um angulo 0, tem coordenadas
cosB e senB, ou seja, R(e;) = (cos 6, senB). Além disso, como e, forma com e; um angulo

reto, R(e;) também forma com R(e;) um angulo reto. Logo R(ez) = (—sen6,cos0)

R(e;) 1 &

—senf) L 0
- -
-05 0 05 1

cost

Figura 5.2: Rotacdo de angulo 0.

Portanto, a rotagio R : R? — R? leva um vetor v = (x,y) no vetor R(v) = (AV')! =
cos® —sen®
A=
sen® cosO

At cos® —sen6 X xcos0 —ysen6
V= =
sen® cosO y xsen®+ycosO

obtemos assim:

(x',y'), onde

portanto

x =xcos® —ysen0

y' = xsen®+ycosO
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A matriz de R relativa i base candnica de R? é portanto a matriz A.

Exemplo 5.3 (Projecao ortogonal sobre uma reta) A retay = ax é o conjunto dos pon-
tos (x,ax) € R?, onde x varia em R. Ela é o subespaco vetorial de R? gerado por (1,a).
Consideremos o operador P : R? — R? que faz corresponder a cada v = (x,y) € R? o vetor
P(v) = (¥',ax’), cuja extremidade é o pé da perpendicular baixada de v sobre a reta y = ax

como ¢ mostrado na figura 5.3.

Yy =azx

0.54 P(v)

T T T
-0.5 0 0.5 1

Figura 5.3: Projecdo ortogonal sobre uma reta.

Queremos determinar x' em fungio de x € y, 0 que nos dard as coordenadas
(x',ax’) de P(v) em fung@o das coordenadas de v. No caso particular em que a = 0, a reta
y = ax é o eixo das abscissas e a projecdo P(v) é simplesmente a (x,0). As equacdes da

projecdo P sobre o eixo horizontal sdo portanto x' = x e y = 0. A matriz de P na base
' 1 0 . P
candnica de R? é < 00 | No caso geral, a extremidade do vetor P(v) é o vértice do

angulo reto num triangulo retdngulo cujos demais vértices sdo a origem e a extremidade

do vetor v. Pelo teorema de Pitdgoras, temos
dist(v,0)? = dist(P(v),0)? +dist (v, P(v))?,

ou seja,

x2 +y2 — (x/)2+a2(xl)2+(x_x/>2+ (y_ax/)Z.

Supondo x’ # 0, desenvolvendo, simplificando e dividindo ambos os membros por x/,

obtemos (14 a?)x’ = x+ ay, donde

A=W ouseia = : X —
1 4a¥ ! 1y T2
O caso x' = 0 significa que v(x,y) esté sobre a perpendicular a reta y = ax passando pela
origem. Ora, a equacdo dessa perpendicular é x +ay = 0, logo a expressio x' = %

fornece x’ em fungdo de x e y em quase todos os casos, falta analisarmos quando a reta se
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trata do eixo y, cuja equagdo nesse caso é x4+ ay = 0 com a = 0, assim a projegdo P(v) é
simplesmente igual a (0,y). As equagdes da projegdo P sobre o eixo vertical sdo portanto

0
¥ =0,y =y. A matriz de P na base canonica de R? é 01 ) Vemos em particular,

que a projecio P : R> — R? é um operador linear, cujas matrizes na base candnica de R?

s30:
1 a 00
caso areta sejay = I+a*  14a* | i i
jay = ax ) i . caso areta seja o eixo y 01
1+a? 14+a2

Observe que a segunda matriz € o lim da primeira matriz, mas ndo vamos nos aprofundar
a—oo

nesse tema.

Exemplo 5.4 (Reflexio em torno de uma reta.) Seja S : R> — R? a reflexdo em torno
da reta y = ax. Para todo v = (x,y) € R?, a reta y = ax é a bissetriz do 4ngulo entre v
e S(v) e é perpendicular a reta que liga v a S(v). Seja P : R?> — R? a projegdo ortogonal
sobre a reta y = ax. A figura 5.4 mostra que, para todo v € R?, tem-se v+ S(v) = 2P(v), ou
seja, I +S = 2P, onde I : R? — R? é o operador identidade. Daf vem S = 2P — I. Usando

o exemplo anterior, concluimos que, para todo v = (x,y), tem-se S(v) = (x’,)’), onde

. 1-ad? L 2a p 2a 1—-a°
e X - X — .
1 4 a? l—l—azy’ Y 14+a? 1+a2y

X

Obtemos assim a matriz A associada a transformacao S é:

2P(v) = v+ S(v)

Figura 5.4: Reflexdo em torno de uma reta.

1—d? 2a
_ 14+a? 14+a?
A= 2a  __ l-a
1+a? 1+a2

Observamos que a matriz A, a principio, ndo contempla o caso em que a reta se trata do
eixo y, isso se da porque o parametro a na matriz A € o coeficiente angular da reta, ou

seja, a tan(0), onde O é o Angulo que a reta faz com o eixo positivo x, de fato o eixo y é
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descrito pela equagdo y = ax quando a tende ao infinito e portanto a matriz A retrata, de

fato, a reflexdo com relac@o a uma reta que passa pela origem.

Mostraremos agora uma outra maneira de se obter a reflexdo sobre uma reta, s6
que nesse caso vamos enfatizar a argumentagdo sobre o angulo 0 que a reta faz com o

€1Xxo positivo x.

Exemplo 5.5 (Reflexiio em torno de uma reta L que passa pela origem.) E uma trans-
formacdo que leva cada ponto sobre sua imagem especular com relagdo a areta L. A figura

5.5 ilustra a reflexdo 7 com relag@o ao eixo x, para qual T'(x,y) = (x, —y). Obviamente,
T(el):elz(lao) € T(eZ):(Oa_l)

de modo que a matrizde 7 é

A=

Como uma verificagdo, notamos que

t

1 O X
T(x,y) = 0 1 , = (x,—Y).

De maneira andloga, obtemos que a matriz de reflexdo com relagcdo ao eixo y é

-1 0
0 1
Y 21y
1 ® (z,y) (=z,y) (z,y)
P PR o AR °
0 ? ,
0 1 2 3 " 0
: -1 0 1 2
1 xr
™ o (—x,y)
(a) Reflexdo sobre o eixo x. (b) Reflexdo sobre o eixo y.

Figura 5.5: (a) e (b) representam as reflexdo com relagcdo ao eixo
X ey respectivamente.

Seja L a reta que passa através da origem do R? e forma um angulo 6 com o
eixo x positivo. Entdo, pode-se conseguir a reflexdo 7 com relacdo a L através de uma
rotagdo de um angulo —O para mover L sobre o eixo x, em seguida uma reflexdo com

relagc@o ao eixo x e, finalmente, uma rotacdo de um angulo 0 para mover L de volta a sua
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posicao original. Temos entdo trés operadores lineares envolvidos Ry, 7, € R_g que fazem
respectivamente as movimentacgdes citadas acima. Para cada um dos operadores citados
temos uma matriz associada, logo a matriz A associada a transformac¢do RgoTyoR g é 0

produto das suas matrizes individuais, portanto

A < cos(B) —sen(0) ) . ( 1 0 ) . ( cos(—8) —sen(—0) )
sen(0) cos(0) 0 —1 sen(—0) cos(—0)
A ( cos(B) —sen(0) > . ( 1 0 ) . ( cos(B) sen(0) )
sen(B) cos(0) 0 —1 —sen(0) cos() /'’

A ( cos?(8) — sen?() 2sen (0)cos(0) ) '
2sen (@) cos(B)  —(cos?(8) —sen?())

portanto

Usando as igualdades trigonométricas

cos(20) = cos?(0) —sen?(0)
sen(20) = 2sen(0)cos(0),

obtemos a matriz

A cos(20) sen(20)
| sen(20) —cos(20) |

Para mais exemplos de operadores lineares vide [1], [2], [3], [7] e [8].



CAPITULO 6

Nucleo e Imagem

Nesta secdo, serd examinada com cuidado a possibilidade de uma transforma-
cdo linear admitir ou ndo uma inversa. Veremos que isto estd associado a existéncia e a
unicidade da solugdo de um sistema de equagoes lineares. Serd introduzido o conceito
de isomorfismo, que dard um sentido preciso a afirmacdo de que dois espacos vetoriais
de mesma dimensdo sdo algebricamente indistinguiveis. Tudo comeca com o niicleo e a
imagem de uma transformagcdo.

A toda transformacio linear T : E — F estdo associados dois subespacos vetoriais
indispensdaveis para estudar o comportamento de 7: o nicleo de T, que € o subespaco de
E, e aimagem de T, que é um subespaco de F, vide demonstracdo desse fato em [14].

A imagem de T é o subconjunto Im(T) C F, formado por todos os vetores
w =T (v) € E que sdo imagens de elementos de E pela transformagéo 7.

A nog¢do de imagem tem sentido seja qual for a funcdo T : E — F, seja linear ou
ndo. Quando T é linear, entdo Im(7T ) é um subespaco vetorial de F, como se vé facilmente.

Se Im(T) = F, dizemos que a transformagdo T é sobrejetiva. Isto significa que,
para qualquer w € F dado, pode-se achar v € E tal que T'(v) = w.

Seja X C E um conjunto de geradores do espaco vetorial E. A imagem da
transformacdo linear T : E — F € o subespaco vetorial de F gerado pelos vetores T'(v),v €
X. Em particular, T € sobrejetiva se, e somente se, transforma X num conjunto de
geradores de F. Se vy, ..., v, geram E os vetores T'(vy),...,T(v,) geram Im(T). Segue-se
que a dimensdo de Im(T) é menor do que ou igual a dimensdo do dominio de 7.

Uma transformacao linear R : F — E chama-se uma inversa a direita da transfor-

macado T : E — F quando se tem T (R(w)) = w para todow € F.

Teorema 6.1 A fim de que uma transformacdo linear T : E — F, entre espacos vetoriais
de dimensdo finita, possua uma inversa a direita R é necessdrio e suficiente que T seja

sobrejetiva.

Prova. Se T admite uma inversa a direita R : F — E entdo para todo w € F tem-se
T(R(w)) = w, logo w = T(v), onde v = R(w), e T é sobrejetiva. Suponhamos, em

seguida, que T seja sobrejetiva. A fim de definir uma transformagao linear R : F — E com
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T(R(w)) =w, Yw € F, tomamos uma base B = {wy,...,w;,} C F. Como T ¢ sobrejetiva,
podemos escolher vetores vi,...,v, € E tais que T(vi) = wi,...,T(vy) = wy,. Pelo
Teorema 5.1, existe uma transformacéo linear R : F — E tal que R(w;) = vy,...,R(wy,) =

V. Afirmamos que, para todo w € F, tem-se T (R(w)) = w, de fato, sendo B uma base,

podemos escrever w = Bywy + ...+ Wy, portanto

T(R(w)) = T(PRiR(w1)+...+BuR(wn))
= TPBvi+...+Bnvm)
= BiT(v1)+...+ BT (vim)
= Biwi+...+Buwm=w.

OJ

O niicleo da transformacao linear 7 : E — F € o conjunto dos vetores v € E tais
que T(v) = 0. Usaremos a notagdo A((T) para representar o niicleo de 7. E facil ver
que A(T) é um subespago vetorial de E. Uma transformac@o linear T : E — F chama-se
injetiva quando v # Vv em E = T(v) # T(V') em F. Equivalentemente: 7 (v) = T(V') =
v =1/, Esta no¢do tem sentido para qualquer func¢do 7 : E — F, seja ela linear ou ndo. No

caso linear, porém, o teorema abaixo simplifica a verificacdo da injetividade.

Teorema 6.2 A fim de que uma transformacdo linear T : E — F seja injetiva é necessdrio

e suficiente que seu niicleo N (T) contenha apenas o vetor nulo.

Prova. Seja T injetiva. Entdo v € A[(T) = {0}. Reciprocamente, seja A (T) = {0}. Entdo
TW)=V=Thv—V)=TW)-TV)=0=>v—V=0=2v—VeNT)=v—V=0=

v=y. U

Teorema 6.3 Uma transformacdo linear é injetiva se, e somente se, leva vetores L.I. em

vetores L.I..

Prova. Seja T : E — F uma transformacgdo linear injetiva. Se os vetores vi,...,v, € E
sdo L.I., vamos provar que T(vy),...,T(v,) sdo LI em F. Com efeito, se
ouT(vi)+...+0,T(v,) =0,entdo T(ot;vy +...+0,v,) =0, logo oyvy +...+ot,v, =0
pois T € injetiva. Como vy,...,v, sdo L.I., segue-se que o = ... = o, = 0, portanto
T(vi),...,T(vs) sdo L.I. Reciprocamente se a transformacdo linear 7 : E — F leva

vetores L.I. em vetores L.I,, entio v # 0 em E= {v} LI. = {T(v)} LL = T(v) #0,
portanto A (T) = {0} e T € injetiva. O
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Segue-se deste teorema que se E tem dimensdo finitan e T : E — F € uma
transformacdo linear injetiva, entdo dimF > n. Assim, por exemplo, ndo existe uma

transformagio linear injetiva de R3 em R?.

Teorema 6.4 Seja T : E — F uma transformagdo linear. Para todo b € Im(T), o conjunto
V = {x € E;T(x) = b}, formado pelas solugcées do sistema linear T (x) = b, é uma
variedade afim em E, paralela ao N (T).

Observe que o sistema T (x) = b é o usualmente conhecido sistema matricial
AX = B, das aulas do ensino médio, onde A € a matriz associada a transformacdo 7,
enquanto que X e B sdo os vetores colunas dos vetores x € b, ou seja, X' =xe B' = b.
Prova. Fixemos xg € V, isto é, com T (x9) = b. Afirmamos que V = xop + A (T). Com
efeito, v € N(T) = T(xo+v) =T(x0) +T(v) =b+0=5b = xp+x € V. Logo xp +
AN (T) C V. Reciprocamente,

xeV=x=xp+(x—x0) =x0+V
U
b=T(x)=T(xo+v)=t(xo)+t(v)=b+T(v)
U
b=b+T(v)=TWv)=0=>x=x0+vExo+N(T).

Logo V C xo + N(T). O

Teorema 6.5 Sejam E e F espacos vetoriais de dimensao finita e T transformacdo linear,

entdo T : E — F possui inversa a esquerda se, e somente se, é injetiva.

Prova. Seja R : F — E inversa a esquerda de 7. Entdo T(u) = T(v) = u = R(T (u)) =

R(T(v)) = v, logo T ¢ injetiva. Reciprocamente, suponha que 7 seja injetiva. A fim

de obter uma inversa a esquerda R para T, tomemos {v,...,v,} C E, uma base. Pelo
Teorema 6.3, os vetores T(vy),...,T(v,) € F sdo LI, logo podemos achar vetores
wi,...,wy € Ftais que

{T(vl,...,T(vn),wl,...,wk)} CF

seja uma base. Pelo Teorema 5.1, a fim de se definir a transformacdo linear R :
F — E, basta especificar seus valores nos elementos desta base. Poremos R(7 (v;)) =
Vi,..,R(T(vy)) =vp,b(w1) =0,...,b(w;) = 0. Dado qualquer v € E, tem-se v = a,;v; +

.40y, logo

R(T(v)) = RoyT(vi)+...+0,T(v))
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= R(T(W1)+...+aR(T(vy)

= 0OV +...+0y,Vv,,

portanto R é uma inversa a esquerda de 7. 0

Uma transformacdo 7 : E — F chama-se invertivel quando existe R : F — R,
transformacao linear, tal que RT = Ig e TR = If, ou seja, quando R €, a0 mesmo tempo,
inversa a esquerda e a direita de 7', em outras palavras quando a matriz A associada a T
for quadrada, ou seja, A € M(n x n), e o determinante de A for diferente de zero.

Neste caso, dizemos que R é a inversa de T e escrevemos R = T~!, o que significa
que a matriz B associada a R € a inversa da matriz A associada a T'.

A fim de que a transformacao linear 7', seja invertivel, é necessdrio e suficiente
que ela seja injetiva e sobrejetiva. Diz-se, entdo que T € uma bijecdo linear entre E e F
ou, mais apropriadamente que 7 : E — F € um isomorfismo e que os espagos vetoriais E
e F sdo isomorfos.

SeT:E—+FeR:F— G sio isomorfismos, entio 7! :F—-EeRT :E — G
também sdo isomorfismos. Tem-se (RT)~!' = T~ 'R~ e para a0 # 0, (aT) ! = é T
Observe que as mesmas relacdes valem para as suas matrizes associadas.

Um isomorfismo 7 : E — F entre espacos vetoriais transforma toda base de E
numa base de F. Reciprocamente, se uma transformacdo linear 7 : E — F leva alguma
base de E numa base F entdo 7' € um isomorfismo.

Do que foi dito acima resulta, em particular, que dois espagos vetoriais de
dimensdo finita isomorfos t€ém a mesma dimensdo. A reciproca € verdadeira, como
veremos agora.

Com efeito, seja E um espaco vetorial de dimensao finita n. Fixando uma base

{vi,...,vn} CE, podemos definir uma transformagio linear 7 : R* — E pondo, para cada
v=(0,...,0,) € R\, T(v) =0vi +...+ 0yv,. Temos que T(e;) = vi,...,T(en) = vp.
Assim, T transforma a base canodnica {ey,...,e,} na base {vi,...,v,} CE, logo é um

isomorfismo entre R” e E.

Noutras palavras, todo espago de dimensdo n € isomorfo a R”.

Como vimos 7! : E — R"” e o produto RT~! : E — F de T~' por outro
isomorfismo R : R” — F s@o isomorfismos, segue-se que dois espagos vetoriais E e F,
ambos de dimensio 7, sdo isomorfos.

Isso justifica que a restri¢io desse trabalho ao espago R? é apenas aparente, uma

vez que todos os espacos de dimensio 2 sdo isomorfos a R.

Teorema 6.6 (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam E,F espacos vetoriais de di-
mensdo finita. Para toda transformagao linear T : E — F tem-se que dim E = dim N (T ) +
dim Im(T).
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Prova. O teorema resulta imediatamente da seguinte afirma¢do mais precisa, que prova-
remos a seguir: se {7 (u1),...,T(up)} é uma base de Im(T) e {vi,...,v,} é uma base de
A((T) entdo {uy,...,up,vi,...,v4} é uma base de E.

Com efeito, em primeiro lugar, se tivermos
oquy+...+0,+Pvi+...+PBv, =0, (6-1)

entdo, aplicando a transformacdo 7" a ambos os membros desta igualdade e lembrando

que vy,...,v, pertencem ao nicleo de 7', obtemos a igualdade
OLIT<L£1) + ...+ (XpT(up) =0.

Como os vetores T (uy),...,T (u,) sdo L.I., resulta daf que oy = ... = o, = 0. Portanto a

igualdade 6-1 se reduz a igualdade
B]VI—I-...—l—quq =0.

Como vy,...,v, sdo L.I, concluimos que B; = ... = B, = 0. Isto mostra que os vetores
Uly... Up,V],. .., Vg s80 LI
Em seguida, consideramos um vetor arbitrario w € E. Como T(w) € Im(T),
podemos escrever
T(w)=ouT(ur)+...+0,T(up),

pois {7 (u1),...,T(up)} € uma base daimagem de 7. A igualdade acima pode ser reescrita
como
Tlw—(ouy+...+0puy)] =0.

Assim, o vetor w — (0tju; + ...+ 0,u,) pertence ao nicleo de 7', logo pode ser expresso

como combinagdo linear dos elementos da base {vi,...,v,}. Temos entdo
w—(Qur + ...+ 0pup) =PBivi+ ...+ Byvy,

ou seja, w = Uy + ... + 0pup + Bivi + ... + Pgvy. isto mostra que os vetores

{ur,...,up,v1,...,v4} geram E e portanto constituem uma base. O

Corolario 6.6.1 Sejam E,F espacos vetoriais de mesma dimensdo finita n. Uma trans-
formacdo linear T : E — F ¢ injetiva se, e somente se, é sobrejetiva e portanto é um
isomorfismo.

Com efeito, temos n = dim A (T) +dim Im(T). logo N(T) = {0} se, e somente
se dim Im(T) = n, ou seja, Im(T) =F.
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Teorema 6.7 Se uma transformacgdo linear T : E — F tem uma inversa a esquerda

R :F — E e uma inversa a direita S : F — E, entdo R =S e T é um isomorfismo, com
T-!=R=S.

Prova. Tem-se RT = Iz e TS = Ir. Portanto R = RIp = R(TS) = (RT)S = IgS = S. O

Corolario 6.7.1 Seja dim E = dim F. Se as transformacaes lineares T :E —F, R:F—E
sdo tais que RT = Ig, entdo TR=Ire R = T

Com efeito, RT = Ig = T injetiva = T sobrejetiva = T'S = Ig para algum S =
S=R=TR=1I.

Exemplo 6.1 (Projecao sobre o eixo das abscissas) Considere o operador linear T :
R? — R?, tal que T(x,y) = (0,y), nestas condicoes N.(T) é o subespaco gerado pelo
vetor ey e Im(T) é o subespago gerado pelo vetor ey, entdo como no exemplo 3.8 temos
que R?> = N(T) ©Im(T)

Exemplo 6.2 Para todo operador linear T : E — E num espago vetorial de dimensdo
finita vale a relacdo dim E = dim N(T) + dim Im(T). Isto porém ndo implica que
se tenha sempre E = N(T) © Im(T). Por exemplo, se T : R> — R? ¢ definido por
T(x,y) = (x —y,x —y) entdo, tomando w = (1,1), temos w = T(v), com v = (2,1) e
T(w) =0, logo N(T)NIm(T) contém o vetor ndo nulo w



CAPITULO 7/

Produto Interno

Os axiomas de espago vetorial ndo sdo suficientes para abordar certas nogoes
geométricas como angulo, perpendicularismo, comprimento, distancia, etc. Isto se torna
possivel com a introdugdo de um produto interno.

Um produto interno num espago vetorial E € um funcional bilinear simétrico
e positivo em E. Mais precisamente, um produto interno € uma funcdo E X E — R,
que associa a cada par de vetores u,v € E um nimero real (u,v), chamado de produto
interno de u por v, de modo que sejam validas as seguintes propriedades, para quaisquer
u,u',v,yy EEea € R:

Bilinearidade: (u+u/,v) = (u,v) + (i, v), (owm,v) = au,v), (u,v+v') = (u,v) + (u,V'),
(u, 00) = ofu,v);

Comutatividade (simetria): (u,v) = (v,u);
Positividade: (u,u) > 0se u #0.

Como (0,v) = (0+0,v) = (0,v) + (0,v), segue-se que (0,v) = (v,0) = 0 para
todov € E.

Resulta da positividade que se (u,v) = 0, para todo v € E, entdo u = 0. Com
efeito, se u # 0 teriamos (u,v) # 0 pelo menos quando v = u.

Segue-se desta observacdo que se u,u’ € E sdo vetores tais que (u,v) = (u/,v)
para todo v € E, entdo u = /. Com efeito, isto implica que (u —u’) = 0 para todo v € E,
logou—u'=0eu=u

O ndmero ndo negativo |u| = \/(u,u) chama-se a norma ou o comprimento do

vetor u. Com esta notacio, tem-se |u|> = (u,u) e a igualdade
(utv) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v),

1&-se: |u+v|? = [ul® +|v]> +2(u,v).
Quando |u| = 1 diz-se que u € E é um vefor unitdrio. Todo vetor u # 0 se escreve

como u = |u|-u', onde u’ é um vetor unitério. Basta por u’ = |u|~! - u.
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Exemplo 7.1 No espaco euclidiano R", produto interno candnico dos vetores u =
(otr,...,0,) e v=(Bi1,...,Bn) é definido por (u,v) = o4B; + ...+ a,B,. Este é o pro-

duto interno que consideraremos em R”.

Exemplo 7.2 Consideremos R? como modelo aritmético do plano euclidiano, no qual se

introduziu um sistema de coordenadas cartesianas. Dados u = (ot1,00) e v = (By,B2), os

u = \/a} +03
vl = /B + B3

medem realmente os comprimentos das flechas que representam esses vetores. Supo-

nameros

nhamos u # 0,v # 0 e chamemos de 0 o dngulo formado por essas flechas. Afirma-
mos que o produto interno (u,v) = ;B + 0P, acima definido é igual a |u||v|cos©.
Isto serd provado em trés passos: 12) Se os vetores u e v sdo perpendiculares, entdo

(u,v) = 0 = |ul|v|cos90°. Com efeito, por um lado,
lu+v]> = w+v,u+v) = |ul +|v[* +2(u,v)
e por outro lado, pelo Teorema de Pitdgoras,
i+ v = Ju* + v,

logo (u,v) =0.22) Se |u| = |v| =1, entdo (u,v) = cos6. Com efeito, tomando o vetor

Figura 7.1: Teorema de Pitdgoras em sua forma vetorial.

unitario u* perpendicular a u temos, pela definicdo de seno e cosseno, v = cos0 - u +
sen® - u*. Tomando o produto interno de ambos os membros desta igualdade por u,
vem (u,v) = cos0- (u,u) +sen 8- (u,u*). Como (u,u) =1 e (u,u*) = 0, pelo primeiro
passo, temos (u,v) = cos®. 32) Caso geral: pomos u = |u|-u' e v=|v|-V/, onde u’ e
v s@o vetores unitirios na mesma direcdo e sentido de u e v respectivamente. Entio

(u,v) = |u||v|(’,V') = |u||v|cos®. Vemos, em particular, que o vetores u,v formam um
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Figura 7.2: Decomposicdo do vetor v em uma base ortogonal.

angulo agudo quando (u,v) > 0, um angulo obtuso quando (u,v) < 0 e um angulo reto

quando (u,v) = 0.

Seja E um espaco com produto interno. Dois vetores u,v € E chamam-se orto-
gonais (ou perpendiculares) quando (u,v) = 0. Escreve-se, entdo u_Lv. Em particular, 0 é
ortogonal a qualquer vetor de E. Um conjunto X C E diz-se ortogonal quando todos os ve-
tores de X sdo ortogonais dois a dois. Se, além disso, todos os vetores de X sdo unitarios,
entdo X chama-se um conjunto orfonormal. Portanto, o conjunto X C E € ortonormal se,
e somente se, dados u,v € X tem-se (u,v) =0se u #ve (u,v) =1 se v=u. Uma base

ortonormal é uma base de E que é um conjunto ortonormal.

Teorema 7.1 Num espaco vetorial E com produto interno, todo conjunto ortonormal X

de vetores ndo nulo é L.I..

Prova. Sejam vy,...,v, € X. Temos (v;,v;) =0sei# j. Se ajvi + ...+ v, = 0 é uma
combinacao linear nula desses vetores entdo, paracadai=1,2,...,n, tomamos os produto

interno de ambos os membros desta igualdade por v; e temos
o (Vi, Vi) + ...+ oy (v, vi) = 0.

Logo o;{(vi,v;) = o|vi|*> = 0, pois todos os produtos internos (v;,v;), com j # i, sdo
nulos em virtude da ortogonalidade de X. Além disso, como 0s vetores pertencentes ao
conjunto X sdo todos ndo nulos, resulta de ocl-|v,~|2 =0 que a;; = 0. Assim, os coeficientes
da combinacao linear ) o;v; = 0 s@o todos iguais a zero e os vetores do conjunto X sio,

portanto, linearmente independentes. 0

Exemplo 7.3 A base canénica {ey,...,e,} C R" é ortonormal: tem-se (e;,e;) =0sei# j
e {ei,e;) = 1 se i = j. No plano R? os vetores u = (1,1) e v = (—1,1) sdo ortonormais.

Pondo
, (V2 V2 , V2 V2

u = _— = | —-——— —

272 272



45

o conjunto {u,v'} C R? é uma base ortonormal.

Num espago vetorial E com produto interno, seja u um vetor unitdrio. Dado
qualquer v € E, o vetor (u,v)-u chama-se a projecdo ortogonal de v sobre o eixo
que contém u. A justificativa para esta denominagdo estd no fato de que, escrevendo
w=v— (u,v)u, tem-se v = (u,v)u+w, onde w é perpendicular a u. Com efeito, tomando

o produto interno de u por ambos os membros da igualdade w = v — (u,v)u tem-se

(,w) = (u,v) — (u,v)(u,u) = (u,v) — (u,v) =0,

pois (u,u) = 1.

u (u,vyu

Figura 7.3: Projecdo ortogonal.

Quando se tem apenas u # 0, o eixo que contém u é o mesmo que contém o vetor

unitario v’ = ﬁ(: lu| =1 u). A projecio ortogonal de v sobre este eixo é, portanto, igual

(1)

— . y. Usaremos a notagdo
(u,u)

a (u',v)u', ou seja,

pry(v) = ‘u

para indicar a projecdo ortogonal do vetor v sobre o eixo que contém o vetor ndo-nulo u.

Se z = pr,(v), tem-se v = z+w, com w_z. Pelo Teorema de Pitdgoras, |v|> =
|z|*> + |w|*>. Em particular vemos que |z| < |v|, isto &, o comprimento da projecio pr,(v) é
menor do que ou igual ao comprimento v.

[{uv)]

Ora, a norma de vetor pr,(v) é igual a S Segue-se entdo que, para quaisquer

u,v € E tem-se % < |v|, ou seja

[{u,v)| < |u| - |v| (desigualdade de Schwarz).

A rigor, o argumento acima prova a desigualdade de Schwarz apenas no caso
em u # 0, mas ela é 6bvia no caso em que u,v é multiplo um do outro. Isto resulta do
raciocinio acima pois, no Teorema de Pitdgoras |[v|? = |z|? 4 |w/|?, dizer |v| = |z| significa

que w = 0, isto &, que v é multiplo do u.



CAPITULO 8

Subespacos Invariantes, Operadores
Auto-Adjuntos, Um Caso Particular do

Teorema Espectral

A Adjunta de uma transformacgdo Linear 7 : E — F € uma transformacao linear

T* :F — E tal que, parav € E e w € F quaisquer se tenha:

(T(W),w) = v, T"(w)).

A transposta de uma matriz A = [a;;| € M(m x n) é amatriz A’ = [a ;] € M(n x m)

que tem como linhas as colunas de A e como colunas as linhas de A, na mesma ordem.

Teorema 8.1 Sejam U= {uy,...,uy} CEeV ={vi,...,vm} CF bases ortonormais. Se
A = [aij] € M(m X n) € a matriz da transformagao linear T : E — F nas bases U,V entdo
a matriz da adjunta T* : F — E nas bases V, U € a transposta A" = [ai] € M(n x m) de
A.

Prova. Por definicdo de um transformacao linear, temos

m
T(Mj) = Zaijvi (j=1,...,n)
i=1

n
T*(vi) =) briur,
r=1

onde B = [b,i] € M(n x m) é a matriz de T* nas bases ¥, U, a ser determinada. Como

ambas as bases sdo ortonormais, temos, paracadai=1,...,mecada j=1,...,n:
*
bji = (u;, T"(vi)) = (T (u;),vi) = aij,

portanto, B = A, transposta de A. OJ
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E apresentada a seguir uma lista de propriedades operacionais da adjunta de um
transformacao linear, as quais se traduzem em propriedades de transposta de matriz. A
validez dessas propriedades decorre da observagao de que duas transformagdes lineares

T,R : E — F sdo iguais quando se tem (7T (u),v) = (R(u),v) para quaisquer u € Ee v € F

=1 (I = 1,)
(T+R)*=T*+R* (A+B) =A"+B
(oT)* = ot (0A) = oA’

(RT)" =T*R* (BA) =A'B
T =T (A=A

onde A e B sdo as matrizes associadas as transformacdes lineares T e R respectivamente.
Diz-se que um subespago vetorial F C E € invariante pelo operador linear
T : E — E quando T(F) C F, isto é, quando a imagem de 7 (v) de qualquer vetor v € F é

ainda um vetor de F.

Exemplo 8.1 Os subespagos {0} e E séo invariantes por qualquer operador linear 7 :
E — E. O nidcleo A(T) e a imagem Im(T) sdo também exemplos 6bvios de subespacos
invariantes. Um subespaco F de dimensdo 1 (reta passando pela origem) € invariante
por T se, e somente se, existe um nimero A tal que 7(v) = Av para todo v € F. [Com
efeito, fixando um vetor u # 0 em F, todos os demais elementos de F sdao da forma
ou, oo € R. Como T (u) € F, tem-se T (u) = Au. Para qualquer outro v € F, vale v = ow
logo T'(v) = oT (u) = aku = Aow, logo T (v) = Av, como 0 mesmo A.]

Um vetor v # 0 em E chama-se um autovetor do operador linear 7 : E — E
quando existe A € R tal que
T(v) = Av.

O nimero A € R, por sua vez, chama-se autovalor do operador linear T quando existe um
vetor ndo-nulo v € E tal que T(v) = Av. Diz-se entdo que o autovalor A corresponde ao
autovetor v e , vice-versa, que o autovetor v também corresponde ao autovalor A. Entéo,
para todo w = aw, tem-se 7' (w) = Aw.

Achar um autovetor (ou, o que é equivalente, um autovalor) do operador T é,
portanto, o mesmo que achar um subespaco de dimensdo 1 invariante por 7.

Analogamente, diz-se que o ndmero real A é um autovalor da matriz A €
M(n x n) quando A é um autovalor do operador 7 : R"” — R”, cuja matriz na base candnica
¢ A. Isto significa que existe um vetor x # 0 em R” tal que 7'(x) = Ax ou, o que é 0 mesmo,

uma matriz ndo-nula x € M(n x 1) tal que AX = Ax.

Exemplo 8.2 Uma rotagio R : R? — R? em torno da origem, de angulo diferente de 0°ou

180°, niio admite outros subespacos invariantes além de {0} e R?.
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Exemplo 8.3 O operador T : R?> — R?, definido por T(x,y) = (x + ay,y), chama-se
cisalhamento. Se o # 0, os tinicos subespagos invariantes por T sio {0},R? e o eixo
das abscissas. Com efeito, qualquer outro subespaco de R? é uma reta F, formada pelos
miltiplos kv = (ka,kb) de um vetor v = (a,b), com b # 0. Se k # 0 tem-se kv € F mas
T (kv) = (ka+ akb,kb) = kv + (akb,0) ¢ F logo F ndo € invariante por 7.

Teorema 8.2 A autovalores diferentes do mesmo operador correspondem autovetores

linearmente independentes.

Prova. Dado o operador linear T : E — E, sejam vq,...,v,, vetores ndo-nulos em E tais
que T(vi) = Avi,-.., T(vy) = AV, onde os ndmeros reais Aj,..., A, sdo dois a dois
diferentes. Provaremos, por indugdo que esses sao L.I.. A afirmacdo é 6bviaquandom = 1.
Suponha-a verdadeira para m — 1 vetores, concluiremos dai sua validez para m. Dada a
combinacao linear nula

ovi+ ...+ v, =0, (8-1)

aplicamos o operador 7 a ambos os membros desta igualdade, levando em conta que
T (vi) = Ajv;. Resulta entdo que
MOVL + ..+ A0y = 0. (8-2)
Multiplicamos a igualdade 8-1 por A,, e subtraindo de 8-2 vem:
(MA2) vy + ... 4+ (Mp—1 — M) Oup—1Vim—1 = 0.
Pela hipétese de indugao, os vetores vy, ..., v,,—1 sdo L.I.. Logo

(7\47»2)061 =...= (7\,,,,_1 —km)OCm_1 =0.

Como os autovetores sdo todos diferentes, as m — 1 diferengas nos parénteses acima sao
# 0, logo a1 = ... = a,;,—1 = 0. Isto reduz a igualdade 8-1 a o,v;,, = 0. Como vy, # 0,
segue-se que o, = 0. Assim, a igualdade 8-1 s6 pode ocorrer quando todos os coeficientes

o; sdo nulos, 0 que prova o teorema. 0J

Corolario 8.2.1 Sejam dim E = n. Se um operador linear T : E — E possui n autovalores
diferentes entdo existe uma base {vy,...,v,} CE em relacdo a qual a matriz de T é
diagonal (isto é, tem a forma [a;j] com a;j =0 se i # j).

Com efeito, se T(vy) = Ajvy,...,T(vy) = Ayvy, com 0s v; ndo nulos e os A; dois

a dois distintos entdo {vy,...,v,} é, em virtude do Teorema 8.2, uma base de E. A matriz
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de T nesta base é

na qual os termos que nao aparecem sao iguais a zero.

A igualdade T'(v) = Av equivale a (T —Al)v = 0, logo v é um autovetor do
operador T : E — E se, e somente se, o operador T — Al : E — E ndo possui inversa,
ou seja, se o determinante da sua matriz associada for igual a zero. Para a validacao dos

resultado de matrizes e um estudo mais aprofundado vide [3] e [7].

Exemplo 8.4 Um caso particular importante ocorre quando dim E = 2. Vimos no Exem-
plo 2.2 que se {u,v} C E é uma base entdo os vetores o + Pv e yu+ v sdo L.D. se,
e somente se, ad — By = 0. Dados o operador T : E — E e a base {u,v} C E, sejam

T(u) = au+cve T(v) = bu+dv. Noutras palavras, a matriz do operador T na base {u, v}

a b
A= .
Entdo (T —M)(u) = (a—ANu+cve (T —AM)(v) =bu+ (d —A)v. A fim de que T — Al ndo

possua inversa é necessario e suficiente que det(A —Al) =0, ou seja, (a—A)(d —A) —bc =

7

(&

0, ou ainda, que A seja raiz do polinémio
p(A) = A2 — (a+d)A+ad — be,

chamado polinémio caracteristico do operador T .

Portanto, o nimero real A é um autovalor do operador T : E — E onde dim E =2,
se, e somente se, € uma raiz do polindmio caracteristico do operador 7', o qual, por
definicdo é p(A) = A? — (a+d)A+ ad — bc. Observe que essa definicdo se justifica pela
teoria das matrizes onde raiz desse polindmio representa o valor para o qual o operador
ndo ¢é invertivel. Os coeficientes de p(A) sdo tirados da matriz A em relagdo a uma base

qualquer de E.

Observacao. A matriz A do operador 7 muda quando se passa de uma base para outra.
Mas o polindmio p(A) (isto é, as expressdes a +d e ad — be, que s@o seus coeficientes)

permanece sem alteracdo. Vide [5] e [7].

Exemplo 8.5 No caso da rotagio R : R? — R?, R(x,y) = (x cos® —y senf, x sen® +
y cos0), temos a = cos®, b = —sen, ¢ = senb, d = cos0, logo o polindmio caracteristico
deR¢é

p(A) =A% — (2cos0)L+ 1.
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Se 6 # 0° e 0 # 180°, o trindbmio p(A) ndo possui raiz real pois nesse caso seu discri-
minante A = 4(cos?0 — 1) é negativo. Consequentemente R s6 possui autovalor (reais) se
0 =0° ou 6 =180°.

Exemplo 8.6 Definamos o operador 7 : R? — R? pondo T (x,y) = (4x 4 3y,x+2y). Seu
polindmio caracteristico é p(A) = A> — 6L+ 5, cujas raizes sdo A; = 1 e A, = 5. Estes
nimeros sdao autovalores de 7. Existem, portanto, vetores nao-nulos vi e v, em R2, tais
que T'(v1) =vi e T(v2) = 5v;. Pelo Teorema 8.2, v; e v, formam uma base R?, em relacio

a qual a matriz do operador 7 tem a forma diagonal:

(0)

A fim de determinar v; = (x,y) e vo = (r,5) exprimimos as igualdades T'(v{) = v; e

t(v2) = 5v; em termos de coordenadas, obtemos os sistemas lineares

4x+3y = x, 4r+3s = Sr
x+2y =y r+2s = 5s

Ambos os sistemas acima sdo indeterminados, e tinham que ser assim pois se v € autovetor
de 7', todo mudltiplo otv também €. Tomando uma solu¢@o ndo-nula de cada um desses
sistemas obtemos v; = (1,—1),v, = (3,1) tais que {v{,v2} C R? é uma base formada por

autovetores de 7.

Um operador linear 7 : E — E, num espago vetorial munido de produto interno,
chama-se auto-adjunto quando T = T*, ou seja, quando (T (u),v) = (u,T(v)) para

quaisquer u,v € E.

Teorema 8.3 T : E — E ¢ auto-adjunto se, e somente se, sua matriz A = [a;;] relativa-
mente a uma (e portanto a qualquer) base ortonormal U = {uy, ... ,u,} C E é uma matriz

simétrica.

Prova. Sabemos que (u;, T ((u;)))=[i-ésima coordenada do vetor 7' (u;) na base UJ=[i-
€simo elemento da j-€sima coluna de A]=q;;. Portanto a matriz A € siméfrica se, e somente
se, (uj, T (u;)) = (T (u;),uj) para quaisquer i, j = 1,...,n. Devido a linearidade de T e
a bilinearidade do produto interno, isto equivale a dizer que (u,T(v)) = (T'(u),v) para

quaisquer u,v € E, ou seja, que T € auto-adjunta. O

Teorema 8.4 Se A|,...,A, sdo autovalores dois a dois diferentes do operador auto-

adjunto T : E — E, os autovetores correspondentes v1,...,v,, sdo dois a dois ortogonais.
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Prova. Para i # j quaisquer:

M=) vi—vy)) = Avi,vj) = i, Ajvj) = (T (vi),vj) — (vi, T(v}))
= (T(vi),vj) — (T (vi),vj) =0 pois T ¢ auto-adjunto.

Observacao: Se T (v) = Av entdo, para todo multiplo w = o, tem-se ainda 7' (w) = Aw.
Logo, na situagdo do Teorema 8.4, os vetores vy, ..., Vv, podem ser tomados unitarios,

caso haja conveniéncia.

Um problema importante sobre operadores num espacgo vetorial de dimensao
finita € o de encontrar uma base em relagdo a qual a matriz desse operador seja a mais
simples possivel. Mostraremos que, se 7 : E — E e um operador auto-adjunto (associado
a uma matriz simétrica, pois T = T* = A = A") num espago vetorial de dimens@o finita
com produto interno, existe uma base ortonormal em E, relativamente a qual a matriz de
T é uma matriz diagonal A = |a;j|, isto é, a;j = 0se i # j.

Quando se diz que a matriz do operador T : E — E na base {uy,...,u,} CE ¢
uma matriz diagonal, isto significa que, para todo j =1,...,n, tem-se T(uj) = kjuj, ou
seja, os vetores da base dada sdo todos eles autovetores de 7.

Vamos mostrar um caso particular do Teorema Espectral para operadores auto-

adjuntos em que o espacgo tem dimensao 2.

Teorema 8.5 (Teorema Espectral para Operadores Auto-Adjuntos de R?) Seja
T : E — E um operador auto-adjunto num espaco vetorial de dimensdo 2, munido

de produto interno. Existe uma base ortonormal {uj,us} C E formada por autovetores
deT.

Prova. Seja {v,w} C E uma base ortonormal arbitrdria. Em virtude do Teorema 8.3,
temos T (v) = av+ bw,T(w) = bv+ cw. Como vimos no Exemplo 8.4, os autovalores
de T sio as raizes reais do polindmio caracteristico p(A) = A% — (a +c)A+ac — b*>. O
discriminante deste trindmio é A = (a+c¢)?> —4(ac —b*) = (a—c)*> +4b*> > 0. Se A= 0,
entdo b =0,a =ce T = al, logo todo vetor ndo-nulo em E € um autovetor. Se A > 0, entdo
o trindbmio p(A) possui 2 raizes reais distintas A1, A,. Isto, como sabemos, quer dizer que
os operadores T — Al e T — AyI sd@o ambos ndo invertiveis, logo existem vetores ndo-
nulos (que podemos supor unitario) uy,u; € E tais que T'(u;) = Ajuy e T(up) = Auy.
Pelo Teorema 8.4 {u;,u,} C E é uma base ortonormal de autovetores de T 0J

Para uma abordagem mais completa sobre o Teorema Espectral vide [3], [4], [5] e [7].



CAPITULO 9

Secoes Conicas e Formas Quadraticas

Aplicaremos agora todo nosso estudo de Algebra Linear ao problema geométrico

de se determinar o gréfico, no plano xy, de um equagdo da forma
ax2+2bxy—|—cy2—|—dx+ey+f=O 9-1)

onde os coeficientes a,b, ..., f sdo constantes reais, com a,b e ¢ ndo todos nulos. Tal
equacdo € chamada de equacao de segundo grau em x e y.

A razdo pela qual escrevemos 2b em lugar de b para o coeficiente do termo
xy € que a natureza do grafico é determinada, em grande parte, pela forma quadratica
associada

ax’ +2bxy+cy’ = (T (x,y), (x,y)) 9-2)

em x e y, que corresponde ao operador auto-adjunto 7 : R? — R? associado & matriz

AP (9-3)
\ b o)

Em geral, a forma quadrética g nas varidveis xj,xs,...,X, que corresponde ao

simétrica 2 x 2

operador auto-adjunto 7 : R” — R” € a fun¢do ¢ : R" — R definida por

q(x) = (x,T(x)).

A chave para a andlise da equagdo de segundo grau em 9-1 € o fato de que a
matriz simétrica A associada a transformac@o 7' em 9-3 é ortogonalmente diagonalizavel,
ou seja, de acordo com o Teorema 8.5, existe uma base B ortonormal tal que A nessa base
‘B ¢ uma matriz diagonal. Usando esse fato, demonstraremos que, exceto por alguns casos
degenerados, o gréfico de toda equagdo de segundo grau em x e y é uma se¢ao conica. A
expressdo secio conica vem do fato destas serem as curvas em que um plano intercepta
um cone. O cone utilizado € um cone circular reto com duas folhas que se estendem ao
infinito em ambos os sentidos, como mostra a figura 9.1. H4 trés tipo de secdes cOnicas,

conforme ilustrado na figura 9.1. Se o plano secante € paralelo a alguma geratiz do cone,
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entdo a curva de intersecdo € uma parabola. De outro modo, ou ela € uma tnica curva

fechada - elipse -, ou é uma hipérbole com dois ramos.

hipérbole .«

”

elipse

-\

circunferéncia

{ hipérbole
\

- #+

* T
.\

|~ parabola
X

Figura 9.1: Cone e suas secgaes.

Pode-se verificar que, para um sistema apropriado de coordenadas xy nos planos

secantes da figura 9.1, as equagdes dos trés tipos de secOes coOnicas tomam as seguintes
formas:

Parédbola: y2 =kx ou x"=ky
2 2
. X y
Elipse: ) + ke 1 (9-4)
2 2 2 2
g X7y yo X
Hipérbole: il i 1 ou i i 1

Secdes cOnicas com essas equacdes estdo ilustradas nas figuras 9.1. Diz-se que uma se¢do
cOnica estd em posicao canonica em relagc@o aos eixos coordenados se sua equagdo tomar

uma das formas listadas nas Equagdes 9-4, para uma demonstracao dessas equagdes vide

(11, [31. [5], [7] e [8].
Exemplo 9.1 A equagio 4x” 4+ 9y> — 36 = 0 pode ser escrita na forma

2 . 2 y
9 4 ’
e em consequéncia seu grafico € uma elipse com a = 3 e b = 2. Observe a singular de a

e b: elipse tem intersecdes (a,0) e (—a,0) com eixo x e interse¢des (0,b) e (0,—b) com
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o eixo y. Também € claro que o gréfico é simétrico em relacdo ao eixo y, bem como em
relag@o ao eixo x (substitua x por —x ou y por —y).
A equagio 9x> — 4y? +36 = 0 pode ser escrita na forma

2 2
X
R
9 4
assim, seu grafico é uma hipérbole cujos ramos interceptam o eixo y nos pontos (0,—3) e
(0,3). Seu grifico também é simétrico em relagdo a cada eixo coordenado.

Finalmente, a equacio y> 4 4x = 0 pode ser escrita na forma

e, consequentemente, seu grafico € uma pardbola que se abre ao longo do eixo x negativo.
A parébola tem a intersecao tnica (0,0) e € simétrica em relagdo ao eixo x (a substitui¢do

de y por —y ndo altera a equacao), apesar de nao o ser em relagdo ao eixo y.

Além de pardbola, elipse ou hipérbole, o grafico de uma equacao de segundo grau
em x e y pode ser uma reta, um par de retas, um tinico ponto ou o conjunto vazio. Estes

casos especiais, ilustrados no exemplo a seguir, sdo referidos como conicas degeneradas.

Exemplo 9.2 O grifico da equaciio x> = 0 € o eixo y. O gréfico da equacdo y> — 1 =0 &
o par de retas paralelas y = 1 e y = —1. O gréfico da equacio x> — y> = 0 é o par de retas
concorrentes y = x e y = —x. O grifico da equaciio x*> +y*> = 0 consiste apenas no ponto

(0,0). E o grafico da equagio x> +y? + 1 = 0 é o conjunto vazio.

Observe que nenhuma das equacdes em 9-4 contém simultaneamente termo em
x? e termo em x, nem ha alguma que contenha simultaneamente termo em y” e termo em
y. A presenca de qualquer um desses pares em uma equacao de segundo grau indica que o
grafico € uma secdo conica que sofreu translacao a partir de sua posicao candnica. Se nao
ha presente um termo em xy, entdo se podem remover tais pares de termos da equacio a
fim de se identificar seu grafico - através de um processo de completamento de quadrados

e de translagdo de coordenadas.

Exemplo 9.3 Para se identificar o grifico da equacio de segundo grau
3x2 —2y* — 18x+8y+ 13 =0,
reunimos os termos em x € os termos em y e completamos o quadrado em cada varidvel:

(3x2 —18x) — (2y* —8y) +13 = 0
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3(x* —6x) —2(y* —4y) = —13
3(x2—6x+9)—2(y* —4y+4) = —13+4+27-38
3(x—3)2—2(y—2)* =6.

Agora, fazemos a substitui¢ao

que corresponde a escolha de um novo sistema de coordenadas transladado x'y’ cuja

origem € o antigo ponto x = 3,y = 2. O resultado é a equagao
3()2-2(y)* =6,

ou seja,
() ()

2 3

= 1.

Essa tltima equacdo tem a forma da primeira equacio em 9-4, com a = v/2 e b = /3.
Portanto, o grafico da equagao de segundo grau em questdao € uma hipérbole transladada e

estd em posi¢do candnica no sistema x'y’, conforme mostra a figura 9.2. Observamos que

Y

2 }/ 2 E

Figura 9.2: Hipérbole Transladada.

os eixos X’ e y s@o variedades afins, cujos subespacos vetoriais associados $30 0s €ixos x

ey, e que a matriz A do operador auto-adjunto associado a forma quadratica é

e seus autovalores sioA; =a=3e Ay =c= —2.

Consideremos agora a presenga de um termo xy em uma equagdo de segundo

grau, que é chamada de termo de produto cruzado das variaveis.
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A forma quadritica ¢ : R? — R? definida como na Equacio 9-2 por g(v) =
(T (v),v) (nesse caso temos v = (x,y) € R?), s6 contém o termo de produto cruzado caso
b # 0, nessas condig¢des, pelo Teorema 8.5, temos que existem {uj,uz} C R2, uma base
ortonormal de autovetores de T correspondente aos autovalores Aj,A,. Nessas condi¢oes

a matriz A do operador T na nova base {uj,u;} é

A O
0 X

€ portanto
q(v) = (T(V),V) = M(¥)* +ha(v'),

onde (x',)’) sdo as coordenadas do vetor v € R? de acordo com a nova base {uy,u,}.
Reordenando os autovalores A; e A, ou simplesmente trocando o sinal ou de
u; ou de up caso seja mais conveniente, vide figura 9.3, podemos supor que u; ¢é
uma rotacdo 90° no sentido hordrio do vetor uj, onde u; = (cos6,senB) e portanto
up = (—sen6,cos0). Podemos entdo concluir que as coordenadas de v = (x,y) na base
candnica de R?, se relaciona com coordenadas de v/ = (x’,y’) na base ortonormal {u1,us}

de R? de acordo com a seguinte equacio:

U3
0.5 u

Figura 9.3: Base ortonormal a partir de uma rotagcdo anti-hordria
de um dngulo 0 da base canonica.

xe1 +yey; = x'ul —I—yluz.

Aplicando o produto interno em ambos os lados pelo vetor e e em seguida pela vetor e

obtemos

x =x"(ur,e1) +y (uz,e x =x'cos®—y'sen®
(ur,e1) +y'(uz, 1) y

y =x(uy,er) +y (uz,e2) y =x'senB+) cos6
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X cos® —senH X X B X
= ou et
y sen® cosO y y y
cos® —senb

onde B = ¢ a matriz de passagem das coordenadas (x',y’) para as
sen® cosO

coordenadas (x,y), para uma maior explanacdo sobre mudanga de base vide [1], [3] e [8].

Definamos entdo um operador linear R : R* — R? tal que R(x',y’) = (x' cos® —
y'sen®,x'sen®+y'cos0) = (x,y) que tem B como sua matriz associada. R é uma rotagao,
como ja vimos no Capitulo 5, entretanto nesse caso, R retrata uma rotagdo dos eixos
coordenados deixando o ponto em questdo fixado.

Consideremos agora o caso de uma equagao completa de segundo grau como
ax® + 2bxy + cy* +dx+ey+ f = 0.

Considerando a base ortonormal {u;,u;} de R? definida acima, podemos reescrever a

equagdo acima em func¢ao dos operadores lineares 7 e R do seguinte modo

(T(R(X',¥)).R((,Y))) +((d,e),R(x',y)) + f =0,

usando a adjunta R* de R obtemos
(R*(T(R(,Y))), (') + (R*(de),(x',y)) + f =0,
que por sua vez € igual a
M)+ M) +dY + ey + f=0,

onde d' = ((d,e),u1) e e ={(d,e),uz).

Observe que o termo constante na equacao nao se altera por essa mudanga de
coordenadas, ao passo que, os termos X’ e y' podem ser eliminados por uma translagdo
como foi feito no Exemplo 9.3. Temos também que a matriz C associada a transformacgao

R*oT oR € o resultado da multiplicagdo das matrizes

cos©® senO a b cos® —senb
—sen® cosO b c sen® cosO ’

uma vez que as colunas de B sdo autovetores de A, obtemos entio

cos® senB Aicos® —Axsen® \ [ A O
—sen® cosO Asen®  ApcosO Lo A
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Por defini¢do de determinante, a equagdo acima nos mostra que detA = detC = A; - Ay,

uma vez que a matriz de R* € a inversa da matriz de R. Com efeito
detC = det(B'AB) = det B’ detAdetB.
Como B' = B~} entdo

detC = det(B'AB) = det(B"'AB) = detB 'detAdetB
= (detB) !detAdetB
= detA.

Portanto a cdnica definida em R? pela equacio
ax2+2bxy—|—cy2—|—dx+ey+f =0
pode, numa nova base ortonormal de R?, ser representada pela equagio
ME)+ () +dY ey + =0,
onde d' = ((d,e),u1) e ¢ = ((d,e),u), com uy,u, autovetores associados a Aj,Ay

a b

b ¢
Segundo os sinais desses autovalores, as seguintes possibilidades podem ocorrer:

autovalores da matriz A =

1°) Se AjA; > 0 esta equacdo representa uma elipse, ou suas degeneragdes (um ponto
ou o vazio).

2°) Se MAy < 0 esta equacdo representa uma hipérbole ou sua degeneragdo (par de
retas concorrentes).

3°) Se A1A; = 0 esta equagdo representa uma pardbola ou suas degeneragoes (par de

retas paralelas, um reta ou o vazio).

Como o determinante de A € igual ao produto de seus autovalores A - A,, entdo
o sinal de A1 - A é 0 mesmo que —(b> — ac). Podemos assim, reescrever as possibilidades

em funcio —(b* — ac);

1°) uma elipse ou suas degeneracdes, se b* —ac <0,
2°) uma pardbola ou suas degeneragdes, se b> — ac = 0,

3°) uma hipérbole ou suas degeneracdes, se b> —ac > 0.

Para a andlise mais detalhada das possibilidades de graficos segundo os autovalores e 0s
determinantes vide [1], [2], [5], [7] e [8].
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Exemplo 9.4 Considere a seguinte equacdo do segundo grau
16x% + 24xy +9y* 4+ 15x — 20y = 0. (9-5)

Temos que a matriz A, associada ao operador linear 7" da forma quadrética, da equagdo

9-5¢
16 12
A=
(12 9>

e o polindmio caracteristico de T é
p(A) = A2 =25\

cujas raizes, e portanto os autovalores de 7, sdo A; = 25 e A, = 0. Os autovetores

correspondentes a A; = 25 so as solugdes nao triviais do sistema

(25 (0)-(0)

Portanto, segue-se que (4,3) é um autovetor associado a A; = 25, de modo que v =
%(4, 3) é um outro vetor unitdrio associado a A;. Sendo v; um dos vetores que formam a
nova base ortonormal B de R?, entéio podemos determinar o outro vetor v, por uma mera
rotacao de 90° do vetor vy, assim obtemos vy = %(—3, 4) associado a A, dessa maneira a

equacdo 9-5 reescreve-se em termos das nova base B = {%(4, 3), %(—3,4)} como
25(x')2 —25(y') = 0; ouseja Y =(x)%

Haja vista que, d’ = ((15,-20),1(4,3)) =0 e ¢ = ((15,-20),1(—3,4)) = —25. Dessa
forma, vemos que o grafico da equacgdo 9-5 € uma pardbola que sofreu rotagdo e € exibida
pela figura a seguir. Os eixos X’ e y' sdo obtidos a partir dos eixos x € y por uma rota¢io

anti-hordaria de um angulo

3
0 = arctan (h) = arctan (—) ~ 36,87°.
Xy, 4

Observe que mesmo analisando as possibilidades de seu grafico utilizando os coeficientes
ndo é suficiente para determinar seu grifico, uma vez que b —ac = 144 — 144 = 0 nos diz
que pode ser tanto uma pardbola quanto suas degeneragdes, entretanto, uma vez feito o

célculo, a informagdo da caracteristica serve para uma rdpida confirmac¢ado dos resultados.

Exemplo 9.5 Com relacdo ao gréfico da seguinte equacdo do segundo grau

34x% — 24xy +41y* — 40x — 30y — 25 = 0. (9-6)
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6=236.87°

14

Figura 9.4: Pardbola apos rotagdo.

Temos que a matriz A, associada ao operador linear 7" da forma quadrética, da equagdo

9-6 ¢
34 —12
A=
—12 41
e o polindmio caracteristico de T é

p(A) = A2 =750+ 1250

cujas raizes, e portanto os autovalores de 7', sdo A} =25 e Ay = 50.

Os autovetores correspondentes a A; = 25 sdo as solug¢bes ndo triviais do sistema

(5 )0)-(0)

Portanto, segue-se que (4,3) é um autovetor associado a A; = 25, de modo que v =
%(4, 3) é um outro vetor unitdrio associado a A;. Sendo v; um dos vetores que formam a
nova base ortonormal B de R2, entdo podemos determinar o outro vetor v, por uma mera
rotagdo de 90° do vetor vy, assim obtemos v, = %(—3, 4) associado a Ay, dessa maneira a

equagdo 9-6 reescreve-se em termos da nova base B = {£(4,3),£(—3,4)} como
25(x')2+50(y')> —50x' —=25=0;  ouseja Yy = (¥)?

Haja vista que, d’ = ((—40,—30),£(4,3)) = —50 e ¢’ = ((—40,—30), 1 (—3,4)) = 0. Para
identificar o gréfico dessa equagdo transformada, completamos o quadrado como feito no

Exemplo 9.3:

25[(x')? — 241+ 50(y/)2 =25 = 0
25[(x')? —2x' +1]+50(y/)> =25+25 = 0
25(x' —1)24+50(y/)* = 50
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(-1 )
2 * 1

Dessa forma, vemos que o grafico da equacdo 9-6 € uma elipse que sofreu rotagdo seguida
de uma translag¢@o por um vetor v = (1,0) 5. Observe que as coordenadas de v estdo na base
‘B, entdo teriamos a principio que determinar v na base candnica e para isso deveriamos
usar a matriz de passagem das coordenadas (x',y") para as coordenadas (x,y), entretanto
basta observar que v retrata simplesmente o vetor v; da base B, entdo a translacdo se da
de fato pelo vetorv=v| = %(4, 3) e € exibida pela figura a seguir 9.5. Os eixos x’ e ¥ sdo

obtidos a partir dos eixos x e y por uma rotag¢do anti-horaria de um angulo

0 = arctan (m) = arctan (%) ~ 36,87°.

A caracteristica b* — ac = 144 — 1394 = —1250 < 0 serve para confirmar nossas expec-
\\
\
A
\
\\
y, ‘o %!
A
\
\
N
- \
A\
\
13 \\
) 6= 36.87
-1 1 4 2 3
\
\
A\
\
-1 \
\
\
A
A

Figura 9.5: Elipse apos rotagdo seguida de uma translagdo.

tativa de que era uma elipse.



cAPiTULO 10

Conclusao

Nos Capitulos anteriores desenvolvemos conceitos fundamentais, nem todos
bésicos, sobre Algebra Linear, cujo o foco foi os operadores lineares de R2. Através de
varios exemplos, exploramos um vasto conjunto de transformagdes geométricas no plano.
Desta maneira, explicitamos, a nivel de ensino médio, uma outra abordagem das matrizes
sem ficar restrito a resolucao de sistemas lineares.

Através do Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos do espagos de
dimensao 2, este trabalho apresenta, nos Capitulos 8 € 9, uma justificativa algébrica para
os cdlculos que aparecem no estudo das conicas. Poder-se-ia dizer que tal justificativa ndo
cabe a nivel de ensino médio, uma vez que, no espaco R? a nogdo geométrica intuitiva dos
alunos € suficiente para que aceitem os processo aritmético que aparecem nos estudos das
coOnicas. Entretanto, a compreensdo do Teorema Espectral, caso particular apresentado
nesse trabalho, pelos professores, que ensinam as cOnicas, se justifica, uma vez que a

Matematica € uma ciéncia dedutiva e, ndo, descritiva.
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