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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo realizar uma proposta de como se trabalhar a
interdisciplinaridade da funcao afim, tanto dentro de assuntos correlatos da propria ma-
tematica, como na progressao aritmética, quanto em assuntos tratados na disciplina de
fisica, como calorimetria e dilatacao térmica. A fim de se mostrar tais relagoes, sao resol-

vidas algumas questoes de vestibular utilizando os conceitos abordados.

Palavras chave: Interdisciplinaridade, ensino, ENEM, sequéncia, calorimetria.
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Abstract

The present work has as objective to make a proposal of how to work the interdisciplina-
rity of related function, both within related subjects of mathematics itself, as well as in
arithmetic progression, as well as in subjects treated in the discipline of physics, such as
calorimetry and thermal expansion. In order to show such relationships, some vestibular

questions are solved using the concepts discussed.

Keywords: Interdisciplinarity, teaching, ENEM, sequence, calorimetry.
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Introducao

Frequentemente no ambiente de sala de aula, principalmente quando se trata da
disciplina matematica, nos deparamos com perguntas do tipo: ”Para que serve isso?”,
repetida sistematicamente pelos alunos.

Além dessa pergunta, percebemos por diversas vezes que os alunos possuem bas-
tante dificuldade de perceber que alguns problemas simples, tanto da disciplina ma-
tematica quanto da fisica, podem ser trabalhadas como um certo modelo de funcao,
conforme suas caracteristicas.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCN (BRASIL,
2000), as Orientagoes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Na-
cionais - PCN+ (BRASIL, 2006b) e as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio
(BRASIL, 2006a) trazem como desafio aos professores a busca pela interdisciplinaridade
e a contextualizacao dos conteudos.

Tal proposta é uma das bases da reformulacao dos novos vestibulares, principal-
mente, desde de 2009, do Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM (INEP, 2009), o qual,
em cada questao, traz um contexto de situagoes e noticias do dia-a-dia, mostrando, assim,
a aplicabilidade dos contetdos estudados no ensino médio. Nos editais do ENEM, a partir
desse ano, temos que um dos itens de avaliagao dos alunos é compreender fenémenos, ou
seja, saber construir e aplicar conceitos das varias areas do conhecimento para a compre-
ensao de fenomenos naturais, de processos histérico-geograficos, da producao tecnolégica
e das manifestacoes artisticas

No PCN+ encontramos as competéncias esperadas de um estudante que estd fina-
lizando o ensino médio. Dentre essas encontramos a de ” Investigacao e Compreensao” que,

conforme o texto é constituida por:



...identificacao de dados e informagGes relevantes em situagoes-problema para
estabelecer estratégias de solucao; utilizacao de instrumentos e procedimentos
apropriados para medir, quantificar, fazer estimativas e calculos; interpretagao
e utilizacdo de modelos explicativos das diferentes ciéncias; identificacdo
e relacdo de fenOmenos e conceitos em um dado campo de conhecimento
cientifico; articulacdo entre os conhecimentos das varias ciéncias e outros

campos do saber. (BRASIL, 2006b)
Ainda em relacao as instrucoes do PCN+, vemos que a interdisciplinaridade se

torna algo essencial no ensino:

Essa articulacao interdisciplinar, promovida por um aprendizado com contexto,
nao deve ser vista como um produto suplementar a ser oferecido eventualmente
se der tempo, porque sem ela o conhecimento desenvolvido pelo aluno estara
fragmentado e serd ineficaz. (BRASIL, 2006b)

Na disciplina de matemaética tais parametros trazem como instrugoes em seu en-
sino, quanto as relagoes entre conhecimentos disciplinares, interdisciplinares e interdreas,

dentre outras, as seguintes competéncias:

Adquirir uma compreensao do mundo da qual a matematica é parte integrante,
através dos problemas que ela consegue resolver e dos fenémenos que podem ser
descritos por meio de seus modelos e representacoes e reconhecer relacoes entre
a Matematica e outras areas do conhecimento, percebendo sua presenca nos
mais variados campos de estudo e da vida humana, seja nas demais ciéncias,
como a Fisica, Quimica e Biologia, seja nas ciéncias humanas e sociais, como
a Geografia ou a Economia, ou ainda nos mais diversos setores da sociedade,
como na agricultura, na satide, nos transportes e na moradia. (BRASIL, 2006b)

De acordo com Rodella (2016), as tltimas tendéncias de ensino, muito se fala
em interdisciplinaridade e contextualizacao dos contetudos ensinados. Tal tendéncia é
acompanhada pelo formato dos novos vestibulares e do ENEM, e sua incorporacao vem
acontecendo paulatinamente nos livros didaticos. Entretanto, apesar dos parametros cur-
riculares sugerirem o seu uso, muito pouco se fala sobre como este caminho deve ser
trilhado.

Em Brasil (2006) tem-se a orientagdo de se construir a interdisciplinaridade no
contexto do projeto pedagdgico da escola. O PCNEM (BRASIL, 2000) traz como critério
central quando da elaboracao curricular, a interdisciplinaridade, ou seja, o potencial de um
tema permitir conexoes entre diversos conceitos matematicos, tanto no que diz respeito
as suas aplicacoes dentro ou fora da matematica, como a sua importancia historica no
desenvolvimento da prépria ciéncia.

O PCNEM traz como exemplo dessa interdisciplinaridade o contetudo relativo as
funcoes, cujo ensino isolado nao permite a exploracao de seu cardter integrador. Exempli-

fica que as sequéncias, em especial progressoes aritméticas e progressoes geométricas, nada



mais sao que exemplos particulares fungoes. Descreve ainda que tais conceitos podem ser

vistos fora da prépria matematica:

Além das conexOes internas a prépria Matematica, o conceito de funcao
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da
leitura, interpretacao e construcao de gréficos,o comportamento de certos
fenémenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento, como
a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito
de funcao em situagoes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade
de situagoes problema de Matematica e de outras areas, o aluno pode ser
incentivado a buscar a solugao, ajustando seus conhecimentos sobre funcgoes
para construir um modelo para interpretacao e investigacao em Matematica.
(BRASIL, 2000)

Desta forma, com o presente trabalho pretende-se propor uma forma de se tra-
balhar a interdisciplinaridade entre os conceitos de funcao afim em outros conteudos,
tanto dentro da propria matemética, como no estudo de progressao aritmética, quanto
em contetdos relacionados a disciplina de fisica.

O foco do trabalho dar-se-a no estudo da funcao afim por se tratar de um modelo
linear, que, conforme Lima (1996) ocorre em praticamente todos os problemas durante
os primeiros oito anos da escola e, com menos exclusividade porém ainda com grande
destaque, os trés anos finais.

Desta forma, no primeiro capitulo sera realizada uma revisao dos conceitos de
funcao, estudando o modelo de funcao afim, veremos como defini-la, como representa-la
graficamente e como caracteriza-la.

No segundo capitulo, veremos os conceitos de progressao aritmética (PA), relacionando-
os a funcao afim, de forma a mostrar que tais sequéncias podem ser entendidas como uma
forma de funcao afim. Assim, objetivamos que se perceba que nao é necessario que o
aluno decore as férmulas relacionadas a PA, bastando para estuda-las, entender o que ela
representa e que pode ser modelada como uma simples funcao.

No terceiro capitulo, a fim de se perceber uma aplicabilidade do que foi pro-
posto nos capitulos anteriores, veremos que algumas questoes do Exame Nacional do
Ensino Médio podem ser resolvidas utilizando tanto os conceitos da funcao afim quanto
os conceitos de progressao aritmética, verificando-se, assim, o quao tais assuntos estao
interligados.

Nos capitulos seguintes, quatro e cinco, veremos como a funcao afim pode ajudar
na compreensao dos conceitos de duas areas da fisica: calorimetria e dilatacao térmica,

verificando-se que as férmulas apresentadas aos estudantes desses conteidos podem ser



tratadas com funcao. Ao final de cada capitulo, a fim de se verificar a aplicabilidade de
tal abordagem, serao propostos e resolvidos exercicios sobre cada tema utilizando-se os

conceitos de fungao vistos.



Capitulo 1
Funcao afim

Neste capitulo definiremos fung¢ao, abordando, sem seguida, o conceito de funcao
afim. Para tal, utilizaremos como referéncia Giovanni e Bonjorno (2000a) e em Lima

(2013).

1.1 Conceitos basicos

Definicdo 1.1.1: Sejam A e B dois conjuntos nio vazios e f uma relacio' de A em
B. Dizemos que essa relacao f é uma funcao de A em B quando a cada elemento z do
conjunto A esta associado um e apenas um elemento y do conjunto B. Quando se tem

uma funcao de A em B, podemos representa-la por:
f:A— B,

em que se lé: funcao f de A em B.

O conjunto A é denominado dominio da fun¢do (também chamado de campo de
definigao ou campo de existéncia da func¢ao), que define em qual conjunto estamos traba-
lhando, ou seja, quais sao os valores possiveis para x, chamado de varidvel independente
da funcao.

O conjunto B é denominado contradominio da funcao, o qual contém todos os
elementos que podem corresponder aos elementos do dominio. Ou seja, quais os possiveis
valores y aos quais x pode se associar.

Cada elemento x do dominio tem um tnico correspondente y no contradominio.

'Relacdo é uma correspondéncia ou associacao entre elementos de dois conjuntos néo vazios



A esses valor de y da-se o nome de imagem de x pela funcao f. O conjunto de todos
os valores de y que sao imagens de valores de x forma o conjunto imagem da fungao.
Destaca-se que o conjunto imagem da funcao ¢ um subconjunto do contradominio da
mesma.

Assim, uma funcao fica bem definida quando sabemos qual o seu dominio, o seu
contradominio e a regra de associacao entre os conjuntos. Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1.1.1: considere a funcdo f : Z — R tal que f(z) = 2*. Podemos dizer que
realmente se trata de um funcao pois cada z pertencente ao dominio Z associa-se com
um tnico y pertencente ao contradominio, de tal forma que y = 2. Temos, ainda, que
o conjunto imagem de tal funcao é dado por: 0,1,2,4,9,16,25,..., que sao os valores

assumidos por y.

Exemplo 1.1.2: considere a fungao f : N — Z tal que f(x) = —z. Neste caso temos
que o dominio é o conjunto dos ntimeros naturais N, o contradominio é o conjunto dos

nimeros inteiros Z e a imagem é o conjunto Z._.

Exemplo 1.1.3: considere, agora, a seguinte relacao:

r=y+1,se z <1

r = y’se x> 1.

Nesse caso observamos que se x = 1, y pode assumir dois valores distintos: ou 2 ou 1.

Portanto tal relacao nao pode ser considerada funcao.

Defini¢ao 1.1.2: O grdfico de uma func¢ao é o conjunto de todos os pontos (z,y), do
plano cartesiano, tal que = pertence ao dominio e y pertence a imagem.

A funcao é representada graficamente de tal forma que os valores do dominio da
funcao sao colocados no eixo das abscissas (eixo x) e, os valores das respectivas imagens

sao colocados no eixo das ordenadas (eixo y).



Eixo das ordenadas

Eixo das abscissas

Figura 1.1: Plano cartesiano para representar uma fungao.
(Fonte: autor.)

Exemplo 1.1.4: fagamos o grafico da fungao f: R — R tal que f(x) = —z. Temos que
ser=—-1,y=1;sex =0,y =0; v =1, y = —1; assim por diante. Desta forma a
partir de x = —1 tracamos uma reta paralela ao eixo y e, a partir de y = 1, tragamos
uma reta paralela ao eixo x. A interseccdo dessas retas serd o ponto (—1,1). Repete-
se tal procedimento para os demais valores de x, encontrando, dessa forma, os pontos

pertencentes ao grafico.

L
i 13 i} 4 0] 1 2 3 4 5

-3

Figura 1.2: Grafico da funcao y = —x.
(Fonte: autor.)



1.2 Funcao afim

Uma fungao f : R — R é denominada afim se sua representacao matematica é

dada por:
f(z) = ax + b,

sendo a e b nimeros reais dados.

Quando temos a = 0, a regra da fungao afim fica definida como f(z) = b, e
podemos denomina-la de func¢ao constante, pois a cada valor de x fica associado um nico
valor de y: b.

Exemplo 1.2.1: Vejamos o grafico da fun¢ao f: R — R tal que f(z) = 1,8.

-1

-2

Figura 1.3: Grafico da funcao y = 1, 8.
(Fonte: autor.)

Quando temos a # 0, a fungao também é conhecida como polinomial do primeiro
grau, ja que sua regra é um polinémio® de grau 1.

Em geral, o dominio da func¢ao afim é o conjunto dos niimeros reais, mas depen-
dendo da situagao, tais como algumas de suas aplicagoes, como juros simples, progressao
aritmética, dentre outros, deve-se verificar o que a variavel independente x representa

para determinar o seu dominio.

b

2E uma expressao algébrica formada por monémios (az’, com b € N) e operadores aritméticos.



1.3 Gréfico da funcao polinomial de 12 grau

Teorema 1.1 Dada a funcao f(x) = ax + b, temos que o ponto (0,b) pertence

ao grafico, pois f(0) = b. Dados x1, =3, z3 € R, tem-se que os pontos:
P = (z1,ax; + b)

Py = (z9,ax5 + b)
P3 = (l’g, ars + b),

pertencem ao grafico da funcao.
Supondo, sem perda de generalidade, x; < x5 < x3 e calculando a distancia entre

os pontos Py e Py, P, e Py e P, e P3, temos:

d(P, Py) = \/(xg —11)? + (axe + b — (azy + b))% = (v2 — x1)V1 + a?

d(Py, P3) = \/(xg —29)? + (ax3 + b — (axy + b))% = (3 — x9)V1 + a?

d(Py, Ps) = \/(x3 — 21)2 + (azs + b — (ax1 + b))2 = (23 — 2)V1 + a2.

Verificando as equagoes, temos que:
d(Py, Ps) = d(Py, Py) + d(Ps, Ps3).

Desta forma, como a soma das distancias d(Py, P») e d(P,, Ps) é igual a distancia
entre P e P;, utilizando o conceito da desigualdade triangular, qual seja, em um triangulo
qualquer, nenhum dos lados pode ser maior ou igual que a soma dos outros dois lados,
concluimos que Py, P, e P3 nao formam um triangulo. Desta forma, percebemos que o
segmento que liga P; e P3 passa por P,, ou seja, esses trés pontos sao colineares.

Concluimos entao que o gréfico de uma fungao polinomial de 1° grau f(z) = ax+b,
com a # 0, determina, no plano cartesiano, uma reta que corta o eixo das ordenadas no
ponto b, chamado de coeficiente linear da funcao. Desta forma, precisamos de somente

trés pontos quaisquer da funcao para tracar o seu grafico.



Py
P,
P,

(0,b)

Figura 1.4: Gréfico de uma funcao afim.
(Fonte: autor.)

Da figura 1.4, temos que o grafico da funcao corta o eixo x em um tnico ponto,
chamado de zero da funcao. Para determinar tal ponto, basta encontrarmos qual o valor

de x para o qual o valor correspondente y sera igual a zero, portanto:

ar+b=0,

que implica em:

Ainda em relacao ao grafico, por se tratar de uma reta, temos que sua inclinacao
(tangente do angulo formado entre o eixo das abscissas e a reta que representa a funcao)
¢ constante.

Para determinamos o valor dessa inclinagao, denominamos de 6 o angulo formado
entre o eixo x e consideremos os dois pontos do grafico que cortam os eixos ordenados,

L —b . . .
quais sejam, (0,b) e (7, 0), os quais formam, juntamente com a origem do plano carte-
siano, um triangulo retangulo, conforme representado na figura 1.5.
Observando a figura 1.5, a partir do triangulo retangulo, podemos calcular a

tangente de 6, como se segue:



Figura 1.5: Angulo formado entre os eixos e o grafico de uma funcao crescente.
(Fonte: autor.)

Desta forma, podemos denominar uma funcao afim como funcdo crescente se o
seu angulo 6 estiver entre 0 e 90°. Nesse caso, temos que, dados x; e x5 tal que x7 < xo,
teremos que f(z1) < f(z2).

Caso 90 < # < 180, chamaremos a funcao de fun¢ao decrescente. Sendo assim,
dados x; e x5 tal que z7 < x9, teremos que f(z1) > f(x2). Para este caso, temos que o

grafico da funcao pode ser esbocado conforme a figura 1.6:

\ o)

(T’O)

Figura 1.6: Angulo formado entre os eixos e o grafico de uma fungao decrescente.
(Fonte: autor.)
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Neste caso, podemos calcular a tangente do angulo 6 como:
b
a
Como

teremos:

Portanto, o valor da inclinacao do grafico é constante e igual ao coeficiente a,
denominado, desta forma, de taza de variacio da funcdo.®
Percebemos, entao, que podemos ter os possiveis esbogos de graficos para a funcao

polinomial de 1° grau conforme a taxa de variagao seja positiva ou negativa:

Figura 1.7: Gréfico da fungao f(z) = ax + b paraa)a>0eb)a <0.
(Fonte: autor.)

Observando que o angulo formado entre a reta e o eixo das abscissas ¢ medido
a partir do eixo cartesiano no sentido anti-horario, tem-se que 0 < ¢ < 180° e 6 # 90°.
Desta forma é direto perceber que quando # assume valores entre 0 e 90°, a tangente do
angulo ¢é positiva, portanto a > 0 e, assim, a reta é crescente. Caso contrario, quando
0 esta entre 90° e 180°, tem-se que a tangente do angulo é negativa, portanto a < 0 e,

assim, a reta é decrescente.

3A cada unidade que se aumenta z, a imagem da funcéo varia de uma quantidade igual ao coeficiente
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1.4 Caracterizacao da funcao polinomial de 1° grau

A func¢ao polinomial de 12 grau f(x) = ax + b é caracterizada como tendo cresci-
mento ou decrescimento constante, ou seja, um aumento ou uma diminuicao no valor da
fungao de um determinado ponto (f(z)) para outro (f(x + h)) ndo depende da varidvel

x. Dizendo de outra forma, tem-se:
flx+h)—flz)=alr+h)+b—(az+b) =a-h = ¢(h)

Ou seja, variando-se a funcao f em uma quantidade h, a diferenca obtida nao
depende da variavel z, diferentemente do que ocorre, por exemplo, na funcao polinomial

do segundo grau f(z) = z*:

f(x+h)— f(x) = (x + h)* — 2* = 2zh + B?

Com o objetivo de melhor contextualizar tal caracterizacao, vejamos através de
um exemplo como podemos perceber o seu significado e como identificar quando uma

determinada situacao pode ser modelada como uma funcgao afim:

Exemplo: O valor da conta de 4gua de uma residéncia ¢ igual a um valor fixo (tarifas) de
R$10,00 mais R$5,00 para cada m?® consumidos. Determine o valor da conta em funcio
do consumo .

E direto perceber que o valor da conta depende do volume de dgua consumido x,

assim, podemos descrevé-la conforme a funcao f: R, — R:
f(z) =10+ bz.

Observe que, caso se consuma 1m? a mais em um més em relacdo ao anterior, no

qual se consumiu nm? a diferenca D na conta sera:

fin+1) = f(n).
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Substituindo pela equacao que rege a funcao, temos:

D=10+5-(n+1)— (10+5-n) = 5.

Assim, cada unidade de aumento no consumo eleva em cinco reais o valor da
conta. Ou seja, o acréscimo na conta nao depende da varidavel z, caracterizando-se,

portanto, uma funcao polinomial do 1° grau.
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Capitulo 2

Progressoes aritméticas

Neste capitulo abordaremos os conceitos de progressao aritmética utilizando Mor-
gado e Carvalho (2013) e Giovanni e Bonjorno (2000b) como base para sua conceituagao.
Veremos como podemos desenvolver tais conceitos utilizando-se das defini¢oes de funcao
afim vistas no capitulo 1.

Em Costa (2009) temos que as progressoes sao estudadas desde povos muito
antigos, como os babilonios. Na época, procuravam padroes como o da enchente do Rio
Nilo, com o objetivo de verificar quando ocorriam tais enchentes para poderem plantar
na época certa.

Assim, observaram que o rio subia logo depois que a estrela Sirius aparecia no
leste, um pouco antes do Sol. Vendo que tal fenomeno ocorria a cada 365 dias, os egipcios
criaram um calendario solar, composto de doze meses, de 30 dias cada més e mais cinco
dias de festas, dedicados aos deuses Osiris, Hérus, Seth, [sis e Nephthys. Dividiram,
ainda os doze meses em trés estacoes de quatro meses cada uma: periodo de semear, de
crescimento e da colheita.

No ano de 1787, Johann Carl Friedrich Gauss, durante uma aula de matematica,
apos seu professor pedir para que todos os alunos obtivessem a soma dos nimeros de 1
a 100, verificou rapidamente qual era o resultado procurado, obtendo, tendo apenas 10

anos de idade, a férmula da soma dos termos de uma PA.
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2.1 Sequéncia numérica

Definicao 2.1.1: Uma sequéncia numérica é definida como qualquer funcao f cujo

dominio é o conjunto dos niimeros naturais, N. Desta forma, podemos ter como exemplo

de sequéncia a funcao f : N — R, definida por f(n) = 5n” + 8.

Costuma-se representar cada termo de uma sequéncia por uma letra qualquer

acompanhada de um indice, que indica qual a posi¢cao ou ordem do termo na sequéncia. Ou

seja, o termo a; serd o primeiro da sequéncia, as sera o segundo, e assim sucessivamente.

Desta maneira uma sequéncia pode ser escrita como:

(al, ag, a3z, G4, G5, ...).

Desta forma podemos escrever a sequéncia f definida na funcao exemplificada

acima da seguinte forma:

aq
a2
as
Qy

as

13
28
93
88

133,

ou, escrita de outra forma: (13, 28, 53, 88, 133,...).

2.2 Termo geral de uma progressao aritmética

Definicao 2.2.1: Define-se progressao aritmética, ou simplesmente PA, como uma sequéncia

tal que cada termo a partir do segundo é igual ao anterior mais um valor fixo, denominado

razao da progressao, r.

A partir dessa definicao e denominando cada termo da progressao como a;, no

qual o indice determina a posicao do termo dentro da sequéncia, podemos escreve-la,

indutivamente, da forma que se segue:
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a; = ap

a, = a;+r
a3 = ay+r=a; +2r
ay = az+r=a +3r
ap-1 = an—2+7’=a1+(n—2)7‘
ap, = ap1+r=a+(n—1r

Substituindo cada uma das linhas na linha seguinte, é direto perceber que a
determinacao do n-ésimo termo da sequéncia ocorre conforme a ultima igualdade acima.
Observando a posicao de cada termo e o nimero que aparece multiplicando a razao, vemos
que o termo que ocupa a posi¢ao n é igual ao primeiro termo mais (n — 1) vezes a razao
r. Desta forma, podemos escrever a formula do termo geral de uma progressao aritmética
como:

ap=a1+(n—1)-r, n > 1.

Por vezes pode ser conveniente, dependendo daquilo que a progressao aritmética
estd representando, iniciar a contagem dos termos a partir do zero. Desta forma, o

primeiro termo sera o ag e a formula do termo geral seréa dada por:

ap=aog+n-r, n > 0.

2.3 Representacao Grafica da PA

Podemos representar graficamente os termos de uma progressao aritmética utili-
zando o plano cartesiano de forma que no eixo das ordenadas representaremos cada um

dos termos da sequéncia (a,) e, no eixo das abscissas, a posigdo dos respectivos termos

Considerando-se trés termos consecutivos da sequéncia, a partir da férmula do
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a;

a.

,

a

Figura 2.1: Representacao de uma PA no plano cartesiano.
(Fonte: autor.)

termo geral da PA, temos que esses termos sao:

p+1 = a1 +n-T
a, = ai+n—-1)-r
An1 = a1+ (n—2)-r.

Podemos representar esses trés pontos consecutivos no plano cartesiano e cons-
truir triangulos retangulos utilizando segmentos paralelos aos eixos coordenados de tal
forma que a hipotenusa correspondera ao segmento que liga um termo ao seu consecutivo,
conforme figura 2.2 abaixo.

Observando a figura 2.2 percebemos que os dois triangulos possuem o cateto
paralelo as abscissas com comprimento 1. O outro cateto tem comprimento igual a razao

r da PA, pois:

U1 —Ap=a1+n-r—[ag+(n—1)-r]=r.

Portanto, pelo caso LAL (lado, angulo, lado) de semelhanca de triangulos, temos
que os dois triangulos sao congruentes. Desta forma, os angulos correspondentes aos
catetos paralelos a abscissa sao iguais, portanto, os pontos a,_1, a, € a,+1 estao alinhados.
Concluimos, entao, que os segmentos que ligam a,_1 a a, € a, a a,y1 pertencem a mesma

reta.
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Figura 2.2: Triangulos definidos por 3 termos consecutivos de uma PA.
(Fonte: autor.)

Como os termos da sequéncia originam uma reta no plano cartesiano e o cres-
cimento ou decrescimento da PA é continuo, ou seja, nao depende da variavel n, ca-
racteristica da funcao afim vista no capitulo anterior, podemos expressar a progressao
aritmética conforme uma funcao afim.

Tomando-se os devidos cuidados na definicao da funcao quanto a escolha de seu
dominio, que, no caso serda o conjunto dos ntimeros naturais, e representando a variavel

independente por n, temos que a PA pode ser escrita como a funcao f: N — R, tal que:

fn)=r-n+(ag —r).

Relacionando os termos da PA aos coeficientes vistos quando do estudo da fungao
afim, verifica-se que a razao r corresponde a taxa de variacao da funcao, ou seja, se r > 0,
a PA é crescente e, se 7 < 0, a PA é decrescente. E o termo (a; — r) é o coeficiente
linear, ou seja, considerando a reta cortando o eixo y, teriamos que ela passaria pelo

ponto (0,a; — 7).
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2.4 Soma dos termos de uma PA

Para determinar a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética

(S,), basta resolvermos a férmula seguinte:
Sp=a1+a+as+ ...+ a,_1 + ay,,

que, conforme a propriedade comutativa da adigao, pode ser escrita de forma equivalente
a:

Sn=ap,+ ap_1+ ... + a3+ as + a;.

Somando as equacoes para a soma do termo geral acima, teremos como resultado:
2Sn = (al + an) + (CLQ + CLn71> + (CL3 + an,2> + ...

Que, escrito de outra forma, fica:
n
QSn = Z(CLZ + an_i+1>.

=1

Observando o segundo paréntese, temos:

a, = a1+r

Ap_1 = Qp —T.

Portanto, a soma indicada, (as + a,_1) resultard em (a; + a,). Utilizando-se
do mesmo artificio para os demais termos da soma, ou seja, substituindo pela férmula
do termo geral, verificaremos que em cada um dos parénteses restara a mesma soma:

(a1 + a,). Haverd, desta forma, n parénteses iguais. Assim:

25, =n- (a1 + ay,),

logo a formula da soma dos n primeiros termos de uma PA fica:

(a1 +ap)-n

Sy = 5
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Vejamos outra maneira de se demonstrar a equacao da soma dos n termos de
uma PA. Ao definirmos a progressao aritmética como uma funcao, podemos também
interpretar a soma finita dos termos da PA através do grafico dessa fungao. Representando
graficamente a PA, observa-se que a soma de seus termos corresponde a soma das areas

(A7) de cada um dos retangulos de base 1' e altura a,” da figura 2.3:

Figura 2.3: Soma das areas definidas pelos termos da PA.
(Fonte: autor.)

Desta forma, podemos escrever tal area como:
AT:al-1+a2-1—|—a3-1+...+an_1-1—|—an-1,

assim:
n
AT = E a; = Sn
i=1

A fim de nao utilizar de técnicas de integracao, que sao aprendidas apenas no
ensino superior, focando-se, para no presente trabalho, os estudantes de ensino médio,
calculemos a area hachurada através de conceitos da geometria.

Observando o grafico, conseguimos perceber que é formada a figura de um trapézio

cuja base menor pertence ao eixo das ordenadas. Para determinar seu comprimento, basta

'Basta observar que os lados paralelos ao eixo y coincidem com n = 0, n = 1, etc.
2Observe que a altura corresponde aos respectivos termos da PA.
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substituir o n da férmula do termo geral por zero, verificando que tal base mede (a; — 7).
A base maior do trapézio é paralela ao eixo ordenado e podemos observar que
seu comprimento equivale ao médulo do valor do n-ésimo termo, a,,.
Temos que a area procurada sera igual a drea do trapézio mais a area dos n
triangulos retangulos que estao na por¢ao superior do segmento obliquo (que corresponde
ao grafico da fungao que representa a PA). Esses triangulos possuem catetos medindo r e

1. Dessa forma, equacionando a area, temos:

~llar—=7)+(ay)]-n 7

Na qual o primeiro membro da soma corresponde a area do trapézio e o segundo,
a dos triangulos. Desenvolvendo esta férmula, chegamos na mesma equacao encontrada
acima:
(a1 + an) - n

Ap = =2 =S,

Concluimos, assim, que também podemos desenvolver a férmula da soma dos n
primeiros termos de uma PA pensando nela como uma funcao. Na pratica, tal formulacao
nao sera util como ferramenta na solucao de questoes, haja vista que basta a substituicao

dos dados na formula da soma.
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Capitulo 3

Resolucao de questoes do ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) especifica em seu edital, em con-
sonancia com o PCN, quais as competéncias esperadas dos estudantes na area da ma-

tematica. Dentre elas, destaca-se:

Competéncia de area 4 - Construir nogoes de grandezas e medidas para a com-
preensao da realidade e a solugao de problemas do cotidiano.

Competéncia de &drea 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem
variaveis socioeconémicas ou técnico-cientificas, usando representacoes
algébricas.(INEP, 2009)

Além das competéncias, o edital do ENEM discrimina quais os objetos de conheci-
mento associados a matematica, destacando-se para o presente trabalho: conhecimentos
numéricos (sequéncias e progressoes); conhecimentos algébricos (fungoes algébricas
de 12 grau).

A fim de se trabalhar a relacao entre diferentes areas de conhecimento da ma-
tematica e mostrar a relacao entre PA e funcao afim, foram selecionadas cinco questoes
do exame a fim de serem resolvidas de duas formas distintas, utilizando conceitos vistos
no estudo de funcoes e no de progressoes aritméticas.

Nao serao vistos exemplos que trabalham a soma dos n primeiros termos de uma
PA, pois como visto, tal relacao com funcao é pratica apenas quando do desenvolvimento
da féormula, sendo que para a resolugao dos exercicios deste tipo basta realizar a substi-

tuicao direta na férmula.
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3.1 Questao 01

ENEM (2004). Na selegao para as vagas deste anuncio (ver figura), feita por telefone
ou correio eletronico, proc punha-se aos candidatos uma questao a ser resolvida na hora.
Deveriam calcular seu salario no primeiro meés, se vendessem 500m de tecido com largura
de 1,40m, e no segundo més, se vendessem o dobro. Foram bem sucedidos os jovens que

responderam, respectivamente:

VENDEDORES JOVENS
Fabrica de LONAS - Vendas no Atacado
10 vagas para estudantes, 18 a 20 anos, sem experiéncia.
Salario: R% 300,00 fixo + comissdo de R% 0,50 por m” vendido.
Contato: 0xx97-43421167 ou atacadista@lonaboa.com.br

Figura 3.1: Figura da questao 1.

(A) R$300,00 e R$500,00. (B) R$550,00 e R$850,00.
(C) R$650,00 e R$1000,00. (D) R$650,00 e R$1300,00.
(E) R$950,00 e R$1900,00.

Podemo resolver essa questao utilizando conceitos de funcao. Para isto, partire-
mos determinando qual a regra que fornece o saldrio (S) em func¢ao da édrea (A) de tecido
vendida. Como a variagao do salario é constante de acordo com a quantidade de tecido
vendida no meés, teremos uma funcao afim. Pelos dados fornecidos temos que tal fungao

pode ser definida como f: N — R tal que:

S(A) = 0,5A + 300.

Deseja-se saber qual o salario quando se vende um tecido de medidas 500m de
comprimento por 1,4m de largura, ou seja, que tenha 700m?. Substituindo esse valor de

area na funcao, temos:

S(700) = 0,5 - 700 + 300 = 650.

Este é o valor do salario no primeiro més. No segundo meés foi vendido o dobro

de tecido, ou seja, 1400m?2. Portanto o saldrio recebido sera:

S5(1400) = 0,5 - 1400 + 300 = 1000.
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Podemos pensar nessa questao também em termos de uma PA. Tem-se que caso
nada se venda, o saldrio serd de 300 reais e, para cada m? vendido, aumenta-se 0,50 reais
(ou 50 centavos), caracterizando-se, assim, uma progressao aritmética na qual o primeiro
termo é 300 e a razao é 0,5. Primeiramente devemos observar que o n-ésimo termo da
PA, a,, corresponde & venda de (n — 1)m? de tecido. Assim, para a venda de 700m?,

procuramos o 701 termo da sequéncia. Substituindo na férmula do termo geral, temos:
azor = 300+ (701 — 1) - 0,5 = 650.

Este ¢é o valor do salario no primeiro més. No segundo meés foi vendido o dobro
de tecido, ou seja, 1400m?, que corresponde ao 1401° termo. Portanto o saldrio recebido
sera:

ai401 — 300 + (1401 — 1) . O, 5 = 1000.

Logo, utilizando de ambos os conceitos, chega-se, como esperado, no mesmo re-
sultado, ou seja, os salarios no primeiro e no segundo més sao, respectivamente, R$650,00

e R$1000,00, conforme alternativa C.

3.2 Questao 02

ENEM (2007). O gréfico abaixo, obtido a partir de dados do Ministério do Meio
Ambiente, mostra o crescimento do nimero de espécies da fauna brasileira ameacadas de
extingao.

Se mantida, pelos préximos anos, a tendéncia de crescimento mostrada no grafico, o

numero de espécies ameacadas de extincao em 2011 serd igual a:

(A)465. (B) 493. (C) 498. (D) 538. (E) 699.

Para resolver a questao utilizando os conceitos vistos em funcao, podemos per-
ceber que devemos determinar a regra que relaciona o nimero de espécies ameacadas de
extingao (n) em funcdo do ano (z). Como o grafico tem um crescimento linear, ou seja, a
taxa de variacao das espécies é constante para cada ano passado, significa que procuramos
a fungao n(x) = a - x 4+ b que satisfacas as condigoes pedidas.

O grafico da funcao deverd conter os seguintes pontos: (1983,239) e (2007,461).
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Figura 3.2: Grafico da questao 2.

Assim, basta resolver o sistema abaixo:

239 =1983-a+0b
461 = 2007 - a + .

Subtraindo a 22 equacao da 12:

24 - a = 222,
logo
37
a=—
4
e, desta forma,
—72415
b= .
4

Assim, a relagao de n em fungao de z, f : N — N seréd:

(372 — 72415)
T

n(z) =
Para o ano pedido, 2011, temos que n vale:

n(2011) = 498.
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Da mesma forma que a primeira questao, verifiquemos como resolver essa segunda
utilizando conceitos de PA.

Temos que o primeiro termo da sequéncia (para o ano de 1983) vale 239 e o sétimo
(ano de 2007) vale 461. Devemos observar que o segundo termo serd o valor correspondente
ao ano de 1987, o terceiro, ao ano de 1991, e assim por diante. Portanto, para o ano de
2011, devemos determinar qual o oitavo termo da sequéncia (pois passaram-se 8 periodos
de 4 anos desde 1983). Substituindo na férmula do termo geral afim de se determinar a

razao da sequéncia, obtém-se:

apn=a1+(n—1)-r
Substituindo para n = 7:

a7:a1+(7—1)~'r.

Colocando os dados da questao:
461 =239 +6 - 7.

Resolvendo a equacgao, teremos:

r = 37.

Portanto, para calcular o oitavo termo, basta somarmos a razao ao sétimo termo,
ou seja:

ag = a7 +r = 498.

Portanto, como esperado, tanto interpretando a questao como uma PA quanto
como uma funcao, chegamos ao mesmo resultado: o nimero de espécies ameacadas de

extincao em 2011 sera igual a 498, sendo a resposta a alternativa C.

3.3 Questao 03

ENEM (2008).A figura abaixo representa o boleto de cobranca da mensalidade de uma
escola, referente ao més de junho de 2008.
Se M (x) é o valor, em reais, da mensalidade a ser paga, em que x é o nimero de dias em

atraso, entao:
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Banco S.A.
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Figura 3.3: Figura da questao 3.

(A) M(x)=500+0,4x. (B) M(x)=500+10x
(C) M(x)=510+0,4x. (D) M(x)=510+40x.
(E) M(x)=500+10,4x.

Como o acréscimo no valor é constante para cada dia de atraso que se passa,
temos um relagao linear. Portanto a regra que relaciona o valor adicional cobrado (J) em

fungao do nimero de dias (z) é a fungao f : N — R tal que:

J(n) =10+ 0, 4n.

Ja o valor total a ser pago (M) em fun¢ao do nimero de dias é igual ao valor do

documento mais o valor adicional cobrado. Dessa forma:

M (x) =500+ J(z).

Ou seja:

M(z) =510+ 0,4zx.

Continuando com o proposto, pensemos, agora, no valor adicional cobrado (J)
como sendo uma sequéncia. Temos que o primeiro termo é 10,4, pois o juros no primeiro

¢ a soma dos 10 reais da multa mais os 40 centavos; e a razao é 0,4. Assim:

Jpy=10,4+ ((n—1)-0,4.
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Simplificando, temos:

Jn =10+ 0,4n.

O valor total a ser pago (M) é igual ao valor do documento mais os juros. Assim,
afim de manter as variaveis dadas nas alternativas, designando o nimero de dias por =,
teremos:

M(z) = 500 + J,,.

Portanto:

M(z) = 510 + 0, 4z.

Desta forma, podemos ver que de qualquer forma o resultado é o mesmo: o valor

a ser pago é M(x) = 510+ 0,4z, ou seja, alternativa C.

3.4 Questao 04

ENEM (2010). Nos ultimos anos, a corrida de rua cresce no Brasil. Nunca se falou
tanto no assunto como hoje, e a quantidade de adeptos aumenta progressivamente, afinal,
correr traz inimeros beneficios para a satide fisica e mental, além de ser um esporte que
nao exige um alto investimento financeiro. Um corredor estipulou um plano de treina-
mento didrio, correndo 3 quilometros no primeiro dia e aumentando 500 metros por dia, a
partir do segundo. Contudo, seu médico cardiologista autorizou essa atividade até que o
corredor atingisse, no maximo, 10km de corrida em um mesmo dia de treino. Se o atleta
cumprir a recomendacao médica e praticar o treinamento estipulado corretamente em dias
consecutivos, pode-se afirmar que esse planejamento de treino s podera ser executado

em, exatamente:

(A)12 dias. (B) 13 dias.
(C) 14 dias. (D) 15 dias.
(E) 16 dias.

Podemos perceber, haja vista o aumento constante da distancia percorrida ao

longo dos dias, que a regra que relaciona a distancia total corrida (d) em func¢do do
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nimero de dias (n) serd linear, definida como f : N — R, tal que:
d(n) =3+0,5(n—1).
Simplificando:
d(n) =2,5+0,5n.

Assim, basta determinarmos o dia em que o corredor ird percorrer um total de

10km, substituindo-se o 10 no lugar da distancia d:
10=2,540, 5n.

Resolvendo, encontramos:

n = 15.

Podemos pensar na distancia corrida como uma PA, de tal forma que o primeiro
termo é 3 e a razao é 0,5. Assim, queremos determinar qual a posi¢ao do termo cujo valor
sera 10, ou seja, dado a, = 10, quanto vale n? Utilizando a féormula do termo geral de

uma PA, teremos, substituindo os valores dados:
10 =3+ (n —1)0,5.

E, portanto:
n = 15.

Mais uma vez, pensando na questao como uma PA ou como uma fungao, con-
seguimos a mesma resposta: o corredor podera percorrer 10km apds 15 dias de treino -

alternativa D.

3.5 Questao 05

ENEM (2016). Sob a orientagao de um mestre de obras, Joao e Pedro trabalharam na
reforma de um edificio. Joao efetuou reparos na parte hidraulica nos andares 1, 3, 5, 7,
e assim sucessivamente, de dois em dois andares. Pedro trabalhou na parte elétrica nos

andares 1, 4, 7, 10, e assim sucessivamente, de trés em trés andares. Coincidentemente,
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terminaram seus trabalhos no iltimo andar. Na conclusao da reforma, o mestre de obras
informou, em seu relatério, o nimero de andares do edificio. Sabe-se que, ao longo
da execucao da obra, em exatamente 20 andares, foram realizados reparos nas partes
hidraulica e elétrica por Joao e Pedro. Qual é o nimero de andares desse edificio?

A) 115 B) 60 C) 40

D) 100 E) 120

Resolvamos primeiramente percebendo que a numeracao dos andares visitados
pelo bombeiro hidraulico Joao formam uma PA cujo primeiro termo é 1 e e razao é 2.
Sendo assim, os andares em que ele trabalhou podem ser determinados pelo termo geral
da PA:
Jpo=1+(n—-1)-2, n> 1.

Verifica-se também que o niimero dos andares nos quais o eletricista Pedro tra-
balhou formam uma PA cujo primeiro termo é 1 e razao é 3. Seu termo geral é dado
por:

P,=1+(m-1)-3, m > 1.

Para definir quais os andares receberam os servigos tanto de Joao quanto de
Pedro, devemos verificar os valores de m e de n que satisfazem a igualdade J, = P,,.
Tem-se, assim:

2-(n—1)=3-(m—1).

Para que tal igualdade seja satisfeita e sabendo que 2 e 3 sao primos entre si,
tem-se que n — 1 deve ser miltiplo de 3 e m — 1 deve ser miltiplo de 2. Assim, o conjunto

solucdo sao os pares ordenados (n, m):

(1,1),(4,3),(7,5), ...

Percebe-se que o nimero dos andares visitados por ambos os trabalhadores for-
mam uma nova PA, com primeiro termo 1 e razao igual ao minimo multiplo comum das

outras razoes, 2 e 3, portanto, 6. Assim:

ap,=1+(p—1)-6.
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Como em 20 andares foram realizados reparos nas partes hidraulica e elétrica e
ambos terminaram os servigos no ultimo andar, basta calcularmos o vigésimo termo da
sequéncia:

a20:1+(20—1)6

Portanto:

Aon — 115.

Podemos, da mesma forma, escrever uma fungao que representa os andares visi-
tados por Joao como:

f:N =N,

tal que

e a funcao que representa os andares visitados por Pedro como:

f:N-=N,

tal que
Para sabermos quais os andares receberam os servicos dos dois, deve-se verificar
quais os elementos pertencem, simultaneamente, ao conjunto imagem de cada uma das

funcoes, ou seja, deve-se determinar a interseccao entre os conjuntos imagens das fungoes.

Para tal iguala-se as funcoes, procedendo, em seguida, tal como a resolucao anterior.
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Capitulo 4

Calorimetria

A ideia de calor existe desde a antiguidade, quando era considerado como algo
que fluia dos objetos quentes para os objetos frios. Pires (2008) conta que em 1760,
Joseph Black (1728-1799), considerado o fundador da ciéncia da Termometria, visualizou
calor como um fluido ponderavel e indestrutivel, capaz de interpenetrar todos os corpos
materiais. Foi que observou também que sempre necessitamos de uma certa quantidade
de calor para elevar a temperatura de um dado objeto, definindo a unidade de quantidade
de calor como a quantidade do fluido necessaria para elevar a temperatura de um dado
corpo em uma unidade de temperatura.

Neste capitulo veremos como abordar no conteiido de calorimetria, visto em fisica
normalmente no segundo ano do ensino médio, utilizando os conceitos de funcao polino-
mial do 1° grau. Foram utilizados como referéncia os autores Rescnick et al. (2003) e

Méximo e Alvarenga (2005).

4.1 Conceitos

Os objetos que conhecemos sao constituidos por moléculas, as quais estao ligadas
umas as outras por uma forca de atragao. Porém, apesar dessa atragao, ainda conseguem
realizar pequenas oscilacoes. A temperatura de um corpo é uma grandeza que indica o
grau dessas oscilagoes.

Quando dois ou mais corpos com temperaturas diferentes sao colocados em con-
tato, ha uma transferéncia de energia dos corpos mais quentes para os mais frios. Tal

transferéncia é denominada de calor e ocorre até os corpos atingirem o equilibrio térmico,

33



ou seja, estarem a uma mesma temperatura.

Observa-se que para diferentes materiais é diferente a quantidade de calor ne-
cessaria para alterar de uma mesma quantidade a temperatura de um corpo. Tal carac-
teristica desses materiais é chamada de calor especifico, que é definido como a quantidade
de calor necessaria para elevar em 1°C a temperatura de 1g de determinado material.

Desta forma, verificando-se a proporcionalidade entre as variaveis, é facil perceber
que a quantidade de calor () necessaria para alterar a temperatura de um determinado
corpo depende diretamente de sua massa m, da variacao da temperatura AT e do calor

especifico ¢. Assim, podemos calcular essa quantidade de calor através da equagao:

Q=m-c-AT.
SUBSTANCIA CALOR ESPECIFICO (cal/g - °C)

Agua 1,0
Aluminio 0,214
Amdnia (liquida) 1,125
Cobre 0,0921
Chumbo 0,0306
Etanol 0,581
Gelo 1,041
Mercario 0,03325
Areia 0,225
Vapor de dgua 0,481

Figura 4.1: Calor especifico de algumas substancias.
(Fonte: autor.)

Da equagao pode-se construir a fungdo Q(AT) cujo objetivo é melhorar o enten-
dimento da relacao de proporcionalidade existente entre tais grandezas e realizar com-
paracoes no sentido de:

1) Dados dois objetos de mesma massa, porém feitos com materiais diferentes. Querendo-
se variar de uma mesma quantidade a temperatura de ambos, qual a relacao entre as
quantidades de calor necessarias para cada material?

2) Dados dois objetos feitos de um mesmo material, porém de massas diferente. Variando-
se de uma mesma quantidade a temperatura de ambos, qual a relacao entre as quantidades

de calor necessarias para cada um?
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4.2 Estudo da Funcao para Materiais Diferentes

Considere a fungao f : R — R definida por:
Q(AT) =m-c- AT

Nessa funcao temos que a taxa de variagao dependera apenas do calor especifico
do material e de sua massa. Assim, como tais grandezas sao sempre positivas, verifica-se
que os graficos serao crescentes.

Como o dominio da fungao é o conjunto dos ntmeros reais, faz-se necessario o
entendimento do significado fisico de quando temos uma variacao de temperatura com
valor negativo. Nesse caso, a quantidade de calor () também serd negativa. Isso significa
que o corpo esta cedendo calor, de tal forma que sua temperatura final serd menor que a
inicial, ou seja, AT < 0.

Construindo os graficos da quantidade de calor em funcao da variacao da tem-
peratura para dois materiais distintos, dgua, cujo calor especifico vale ¢ = 1,0cal/g -° C
e areia, que possui ¢ = 0,225cal/g -° C, e considerando uma mesma quantidade de cada

material, para o caso, uma mesma massa m = 1, 0g, temos:

g Qleal)

AT("C)

-2

Figura 4.2: Quantidade de calor da dgua em funcao da variacao da temperatura.
(Fonte: autor.)
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A funcao Q(AT) representada graficamente na figura 4.2 acima para a agua é

definida como f : R — R, tal que:

Q=1,0-AT.

Para a areia, cuja fungao estd representada graficamente na figura 4.3 abaixo,

temos que sua fungao é definida por f : R — R, tal que:

Q = 0,225 - AT.

g{ (Heal)

AT(°C)

-6 -4 - 0 2 4 6

-4

-8

Figura 4.3: Quantidade de calor da areia em fungao da variacao da temperatura.
(Fonte: autor.)

Analisando ambos os graficos, é facil perceber que quando o calor especifico é
menor, a inclinacao do grafico é menor. A fim de melhor comparar a diferenca do com-
portamento de ambos os materiais, plotaremos os graficos em um mesmo plano, vistos na
figura 4.4 abaixo.

Comparando-se as duas funcoes e observando seus respectivos graficos, verifica-se
que, para a agua, a taxa de variagao é maior, portanto, como visto no capitulo 1, teremos
que a inclinagao do seu gréafico também serd maior. Isso significa, fisicamente, que para

se ter uma mesma variacao de temperatura, precisamos fornecer mais calor para a dgua
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-6

Figura 4.4: Quantidade de calor da agua e da areia em fun¢ao da variacao da temperatura.
(Fonte: autor.)

do que para a areia.

Numericamente, percebe-se que, dadas duas massas iguais de agua e de areia para
se obter uma mesma variagao em suas temperaturas, deve-se fornecer uma quantidade de
calor cerca de 4,5 vezes maior para agua em comparacao com a areia.

Tal fato pode ser percebido, na pratica, em uma praia, na qual, em um dia

ensolarado, perceberemos a areia mais quente do que a agua.

4.3 Estudo da Funcao para Massas Diferentes

Agora estudemos o comportamento de duas quantidades diferentes de agua, uma
com massa de 0,259 e outra com massa de 1,5¢g. Plotando-se o grafico da quantidade
de calor em funcao da variacao da temperatura de ambas as quantidades em um mesmo
plano, temos:

Nesse grafico, temos que a fun¢ao Q(AT') para 1,59 de dgua é escrita como:

Q=1,5-AT
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Figura 4.5: Quantidade de calor para massas diferentes de dgua em funcao da variacao
da temperatura.
(Fonte: autor.)

e, para 0,25¢g de agua, temos:

Q=0,25- AT.

Comparando-se as duas fungoes e observando seus respectivos graficos, verifica-se
que, para uma massa maior de agua, o coeficiente angular é maior, portanto a inclinacao
do seu grafico também é maior. Isso significa, fisicamente, que para se obter uma mesma
variacao de temperatura, dadas duas massas diferentes de um mesmo material, aquele
que tiver maior massa ira precisar de mais energia.

Numericamente, percebemos que, fornecendo uma mesma quantidade de calor, a
variacao da temperatura da massa de 1,5g serd cerca de seis vezes menor que a de massa
igual a 0, 25¢.

Na pratica fica facil de perceber tal diferenca quando aquecemos em um mesmo
fogao duas quantidades diferentes de agua. Verificamos que quanto maior a quantidade de
agua, mais tempo demorara para que ferva, sendo que tal diferenca de tempo é diretamente

proporcional a diferenga das massas.
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4.4 Questoes

Observemos como o entendimento de tais conceitos pode auxiliar o aluno na re-

solucao de alguns execicios propostos:

UFRN-2013. Ao visitar a praia durante um belo dia de sol, perceberemos que a areia
estara bem quente, enquanto a dgua estara fria. Marque a alternativa que explica corre-
tamente o motivo da diferenca de temperatura entre as duas substancias.

A) O calor especifico da dgua é muito menor que o da areia, por isso ela nao se esquenta
facilmente.

B) O calor especifico da areia é menor que o da dgua, por isso ela sofre variacoes de
temperatura com maior facilidade.

C) A quantidade de dgua é infinitamente superior a quantidade de areia, por isso a dgua
nunca se esquentara.

D) Por ser um liquido e apresentar maior proximidade das moléculas, a dgua sempre
apresentara maior dificuldade para elevar sua temperatura.

E) Todas as explicagbes acima estao incorretas.

Como ja visto, as substancias que possuem menor calor especifico, apresentam
uma menor taxa de variagdo na fungao Q(AT), sendo assim, para uma mesma quantidade
de calor, variam mais a sua temperatura. Portanto, como a agua e a areia estao rece-
bendo uma mesma quantidade de calor e a temperatura da areia se elevou mais que a da
agua, podemos concluir que o calor especifico da areia é menor que o da agua. Portanto

a alternativa correta é a letra B.

Vejamos outra questao, a qual aborda a caracteristica de proporcionalidade entre
as variaveis vistas neste capitulo:
PUC-MG (2012). O equivalente em dgua de um corpo é definido como a quantidade de
agua que, recebendo ou cedendo a mesma quantidade de calor, apresenta a mesma variacao
de temperatura. Desse modo, o equivalente em dgua de 1000g de ferro (¢ = 0, 12cal/g-°C)
é igual a 120g de dgua (¢ = 1,0cal/g -° C'). Visto isso, é correto dizer que o equivalente
em aluminio (¢ = 0,20cal/g -° C') de 1000g de ferro vale, em gramas:

(A) 200. (B) 400. (C) 600. (D) 800. (E) 1000.
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E interessante observar que entendendo que o comportamento da temperatura dos
materiais ao receberem ou cederem calor caracteriza uma funcao afim, podemos resolver
esses tipos de questao utilizando regra de trés, aproveitando-se da proporcionalidade entre
as variaveis envolvidas.

Interpretando o enunciando, tem-se que queremos descobrir qual massa de aluminio
que tera a mesma variacao de temperatura que 1000g de ferro, recebendo ambos os ma-
teriais a mesma quantidade de calor e sabendo quanto vale o calor especifico de cada
um.

Dada a proporcionalidade entre as variaveis envolvidas, podemos resolver a questao
utilizando regra de trés da seguinte forma: 1000g de ferro estd para 0,12cal/g -° C' as-
sim como xg de aluminio estd para 0,20cal/g -° C, percebendo que tais quantidades sao
inversamente proporcionais, pois Q = m - ¢ - AT. Assim, basta resolvermos a equagao

abaixo:

x 1000
0,12 0,20°
Portanto,
x = 600.

Ou seja, fornecendo-se uma mesma quantidade de calor, uma massa de 600g de

aluminio varia em uma mesma quantidade sua temperatura que 1000g de ferro.

Vejamos mais uma questao que trabalha essa proporcionalidade. Um corpo feito
de 250¢g de latao é aquecido de 0C' até 100C. Para isto foram utilizadas 2300cal. Con-
siderando essa temperatura final, calcule qual serd a nova temperatura caso esse corpo
perca 1000cal.

Quando nas aulas de fisica, ao abordar tal questao, os professores normalmente
solicitam aos alunos que primeiramente determinem o calor especifico do latao para, em
seguida, resolver o que se pede.

Trabalhando-se a questao da proporcionalidade vista, basta perceber que as quan-
tidades calor e variacao da temperatura sao grandezas diretamente proporcionais.

Sendo assim, nao precisamos saber o calor especifico do latao e vemos que a massa
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do corpo nao influi no resultado. Equacionando as proporgoes, temos que 2300cal geraram

uma variagao de 100°C na temperatura, entao —1000cal resultard em uma variacao igual

a z°C. Logo:
x 100
—1000 2300
Portanto,
r = —43,48°C.

Ou seja, a temperatura do corpo ird reduzir de uma quantidade igual a 43,48°C,
atingindo um valor de

100 — 43,48 = 56, 52°C.

Outro exemplo, mais contextualizado, no qual podemos perceber tal proporcio-
nalidade, é o seguinte: suponha que o fogao de uma residéncia fornece uma quantidade de
calor constante no tempo. Percebemos que ao colocarmos, por exemplo, 1 litro de dgua
para esquentar nesse fogao, a uma temperatura inicial de 20°C, demorara 20 minutos para
que ela comece a ferver, ou seja, para chegar a temperatura de 100°C. Agora queremos
ferver 2 litros de dgua inicialmente a 20°C nesse mesmo fogao. Sabendo da proporcionali-
dade das variaveis envolvidas em tal situacao, é facil perceber que neste caso, por termos
o dobro da quantidade de dgua, o tempo necessario para que ela comece a ferver também

sera o dobro, ou seja, 40 minutos.

4.5 Proposta de atividade

Visto a linearidade da relacao entre o calor recebido por um material e a variacao
de sua temperatura, pode-se conceber uma atividade pratica de facil aplicacao para ser
realizada com os alunos.

Utilizando-se de uma fonte que fornece calor de forma praticamente constante
no tempo, como por exemplo um fogareiro cuja saida de gas tenha uma abertura fixa,
coloca-se uma determinada quantidade de dgua para esquentar. Mede-se a temperatura
da dgua em intervalos fixos de tempo, por exemplo, a cada minuto, até que comece sua
ebuli¢ao.

Desta forma, teremos um conjunto de dados temperatura em funcao do tempo.
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Ao plotar estes pontos em um plano cartesiano variacao da temperatura versus tempo,
poderd ser observada uma caracteristica praticamente linear entre essas variaveis.
Tragando-se uma reta de forma que ela fique o mais equidistante possivel de cada
ponto e de posse do calor especifico e a massa da dgua, podera ser determinada a taxa de
calor por minuto fornecida pelo fogareiro.
Sabendo-se tal taxa, pode-se colocar uma massa conhecida de outro material
nesse mesmo fogareiro na mesma condicao de chama, repetir o procedimento e, desta vez,

determinar, utilizando o gréfico, qual o valor de seu calor especifico.
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Capitulo 5
Dilatacao térmica

Outra area da fisica que possui as caracteristicas de proporcionalidade ja vistas
e que trabalha com a ideia dos efeitos da variacao da temperatura em um corpo é a da
dilatacao térmica.

Utilizando a mesma abordagem do capitulo anterior, verificaremos como tratar o

contetudo dessa area da fisica através dos conceitos de funcao polinomial do 1° grau.

5.1 Conceitos

Como visto no capitulo anterior, a temperatura de um corpo é uma grandeza que
indica o grau das oscilagoes das moléculas que o compoe. Quanto maior sua temperatura,
mais agitadas estao as moléculas em relagao a outro corpo de menor temperatura. Desta
forma, no corpo de maior temperatura as moléculas irao ocupar um espaco maior, resul-
tando, assim, em um aumento no tamanho do objeto, fenomeno chamado de dilatacao.

Na pratica podemos perceber o uso dos conceitos de dilatagao térmica em diversas
situacoes, tais como na construgao de pontes e rodovias, nas quais sao deixadas pequenas
fendas a fim de comportar a dilatagao do material; quando sao conectadas fiagoes elétricas
entre postes, onde é deixada uma "barriga”a fim de suportar mudancgas de temperaturas,
que causam a dilatacao dos fios; dentre outros.

Verificou-se, empiricamente, que a variagao nas dimensoes dos objetos depende
do material do qual é feito tais objetos, chamando-se tal propriedade, de coeficiente de
dilatacao linear, representado por a.

Temos, na dilatacao linear, que a varia¢ao nas dimensoes do corpo (AL) é direta-
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mente proporcional ao material do qual ele feito (pelo coeficiente de dilatagao do material,
«), ao comprimento inicial do objeto (Lg) e a variacao de sua temperatura (AT). Assim,

equacionando, temos:

AL =Ly -a-AT.

Observa-se que as equagoes para dilatacao superficial e dilatacao volumétrica
assemelham-se a de dilatacao linear, substituindo-se o comprimento pela drea ou volume
e considerando os coeficientes de dilatacao superficial e volumétrica. Por tratar-se de

casos analogos, focar-se-a, no presente trabalho, apenas o estudo da dilatacao linear.

TABELA DE COEFICIENTE DE DI LATAGAO TERMICA
SUBSTANCIA COEFICIENTE DE DILATACAO
LINEAR EM °C-1
Aco 1,1 X 108
Aluminio 2,4 X108
Chumbo 29X 10°
Cobre 1,7 X 108
Ferro 1,2 X 10%
Latao 2,0X 108
QOuro 1,4 X 108
Prata 1,9 X 10%
Vidro comum 0,9 X 10¢
Vidro pirex 0,3 X 10
Zinco 6,4 X 10°

Figura 5.1: Coeficiente de dilatagao para alguns materiais.
(Fonte: https : //pt.slideshare.net/cassimironetol /dilatao — 17513617)

Da equacao pode-se construir a fungdo AL(AT) cujo objetivo é melhorar o en-
tendimento da relacao de proporcionalidade existente entre tais grandezas e realizar com-
paragoes no sentido de:

1) Dados dois objetos de mesmo comprimento, porém feitos com materiais diferentes.
Variando-se de uma mesma quantidade a temperatura de ambos, como é o comportamento
das variagoes do comprimento?

2) Dados dois objetos feitos de um mesmo material, porém de comprimentos diferente.
Variando-se de uma mesma quantidade a temperatura de ambos, como é o comportamento

das variagoes do comprimento?
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5.2 Estudo da funcao para materiais diferentes

Considere a fungao f : R — R definida por:
AL(AT) = Lo -« - AT.

Nessa funcao temos que a taxa de variacao dependera apenas do coeficiente de
dilatacao linear do material e do seu comprimento inicial. Assim, como tais grandezas
sao sempre positivas, verifica-se que os gréaficos serao sempre crescentes.

Construindo os graficos da variagao do comprimento em fungao da variacao da
temperatura para dois materiais distintos, aco (o = 1,1 x 107*°C1) e vidro pirex (o =

0,3 x 107%°C™!), de mesmos comprimentos iniciais, Ly = 1, 0m, temos:

AL{= 10 %m)

AT

-2

-8

Figura 5.2: Dilatacao do aco em funcao da variagao da temperatura.
(Fonte: autor.)

Para o ago, temos que a fungao AL(AT), representada graficamente na figura 5.2

acima, pode ser definida como f : R — R, tal que:

AL =1,1x107%-AT.
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Para o vidro pirex, a funcdo AL(AT), representada graficamente na figura 5.3

abaixo, é definida como f : R — R, tal que:

AL=0,3x10"%. AT.

AL{x10 %m)

s 4 Yy 2 4 & g

— -2

—4

-8

Figura 5.3: Dilatacao do vidro pirex em funcao da variacao da temperatura.
(Fonte: autor.)

Analisando ambos os gréficos, é facil perceber que quando o corpo passa por
processo de resfriamento, ou seja, quando sua temperatura final é menor que a inicial,
teremos AT < 0. Como Ly e o sao sempre positivos, verifica-se que a variagdo no
comprimento do corpo também sera negativa (AL < 0), ou seja, o comprimento final serd
menor que o comprimento inicial.

A fim de melhor entender a diferenca no comportamento de ambos os materiais,
plotaremos os graficos em um mesmo plano:

Comparando-se as duas funcoes e observando seus respectivos graficos, verifica-se
que, para o aco, a taxa de variagao ¢ maior, portanto a inclinacao do seu grafico também
¢ maior. Isso significa, fisicamente, que para uma mesma variacao de temperatura, um

corpo feito em aco ird dilatar mais que um corpo de mesmas dimensoes feito em vidro
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Figura 5.4: Dilatacao do aco e do vidro pirex em funcao da variacao da temperatura.
(Fonte: autor.)

pirex.

Numericamente, percebe-se que, dadas duas barras, uma de vidro e outra de aco,
ambas com mesmo comprimento, para se obter uma mesma variacao em seus comprimen-
tos, deve-se ter uma variacao da temperatura da barra de vidro cerca de 3,7 vezes maior

que da barra de aco.

5.3 Estudo da Funcao para Diferentes Comprimentos

Agora estudemos o comportamento de duas barras de ago, uma com comprimento
inicial de 1, 0m e outra de comprimento inicial de 0, 3m. Plotando-se o grafico da variacao
do comprimento em fungao da variagao da temperatura de ambas as barras em um mesmo
plano, temos:

Nesse grafico, temos que a fun¢ao AL(AT) para o ago com comprimento inicial

igual a 0,3m é escrita como:

AL =0,33 x 1078 AT.
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Figura 5.5: Dilatagao do ago para diferentes comprimentos iniciais.
Fonte: autor

e, para aquela com comprimento inicial de 1,0m, temos:
AL =1,1x10"%-AT.

Comparando-se as duas funcoes e observando seus respectivos graficos, verifica-se
que, para um comprimento inicial maior, a taxa de variacao é maior, portanto a inclina¢ao
do seu grafico também é maior. Isso significa, fisicamente, que para uma mesma variacao
de temperatura, dados dois corpos feitos de um mesmo material, aquele que tiver um
maior comprimento inicial ird ter uma variagao maior no seu comprimento.

Numericamente, percebemos que, caso queiramos ter uma mesma variagao do
comprimento da barra, devemos variar a temperatura daquela de menor comprimento

cerca de 0,33 vezes mais que a de maior comprimento.

5.4 Aplicagao

Penteado e Torres (2005) trazem aos alunos uma aplicagao tecnoldgica na qual o

conceito de dilatacao térmica é aplicado. Trata-se da lamina bimetalica.
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Tal lamina é um dispositivo utilizado em alguns aparelhos conhecidos, como o
pisca-pisca e o ferro elétrico de passar. Consta basicamente de dois metais de diferentes
coeficientes de dilatacao, unidos fortemente. A lamina s6 se mantém retilinea na tempera-
tura em que foi feita a colagem. Caso haja variacao na temperatura, a lamina encurvara,
pois a dilatacao de cada metal serd diferente.

A figura abaixo mostra uma lamina constituida de dois metais A e B, de coefici-
entes de dilatacao tais que ay > apg, colados a temperatura 6 = 20°C. Nessa temperatura,
a lamina é reta. Se a temperatura aumentar, a lamina se encurva, de modo que sua parte
externa corresponda ao metal A (que se dilata mais). Se a temperatura diminuir, a lamina
se encurva ao contrario, pois a parte externa agora deve ser ocupada pelo metal B (que
se contrai menos). Como pode ser observado da funcao dilata¢do em fungao da variagao
da temperatura, o material que se dilata mais ao ser aquecido é o que se contrai mais ao
ser resfriado.

No ferro elétrico, a lamina bimetalica funciona com um termostato, isto é, um
regulador de temperatura, de modo a manter a temperatura do ferro praticamente cons-
tante. O principio é o mesmo: quando o ferro se aquece, a lamina se encurva, desligando
o circuito. A temperatura entdao diminui, a lamina retoma sua posicao inicial e o circuito

se fecha. Novo aquecimento faz com que o ciclo se repita, de modo que a temperatura se

mantém em torno de um valor praticamente constante.

Figura 5.6: Funcionamento da lamina bimetalica.

(Fonte: PENTEADO, 2005).

A lamina bimetdlica também é utilizada como dispositivo interruptor de cor-
rente elétrica em varios outros aparelhos, como, por exemplo, relés e disjuntores. Nessas
aplicagoes, quando a intensidade da corrente atinge um valor acima de um méximo esta-

belecido, a energia dissipada aquece a lamina que, ao encurvar-se, desliga o circuito.
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5.5 Questoes

Veremos por meio de algumas questoes, como tais conceitos podem auxiliar na

resolucao.

UFRN (2013). Em uma oficina mecanica, o mecanico recebeu um mancal ”engripado”,
isto é, o eixo de aco estd colado a bucha de bronze, conforme mostra a figura abaixo.
Nessa situagao, como o eixo de aco esta colado a bucha de bronze devido a falta de uso e
a oxidagao entre as pegas, faz-se necessario separar essas pecgas com o minimo de impacto

de modo que elas possam voltar a funcionar normalmente.

BRONZE

AGD

Figura 5.7: Figura da questao.

Existem dois procedimentos que podem ser usados para separar as pecas: o aquecimento
ou o resfriamento do mancal (conjunto eixo e bucha).

Sabendo-se que o coeficiente de dilatacao térmica linear do ago é menor que o do bronze,
para separar o eixo da bucha, o conjunto deve ser

A) aquecido, uma vez que, nesse caso, o diametro do eixo aumenta mais que o da bucha.
B) aquecido, uma vez que, nesse caso, o diametro da bucha aumenta mais que o do eixo.
C) esfriado, uma vez que, nesse caso, o diametro da bucha diminui mais que o do eixo.
)

D) esfriado, uma vez que, nesse caso, o diametro do eixo diminui mais que o da bucha.

A fim de soltar o eixo da bucha, faz-se necessario que o tamanho do eixo reduza

ou que a bucha alargue. Foi dado que o coeficiente de dilatagao térmica do aco é menor
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que o do bronze. Sabemos que a equacao que rege a dilatacao térmica é
AL =Ly -a-AT.

Ou seja, tendo a fungdo AL(AT), o material que mais ird dilatar para uma mesma
variacao de temperatura, sera aquele que possuir a fungao com maior taxa de variacao,
dada pelo coeficiente de dilatagao linear a.

Como « do ago é menor que o do bronze, temos que o eixo ira dilatar menos para
uma mesma variacao da temperatura. Portanto devemos aquecer o conjunto, pois dessa

forma o bronze ird sofrer uma dilatacao maior que o aco, deixando o eixo livre.

UFRGS (2015). Duas barras metélicas, X e Y, de mesmo comprimento | em tempera-
tura ambiente Tj, sdo aquecidas uniformemente até uma temperatura T'. Os materiais das
barras tém coeficientes de dilatagao linear, respectivamente axy e ay, que sao positivos e
podem ser considerados constantes no intervalo de temperatura AT =T — T.

Na figura abaixo, a reta tracejada X representa o acréscimo relativo Al/l no

comprimento da barra X, em funcao da variagdo da temperatura.

Al/1 (x 1079)

Figura 5.8: Figura da questao da UFRGS.

Sabendo que ay = 2 - ax, assinale a alternativa que indica a reta que melhor
representa o acréscimo Al/l no comprimento da barra Y, em fungao da variacao da

temperatura.
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 5.
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Sabemos que a equacao da dilatagao linear de um corpo em funcao da variacao
da temperatura é:

Al=1 -a AT.

A questao trabalha com a quantidade Al/l em fungao da variacao da temperatura.

Desta forma, podemos reescrever a equacao acima como se segue:

#ZO[-AT.

Como ja visto, o coeficiente de dilatacao linear a serd a taxa de variagao da
funcao. O enunciado informa que oy = 2 - ax. Desta forma podemos concluir que a taxa
de variacao do material Y é o dobro da do material X.

Observando a escala indicada na figura, a reta que melhor representa a situacao
descrita serd a 3, pois a variagado Al/l nessa reta é o dobro da variacdo da reta X para

uma mesma temperatura. Portanto a resposta é a letra C.

Outro exemplo de questao que pode ser trabalhada em sala de aula, de forma
mais contextualizada e que trabalha a proporcionalidade entre as variaveis envolvidas na
equacao de dilatagao linear é:

Questao: Uma empresa constrdi linhas ferroviaria em um pais cuja amplitude térmica
média durante o ano é de 40°C. De forma a evitar danos a linha férrea, ela deixa um espaco
correspondente a 1,2mm entre as barras metdlicas. Essa empresa foi contratada para a
construcao de linhas ferroviarias em outro pais, cuja amplitude térmica média anual é de
20°C. Sabendo que usara o mesmo material utilizado no primeiro pais, determine qual

deve ser a distancia entre as barras metélicas para evitar danos devido a dilatacao linear.

Como vimos, sabemos que a variagao no comprimento de um material é dire-
tamente proporcional a variacao da temperatura sofrida por ele. Sendo assim, como a
temperatura das barras metalicas agora oscilarda de um valor igual a metade da variacao
que sofria no primeiro pais, concluimos que a variagao em seu comprimento também sera
a metade do que variava. Ou seja, no segundo pais a empresa pode deixar um espago
de 0,6mm entre as barras a fim de compensar as variacoes de seu comprimento devido a

oscilagao da temperatura.
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Consideracoes finais

Com este trabalho percebemos que podemos abordar alguns contetidos matematicos
e fisicos utilizando conceitos de func¢ao, podendo, agora, responder ao questionamento
dos alunos quando indagam a respeito da utilidade de fun¢ao afim, mostrando que certas
relacoes vistas na natureza, como no caso, calor e temperatura, podem ser modeladas
utilizando tais fungoes.

Vimos que podemos resolver questoes de crescimento ou decrescimento linear,
ou seja, cuja taxa de variacao é constante, utilizando tanto conceitos vistos em funcao
polinomial do 1° grau quanto conceitos vistos em progressao aritmética. Algumas sendo
mais facilmente resolvidas utilizando um ou outro.

Temos também que em calorimetria e dilatacao térmica, vistos no ensino médio
na disciplina de fisica, podemos utilizar os conceitos vistos em fun¢ao afim, com o objetivo
de melhor entender os seus significados, servindo, ainda, no auxilio a resolucao de questoes
de vestibular, principalmente por serem, as grandezas envolvidas, proporcionais. Desta
forma podemos aproximar as aulas as recomendagoes dos parametros curriculares para o
ensino médio.

Com este trabalho podemos perceber que a matematica é uma ciéncia que, apesar
de estar dividida em muitas areas, diversas delas estao conectadas. Além dessas dreas,
vimos também a estreita relagdo entre a matemaética e a fisica. Mostrar ao aluno tais
conexoes torna-se importante para que nao tenham a visao de uma matematica cheia de
formulas e vejam que os conceitos podem ser desenvolvidos a partir das defini¢oes.

Esperamos que o presente trabalho possa contribuir para o ensino-aprendizagem
de alunos e professores, bem como instigd-los a pesquisar outros contetidos que podem
ser relacionados com a funcao afim, como movimento retilineo uniforme, juros simples,

dentre outros; bem como outras relagoes interdisciplinares, como, por exemplo, traba-
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lhar juros compostos, progressao geométrica e crescimento populacional utilizando funcao

exponencial.
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