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Resumo

Dissertacao elaborada com o intuito de auxiliar os professores de Matematica que atuam
na Educacgao Bésica, no processo de ensino e aprendizagem de funcoes afins e quadraticas
através de novas préticas com o software de Mateméatica dinamica Geogebra, sugerindo
uma abordagem construtiva, através de um conjunto de reflexdes e discussoes de cunho
didatico e pratico, direcionados a sala de aula, conjunto este que evolui gradualmente para
a elaboracao dos conceitos e propriedades formais, sem se afastar de seu carater pratico

e aplicavel ao cotidiano.

Palavras chave: Ensino de Matematica; proposta pedagodgica; atividades didaticas.
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Abstract

This text was elaborated with the intention of assisting Mathematics teachers who work
in Basic Education in the teaching and learning process of linear and quadratic functions
through new practices with Geogebra dynamic Mathematics software. In the text, are
been suggested a constructive approach through a set of reflections and discussions of a
didactic and practical nature directed to the classroom, a group that gradually evolves
towards the elaboration of formal concepts and properties, without departing from its

practical and everyday character.

Keywords: Mathematics teaching, pedagogic proposal, didactic activities.
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Introducao

“Ninguém ignora tudo. Ninguém sabe tudo. Todos nods
sabemos alguma coisa. Todos nés ignoramos alguma coisa. Por isso
aprendemos sempre.”

(Paulo Freire)

A funcao de professor requer um permanente processo de autocritica. Novos pon-
tos de vista, novas praticas, novos sentimentos e objetivos sao caracteristicas da rotina de
todo professor atento a qualidade de seu trabalho. Esta dissertacao propoe uma discussao
em torno do processo de ensino e aprendizagem das fungoes afins e quadraticas, mediante
o uso de tecnologias digitais, mais especificamente o uso do software Geogebra.

De acordo com Borba e Penteado (2016), o Geogebra é pioneiro no sentido de
integrar a geometria dinamica (GD), computagao algébrica (CA) e fungdes, permitindo
um nivel de experiéncia inédito no estudo da Matemaética. No primeiro capitulo é apre-
sentado um breve histérico do uso das tecnologias digitais no Brasil e o Geogebra ganha
destaque como um dos grandes expoentes entre esses recursos, pois permite que se aplique
a Matematica de forma bem contextualizada com interacoes ao alcance do aluno. Ainda
no primeiro capitulo, é introduzido o conteido tedrico sobre funcoes afins e quadraticas,
sob a ética do professor da educacgao basica, que busca trazer para sala de aula uma Ma-
tematica de qualidade, construtiva, dinamica e com profundidade, para isso o software
Geogebra ¢ um grande aliado.

No capitulo 2 é apresentada a proposta em si, que retoma a teoria elaborada no
capitulo 1, mas agora interpretada com o uso do Geogebra para provocar o que Borba
et al. (2015) denomina de “pensar-com-Geogebra”. Esta construgao é feita através da re-
solucao de problemas que sao explorados e analisados com o uso deste recurso digital, com
sugestoes de roteiros didaticos e alguns questionamentos, que podem servir de inspira¢ao

para que cada professor elabore sua pratica.



No capitulo 3 é feita a analise final, que complementa as reflexdes e propostas do
capitulo 2 e também sintetiza alguns pontos mais relevantes do processo de aprendizado
de fungdes. Sao apresentados também outras ideias, de acordo com Cunha (2017), que
agregam boas sugestoes que podem ampliar o alcance desta dissertacao.

Nas consideragoes finais é enfatizada a relevancia do Geogebra no estudo de

funcgoes, assim como na resolugao e interpretacao de situagoes problema.



Capitulo 1

O ensino e aprendizado de funcoes

O sucesso do ensino e aprendizado de fungoes na escola ptublica brasileira, assim
como toda a Matematica, deve-se principalmente ao fato de que seus conceitos e resultados
tem relacao e significado no cotidiano e, ainda, existem muitas aplicacoes em campos
diversos, tais como na industria, no comércio e na area tecnoldgica, entre outras. Seguindo
esta direcao e sem perder o carater formal da construcao matematica de conceitos e
propriedades, se pretende ao longo deste capitulo fundamentar as bases deste trabalho,
cujo assunto principal sao as funcoes reais de uma varidavel real, mais especificamente as
funcoes afins e quadraticas. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais uma
das caracteristicas da area de Matematica é: “A atividade matemaética escolar nao é ‘olhar
para coisas prontas e definitivas’, mas a construcao e a apropriacao de um conhecimento
pelo aluno, que se servird dele para compreender e transformar sua realidade” (MEC, 1997,
p. 19).

Trabalhar contextualmente com a Matematica exige, como em qualquer area, um
bom planejamento e motivacao. Atividades contextualizadas requerem metodologias, por
vezes extensas, que devem ser trabalhadas em tempo minimo. Entretanto, esta dificuldade
¢ recompensada pelo ganho de qualidade na aprendizagem. Uma das dreas da Matematica
que deveriam ser contextualizadas de modo natural, pois sao modelos matematicos de
fenomenos reais, sao as fungoes e suas diversas formas presentes no curriculo escolar. Se
pretende com este trabalho contribuir para que as funcoes afim e quadratica sejam de fato

aplicadas na realidade e no cotidiano de quem se propoe a aprendé-las ou ensiné-las.



1.1 Introducao

O ensino de fungoes na escola bésica brasileira passou por grandes mudancas nas
ultimas décadas, saindo de uma abordagem extremamente técnica para um olhar mais
pratico e contextualizado. Termos como dominio da func¢ao, imagem e contradominio
eram exaustivamente explorados sem que o aluno experimentasse uma interacao adequada
com seus significados. Em muitos problemas propostos, as fungoes eram reduzidas a
uma expressao na forma de equacao com duas varidveis, sem definir ou esclarecer em
qual universo numérico tal funcao estaria sendo aplicada e, quando o fazia, nao havia
uma contextualizacao desses conjuntos numéricos. “O que se observa atualmente no
ensino de Matematica escolar é a valorizagao excessiva de uma abordagem tedrica, seja
ela trabalhada de forma bem contextualizada ou nao” (Granja e Mello, 2012, p. 11).

Atualmente, é dificil encontrar algum livro direcionado para o ensino basico, sem
que na sec¢ao de introducao as fungoes nao tenham, primeiramente, uma abordagem intui-
tiva do conceito de funcao, com exemplos reais e contextualizados, abordando situacoes
de negociagoes financeiras e comerciais, observagoes cientificas de fenomenos da natureza,
ou ainda, aplicacoes no trabalho e na industria.

Uma nova mudanca vem acontecendo fortemente, que é o uso de tecnologias no
processo de ensino e aprendizagem escolar. Softwares para computadores, aplicativos para
smartphones, lousas digitais com ou sem tecnologia 3D, plataformas ou sites na internet
que trazem interacoes diversas que possibilitam uma experiéncia, no minimo prazerosa,
vem se tornando um desafio para a pratica de qualquer professor. O desafio estda em
agregarmos esta tecnologia aquela pratica vigente de cada professor.

O equilibrio entre aspectos tedricos e praticos continua sendo importante:

Entendemos que a Matematica tedrica pode sim motivar os alunos, desde
que bem contextualizada, e que a Matematica aplicada pode nao desper-
tar o interesse dos alunos, bastando para isso que as aplicacoes apresen-
tadas sejam artificiais ou muito técnicas, ou que nao estejam ao alcance
do universo de compreensao do aluno (Granja e Mello, 2012, p. 11).

Nao se pode permitir que essas ferramentas tecnolégicas tenham seu uso limitado
ao entretenimento visual, com movimentos, animacoes e cores atraentes para simplesmente
mudar a rotina. Seria um desperdicio. O direcionamento didatico continua sendo essencial
e a transposicao didatica também nao deve ser ignorada.

Nesta dissertacao se pretende, além de fazer uso de novas tecnologias, destacar



a importancia de aprimorar os aspectos didaticos envolvidos em novas ferramentas meto-
doldgicas. Do ponto de vista prético e realista as fun¢oes podem ser aplicadas em situacoes
reais. Deste modo, para que se tenha uma experiéncia completa de ensino e aprendizagem,
é preciso compreender no cotidiano as caracteristicas e padroes matematicos necessarios
para um processo de interacao ao alcance da compreensao do aluno. De fato:
E fundamental para a aprendizagem que, em algum momento, se te-
nha a real necessidade de aprender o que se esti estudando, ou esse
conhecimento perderd o sentido. A necessidade d4a significado ao novo

conhecimento, quando esta inserido no meio em que o aluno vive (Ogli-
ari, 2008, p. 11).

1.2 Tecnologias digitais em Matematica no Brasil

Diante do acelerado avango tecnoldgico que vem acontecendo, como computado-
res com capacidades de processamento cada vez maiores, softwares com interfaces mais
acessiveis e compreensiveis, conexao da internet ultra veloz, aplicativos sendo desenvolvi-
dos e atualizados constantemente, linguagens de programacao aprimoradas, redes sociais
e recursos eletronicos entre outros, espera-se que na area de educacao estas midias se-
jam incorporadas. No caso especifico da Matematica quais tecnologias ou recursos foram
utilizados até entao? Quais sao as mais utilizadas atualmente?

Autores como Borba et al. (2015) dividem o uso de tecnologias digitais no Brasil
em quatro fases. A primeira, que se iniciou por volta de 1980, ficou marcada pelo uso
do software LOGO (1985) que foi usado com enfase construtiva relacionando a linguagem
de programacao com o pensamento matematico. Outro momento marcante desta fase foi
o inicio do surgimento de laboratorios de informatica, em que as primeiras capacitagoes
de professores eram voltadas apenas para fazerem uso dos computadores e menos énfase
sobre o que ensinar (Borba et al., 2015).

Na segunda fase, com inicio na década de 90, houve uma popularizagao e maior
acesso aos computadores pessoais, os professores ainda inseguros sobre o seu uso, nao
conseguiam ver maiores potenciais para seu uso pedagdgico. Apenas com a criagao e
desenvolvimento de softwares, junto com o apoio de cursos de formagao, é que houve uma
nova expectativa didatica com o uso de tecnologia da informética (TT) para novas praticas

educacionais (Borba et al., 2015).



Assim, professores podem vivenciar o risco de introduzir as tecnologias
informaéticas, saindo de uma zona de conforto, ou podem ver o conforto
de vivenciar o risco de lidar com as TI (Tecnologia da informética) em
ambientes educacionais (Borba et al., 2015, p. 15).

De acordo com Borba et al. (2015), os softwares que marcaram esta fase foram o
Winplot, Fun e Graphmathica, voltados para as fungoes e os de geometria dinamica como
o Cabri Géometre que oferece um aprimoramento na visualizagdo e experimentacao. A
geometria dinamica (GD) merece um destaque especial, pois possibilita um outro nivel
de interacao voltada para a aprendizagem, em que o aluno pode experimentar, construir
e visualizar a diferenga entre figuras e construgoes geométricas. Os softwares graficos
destinados ao estudo de fungoes foram outra vertente que se iniciou nesta fase, com eles
pode-se visualizar, manipular e compreender melhor as propriedades graficas de uma
funcao.

A terceira fase, que se iniciou no fim da década de 1990, tem como principal ca-
racteristica a evolugao da comunicacao e do uso da internet como fonte de conhecimento,
passamos da TIs para as TICs (Tecnologias da Informagao e Comunica¢ao) e uma con-
sequéncia desta evolugao é a realizacao de cursos a distancia via e-mail, chats ou foruns de
discussao direcionados a capacitagao de professores mediante interagoes virtuais (Borba
et al., 2015).

A quarta fase se inicia com o surgimento da internet de alta velocidade, que
proporciona um outro nivel de comunicagao com um numero ainda maior de recursos
digitais. Entre estes recursos se destaca, na area de Matematica, o software Geogebra,
que hoje passou a ser um software de Matemdtica Dinamica e nao apenas de Geometria
dinamica, além de ser gratuito e de multiplataforma. Outros detalhes a respeito destas
quatro fases estao na tabela 1.1 (Borba et al., 2015, p. 28). Recentemente, esta disponivel
também para a plataforma Android e 10S, potencializando e facilitando o acesso para
estudantes e escolas sem computadores, visto que os smartphones estao presentes no
cotidiano da maioria dos alunos. De acordo com a Fundacao Getilio Vargas o Brasil ja

tem mais de um smartphone ativo por habitante.’

! https://canaltech.com.br /produtos/brasil-ja-tem-mais-de-um-smartphone-ativo-por-habitante-
112294



Tabela 1.1: Resumo histérico do uso de tecnologias digitais no Brasil.

Natureza ou base

Perspectivas ou

Tecnologias tecnolégica das ~ L. Terminologias
atividades nogoes tedricas
Computado-
Pru.nel— res; LOGO Construcionismo; T'ec.noloigl'as
ra fase calculadoras Proeramacio micromundo informéati-
(1985) simples e & ¢ ’ cas (TI).
cientificas.
Geometria dinami- Ejir;ir;ﬁlzzzt;ogzm
Segunda Computado- o (gilgge?zig;etre; demonst.ragéo; T
fase res (popu- 1l zona, de risco; co-
o L multiplas represen- .. . software
(infcio larizagao); - ~ nectividade; ciclo .
dos anos calculadoras tagoes de fungoes de aprendizagem educacio-
Ny RPN (Winplot, Fun, prendizage nal; tecnologia educativa.
1990) graficas. Mathematica); CAS construcionista;
(Maple): jo o5 seres-humanos-
aple); J0gos. com midias.
Educagao a Tecno-
. ado- . istancia online; logias de
Terceira Comft{tado Teleduc; e-mail; .dl:t(mci(l on Hlle’ . (f)gl S dil
. es, L interagao e cola- informacao
fase chat; forum; ~ .
(1999) laptops e soogle boragao online; e comu-
internet. ' comunidades de nicacao
aprendizagem. (TIC)
Geogebra: Multimodalidade;
. o 1 senga;
de aprendizagem; . ’ Tecnolo-
Computado- Applets: internet em sala gias digitais
Qe b ot S )
b WolframAlpha; procug tecnologias
(2004)  telefones celulares; internet Wikipédia: ' compartilhamento méveis ot
réapida Facegook'7 online de videos; ortéteis
ICZ; Second Life: performance ’ '
’ Moodle ’ matematica
' digital.

O ensino e aprendizagem de Matematica esta intimamente ligado a um processo

investigativo e experimental. O aluno precisa fazer Matematica. “A importancia da
investigagao tem sido amplamente valorizada pela comunidade de educagao matematica”
(Borba e Penteado, 2016, p. 32).

O processo investigativo pode ser apenas internalista, voltado para temas da
propria matematica, ou abordar temas mais amplos com uso de recursos computacionais
ou nao. Em ambos os casos ha um processo de modelagem envolvido, seja uma modelagem
voltada para questoes da Matemadtica em si, ou voltada para temas mais complexos em
que o processo investigativo aconteca em torno deste tema escolhido.

O relacionamento dos docentes com a informatica vem amadurecendo ao longo
dos anos. Desde o medo de serem substituidos pela maquina a inseguranca atual de ter

que rever suas praticas mediante o uso de novas tecnologias. E preciso lembrar de que

a atividade docente exige uma autocritica permanente das praticas, com ou sem o uso



de novos recursos tecnoldgicos. Assim, é necessario que os professores se movimentem
na dire¢ao de praticas inovadoras, incertas ou até imprevisiveis. “Mesmo insatisfeitos,
em geral os professores se sentem assim, eles nao se movimentam em dire¢ao a um ter-
ritério desconhecido” (Borba e Penteado, 2016, p. 44). E necessério arriscar por praticas
que a principio sejam diferentes. Um dos pontos que sera tratado aqui, é o uso de TD
(Tecnologias Digitais) no ensino de fungoes afins e quadraticas.

Antes de escolher o melhor ambiente informatizado, é necessario que se faca uma
andalise da natureza do contetido, no caso as funcoes, para avaliar como tal assunto ou
teoria pode ser trabalhado e com qual recurso tecnoldgico e, ainda, qual serda o conheci-
mento produzido. O que se deve priorizar no ensino e aprendizado de funcoes? Quais sao
os primeiros conceitos relevantes que o professor nao pode esquecer? E possivel tracar
uma espécie de mapa conceitual, no qual se tenha os principais pontos da teoria, cujos
aspectos sirvam de suporte para desenvolver novas praticas de ensino? Até que ponto
e profundidade o professor de Matematica de Escola Piblica consegue trabalhar estes
conceitos? Como a tecnologia pode ser usada para facilitar as interagoes propostas pelos

professores e alunos?

1.3 Funcoes

A construcao tedrica de funcgoes permeia trés partes basicas: Dois conjuntos e
uma regra que define como os elementos destes dois conjuntos irao se associar. E possivel
encontrar, facilmente, os mais diversos contextos usados em sala de aula nesse inicio da
teoria, é a chamada noc¢ao intuitiva, muito comum em varias obras. Estes contextos sao
inspirados em situacoes reais que ajudam o aluno a perceber a relevancia do conteudo.
Acredita-se que as tecnologias interativas podem potencializar esta contextualizagao, pois
o aluno experimentaria o “fazer com as préprias maos” e nao apenas imaginaria uma
situacao hipotética.

A regra de associagao, que deve permitir relacionar de modo bem especifico cada
elemento de um conjunto, o conhecido dominio da fungao, ao outro conjunto, o contra-
dominio, muitas vezes envolve algum processo aritmético traduzido por uma expressao do
tipo y = 2z + 1, com z representando os elementos do dominio e y os do contradominio,

formando o subconjunto imagem. Neste momento podem surgir os primeiros erros de in-



terpretacao ou de construgao conceitual por parte dos alunos, erros estes que talvez sejam
provocados por uma ma contextualizacao. “Para que o aluno tenha uma compreensao
significativa do conceito de fungao, é necessario abordar tanto sua definicao intuitiva, de
forma contextualizada e evidenciando seu aspecto variacional, como sua defini¢ao formal”
(Brito e Almeida, 2005, apud Magarinus (2013)).

As expressoes que retratam a regra de associacao da fungao podem ser melhor
entendidas, por exemplo, com o uso de softwares como o Geogebra, que permitem a mani-
pulacao de pontos no plano cartesiano com observacao da variacao de suas coordenadas de
modo imediato, ou ainda, alterando a expressao algébrica e observando o que ocorre com
sua representacao grafica, o que ajuda a compreender o significado da expressao dada. A
possibilidade de lidar com as representacoes algébricas e graficas simultaneamente é uma
das principais vantagens, peculiaridades e inovacoes deste software, sem citar o aspecto
geométrico que também é inovador. “Diante de tal peculiaridade, se comega a justificar
o carater inovador do software Geogebra, pois trata-se de uma tecnologia pioneira em
relacdo & integracio GD-CA%-funcdes.” (Borba et al., 2015, p. 34).

O par de elementos formado pela regra de associagao serd utilizado durante todo
o processo de construgao tedrica das fungoes. Sendo A o conjunto dominio da fungao e
B o contradominio, ou seja, considerar que x € A e y € B. Esse par de valores, x e v,
pode assumir a seguinte notagao, = e f(x), respectivamente, ou ainda x — f(z) indicando
que z ¢ transformado em f(z) pela fun¢ao denominada f. Os valores de f(x), formam o
conjunto imagem, que é um subconjunto do contradominio B.

A regra que orienta como transformar z em f(x) deve seguir apenas duas condigoes:

(i) Nao deve haver excegoes: afim de que f tenha o conjunto A como

dominio, a regra deve fornecer f(x) para todo x € A;

(ii) Nao deve haver ambiguidades: a cada x € A, a regra deve fazer corres-

ponder um tnico f(x) em B>

Se pode perceber que é necessaria uma boa nogao de conjuntos neste inicio da
construcao tedrica, tudo se resume a uma associagao entre dois conjuntos. O grdfico da
funcao, do ponto de vista didatico, facilita a visualizacao desta associacao, ou seja, da

funcao em si e seus conjuntos dominio, contradominio e imagem.

2GD: Geometria dinamica e CA: computacio algébrica.
3 As definigdes e os conceitos mateméticos aqui utilizados seguem conforme Lima (2012) e Lima (2013).



Duas funcoes sao iguais quando aquilo que as define sao iguais, ou seja, quando
possuem o mesmo dominio, contradominio e a mesma regra de associacao. Dentre as
varias operagoes existentes entre conjuntos, a que permite representar a funcao mediante
um grafico é o produto cartesiano. O produto cartesiano entre dois conjuntos A e B é
definido como o conjunto A x B formado por todos os pares ordenados (a, b) em que a € A

e b € B. Portanto,
Ax B ={(a,b);ac Aebe B}

O grifico de uma fungao f : A — B é o subconjunto G(f) do produto cartesiano A x B

formado pelos pares ordenados (x, f(x)), onde x € A é arbitrario. Ou seja,

G(f) ={(z,y) € AX By = f(x)}.

Pela definicao de igualdade de funcoes, se pode afirmar que duas funcoes sao iguais se,
e somente se, posssuem o mesmo grafico. Para que um grafico esteja definido por uma
fungao, ou seja, para que um subconjunto G C A x B seja a representagao grafica de uma
funcdo f : A — B, de acordo com as condigbes (i) e (ii) acima é necessario e suficiente
que todo elemento do dominio seja representado por um tunico ponto de coordenadas

(z,y) € G.

0 1 2 3 4 5 6 Q '\ vﬂ :3 :l '5 L

(a) E grafico de funcao (b) Nao é grafico de funcao

Figura 1.1: Exemplos de graficos.

A passagem da linguagem de conjuntos para as representacoes graficas é um
momento delicado para a construcao tedrica vivenciada pelos alunos. Seja qual for o
recurso didatico utilizado, é preciso que os alunos considerem os fundamentos teoricos
expostos até aqui ou que, pelo menos, estes fundamentos sejam o pano de fundo da pratica
ou metodologia escolhida pelo professor. Especificamente, quando os recursos utilizados
sao as ferramentas tecnoldgicas, nem sempre estes fundamentos tedricos estao presentes de

forma clara para quem os utiliza, por vezes, nem mesmo o professor compreende como a
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teoria esta presente naquele recurso, prejudicando toda a pratica de ensino e aprendizagem
proposta, ou seja, “o professor deve ter clareza de seus objetivos, pleno conhecimento dos
contetudos que serao explorados, elaborar seu plano pedagdgico, conhecer o programa que
serd utilizado, identificando suas potencialidades e limita¢oes” (Magarinus, 2013, p. 31).

Pretende-se sugerir alguns parametros, diretrizes ou caminhos que auxiliem, em
linhas gerais, como os aspectos tedricos fundamentais das fun¢ées podem ser transpostos
didaticamente e adaptados para os recursos digitais atuais.

Existem varias formas, em que as fungoes podem fazer a associacao de seus con-
juntos dominio e contradominio, entre estas formas sao destacadas trés maneiras basicas
importantes para a compreensao de como a regra de associac¢ao esta atuando sobre os ele-
mentos destes conjuntos. Sao elas: funcdo injetiva, funcao sobrejetiva e funcao bijetiva.

Define-se como funcao injetiva toda funcao de A em B que para quaisquer x e
yem A, f(z) = f(y) implica x = y. De outro modo, se pode dizer que, quando se tem
x # y, em A, implica que as imagens de x e y também sao diferentes. Chama-se func¢ao
sobrejetiva toda funcao f : A — B, tal que, para todo y € B exista pelo menos um x € A
com f(x) =y. Uma bijecao ou correspondéncia biunivoca, ou ainda, uma func¢dao bijetiva
ocorre quando se tem, simultaneamente, uma funcao injetiva e sobrejetiva.

As fungoes podem ser usadas para trabalharem mutuamente, através da com-
posicao de funcoes, basta que o dominio de uma funcao seja o contradominio da outra.
Sejam f: A— Beg: B — C fungoes tais que o dominio de g é igual ao contradominio
de f. Neste caso se define a funcdo composta go f : A — C, que consiste em apli-
car primeiro f e depois g. Deste modo, a notacao (g o f) deve ser compreendida como

g(f(x)), ou seja a fungao g transforma a imagem de z em g(f(x)). De modo mais formal,

(90 /() = g(f(2)) para todo z € A

1.4 Funcao afim

Normalmente, o primeiro modelo de fungao apresentado aos alunos é o de funcao
afim, que pode ser contextualizado ou aplicado em diversas situagoes. Denomina-se funcao
afim f de R em R quando existem nimeros reais a e b de modo que f(z) = ax + b para
todo x € R. Como os coeficientes a e b sao niimeros reais, também sao fungoes afim os

casos em que f(x) = x (fungao identidade), as fungoes lineares com f(x) = ax e, ainda,
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as fungoes constantes f(x) = b, todas com dominio e contradominio reais.

A determinacao do coeficiente b pode ser feita quando se observa o valor que a
fungao f assume para x = 0, ou seja, f(0) = a-0+ b = b, sob este ponto de vista b é
o chamado wvalor inicial da funcdo f. O coeficiente a pode ser obtido considerando dois

valores distintos para o dominio, por exemplo x; e x5, desse modo se tem:
f(x1) =azy+be f(xy) = axs + b,
subtraindo as equacgoes, se obtém
f(z2) — f(x1) = axe + b — (az1 + b) = axe — axy = a(r2 — 1)

assim,

a= M, com xy # xa.
To — T

f(%) - f(fl)

To — X1

Ao considerar x5 > z; o valor de a = mostra a taza de crescimento
da funcao neste intervalo de x; até xs.

Uma funcao f: X — R, com X C R, é denominada:
— crescente quando x7 < x9 = f(x1) < f(x2);
— decrescente quando x1 < x9 = f(x1) > f(x2);
— mondtona nao-decrescente quando x1 < x3 = f(x1) < f(x2);
— mondtona ndo-crescente quando x1; < o = f(x1) > f(x2).

Em qualquer dos quatro casos f é dita mondtona. Nos dois primeiros (fcrescente ou
decrescente) se diz que f é estritamente mondtona. Neste dois casos, f é uma fungao
injetiva.

O gréafico de uma funcao f : R — R tal que f(z) = ax + b com a,b € R é uma

reta. Para verificar isto, basta escolher trés pontos quaisquer, sejam eles:

Py = (z1,az1 +b)
P2 = (1‘2, axo + b)
P3 = (1‘3,&1’3 —f- b)
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e verificar que, a maior dentre as distancias d(Py, P,), d(Pz, P3) e d( Py, Ps) é igual a soma
das outras duas menores, ou seja, asssumindo sem perda de generalidade, que x; < x5 < x3
e usando a formula da distancia entre dois pontos, é necessario e suficiente mostrar,

conforme figura 1.2, que:

d(Py, Ps d(Py, Py) + d( Py, Ps) <

) =
(23 — 2)V1+ a2 = \/(xg — 11)2 + a®(zg — 21)2 + (x5 — 22)V1 + a2 &
(23 — 2)V14a? = (z3 — 2)VI+ a2+ (25 — 2)V1 + a2 =

(23 —x)V14 a2 =23Vl +a? — V14 a2+ 23Vl +a? — 2Vl + a2 &
(3 —21)V1+a2 = —oV1I+ a2+ a3Vl +a? &

(23 — 2)V1+ a2 = (v3 — 21)V1 + a?

Figura 1.2: Colinearidade

Sendo o grafico uma reta, os pontos de interse¢ao com os eixos x e y sao impor-
tantes para a compreensao e analise da funcao. O ponto de intersecao com o eixo y tem
coordenadas (0,b), pois para = 0 se tem f(0) = b. O ponto de interse¢ao com o eixo x
tem coordenadas (—g, 0), se f(z) = ax + b, entao para f(x) =0 se tem = = —S.

Do ponto de vista geométrico o coeficiente a mostra a inclinacao da reta em
relacao ao eixo horizontal ou eixo das abscissas, ou seja, quanto maior o valor de a mais
a reta se afasta da posicao horizontal.

Da geometria plana se sabe que toda reta fica determinada ao conhecer dois de
seus pontos, no caso das fungoes afim como o grafico é uma reta, para determina-lo basta
conhecer dois de seus pontos. Desse modo, ao determinar os valores de f(z1) e f(z2) para
r1 # x9 a funcdo f fica unicamente determinada. Sendo f(x1) = y; e f(x2) = ya, entao

para determinar os coeficiente a e b, basta resolver o sistema:
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ar1+b =

ars +b = 1o
. ~ = Y2 — % TaY1 — T1Y2
cujas solugoes sao a = eb=——"".
T2 — T Lo — T

1.4.1 Caracterizacao da fungcao afim

E importante, do ponto de vista didatico, que o aluno e o professor sejam capazes
de perceber se determinado contexto ou dados observados podem ser modelados por uma
funcao afim. Por vezes, as informacgoes sao claras e facil de se notar que o modelo de

funcao afim é o ideal para aquela situacao. Para tanto faz-se o uso do seguinte teorema:

Teorema 1 Seja f : R — R uma fun¢ao mondtona injetiva. Se o acréscimo f(x+h)—

f(x) = @(h) depender apenas de h, mas ndao de x, entdo f € uma funcao afim.

Demonstracao: 1 Supondo que f seja crescente, entao p(h) também € crescente. Note

que p(0) = f(x +0) — f(x) =0. Seja k € R, entao:

oh+k)=flx+h+k)—flz)=f((z+k)+h)— fle+k)+ flx+ k) —
f(z) = p(h) 4+ (k). Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade®,
fazendo a = (1), tem @(h) = a - h para todo h € R. Isto quer dizer que
f(x+h)— f(xz) = ah. Chamando f(0) de b, resulta f(h) = ah + b, ou seja,
f(x) = ax + b para todo z € R.

1.5 Funcao quadratica

Este tipo de funcao tem aplicagoes bem diferentes das aplicacoes das funcoes afins.
No ensino médio o professor de Matematica tem a oportunidade de usar o estudo de corpos
em queda, estudado na disciplina de Fisica, para contextualizar a funcao quadratica. O

desafio maior do professor nao estd apenas na contextualizagao deste tipo de fungao, mas

4Seja f : R — R uma funcdo crescente. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
1. f(k,z) = kf(x) para todo k € Z e todo = € R.

2. Pondo a = f(1), tem-se f(z) = ax para todo = € R.

3. f(x1 + x2) = f(z1) + f(z2) para quaisquer z1, x5 € R.
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também em seus aspectos tedricos particulares, tais como os zeros da funcao, seus pontos
de maximo e minimo e aspectos de sua representagao grafica.

Uma funcgao f : R — R é considerada uma fun¢do quadratica quando f transforma
todo z real em ax? + bx + ¢, ou seja, f(x) = ax® + bx + ¢, com coeficientes a, b e ¢ reais
e a # 0. Os valores dos coeficientes a, b e ¢ podem ser determinados ao conhecer, pelo

menos, trés valores que a funcao quadratica f assuma. Assim, bastaria resolver o sistema:

f(z)) = azi+bz+c
flze) = ax;+bry+ec
f(zs) = ax;+brs+ec

cujas incognitas sao a, b e c.

1.5.1 A forma canonica do trindomio

Mediante uma manipulacao algébrica se pode escrever o trindmio az? + bz + ¢ de
outro modo, ou seja,
9 s bx ¢
ar"+br+c=al|x*+—+—| =

[ br  b? b? c}
+2—+——-——+—-|=a

2a¢  4a?  4a?  «a

Deste modo se tem:

+b 2+4ac—b2
x R B —
2a 4a? ’

como a forma canonica de expressar o trinomio. Para o professor abordar o trinomio neste

formato, sera necessario que os alunos tenham uma boa nocao da técnica de completar
b2 2

quadrados, que foi utilizada ao acrescentar +4— s Além disso, é importante justificar
a 4a

sempre a necessidade e a utilidade da forma candnica. A principal delas é o fato de que se

pode, facilmente, encontrar a férmula que nos fornece as raizes da equacio az*+bx+c = 0.

De fato:
axQ—l—bx—i-c:a[(x—l— b)2+4ac—b2}: < )2 dac — V7 =0+
2a 4a?  4a?
b 2_ 4dac — b? b 4ac
<x+2a> B 4a? ( 2_) i
.r—l—i::t b? 4&0(:>x+_: 4ac
2a 4a? 2a 2a
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Vb? — dac b
e
2a 2a

 —b= Vb? — 4ac

o (1.1)

xz

cuja equacao (1.1) é a férmula resolutiva de equagoes quadréticas
A expressao b? — 4dac mostra as possibilidades de raizes que a equacdo possui.

Seja A = b* — 4ac, se tem as seguintes situacoes:

—b+ V/b? — 4ac —b—Vb? — 4dac

(i) Caso A > 0, entao hé duas raizes distintas x; = 5 e Ty = 5 :
a a

(ii) Caso A < 0, nao hé raiz real;

(iii) Caso A = 0, as raizes s@o iguais ou uma raiz dupla x = ~og"
a

b\>  dac—b?
Sendo f(z) = ax* +br +¢c = a (x+—) —l—L], se pode notar que

2a 4a?

4ac — b* . ,
i nao depende de x, mas apenas dos coeficientes, logo seu valor é constante.
a

. b . b
Nos parénteses se tem x + 20’ cujo menor valor ocorre quando x = 5 Deste
a

a
2
odo,f< 2(;) dac — b A

4a, da

Caso a > 0 a funcao f assume seu menor valor para r = ~5g’ ja no caso de
a < 0, f atinge seu valor maximo qualquer que seja x real.

Dentro do que foi exposto esta toda a teoria envolvida dos pontos de maximo,
minimo e raizes da funcao que, normalmente, é estudado junto com sua representacao
grafica, que serd vista mais adiante. Mas antes, uma ultima observacao sobre a forma
canonica, ela também possibilita saber para quais valores diferentes para  se tem imagens
iguais. Sejam 2’ # x para quais valores de 2’ e x se tem f(z') = f(z)?

Olhando para a forma canodnica, se sabe que f(z) = f(2') se, e somente se,

b\’ b\’ b
r+—) = (2'+—) . Como por hipétese x # ', isto significa que z + — =
2a 2a 2a

, b\ .., x+d b
— |z +— ], 1sto ¢, = ——.
2a 2 2a
b
Esta igualdade permite concluir que a média aritmética entre z e 2’ é ~5g’
a

b
portanto, z e 2’ estao igualmente distantes de 50 que é o eixo de simetria da funcao
a

quadratica.
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1.5.2 A representacao grafica da funcao quadratica

E importante que o estudante experimente construir o grafico da funcao quadratica
e perceba que nao se trata de uma reta. Essa nova curva se denomina pardbola. A parabola
é o lugar geométrico dos pontos equidistantes de um ponto fixo F', denominado foco da

parabola, e de uma reta, denominada diretriz d da parabola.

eixo da parabola

Figura 1.3: Pardbola com eixo vertical.

Na figura 1.3 o eixo da parabola é a reta perpendicular a diretriz d que intersecta
o vértice V. O vértice é o ponto médio entre o foco F' e o ponto C' de intersecao do eixo
da pardbola com a diretriz. Os pontos da parabola formam o subconjunto G C R? com

coordenadas (z,az® + bxr + ¢). Ao analisar o gréfico da funcdo quadratica f(r) = az?, se

1 1
verifica que o seu foco tem coordenadas (0, 4—) e a diretriz ¢ a reta horizontal y = 1o’

a a
caso a pardbola tenha eixo vertical. A distancia de um ponto P = (x,az?®) ao foco

1
F=10—|¢
(05)

d(P,F) = \/aﬂ + (w? - ﬁ)%

1
A distancia do mesmo ponto P = (r,az?) & reta y = 1 pode ser expressa da
a

1
seguinte forma: d(P,d) = — (ax2 + 4—), para tal, basta usar a férmula
a

_awo + byo + ¢

Va? + b?

ax + by + ¢ = 0. Elevando ambas as distancias ao quadrado se tem:

d(P,s)

que determina a distancia de um ponto P(zg,yo) & reta s :
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2

) . 1\]’ 2, LY
d(P,d)” = {— (ax + 4a>} = (ax + 4a>
note que vale a seguinte igualdade:

1)\? 1)\?2
1‘2—|— ar? — — _ a$2_|__ —
4a 4a

1 1 1 1
2, 24 2 2,4 2
+ 2 + = a2zt + 2 +
rorad “ (4a> 1622 " “ (4@) 16a2

. L 1 -
excluindo os termos iguais e somando 2az? (4— a ambos os membros da equacao, se

a
obtém
4ax?
7’ = — 2% =17
4da
Deste modo, qualquer ponto P do grafico da funcao f(x) = ax® estd na pardbola
em andlise.

De modo reciproco, ao considerar um ponto P = (z,y) qualquer da pardbola e
um ponto P’ = (z, aa:Q) da funcao f, notando que ambos tém a mesma abscissa x e, neste
tipo de curva, nao existem pontos distintos com a mesma abscissa, logo P = P’. Assim,
todo ponto da parabola também pertence ao grafico de f.

Quando a > 0, o grafico da funcdo quadritica f(z) = az?® tem concavidade vol-
tada para cima, e caso a seja negativo a concavidade estara voltada para baixo, conforme

figura 1.4.

Y Y
1
d 4qa
F(0,1/4a) X
® [ )
X
F(0, -1/4a)
d 1 T
4a
(a) a>0 (b) a<0

Figura 1.4: Concavidade da parabola
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Uma anélise semelhante pode ser feita com a funcdo f(z) = a(x — m)?, que

1 1
também se trata de uma parabola com foco F' = (m, 1) © diretriz y = —4—)
a a

Para confirmar isto basta notar que o grafico de f(z) = a(z — m)? resulta do gréfico de
g(z) = az? pela translacdo horizontal (z,y) — (z +m,y), a qual leva o eixo x = 0 no
eixo r = m.

Diante do exposto é possivel concluir que uma funcao quadratica f : R — R,

b dac — b?

tal que f(z) = a(lx — m)? + k, com m = 2 © k= , ¢ uma parabola com foco

4a
1 1
F = <m,k + 4—) e diretriz y = k — ™ Note que o grafico de f(z) = a(x —m)* + k
a a
pode ser obtido com a translacio vertical de (z,y) +— (x,y + k) do gréfico y = a(z —m)?,
1
que translada o eixo y = 0 para a reta y = k, e também leva a reta y = —, Para a reta
a
1
=k—-—.
Y 4a

Como toda funcdo quadrética do tipo f : R — R com f(x) = az® + bx + ¢ pode
2
ser escrita na forma canoénica f(x) = a (m — 2—) + k. Assim, o grafico de toda funcao
a

quadratica é uma parabola.

1.6 Objetivos

— Mostrar como é possivel transpor didaticamente a teoria das funcoes afins e quadréticas,

usando uma nova ferramenta digital, sem perder seus principais aspectos formais;
— Propor uma abordagem diferente para a teoria sobre fungoes;

— Apresentar exemplos de situagoes e interagoes que possam ser agregadas, por pro-

fessores da Educacao Bésica, a qualquer pratica de ensino;

— Detectar as transformacoes do conhecimento e aprendizado de fungoes matematicas

envolvidas com o uso do Geogebra.

1.7 Metodologia

Nao se pretende elaborar atividades especificas com roteiros e sequéncias didaticas
estabelecidas para serem aplicadas em sala de aula. A proposta é fazer uma analise inicial

do uso do software Geogebra em sala de aula no estudo de funcoes afins e quadraticas,
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buscando esclarecer e discutir aspectos didaticos e que serao considerados relevantes para
a construcao do aprendizado escolar deste tema.

Sera feita uma construcao teérica a respeito de fungoes dentro do ambiente virtual
do Geogebra, buscando novos pontos de vista sobre temas importantes como a caracte-
rizacao de fungoes afins, a forma canonica da funcao quadréatica e as carcteristicas da

parabola.
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Capitulo 2

Uso do software (Geogebra no estudo

de funcoes afins e quadraticas

O ensino de fungoes afins e quadraticas permeia por topicos bem especificos e
fundamentais da teoria. Neste capitulo, serao ressaltados estes temas fundamentais, prin-
cipalmente, os temas considerados dificeis de trabalhar no ensino médio ou fundamental,
e propor algumas formas de se usar o Geogebra para facilitar ou potencializar a pratica

do professor em sala de aula.

2.1 Apresentacao do software Geogebra

O software Geogebra' é de distribuicdo livre para usudrios ndo comerciais e foi
criado pelo matemético austriaco Markus Hohenwarter em 2001 para ser utilizado em
sala de aula. Hoje, o projeto conta com varios colaboradores. A péagina oficial do projeto
Geogebra na internet é www.geogebra.org, onde se pode baixar suas versoes para I10S,
Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux. A instalacao é simples, basta baixar a
versao desejada, abrir o arquivo e seguir as orientacoes nas janelas de instalacgao.

A interface é simples de se usar e, ainda assim, conta com recursos eficientes.

L Aglutinacio das palavras Geometria e Algebra.
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Figura 2.1: Interface inicial do Geogebra.

A interface padrao, apresentada na figura 2.1, exibe uma barra de menus, uma
de ferramentas, campo entrada, janela de dlgebra e de visualizacao. Ao se posicionar o
cursor sobre qualquer icone da barra de ferramentas uma descricao da funcao selecionada
é apresentada automaticamente, esta fungao pode ser alterada ao se clicar no mesmo item,
pois uma lista de funcoes diferentes sera exibida.

Para construir um ponto, basta clicar na ferramenta ponto, selecionar a funcao
ponto e clicar na posicao desejada da janela de visualizacao. Também se pode utilizar o
campo entrada, ao se digitar A(2,3) neste campo serd exibido um ponto A de abscissa
2 e ordenada 3. Caso se digite, no mesmo campo, f(z) = ax + b serd perguntado ao
usuario se deseja criar os controles deslizantes a e b, em caso afirmativo, sera exibido o
grafico de uma funcao afim e os respectivos controles deslizantes, como pode ser visto
na figura 2.2. Percebe-se a possibilidade de inserir coordenadas ou equagoes diretamente
no campo entrada, deste modo se pode vincular varidveis a nimeros, associando uma

expressao algébrica com uma representacao grafica.
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Figura 2.2: Gréfico de uma funcao afim.

De modo semelhante se pode construir retas, poligonos, angulos, conicas e outros
objetos de modo geométrico ou analitico.
Como exemplo, segue abaixo, uma descri¢cao do modelo criado para o Problema

1 da pagina 25:
- Ao abrir o Geogebra, clique no menu Ezibir e habilite a janela Planilha.

- Nas células Al e A2 da planilha escreva, respectivamente, Tempo (t) e Distincia

(d).
- Insira os nimeros de 0 a 8 na coluna A da linha 2 até a linha 10.

- Na célula B2 digite = A2x600, para que a distancia seja calculada automaticamente

em funcao do valor inserido na célula A2.

- Selecione a célula B2 e clique no canto inferior direito, arraste-o até a célula B10

para que o comando = A2 x 600 seja expandido para todas as células da coluna B.

- Clique na ferramenta Controle Deslizante e selecione a funcao Controle Deslizante,
em seguida, clique na janela de visualizacao para posicionar o controle deslizante ¢,
serd exibida a janela de configuragao do controle deslizante. No campo Nome digite
t, no campo intervalo no espaco para o valor minimo de t digite —5 e 5 para o valor

maximo. No campo Incremento digite 0.1, finalize a configuracao clicando em OK.
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- Selecione todas as células das colunas A e B com valores inseridos, clique na ferra-
menta Lista e selecione a funcao Lista de Pontos para que os pontos conrrespon-

dentes aos valores da planilha sejam criados automaticamente.

- Para alterar a escala do eixo vertical clique na ferramenta Mover Janela de Visua-
lizagao, selecione a funcao Mover Janela de Visualizacao, posicione o cursor sobre o
eixo vertical, clique sobre ele e arraste-o verticalmente ajustando a escala para que

todos os pontos construidos sejam visualizados.

- Clique na ferramenta Controle Deslizante e selecione a fungao Texto, clique préoximo
ao eixo das ordenadas, para posicionar o texto distancia d, se abrird uma janela de
configuragao do texto a ser inserido, nesta janela, no espaco Fditar digite distancia

d, selecione a formatacao Formula LaTex e finalize em OK.
- Repita o procedimento anterior para inserir o texto tempo ¢ no eixo das abscissas.

- Para configurar o ponto dindmico basta digitar (¢,600¢) no campo Entrada e teclar

Enter.

- Selecione a ferramenta Reta Perpendicular, clique sobre o ponto dinamico e sobre
o eixo horizontal, sera exibido uma reta perpendicular ao eixo das ordenadas que
intersecta o ponto dinamico. Note que na janela de Algebra serd exibido a expressao

algébrica que corresponde a esta reta construida.

- Selecione a ferramenta Ponto e clique na intersecao da reta perpendicular, criada an-
teriormente, com o eixo das ordenadas. Na Janela de Algebra desabilite a expressao

que corresponde a reta perpendicular, para que a mesma nao seja exibida.

- Selecione a ferramenta Reta e clique sobre a fungao Segmento, clique no ponto
dinamico e no ponto correspondente a sua ordenada. Mantenha este segmento
selecionado e configure seu estilo no campo Estilo de Linhas, logo abaixo do titulo da
janela de visualizacao. Repita este procedimento para criar o ponto correspondente

a imagem do ponto dinamico sobre o eixo das abscissas.

- Clique sobre o ponto das ordenadas do ponto dinamico com o botao direito e se-
lecione o comando Propriedades. Sera exibida uma janela de preferéncias, na guia

Basico habilite a funcao Exibir Rotulo para exibir os valores das coordenadas deste
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ponto. Repita esta instrucao para o ponto que corresponde a abscissa do ponto

dinamico.

Executadas estas instrucoes deve-se obter a construcao

2.3.

correspondente a figura
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2.2 O ensino

Figura 2.3: Construgao do Problema 1.

de funcoes com o software Geogebra

O uso do Geogebra serd o principal recurso digital proposto neste trabalho. As

atividades, abordagens e praticas aqui sugeridas partem do pressuposto que os alunos ja

o manusearam suficientemente para terem uma nocao basica deste software, ou seja, é

sempre necessario estar familiarizado com os recursos elementares do Geogebra.

Conforme apresentado no capitulo anterior, as fungoes afins e quadraticas sao

modelos especificos dentre varios que existem. E comum que o professor inicie este tema,

primeiramente, abordando suas caracteristicas e propriedades gerais, utilizando algum

contexto preliminar. No decorrer deste capitulo serao abordados alguns destes pontos

conceituais considerados importantes para a construcao do conhecimento a respeito de

funcoes.

2.2.1 O que uma fungao faz?

Sempre que o professor introduz o tema funcao para alunos do ultimo ano do

ensino fundamental ou no primeiro ano do ensino médio, é comum propor uma con-
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textualizacao ou um exemplo que aproxime este assunto da realidade. Nesta tentativa,
normalmente, o principal recurso utilizado é a oratdria ou o discursso proferido pelo pro-
fessor, por maior que seja a desenvoltura, a articulacao ou o talento deste profissional em
atrair a atencao dos alunos, esta forma de iniciar o tema tem seus limites, pois o professor
estda conduzindo os alunos por uma viagem abstrata em que eles precisam imaginar, em
detalhes, tudo que se verbalizou em sua contextualizacao. Veja este exemplo:
Problema 1: Uma pista de ciclismo tem marcagoes a cada 600 m. Um ciclista treina
para uma prova de velocidade constante. Enquanto isso, seu técnico anota, de minuto em
minuto, a distancia ja percorrida pelo ciclista. O resultado pode ser observado na tabela
2.1%:
Tabela 2.1: Relacao entre distancia e tempo
Instante (min) Distancia (m)
0 0
600
1200
1800

2400
3000

Tk W N =

O principal objetivo deste exemplo ¢ ajudar o aluno a perceber que existe uma
relacao entre tempo e espaco e, ainda, notar que esta relacao segue uma regra em que
a distancia = 600 x tempo. De fato, este procedimento pode sim contribuir para um
primeiro contato produtivo do aluno com o assunto. Neste trabalho, a proposta nao é
substituir esta pratica, e sim, usar o Geogebra como mais um recurso didatico.

Analisando o mesmo problema, mas agora fazendo uso de um conceito relati-
vamente novo que é o pensar com o Geogebra. Por acreditar ser mais adequado trazer,
como primeira atividade uma construcao feita previamente, que ira permitir exercitar a
interpretacao e a vizualizacao do contexto no ambiente do Geogebra. Como por exemplo,

uma animacao®, que corresponde a figura 2.4 a seguir.

“Enconte em (Iezzi et al., 2013, p. 36)
3Para vizualizar a animacao consulte https://ggbm.at/hulUjUPG63.

26



t=4.8
6000 1
@
distancia d
5000 .(8, 4800)
L7, 4200)
4000
,(6.3600)
30001 (0, 2880) (4.8, 2880) 4(5. 3000)
@ -l - °
o4, 2400)
2000 o(3: 1800) |
L(2,1200) :
1000 A !
,(1,600) :
1 tempo t
(0,0) 1(4.8,0)
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 2.4: A nocao intuitiva de funcao.

Nesta construcao estao as principais informacgoes sobre o Problema 1. Se pode le-
vantar algumas questoes para estimular a interpretacao da construcao e o amadurecimento
do pensar com o Geogebra que, simplificando, significa adaptar o exemplo da realidade
para o ambiente virtual deste software facilitando a compreensao de novos conceitos, veja

algumas questoes:

a) Quais grandezas estdo mais evidentes neste problema?
Espera-se que o aluno perceba a relacao entre tempo e deslocamento seja pela apre-
sentacao feita pelo professor ou mesmo pelo grafico, representadas nos eixos carte-

sianos.

b) E possivel afirmar que este exemplo retrata uma fun¢ao?
Retratar uma funcao significa que para todas as marcagoes de tempo existem distancias
unicas percorridas pelo atleta, ao arrastar o controle deslizante ¢ o proprio aluno

pode perceber que a cada minuto existe uma tnica distancia.

c) A distancia depende do tempo do ciclista ou é o tempo que depende da distancia?
Observando a tabela espera-se que o aluno note que os valores de tempo sao inde-

pendentes e que as distancias sao o produto entre 600 e tempo.
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d) O que as coordenadas dos pontos representam no contexto do problema 17
Além de representar a relagao entre tempo e distancia, esta questao contribui dire-
tamente para a compreensao da modelagem através deste software, ou seja, ajuda
a visualizacao da ideia de relagao entre grandezas em trés linguagens ou ambientes:

no contexto real, em tabelas e em graficos.

e) Comente o significado do ponto em movimento e de suas coordenadas.
Além de notar a relagao entre (tempo, distancia) o mais interessante é pensar como

programar o Geogebra para exibir os valores de suas coordenadas.

Vale a pena notar que o Geogebra permite a exportagao no formato de animagao,
que possibilita, por exemplo, compartilhamentos em redes sociais ou em grupos de mensa-
gens, disponibilizando ao professor varias opgoes didéticas, que poderia enviar a animagao
aos alunos com antecedéncia, como uma atividade para ser feita em casa e, na aula em

si, os esforcos se concentrariam na discussao e interpretacao da animacao.

Voltando ao assunto principal desta secao, que destaca a importancia de compre-
ender o que uma funcao faz, se pode abordar o Geogebra como um recurso construtivo
no qual os proprios alunos modelariam o problema 1, para isso é necessario uma noc¢ao
basica dos recursos e ferramentas deste software. A construgao poderia ter como roteiro

os seguintes procedimentos:

1. Identificar as grandezas envolvidas no exemplo e interpretar os dados na tabela, que

possam ser inseridos como planilha ou diretamente como coordenadas cartesianas.
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Figura 2.5: Etapa 1 da construcao do problema.

Para inserir os pontos mediante suas coordenadas, conforme figura 2.5, os alunos
precisam decidir quais grandezas correspondem ao eixo das abscissas e das orde-
nadas, ou seja, compreender quem depende de quem. Para esclarecer a relacao de
dependeéncia é preciso relembrar o que uma funcao faz: Ela relaciona os elementos
de um conjunto com outro, ela transforma os elementos de um conjunto em elemen-
tos de um outro conjunto. Sendo assim, existe uma ordem, ou seja, um dominio no
qual tudo comeca e o contradominio em que a funcao finaliza seu processo de trans-
formar, levar ou associar. A partir do momento em que o crondémetro foi acionado
e o ciclista imprime uma velocidade constante, fica facil perceber que o tempo é a
variavel independente que pertence ao dominio e a distancia ao contradominio, pois
o treinador aguarda a passagem do tempo para anotar a distancia percorrida e nao

o contrario.

Na planilha o aluno insere os tempos na coluna tempo e na coluna distancia ele
pode inserir o comando = A3 - 600 e expandi-lo para todos os tempos inseridos,
indicando que o valor da distancia é o resultado do produto entre tempo t e 600.
Usando o recurso Lista de Pontos sao criados os pontos automaticamente, basta
selecionar todos os pares de tempo e distancia e clicar em Lista de Pontos, deste
modo, alterando o valor da planilha altera-se, simultaneamente, a localizacao do

ponto no plano cartesiano.

2. Verificar se esta relacao esta de acordo com a definicao de funcao.
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Se deve criar o controle deslizante ¢ no menu controle deslizante. Nomeie como
controle ¢ com valor minimo de zero e maximo de 10. Para vizualisar se todo valor
de tempo no intervalo de 10 minutos corresponde a uma tnica distancia percorrida
de 0 a 6000 m, basta arrastar o controle deslizante ¢ para perceber que cada tempo
gasto corresponde a uma unica distancia percorrida, deste modo se tem um exemplo

de fungao, cuja regra é aumentar o valor do tempo em 600 vezes, ou seja, d = 600t.

2.2.2 Compreender a estrutura basica da funcao: dominio, con-

tradominio e regra de associacao

Ao iniciar a animacao e observar o ponto em movimento e suas coordenadas, o
estudante tem a oportunidade de perceber que existem varios outros tempos e distancias
que nao foram coletados pelo treinador. A quantidade de tempos e distancias nao re-
gistrados na tabela ou na forma de pares ordenados, o que ajuda a notar que existem
infinitos valores para o dominio e para o conjunto imagem. Para facilitar essa conclusao
por parte do aluno, basta habilitar o rastro do ponto em movimento e de seus respectivos
pontos sobre o eixo horizontal e vertical, fazendo assim, sera possivel intuir que existe

uma infinidade de outros pontos no plano cartesiano.
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Figura 2.6: Vizualizagao intuitiva do dominio e imagem de uma fungao

Na figura 2.6 foi considerado um intervalo de 10 minutos para o dominio e o
conjunto imagem formado pelos valores percorridos pelo ciclista de 0 a 6000m, ambos
em destaque devido ao rastro deixado pela animacao. Neste exemplo, assumiu-se que o
contradominio e a imagem tém os mesmos elementos.

O mais delicado e importante item na construcao tedrica de funcgoes estd no
entendimento de seu padrao. Ao construir o modelo virtual, o aluno pode perceber
este padrao, por exemplo, ao manusear e preencher a planilha usando o comando =
A3 %600 ou na programagao das coordenadas do ponto mével, que deve ser (t,600t), para
isto é necessario uma maturidade algébrica do estudante, pois a primeria coordenada é
independente e representa um certo intervalo de tempo, nao ha um valor fixo para t.
A segunda coordenada, dependente de t, é a chave para o entendimento da regra de
associacao, pois se nao digitar 600¢ a animagao nao trabalhard corretamente, mostrando
se 0 aluno esta construindo corretamente (ou nao) o seu modelo virtual, dando a ele mais

autonomia em seu aprendizado.
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2.3 Funcao afim

O modelo de fungao afim é um dos mais proximos da realidade do estudante, sera

feita a modelagem com base no cldssico problema do taxi.
Problema 2: Considere uma corrida de 10 km de distancia. O valor cobrado pelo
taxista é composto por uma parte fixa de R$ 6,00 e uma taxa de R$ 3,50 por quilometro
rodado. Serd desconsiderado o tempo em que o taxi possa ficar parado por eventuais
congestionamentos.

Em uma corrida de 10 km o custo é de 10 - 3,50 + 6 = 41, 00, este procedimento
pode ser repetido para outras distancias, a tabela 2.2 a seguir apresenta alguns destes
valores.

Tabela 2.2: Relacao entre distancia e custo
Distancia (km) Custo (R$)
0 6
9.5
13
16.5
20

23.5
27

e O UL e W N

Este exemplo serd abordado de modo mais construtivo e usara o Geogebra como
uma laboratério virtual. Apds a interpretacao do contexto é melhor comecar com a
construcao da planilha e dos pontos no plano cartesiano. Como a distancia d é a variavel

independente se pode construir também o controle deslizante d oscilando de 0 até 10.
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Figura 2.7: Inserindo dados iniciais para o problema.

Espera-se que, ao calcular os primeiros valores do custo, o aluno compreenda a
regra de associacao, para que da forma mais natural possivel o comando = célula*3,5+6
possa ser assimilado. Na planilha da figura 2.7 os dados da coluna Custo podem ser
inseridos com o uso de férmulas comuns em planilhas, neste caso ao digitar na célula B2
o comando = A2 % 3.5 + 6 a planilha definira o valor de B2 como 6. No canto inferior
direito da célula B2, ao arrastar para as outras células este mesmo comando, se ganha
praticidade e tempo.

Neste ponto, espera-se que o estudante tenha identificado a estrutura basica da
funcao. O conjunto dominio, formado pelas distancias percorridas, o contradominio, for-
mado pelo nimeros reais positivos e a regra de associacao que pode ser expressa como
¢ = 3,bd + 6. Como o dominio possui, teoricamente, infinitos valores positivos, € in-
teressante levantar a seguinte questao: Como observar a funcao atuando sobre todo o
dominio? E possivel observar a funcao trabalhando para outros valores do dominio e nao
apenas para aqueles tabulados. O controle deslizante d representa justamente os valores
do dominio. Assim, é possivel usa-lo para um ponto do plano cartesiano. Programar este
ponto pode levar o aluno a entender melhor a construcao grafica e algébrica da funcao
afim, pensando simplesmente em como seriam as coordenadas deste ponto dinamico.

Aqui estd uma das caracteristicas mais atraentes do Geogebra, pois é possivel
programar este ponto de forma intuitiva, basta digitar aquilo que se deseja que o programa

faca com o ponto no plano cartesiano, ou seja, como ele devera ser exibido. Digitando

33



apenas (d,3.5 * d + 6) no campo entrada. A primeira coordenada d é a distancia da
corrida do téxi e a segunda coordenada é a transformacao que a fungao fard sobre o valor
de d como em qualquer outro ponto que se desejar inserir no plano cartesiano. Para os
professores talvez esta construcao seja bem trivial, mas para o aluno nao. Compreender
que cada ponto representado no gréfico, é consequéncia da fungao atuando sobre o dominio

e contradominio, é um dos desafios enfrentados pelo professor em sala de aula, desafio

este que se torna bem menos arduo com este ambiente virtual proposto pelo Geogebra.

[E=8 Eo8 =3}
Entrar...
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Figura 2.8: Expandindo a regra da funcao.

Na figura 2.8 o ponto com linhas tracejadas foi programado conforme explicado
anteriormente, daf se inicia a animacio? que mostra, de modo dindmico, a relacdo entre
distancia e custo convergindo as trés linguagens usadas no Geogebra: a tabela, o grafico
e a construcao algébrica usada pelo programa.

Uma das caracteristicas mais marcantes da funcao afim é a sua representacao
algébrica, que é bem definida, pois toda func¢ao afim tem a forma de f(x) = ax + b com
a e b reais, com dominio e contradominio também reais. Agora, sera feita uma discussao

sobre os coeficientes a e b sob o ponto de vista do software.

“Para ver esta animacao consulte https://ggbm.at/U5gkq9INz
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Figura 2.9: Analisando a expressao algébrica da funcao afim

Como interpretar o coeficiente b na animacao? Primeiramente, analisando a ex-
pressao algébrica f(x) = ax+b da fungao afim, em que se observa claramente o coeficente
b, mas o que ele significa na animacao? Ao arrastar o controle deslizante d para a posicao
d = 0 se percebe que a expressao serd f(0) = 3,5-0+6 = 6 = f(0) = 6, ou seja, a
funcao tera valor b quando x = 0. Note que para este caso o coeficiente a nao interfere no
resultado 6, pois o coeficiente a foi anulado, assim 6 equivale ao valor de b, logo o ponto
da animacao mostrarda o que o coeficiente b representa, ou seja, o ponto no qual a reta
intersecta o eixo das ordenadas. Ao abordar o grafico da fungao afim serao apresentados
outros pontos de vista sobre o coeficiente b.

Da mesma forma, é possivel observar de modo bem simples o valor do coeficiente
a, que representa o valor da tangente do angulo em destaque na figura 2.9, usando a
ferramenta inclinag¢ao e clicando no segmento que se deseja saber a inclinagao se pode
visualizar o valor que confirmara o coeficiente a da expressao algébrica. Claro que o profes-
sor nao pode deixar de abordar o coeficiente a também sob ponto de vista algébrico como

exposto no capitulo 1, pois o conceito de tangente é muito importante neste momento.

2.3.1 O grafico da funcao afim

Uma abordagem pouco executada em sala de aula é a prova de que o gréafico da
funcao afim é uma reta. No capitulo 1 foi descrita uma prova algébrica que se baseia

nas trés distancias de trés pontos de uma funcao afim. Aqui, comege por considerar
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uma fungao f : R — R com f(z) = ax + b sendo a e b reais. As coordenadas de um
ponto qualquer P seriam P = (z,ax + b), para visualizar e manipular uma construgao
no Geogebra, que pelo menos seja um elo entre a pratica e a algebra, sao necessarios trées
pontos quaisquer, sejam eles P, = (x1,ax; +b), P, = (v9,ax9 + b) e Py = (x3,ax3 + b)
com controles deslizantes a, b, x1, x5 e 3.

Ao configurar um ponto genérico com as caracteristicas de uma funcao afim o
software permite que se manipule estes pontos dentro de um intervalo limitado de alguns
nimeros racionais para que se perceba que o alinhamento é sempre mantido. Claro que é
apenas uma visualizacao, nao vale como prova, porém ¢ um bom auxilio para que a prova

algébrica ganhe mais significado e um peso realista.

€ visualizagso da prova da reta.ggh fola)==
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Figura 2.10: Visualizacao de 3 pontos quaisquer de uma reta.

O ponto chave desta construcao esta na configuragao dos pontos Py, P, e P3, ou
seja, perceber que (x, f(x)) corresponde a todos os pontos do gréfico de todas as fungoes
afins.

As defini¢oes de funcao afim crescente, decrescente e constante também podem
ser manipuladas e observadas de modo bem simples e préatico, observe a figura 2.11 a

seguir:
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Figura 2.11: Caracteristicas do gréafico da funcao afim.

Na figura 2.11° a funcdo f estd com seu dominio limitado ao intervalo [—4,10]
e contradominio formado pelos reais. H& dois controles deslizantes, a e b para alterar
a funcao a vontade. No canto superior esquerdo encontram-se outros dois botoes que
exibem ou ocultam a inclinagao e ainda se tem a exibicao do calculo da inclinacao
a = w Logo abaixo, é exibida a forma algébrica que se altera de acordo

2 — T1
com os controles deslizantes e, do lado direito, pode ser observado as defini¢bes formais
de fungao crescente e decrescente. Foram inseridos dois pontos quaisquer A e C| res-
pectivamente, com coordenadas (z1, f(x1)) e (22, f(z2)) na reta da fun¢do para ajudar a
interpretar as defini¢coes de funcao crescente ou decrescente.

Ao arrastar os controles deslizantes, a definicao de crescente e decrescente exibida
se altera de acordo com o valor escolhido no controle deslizante a, se a > 0 se tem
uma funcao crescente e se a < 0 a funcao é descrescente e o aluno ainda pode tentar
compreender a ligacao do valor negativo do coeficiente a com a declividade da reta, alids
esta é uma boa questao para esta construcao, ou seja, entender como o sinal de a é

construido ou calculado e como as coordenadas de A e C' interferem neste calculo, para

tanto basta observar os valores das coordenadas de A e C' e o que elas provocam na razao

f(x2) — f(21)
To — X1

pois xo < x1, logo o coeficiente a serd negativo.

. Na figura 2.11 o numerador sera positivo mas o denominador é negativo,

Observe que nesta tltima construgao se pode compreender melhor o significado

Consulte https://ggbm.at/PQFBWKtw para manipular a construcio.
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do coeficiente b ao arrastar seu controle deslizante, ou seja, é nitido que o coeficiente b
¢ o ponto de intersecao com o eixo das ordenadas. Uma outra observacao relevante com
relacao ao coeficiente a que pode ser notada é o fato que o triangulo usado para indicar
o coeficiente angular possui duas medidas em seus catetos. Numa delas é a unidade e
no outro se tem o valor do coeficiente a, em que se mostra cada unidade do dominio
corresponde ao coeficiente a na imagem. Por exemplo, caso o coeficiente a seja 2, isto

significa que sempre que o dominio varia 1 unidade a imagem varia em 2 unidades.

2.3.2 Caracterizagao da funcao afim

Caracterizar uma funcao significa compreender certas caracteristicas que se en-
quadram perfeitamente naquele modelo observado. No caso da fun¢ao afim nao é coerente
usar apenas a expressao algébrica para convencer os alunos de que se esta lidando com
este tipo de funcao, pois nao se deve esquecer que as fungoes sao modelos matematicos
que retratam a realidade e o cotidiano nao se revela por expressoes algébricas e sim por
padroes e proporcionalidades. E importante saber qual é a caracteristica principal da
funcao afim.

De acordo com o teorema exposto no capitulo 1, seja f : R — R uma funcao
mondtona injetiva. Se o acréscimo f(x + h) — f(x) = ¢(h) depender apenas de h, mas
nao de z, entaof ¢ uma funcao afim.

No Geogebra se pode facilitar a interpretagao deste teorema, ao manipular os
valores de h acrescidos ao valor de z, e a diferenca entre as imagens f(z) e f(z + h)

denominada ¢(h) para compreender que ¢(h) nao depende de x.
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Figura 2.12: Caracteristica principal da funcao afim.

Observe que na figura 2.12° se tem dois pontos no domfnio, = e z 4+ h, com suas
respectivas imagens f(z) e f(x+h). Os controles deslizantes a e b permitem que se altere
a funcao afim. O controle ¢ altera o valor da abscissa x, obviamente, o controle deslizante
h permite a variacao da distancia entre z e x + h, o importante é notar que mantendo
h constante e alterando o valor de x com o controle deslizante ¢ o valor de ¢(h) nao se
altera, ou seja, ¢(h) ndo depende de z, mas sim de h.

Esta construcao pode ser usada para facilitar a interpretagao do teorema da
caracterizagao da fungao afim, abordado no capitulo anterior. Pois, permite perceber que
acréscimos iguais ao dominio provoca acréscimos iguais no contradominio. No contexto
do problema 2, sobre o taxi, se pode dizer que, em uma corrida de dez quilometros nao
importa o local de origem e o destino do usuério, e sim a distancia de dez quilometros
percorrida, ou seja, o custo nao depende da origem nem do local onde o trajeto termina,
depende apenas da distancia entre eles, isto significa que o modelo matematico para este
contexto é de uma fungao afim.

Talvez, o professor julgue inadequado abordar o teorema da caracterizacao da
funcao afim para uma determinada turma de alunos, no entanto, pode ser possivel apre-
sentar esta construcao para que os alunos tenham algum contato minimo com o rigor
existente em toda teoria matematica. Ao abordar esta contrugao, pode ser possivel per-

guntar aos alunos se determinado contexto ou fenomeno observado condiz com o modelo

6Para manipular a contrucio visite: https://ggbm.at/gPUc9fiE
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de uma funcao afim. Por exemplo, no problema 1, no qual o ciclista tem seus tempos
registrados a cada minuto, se poderia perguntar: A distancia percorrida depende da lo-
calizacao inicial e final do ciclista? Lembrando que a velocidade é constante. A resposta
é nao. Depende apenas do intervalo entre a marcacao inicial e final, ou seja, depende
apenas do acréscimo e nao da posigao. Logo, este problema pode ser modelado por uma
funcao afim.

Todas estas reflexoes s6 sao possiveis gragas aos recursos dinamicos do Geogebra,
que podem ser explorados de varias formas. Aqui se tenta mostrar que, seja qual for o
modo de utilizar este programa, é necessario que seu uso seja relevante para o aprendizado

matematico.

2.4 Funcao quadratica

Nesta abordagem, se pretende trazer este assunto para um nivel mais concreto e
pratico. Os livros escolares quase sempre introduzem as fungoes quadraticas apresentando
algumas situagoes reais que recaiam neste tema. Aqui serao exploradas situagoes praticas
no ambiente virtual do Geogebra sempre agregando significados e recursos que possam
potencializar a pratica educativa na escola, com foco especial para os temas considerados
dificeis como, por exemplo, a forma canonica e seus desdobramentos e a construgao da

parabola.

2.4.1 Situagoes em que se observa a fungcao quadratica

Os poligonos convexos sao um bom exemplo para se comecar, ver figura 2.13 .

Suas diagonais d tem uma estreita relacao com o nimero de lados n.

n=3ed=0 n=4ed=2 n=5ed=>5 n=6ed=9

Figura 2.13: Relacao entre os lados e as diagonais dos poligonos convexos
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Um poligono com n lados tem n vértices e de cada vértice partem (n—3) diagonais,
logo o produto n - (n — 3) revela o nimero de diagonais mas, por exemplo, a diagonal AB
é a mesma que BA, assim, se deve dividir por dois para corrigir esta contagem dobrada.

2
Entao o nimero de diagonais d = M - 3_n
2 2 2

Nos fenomenos fisicos como o movimento uniformemente variado, ou seja, corpos
com aceleracao constante que provocam uma variagao uniforme na velocidade, como por
exemplo, um objeto em queda livre, considerando como livre uma queda com influéncia
apenas da gravidade. Nesta situacao, a gravidade tem a funcao de acelerar a queda
de modo constante, entao a cada segundo de queda a velocidade estd maior e o mével
percorre distancias cada vez maiores, a relacao entre a distancia percorrida e o tempo é
retratada por uma funcao quadratica. Nos livros de Fisica do ensino médio, a equacao

2
S =S+ Vot + % relaciona a posicao final S com o tempo t.
No caso de um objeto abandonado em queda livre a velocidade inicial V5 = 0 e
a posicao inicial Sy também pode ser considerada zero, entao nestas condigcoes a equagao
gt® - . _
se reduz a S = ER Nesta equacao g e S representam, respectivamente, a aceleragao
da gravidade e o deslocamento. No estudo de andlise combinatéria se tem o exemplo do
nimero de partidas para uma certa quantidade de times. Por exemplo, no caso de 3 times
A, B e C o nimero de partidas é 3, pois se tem AxB, AxC e BxC, estes sao os jogos de

ida, como se deve contar também os jogos de volta, ou seja, cada equipe joga duas vezes

com todas a equipes, o total é o dobro com 6 partidas. Da andlise combinatoria se sabe
L . . . n! n*—n
que a combinacio de n times dois a dois é C2 = 20 %) =—3 lembrando que se
I(n —2)!
: . N
deve dobrar, assim o nimero de partidas é 2 - —g =" —m, que pode ser usado para

2 _n, em que n representa o nimero de

formar uma regra de associagao do tipo f(n) =n
times e f(n) o total de partidas, de ida e volta, de um campeonato.

Com estes exemplos, nota-se que para contextualizar a funcao quadratica é preciso
interpretar situacoes menos comuns do que nas fungoes afins. E possivel enriquecer este

processo de interpretagao com o uso do ambiente virtual do Geogebra.

2.4.2 Definicao e observacoes iniciais

Uma funcao f : R — R chama-se quadrdtica quando sao dados ntimeros reais
a, b, c com a # 0, tais que f(z) = az® + br + c para todo z € R. Pela definicdo se

percebe que existe uma estreita relagao entre o trindomio do segundo grau e a funcao
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quadratica. Historicamente, se sabe que o estudo das func¢oes quadraticas iniciou-se com
problemas envolvendo equacgoes do segundo grau. O professor pode, através da resolugao
de problemas, apresentar ou propiciar interacoes que facilitem a construgao e compreensao
de aspectos tedricos de fungoes quadraticas.

O cléassico problema de determinar dois nimeros conhecendo sua soma s e seu
produto p é um bom exemplo para se comecar. Seja x um destes nimeros, logo (s — x)
é o outro niimero. Deste modo p = (s —2) = p = —2° + sz = 2° — sv +p = 0. Pela
definicdo de funcao quadrética, o trindmio 22 — sz + p pode ser usado para compor uma
funcdo, na qual, f(z) = 2 — sx + p com coeficientes a = 1,b = —s e ¢ = p. Determinar
x e, consequentemente, (s — x) é encontrar os valores de x que fazem f(x) = 0. Pode-se
considerar muito conveniente que o primeiro objetivo didatico do professor seja provocar
nos alunos essa conexao, entre trindomios e fungoes quadraticas.

Para compreender a funcao nao se pode desassocia-la do trinomio. Assim, para
encontrar os nimeros x e (s — ) é necessario encontrar as raizes da funcao f(z) =
22 — sz + p.

Problema 3: O software Geogebra permite uma visualizagao muito util para o problema
de encontrar dois nimeros conhecendo sua soma s e seu produto p. Usando a funcao
f(z) = 2* — sz + p e criando os controles deslizantes s e p se propicia aos alunos uma

vizualizacdo® e interacdo dificil de se ver sem essa tecnologia.
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Figura 2.14: Relacionando os zeros da fungao quadratica com a soma e o produto de dois
nimeros.

"Para vizualizar e manipular a construcao consulte https://ggbm.at/WujHDZY5
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A figura 2.14 mostra o grafico da funcao, que logo mais serd discutido em pro-

fundidade, os pontos de intersecao da parabola com o eixo das abscissas, os valores da

soma e produto, os zeros da funcao, os controles deslizantes s e p que representam a

soma e produto, respectivamente, e ainda, os lugares geométricos (lg) sobre o eixo x.

Nas fungoes afins foram trabalhados os conceitos bésicos de interpretagao de graficos,

entao nao ha maiores problemas ou dificuldades para os alunos lidarem com a parabola.

Ao iniciar a animacao dos controles deslizantes, é possivel visualizar os zeros da funcao

mstantaneamente.

Esta construgao caminha paralelamente com os aspectos algébricos do problema

e permite que os alunos manipulem suas caracteristicas, possibilitando varios questiona-

mentos, tais como:

(i)

(i)

(i)

(iv)

Quais sao as diferencas ao se comparar com a funcao afim? Espera-se que os alunos
percebam que a principal diferanca é a forma do gréafico e a expresao algébrica que

0 representa.

Quais movimentos sao feitos pelo grafico ao deslizar, separadamente, cada controle
deslizante?

Fixando p e movendo s o gréafico faz um movimento “curvo” e ao mover p, com s fixo,
o grafico sobe e desce verticalmente, pois alterar p provoca acréscimos ou descontos

em f(z), basta observar a expressao algébrica para f na janela de algebra.

Qual a relagao dos pontos A e B com as linhas continua e tracejada sobre o eixo 7
As linhas representam todos os lugares possiveis para A e B, ou seja, representam

os lugares geométricos para os zeros da funcao.

Como ver os valores dos nimeros que foram usados na soma e produto? Por qué?
A intencao desta questao é perceber se o aluno compreendeu que as abscissas de
A e B sao os numeros procurados, basta soma-los e multiplica-los e verificar que

correspondem aos valores de s e p.

Para toda soma e todo produto existem dois niimeros reais que as satisfazem?
Nao. Acionando os controles deslizantes se percebe que nem sempre existem os zeros

da funcao quadratica.
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Do mesmo modo que nos problemas anteriores, o professor pode expor para suas
turmas a construcao ja pronta e estimular sua interpretacgao, como também é possivel
que os propios estudantes construam esta animacao. Como sugestao, é feito o seguinte
roteiro:

Etapa 1: Inserir a expressao f(r) = 2°—sx+p no campo entrada. O programa perguntara
se deseja criar os controles deslizantes s e p. Clique em Criar Controle deslizante, sera

exibida uma janela conforme a figura 2.15.

7 GeoGebra Classic 5 o[- ]
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
AL AT ANE =3
DR cEHENER
» Janela de Algebra (X [~ Janela de visualizagao = X
Fungio -~ v av (@)
@ f(x) =x*—1x+1

s=1
®
®

=1

Entrada: a

Figura 2.15: Iniciando a construgao.

Apés esta construgao inicial ja se pode abordar as questoes (i) e (ii) para estimular
interagoes de aprendizado. No item (ii), como ter certeza de que o movimento é vertical?
Como verificar esse movimento geometricamente?

Basta construir uma perpendicular ao eixo das abscissas que intersecte a parabola.
Neste ponto de interse¢ao insira um ponto usando a ferramenta Intersecao de Dois Objetos
e habilite o rétulo para indicar os valores dos pontos, ou seja, suas coordenadas com

abscissa fixa, conforme figura 2.16.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebr
Funcdo
® f(x) =x*—18x+215

Nimero

® p=215

® s=18

Ponto

® A=(1.98,0)

® B=(1.98251)

Reta
® g:x=198

Entrada:

~ Janela de Visualizagao

[:]: ACY

B=(1.98,2.51)

Entrar.

=

Figura 2.16: Verificacao do movimento vertical

Etapa 2: Encontrar os pontos que fazem f(z) = 0. J4 deve ser de conhecimento do

estudante que a intercegao do grafico com o eixo das abscissas corresponde aos zeros da

funcao. Para construir esses pontos basta utilizar a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos

e, em seguida, clicar nas interse¢oes. Sobre o item (iii) se pode perguntar se existe alguma

relagao entre os valores de s e p e os zeros da funcao. Com a ferramenta Lugar Geométrico

se pode destacar as posicoes dos zeros da funcao de acordo com as oscilagoes de s e p.

[7 passo2_soma_produto.ggb ==
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizacdo = X
Funcio Dv v v | o
® f(x) = x*+345x+1.2 S
Lugar Geométrico §=.345
11 = LugarGeométrico(A, p)
192 = LugarGeométrico(8, p) R
1g3 = LugarGeométrico(A, s) p=12
Ig4 =L é s)
Nimero
® p-12 °
® s-345
Ponto
©® A=(:3.06,0) 4
® B=-(.0.39,0)
3
2
1
A= (-3.06,0 B=(-0.39,0)
o o s 7 k) 5 ) % 2 0 1 z ) T
A
2
3
>
Entrada:

Figura 2.17: Relacionando os zeros da funcao com os valores de s e p.

Na figura 2.17 observe a janela de algebra na qual estao quatro lugares geométricos,

com a sigla (Ig), cada um deles representa um lugar geométrico criado, associando os ze-
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ros A e B com os valores de s e p. A esquerda dos lugares geométricos estao os botoes
para ativar e, assim, visualizar cada um deles. Por exemplo, ao habilitar lgl, ver figura
2.18, e manter fixo o valor de s, ao alterar o valor de p é possivel perceber em destaque
os possiveis lugares para o ponto A. O mesmo pode ser feito para o ponto B e, ainda,

associado com o valor de p ou de s.

passo2_soma_produto.ggb [E=mT=n "
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
‘ 2
GllALALdplolol<lN]=]+)
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizacdo

Funcio D ACY

® f(x) =x*+2x—24 T

Lugar Geométrico s=-2

® 1g1 = LugarGeométrico(A, p)
192 = LugarGeométrico(B, p)
193 = LugarGeométrico(A, s) p=-24

194 = LugarGeométrico(B, s)
Nimero
® p-24
® s=2
Ponto
® A=(284,0) !
® B=-(0.84,0)

A= (-2.84,0) B=(0.84,0)

Entrada:

Figura 2.18: Lugar geométrico dos zeros da fungao de acordo com s e p.

Estas manipulacoes permitem fazer algumas reflexoes, tais como: Fixando o valor
da soma s, para quais produtos p nao existiriam respostas reais? Caso se fixe o valor de
p, para quais valores de s haveriam dois nimeros reais que resolveriam o problema?

Perceba que a intengao é mostrar que este software amplia o horizonte de dis-
cussoes e possibilidades. Cada professor ao tentar interpretar situagoes problemas diversas
com este programa percebera o surgimento de uma vasta gama de novos questionamentos,
que se bem utilizados, possibilitam um estudo matematico mais aprofundado e de maior
qualidade.

Interacoes como estas, abordadas nesta se¢ao, tem como um de seus objetivos,
provocar a aproximacao da algebra com a representacao grafica, de um modo que seria

mais dificil sem este recurso tecnoldgico.
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2.4.3 A forma canonica e seus desdobramentos

No capitulo 1 foi apresentado, algebricamente, a construcao da funcao quad;rética
em sua forma canodnica, ou seja, f(z) = a(z +m)* + k, com m = 2 © k= %.

Usando a forma canonica para estabelecer o valor maximo ou o valor minimo da
funcao, é possivel perceber que se x = ;—5, entdo f(z) = k, pois a expressdo (r + m)?
atinge o seu valor minimo para r = —m, ou seja, zero. E muito importante para a
resolucao de problemas identificar se a fungao tem valor minimo ou maximo.
Problema 4: Com 80 metros de cerca um fazendeiro deseja circundar uma drea retangu-
lar junto a um rio para confinar alguns animais. Quais devem ser as medidas do retangulo
para que a area cercada seja a maior possivel?

Seja x a largura e y o comprimento da area. Assim, 80 = 2z + y =
y = 80 — 2z. Um dos lados tem o rio como cerca. A area A pode ser expressa como
A = zy. Substituindo y por 80 — 2z se tem A = 2(80 — 22) = —22* + 80z, que é uma
funcio quadrética com f: R — R e f(z) = —22% 4+ 80x. Para escrever a funcio na forma

canoOnica é preciso completar o trinomio quadrado perfeito, seguindo as equivaléncias:

f(z) = —22° + 80z & f(r) = —2(2* — 407) &
f(z) = —2(2* — 2- - 20 + 20* — 20%) <
f(z) = —2(x —20)* — 800

Na funcdo f(r) = —2(x — 20)* + 800 se tem que m = —20 e k = 800. Interpretar
essa nova forma de escrever uma funcao quadratica, sem duvida, é um dos principais
objetivos para este assunto. Em sala de aula, o uso do Geogebra pode contribuir para
essa interpretacao, que deve ser feita sempre junto com a expressao algébrica. Observe
que a fungao f relaciona a medida x com a érea f(x), a outra medida y também estd em

funcao do comprimento x, pois y = 80 — 2z
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-1000

A= f(x) = —22%+802 (geral)

f 200 A= f(z) = —2(x —22)> + 968 (canonica)
p=288

®

-3000

10

-4000

=22

8
|
=13

-5000

y=p—2x=44

Figura 2.19: Compreendendo a forma canonica do problema 4.

Na figura 2.19 foi destacada a fung¢ao em sua forma geral e na forma canonica. O
grafico tem algumas informagoes como as coordenadas do vértice, um ponto qualquer K
e também se pode observar os zeros da funcao. Quando o aluno comparar a forma geral e
a canodnica com o grafico, ele percebera que a forma canonica é mais facil de ser associada
ao grafico, principalmente, por que facilita entender se a fungao tem um valor maximo ou
um valor minimo e, ainda, que valor é esse.

Outros aspectos importantes sdo: primeiro, ao avaliar a expressao canonica f(x) =
—2(x —20)? 4 800, para a primeira parcela se tem —2(x —20)? < 0, pois (z — 20)* sempre
¢ nulo ou positivo; segundo, é simples notar que para x = 20 a funcao atinge um valor
importante, tanto pelo grafico quanto pela expressao canonica, ou seja, para qualquer
x # 20 a parcela —2(x — 20)? serd negativa, logo é impossivel acrescentar algum valor
em 800, assim para x = 20 a fungao atinge seu valor méximo; terceiro, movimentando o
ponto K no grafico, é possivel perceber que o valor da funcao f é sempre igual ou menor
do que 800.

O software permite que se explore ainda mais o problema 4, pois este foi cons-

truido todo em fungao do perimetro de 80 m. Se poderia interpretar a mesma situacao
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para uma gama maior de possibilidades para o perimetro. Seja p o perimetro da area em

questao, com os mesmos x e y para as dimensoes do terreno, deste modo y = p—2x e a area
A = =22 + xp, ou seja, f(x) = —22% 4+ 2p em sua forma geral e f(z) = —2(z — 2)2 + %2
em sua forma canonica.

Para construir o problema 4 no Geogebra pode-se comegar com a ferramenta
Texto, para inserir a forma geral e canonica. No caso da forma geral, basta digitar
A = f(z) = —22*480x para a forma candnica é preciso digitar f(r) = —2 <m — g) 2—1—]%2,
2

mas se deseja que nos lugares das fragoes 2 e % aparecam seus valores numeéricos, ou
seja, usando a planilha para se calcular estes valores. Na célula Al digita-se = p/4
e na célula A2 digita-se = p?/8, agora, basta substituir as fracoes pelo endereco das
respectivas células preparadas previamente. Enfim, se pode escrever com a ferramenta
Texto a sentenca f(r) = —2(z — A1)? + A2 usando a guia objetos para selecionar os

objetos Al e A2, ver figuras 2.20 (a) e 2.20 (b) abaixo.

e = Sree =

Editar Editar

$A=f(x)=-2x>+80x$ ] bA:f(x):-Z(X»M P+A2'$ §

7

¥l Formula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos ~ ¥ Férmula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos~| |
[« T T T T T T T°1 =1 T T T 1T 1T T 1T 1T |
Visualizar Visualizar

A= f(z) = =22 + 80z A= f(x) = —2(x — 15)? +4

(a) Fungao na forma geral (b) Fungao na forma candnica

Figura 2.20: Usando a ferramenta texto no Geogebra.

O proximo passo € inserir o controle deslizante p oscilando de 20 a 150 com

incremento 1, conforme figura 2.21, a seguir.
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€ Preferéncias - Forma canénica 2.ggb b3
TEeTIBEE @ S
Fungio =
° f Posicdo ] Algebra [ Avancado ] Proaramacéo
Nimero Basico Controle Deslizante Cor
A2 Intervalo

AS min: 20 max: 150 Incremento: |1

Ponto = || Controle Deslizante

e Fixo []Aleatério (F9) Horizontal ~

Animacdo

Velocidade: 1 Repetir: |« Oscilando >

Estilo do Ponto

Fxe-zommon

Tamanho: 5 [23
Cor:| H

Estilo

neee

gx-eaod

Largura: 200 [23

Figura 2.21: Controle deslizante para o perimetro p.

Mantendo a proposta, sempre que possivel, de associar a Matematica com si-
tuagoes reais, para buscar um maior significado pratico para o assunto, se pode construir
um retangulo com as medidas procuradas pelo problema 4. Uma das medidas ¢ x, mas
nao qualquer x e sim o x que faga a area ou a fungao atingir seu maior valor, ou seja, é
a abscissa do vértice da funcao. A outra medida procurada é y = p — 2z. A elaboracao
do retangulo exige o uso das ferramentas Reta Perpendicular, Segmento com Compri-
mento Firo, Texto e da janela planilha para associar o texto com células da planilha e
as férmulas = p/4 para x e = p/2 para y, respectivamente, nas células Al e A7, com os
textos x = P_ Al na largura e y = p — 2z = A7 no comprimento.

E importante notar que para conseguir construir o modelo® no Geogebra, com
tantos detalhes, é necessario uma plena compreensao do modelo matematico por tras
do problema. O professor nao pode esquecer que todo este ambiente virtual tem como
objetivo melhorar e potencializar a interpretacao e compreensao do estudante sobre a

Matematica, mais especificamente, sobre a funcao quadratica e suas propriedades.

2.4.4 O grafico da funcao quadratica

O gréafico de qualquer funcao mostra diversas informacoes e caracteristicas so-
bre a mesma. No ensino médio e fundamental da Educacao Bésica é importante que o
estudante seja capaz de interpretar, analisar, interagir e complementar seu aprendizado
mediante interagoes com o plano cartesiano e as representacoes gréaficas de funcoes. Pois
de acordo com o Ministério da Educacao é necessario “Traduzir uma situagao dada em de-

terminada linguagem para outra; por exemplo, transformar situacoes dadas em linguagem

8Para conhecer melhor o modelo elaborado visite https://ggbm.at/ASXQhMuD
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discursiva em esquemas, tabelas, graficos, desenhos, formulas ou equagoes matematicas e
vice-versa, assim como transformar as linguagens mais especificas umas nas outras, como
tabelas em gréficos ou equagoes” (MEC, 2018, p. 114). Muitas vezes, para interpretar
certa funcao, é necessario que se visualize mentalmente o maior niimero possivel de in-
formacoes e caracteristicas desta funcao. No caso das fungoes quadraticas, cujo grafico é
uma pardbola, esta interpretagao se torna muito interessante, pois este tipo de curva é
repleto de caracteristicas e particularidades que enriquecem estudos e anélises.
Construir a parabola, sem duvida, é a melhor maneira de compreender sua de-
finicao e estrutura. Defini-se a parabola do seguinte modo: Dados um ponto F' e uma
reta d que nao o contém, a pardbola de foco F e diretriz d é o conjunto de pontos do plano
que distam igualmente de F' e de d.
Problema 5: Como contruir ponto-a-ponto uma pardabola no ambiente virtual do Geo-
gebra? Para inciar a discussao é necessario que se compreenda a definicao de pardbola,
pois considerar um ponto F' e uma reta d, que nao contenha F', significa que a partir

dessas informagoes, é preciso encontrar os pontos equidistantes de F' e d.

S diretriz

Figura 2.22: Defini¢ao da parabola.

Na figura 2.22 se pode ver o problema resolvido, note que o triangulo F'PC' deve

ser isésceles com PC = PF e PC perpendicular a diretriz, pois a distancia entre um
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ponto e uma reta corresponde a distancia entre este ponto e sua projecao ortogonal sobre
a reta, formando uma reta perpendicular. Primeiramente, é necessario considerar F'C'
a base do triangulo, com C' sendo um ponto qualquer da diretriz, encontrar seu ponto
médio M e por ele construir uma perpendicular a F'C'. No ponto C' deve-se construir uma
segunda perpendicular a diretriz que intersectara a primeira perpendicular em P. Deste
modo se tem os trés vértices do triangulo F'PC.

O ponto P estd cumprindo as condicoes exigidas pela definicao de parabola. Para
construir algo mais do que apenas um tnico ponto, é preciso ativar a ferramenta Habilitar
Rastro sobre o ponto P. Agora, ao deslocar ou animar o ponto C' a parabola ficara visivel

de um modo dinamico e construtivo, como pode ser visto na figura 2.23.

, diretriz

Figura 2.23: Construcao da parabola com o Geogebra.

Do ponto de vista do plano cartesiano a parabola é o subconjunto G C R? formado
pelos pontos (x,az® + bz + ¢). Para mostrar que GG é uma pardbola é preciso mostrar,
inicialmente, que o grafico da funcdo quadréitica f(z) = az® é a pardbola cujo foco é
F = (O, %) com a diretriz sendo a reta horizontal y = —%, para isto basta verificar

1\? 1)?
que, para todo = € R, se tem 2* + (aa:2 — 4—) = (ax2 + 4—) , tal demonstracao foi
a a

detalhada no capitulo 1. Aqui o objetivo é auxiliar o professor a apresentar estas ideias

para seus alunos, para isto se propoe a seguinte visualizacao com o Geogebra.
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€2 GeoGebra Classic 5 (E=3 Hon =)
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
EB
~ Janela de Algebra X |+ Janela de Visualizagdo X

| =1v fov D ACY

Cénica

® cy=16x*

Nimero

® a=16

Ponto

® A=(0,-0.16)

® F=(0,0.16)

Reta

® dy=-016

Texto

® textol = “F= (0, 1) = (0,

4a
-1 a=16
® texto2 = “diretriz:y = = —i
q 3 25 2 15 A 05 ol@-016) ©5 1 15 2 25
1 1 o5
F=(0,—)=(0, ——) = (0,0.16)
"da "4-16 '
L 0.16
diretriz: § = 7~ = 7 = 0. !
4a 4-1.6

« il vy ()
Entrada

Figura 2.24: Parabola f(z) = az’.

Na figura 2.24 foi destacado o foco, a diretriz, o coeficiente a e seus respectivos
valores e representacoes graficas, para que o estudante possa visualizar o fato de que o
foco F'= | 0, % e a diretriz dada pela horizontal y = —ﬁ, fazem parte da parabola que
corresponde ao gréfico de f(x) = axz?® com f: R — R de uma forma dinadmica, podendo
animar o coeficiente a e ver, simultaneamente, as implicacoes na parabola, no foco, na
diretriz e na proépria fungao f. E claro que esta construcao nao serve como prova, mas
tem uma excelente funcao pedagogica, pois permite dar forma para aquilo que se quer
provar.

Agora, se deve verificar que o gréfico da funcio quadratica f(z) = a(z — m)?

1
corresponde a uma parabola de foco F' = (m, 4—) e diretriz y = 1
a a
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pela translacao horizontal (z,y) —

4 VEUOEDIG LiassI S

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

Cénica

® cy=07(x-1.7¢
Numero

® a=07 1
® m=17
Ponto

® A=(0,-0.36)
® F=(17,036)

Reta 05
® dy=-036
Texto

® textol = “F=(m, 41.) =
=1

F=(1.7,036)
L]

® texto2 = “dietrizd 1y = 75 - s 5 - T o

d (0,-0.36)

F=

-1
diretriz d:y = o

< I ’

Entrada:

Figura 2.25: Pardbola f(z) =

Nesta construcao, ver figura 2.25, ha dois controles deslizantes a e m e, ainda, o

da conica ¢ : y = 0.7(z — 1.7)* que corresponde & fun¢do f(z) = a(x —m)?>.

Para finalizar este conjunto de construcoes, serda analisado o grafico da funcao

(m, i) = (1.7,

) = (17.030)
1 036
4-07
a(x —m)?.

2

foco F', a diretriz d e a parabola. Nota-se ainda que este grafico resulta do grafico anterior
(x+m,y) para verificar esta transla¢do basta mover o

controle deslizante m. Para a figura 2.25, na janela de algebra se tem a defini¢ao algébrica

o4

. ) 1
quadratica f(z) = a(z —m)* + k, com a,m,k € R a # 0, cujo foco F = | m, k + — 1
a
. . 1
diretriz y = k — —
4a
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Bl LA (blolo] A= +) =
~ Janela de Algebra ~ Janela de Vlsuallzagao
=y fv 0D tc~
:Dr|c|:53=o‘7(xr1,31*»a.5 a=07 "
Nimero
® a=07
M m=13
Ponto e s 1
® A=(0,0.14) _ .F=U 3,0.86)
® F=(1.3,0.86) k=05
Reta - e
® dy-014
Texto o5
® textol = “F=(m.k+41:)=
® texto2 = “diretrizd 1y = k- 0.0.14)
o oF=( R+ )—(130 b )= (13,0.86)
m, 5+ o7 3,0.
diretrizd:y =k 1—0" ! =0.14
iretriz d:y = =1 o7=0
Entrada: s
Figura 2.26: Pardbola f(z) = a(x —m)* + k.




A construgao correspondente a figura 2.26 retrata uma parabola que corresponde
ao gréfico anterior transladado verticalmente, ou seja, (z,y) — (z,y+k), veja novamente
que a conica ¢ : y = 0,7(x — 1,3)* +0, 5 coincide com o modelo f(z) = a(x —m)*+ k que
é a forma canodnica de toda funcao quadratica.

Este conjunto de construgoes contribui, significativamente, para auxiliar e facili-

tar o entendimento da prova de que o grafico de qualquer funcao do tipo

4ac — b* — 1
f(z) = ax® + bz + ¢ é uma pardbola com diretriz y = ac4— e foco F' com coorde-
a
d b 4dac—b*+1
nadas ( —, ——— |.
2a’ 4a

¥ a0 deslizar o controle deslizante

Explorando um pouco mais a ultima construcao
a nota-se, naturalmente, que se a < 0 a paradbola tem sua concavidade voltada para baixo
ou para cima quando a > 0, o que complementa a discussao iniciada na segao anterior,
referente a forma canonica da funcao quadratica. O vértice, ponto mais préximo da
diretriz, tem a mesma abscissa do foco, para visualizar este ponto basta construir a vertical
x = m no campo entrada, esta vertical intersecta F' e mostra o vértice V = (—%, 0).

Todas essas contrugoes a respeito do grafico da fungao contribuem para o amadu-

recimento da capacidade de examinar este grafico e extrair o maximo informacgoes. Alguns

questionamentos podem ajudar, tais como:

a) Quais sao os valores das raizes da fungao?

Os valores sao as abscissas dos pontos de intersecao da parabola com o eixo x.

b) Quantas raizes tem essa fungao?
O numero de raizes depende do nuimero de intersecoes da parabola com o eixo das

abscissas.

¢) Qual o sinal da fungao se x estiver entre as raizes? E se estiver a esquerda ou a
direita delas?
Se x estiver entre as raizes, o sinal é oposto ao sinal do coeficiente a, caso contrario,

o sinal da funcao concorda com o sinal de a.

9Para vizualisar acesse https://ggbm.at/x4dc6PC9
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Capitulo 3

Algumas reflexoes

Ao trabalhar com o Geogebra é importante notar que, para qualquer construcao,
seja grafica ou geométrica, a Matematica sempre é o ponto de partida. Mesmo que o
professor apresente uma construcao a ser interpretada e analisada pelos alunos, é ne-
cessario que os alunos facam uso dos conceitos matematicos, caso contrario se tem uma
interpretacao rasa e superficial. No caso dos alunos construirem suas fungoes, também
sera exigido, primeiramente, certo dominio da Matematica para depois traduzir para lin-
guagem do software. Neste capitulo, se pretende analisar e concluir o que foi exposto e

discutido sobre funcoes afim e quadrética neste ambiente virtual.

3.1 Funcoes e o Geogebra

Quando o professor planeja suas aulas sobre fungoes é importante que ele tenha
definido quais sao os aspectos mais relevantes sobre este assunto de tal forma que sirvam
como um guia ao longo das aulas.

Funcoes sao modelos matematicos de fendmenos e observacoes reais presentes
no cotidiano. Tudo parte da observagao. As situacoes problemas abordadas no capitulo
anterior sao uma amostra do que se pode observar. Considerando a realidade escolar atual,
se sabe que os livros sao o recurso mais usado como fonte de observacao. Existem trabalhos
e sugestoes que tentam aprimorar essa experiéncia observativa, propondo maneiras de
extrair os dados do ambiente de forma mais concreta. Seja qual for o modo de coletar
essas informacoes é preciso que os estudantes as observem e as relacionem. Assim, se tem

como primeiro ponto importante neste estudo a capacidade de relacionar grandezas.
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Depois de observar os dados e o comportamento das grandezas é necessario in-
terpretar estas informacgoes através de tabelas, planilhas, graficos e de modo algébrico. O
Geogebra é capaz de oferecer, em um unico ambiente, todas estas formas. As diversas
maneiras de organizar os dados produzem varios pontos de vista, construindo uma ponte
para o préoximo aspecto relevante sobre fungoes, que é a regra ou conjunto de regras de
associacao entre as grandezas.

Nos livros escolares, os problemas iniciais sempre fazem uso de tabelas, depois
estes dados tendem a migrar para o plano cartesiano e sua expressao algébrica. Com o
Geogebra o trio tabela, plano cartesiano e expressao algébrica se comunica e se altera
constantemente, alterando-se a tabela o ponto cartesiano também é modificado e vice-
versa. Este ambiente multi- interpretativo contribui para que o padrao ou a regra de
associacao sejam construidos através de uma observagao mais rica.

Estabelecido estes dois pilares, é importante que os estudantes explorem seus
desdobramentos, ou seja, que pratiquem em diversos contextos a habilidade de observar,
organizar os dados e interpreta-los neste ambiente virtual. Um bom exemplo da exploracao
destes desdobramentos ¢ apresentado na figura 3.1, abaixo.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

IR e

» Janela de Algebra < » Janela de Visualizacdo (x
Funcio I\
®f(x) =x+2 (-2<x<0)

g(x) = =x+2, (0<x<2)

hix) = x+7, (5<x<7)

i) =0x+2 (0<x<5)

i(x) = 0x, (-2<x<7)

k(x) = —10x+280, (7<x<7.1)

1(x) 10x+80, (2<x<2.1) . - L - - —

m(x) 0 x — 80, (-2 1.9)

n(x) 0x—4, (-19<x<7.1)

Entrada.

Figura 3.1: Explorando a regra de associacao com o Geogebra.

Na figura 3.1 encontra-se uma atividade proposta na dissertacao de mestrado de
(Cunha, 2017, p.90), na qual a autora explora, quase de modo recreativo, certas carac-

teristicas da regra de associagao como inclinagao da reta e restricao do dominio da fungao.
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A mesma atividade pode ser elaborada para as funcoes quadraticas, como a mesma autora

explora de modo criativo na figura 3.2 a seguir.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Feramentas Janela Ajuda Entrar...
AL LSION L N ”ABCMH\
» Janela de Aigebra ? X |» Janela de Visualizagao X
Funcio =
e f(x) =02x* (-5<x<5)
e g(x) = —014x> 85 (-5<x<5)
® h(x) = 0.6Tx+83, (-5<x<-2)
@ i(x) =2x+11, (-3<x<-2)
®j(x) = 067x+7, (-3<x<0)
® k(x) =2x+7, (-1<x<0)
®I(x) = 0.67x+57, (-1<x<2)
® m(x) 2x+3, (1<x<2)
® n(x) = 05x+45 (1<x<3) 1
® o(x) 1W0x—24, (29<x<3)
e p(x) =09x+236, (29<x<4)
®q(x) = x+10, (4<x<5)
®r(x)=04x41, (-2<x<2)
®s5(x) = x2+35 (-07<x<07)
®t(x) = —7x2—28x—23, (—2.43<x< —157) J
o u(x) = —7x2+28x—-23, (1.57 <x<243)
o v(x) = —05x*—2.02x+1.72, (-2.6<x<—14)
® w(x) = —05x* +2.02x + 1.72, (1.4 <x < 2.6)
Ponto - -

Entrada

Figura 3.2: Explorando a fungao quadratica.

O rosto contruido na figura 3.2 (Cunha, 2017, p.95) com o uso de graficos de
fungoes explora muito bem véarios aspectos e caracteristicas importantes. E significativo
ressaltar que a conexao com a realidade complementa de forma consistente este tipo de
trabalho. O professor deve sempre trazer para o contexto real aquilo que o aluno estuda,
manipula, contréi ou interpreta.

Vale destacar um terceiro ponto importante para nortear o trabalho em sala
de aula com este software: o estudante precisa compreender a estrutura bdsica de toda
funcao. O fato do software permitir animagcoes contribui para uma experimentacao sem
igual, do mesmo modo apresentado no Problema 1 do capitulo anterior, que finaliza com a
animacao, proporcionando a conexao entre dominio, contradominio e regra de associacao.
O movimento, através da animagao, mostra que uma fungao é como um “organismo”, pois
ela trabalha associando, transformando ou levando elementos de um conjunto ao outro.

Observar uma funcao animada pelo Geogebra, é como observar um organismo
vivo, ou seja, funcionando. As funcgoes estaticas no caderno ou nos livros sao apenas

fotografias ou uma amostra da realidade, oferencendo uma experiéncia menos completa.
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3.2 Aprender construindo

Ao abordar a caracterizacao da funcao afim no capitulo anterior, foi apresentada
uma forma de se compreender a principal caracteristica desta funcao. Na figura 2.12 o
ponto x e x+ h, no eixo das abscissas, precisam ser programados para que o usuario possa
alterar suas abscissas, logo as coordenadas de x sao (¢,0), e as de x + h s@o (¢ + h,0).
Note que este exercicio de programar, obriga o aluno a entender o comportamento de
quaisquer dois pontos sobre o eixo das abscissas e nao apenas um ponto especifico. Ao
retomar esta situacao, se estd destacando o poder da construgao no Geogebra sobre o
aprendizado escolar.

Outro exemplo sobre o uso das construcgoes é a abordagem feita no Problema 3,
que se resume a encontrar dois nimeros conhecendo sua soma e seu produto. O aspecto
construtivo do Geogebra permitiu expandir esta situacao para varias somas e produtos.
Como o aluno experimentaria essa interacao sem essa tecnologia? Ao construir estes
lugares geométricos de modo que se possa manipuld-los e enriquecer, significativamente,
o processo de aprendizado vivido pelos estudantes.

A construcdo' abordada no problema 3 se refere a um tema considerado dificil de
se trabalhar: a forma canonica da funcao quadratica. O software permite que se observe
as variagoes nas expressoes canonica e geral e ainda, oscilar o valor do perimetro para
observar suas implicacoes nas expressoes algébricas. Este fator dinamico do Geogebra tem
muito potencial para facilitar a compreensao ou visualizagao de conceitos e propriedades

da Matematica que, sem essa tecnologia, seria mais dificil.

3.3 A Matematica e o Geogebra

A linguagem usada pelo Geogebra é a Matematica. A qualidade do uso que se faz
deste software esta diretamente ligada ao conhecimento matemaético de seu usuario. Mas,
nao é um software para se aprender Matematica? Sim, ou melhor, também. Ele permite
que o estudante explore sua Matematica, ou que a use para aprender novos conhecimentos.
Por exemplo, para programar um ponto no plano cartesiano é necessario conhecimento
sobre as coordenadas cartesianas. Ao digitar (2,4) se tem um ponto fixo; ao digitar

(c,4) se tem um ponto mével que estd em fungao do valor de ¢ e ao digitar (¢, ac + b)

'Para manipular a construcio consulte: https://ggbm.at/CFwFDWeB
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esta escrevendo um ponto em funcao de ¢, a e b que percorra todos os pontos de alguma
funcao afim. Veja como evolui o conhecimento, melhorando a programacao, que por sua
vez amplia o horizonte de aprendizado.

A expressao “pensar-com-Geogebra” (Borba et al., 2015, p.48) que estd relacio-
nado com tudo que o software exige de seu usuario, por exemplo, a intensidade com que
acontecem as interagoes, construgoes, testes de conjecturas, visualizagao de animacoes,
influenciam no modo de pensar e agir dos estudantes que interagem com este ambiente,
restruturando seu pensamento matemaético.

Vale destacar ainda, que os erros cometidos pelos estudantes no uso do Geogebra,
mostram possiveis falhas na formacao matematica dos alunos. Ao programar um ponto
no plano cartesiano, é necessario conhecimento sobre as coordenadas cartesianas; ao cons-
truir o grafico de uma fungao é necessario nocoes sobre sua representacao algébrica; para
programar uma planilha que execute o mesmo cédlculo para varios valores, como feito para
figura 2.9, é necessario estar familiarizado com os padroes e leis das funcoes matematicas.
O interessante é que o prérprio aluno perceberd o erro, pois o software nao apresentara o

resultado desejado, provocando um amadurecimento na formacao matemaética do aluno.

3.4 O futuro do Geogebra

Sempre que se trabalha com algum recurso tecnoldgico é normal que, com o
tempo, talvez esta tecnologia se torne obsoleta, pois novas ideias surgem a todo momento.
No caso do Geogebra este risco é menor, o fato de ser um programa de cédigo fonte aberto
permite uma constante evolugao promovida pelos seus colaboradores ao redor do mundo
e, claro, por seus usuarios.

A versao do Geogebra para smartphone promete expandir significativamente o
acesso a essa tecnologia. Esta versao ainda nao se mostra tao funcional quanto a versao
para computadores pessoais, pois seus recursos foram simplificados e adequados as li-
mitacoes dos smartphones. Para os smartphones o Geogebra foi dividido em outros
aplicativos, por exemplo: A Calculadora Grdfica Geogebra para o estudo de fungoes,
o Geogebra Geometria para geometria plana e a Calculadora Grafica Geogebra 3D para
o estudo em trés dimensoes, entre outros, todos desenvolvidos em véarias plataformas,

incluindo Android e I0S.

60



Consideracoes finais

No inicio do curso de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT, é esclarecido aos mestrandos que seus trabalhos de conclusao, as dissertacgoes,
devem de alguma forma impactar a Matematica da Educacao Basica. Se percebe que
a qualidade da Matemaética estudada, pesquisada e construida durante o curso é bem
superior aquela praticada nas escolas. Cabe aos mestrandos, levar até seus alunos, toda
esta qualidade praticada neste curso. O PROFMAT cumpre muito bem o propdsito de
qualificar e aprimorar a Matematica experimentada pelos professores, que por sua vez
precisam, de alguma forma, fazer com que essa qualidade chegue até as escolas. O uso de
tecnologia é um caminho natural para ajudar nesta tarefa.

Nesta dissertacao foi escolhido o software de Matematica Dinamica Geogebra,
para auxiliar na construcao da transposicao didatica. Nao faz parte dos objetivos deste
trabalho elaborar um roteiro rigido sobre como utilizar este recurso, ao invés disso, as
ideias aqui discutidas se revelam apenas como parametros ou diretrizes que tentam dire-
cionar o desenvolvimento de praticas ja existentes, ou para aqueles que pretendem agregar
um novo recurso a sua pratica de ensino e aprendizagem.

Todo professor quando inicia sua aula planeja alguns objetivos que prentede al-
cangar, ao usar o Geogebra os objetivos estabelicidos sao basicamente os mesmos. A
diferenca estd no modo como a aula se desenvolve e no caminho percorrido pelos alunos.
No estudo de fungoes afins e quadraticas se percebe que certos temas sao menos comuns
ao cotidiano escolar, como por exemplo, a caracterizacao da funcao afim e a prova de que
seu grafico é uma reta. Nas fungoes quadraticas os temas menos comuns, ou seja, menos
abordados no ensino deste tipo de funcao, sao: a construcao da parabola, a prova de que o
grafico de uma funcgao quadratica é uma parabola, a forma candnica e suas consequéncias.

Um dos pontos fortes do Geogebra no estudo de fungoes é o seu carater dinamico,
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ou seja, o movimento. Com este fator dinamico se tem uma ferramenta muito eficiente
para visualizagoes ou construcoes de fungoes e suas propriedades. Compreender a relagao
de dependéncia entre duas grandezas de modo dinamico é um excelente caminho para que
o aluno perceba que o importante é o que uma funcao faz.

E importante ressaltar também o uso do Geogebra para aproximar o estudante
das provas e demonstracoes matematicas que, muitas vezes, nao sao abordadas por se-
rem dificeis de se transpor didaticamente. Dificuldades estas que podem ser, ao menos,
amenizadas com este recurso virtual, como foi mostrado na construcao da parabola e na
prova de que o grafico de uma fungao afim é uma reta.

Nao se pode deixar de aprofundar a Matemaética nas atividades da sala de aula,
por falta de uma pratica adequada. Como pode ser observado de um fato ocorrido durante
um curso oferecido pela Secretaria de Estado de Educacao de Mato Grosso no ano de 2017,
no qual um dos orientadores insinuou que a férmula resolutiva de equacoes do segundo
grau seria de algum modo inadequada ou com aplicagoes distantes de nossa realidade.
Claro que se contestou, justificando o porque de se ensina-la. Este acontecimento deixou
claro que alguns educadores, talvez achem que certos aspectos da Matemaética sejam, de
algum modo, inadequados ao ambiente escolar, por estarem distantes da realidade, mas
que na verdade é a pratica inadequada que torna determinado assunto irrelevante para a
educacao. Este trabalho tentou mostrar que, com recursos e iniciativas de novas praticas,
é possivel aprofundar a Matematica estudada nas escolas sem perder qualidade e eficiéncia
abordando todos os temas e conceitos, sejam eles muito abstratos ou nao. Tudo depende
do modo que for abordado.

Tem-se como perspectiva de futuro alcancar tanto o estudante da Educacao
Basica, quanto o professor. Esta analise feita com as fungoes afins e quadréticas, pode
ser feita e extendida a outros temas da Matematica.

Por fim, o Geogebra se revela capaz de auxiliar tanto no trato das funcgoes e
nimeros reais, quanto nos aspectos geométricos. E perfeitamente possivel se estender
esta proposta para outros temas, direcionados ao ensino e aprendizagem dos alunos, como
também, com o intuito de capacitar os professores quanto ao uso desta tecnologia, através
de cursos de capacitacao. Estas iniciativas poderiam, por exemplo, impactar nos resul-
tados das avaliacoes da Educacao Basica, como a Prova Brasil, interferindo, positiva e

diretamente na avaliacio do Indice de Desenvolvimento da Educacao Bésica - IDEB.
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