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RESUMO

Neste trabalho, estudamos os niimeros e os polinomios de Bernoulli, bem como algumas de suas
aplicacdes mais importantes em Teoria dos Numeros. Com base em uma caracterizacdo sim-
ples, os polindmios de Bernoulli sdo introduzidos e, posteriormente, os nimeros de Bernoulli.
As séries de Fourier dos polindmios de Bernoulli sdo utilizadas na demonstra¢do da equagao
funcional da funcdo teta. Esta equacdo, por sua vez, € utilizada na demonstracdo da célebre
equacao funcional da fun¢do zeta, que tem importancia central na teoria da distribuicao dos
numeros primos. Além das conexdes com a funcdes especiais zeta e teta, discutimos também,
em detalhe, conexdes entre os nimeros e os polindmios de Bernoulli com a funcao gama. Essas
relagdes sdo entdo exploradas para produzir belas formulas para certos valores da func¢ao zeta,
entre outras aplicacoes.

Palavras-chave: Nimeros de Bernoulli, Polindmios de Bernoulli, Fungdo Gama, Fungao Zeta,
Funcio Teta, Equagao Funcional.



ABSTRACT

In this work we study Bernoulli numbers and Bernoulli polynomials, as well as some of its
most important applications in Number Theory. Based on a simple characterization, the Ber-
noulli polynomials are introduced and, later, the Bernoulli numbers. The Fourier series of the
Bernoulli polynomials are used to demonstrate the functional equation of the theta function.
This equation, in turn, is used in the proof of the famous functional equation of the zeta func-
tion, which is central to the theory of prime number distribution. In addition to the connections
with the special functions zeta and theta, we also discuss, in detail, connections between the
Bernoulli numbers and Bernoulli polynomials with the gamma function. These relations are
then explored to produce beautiful formulas for certain values of the zeta function, among other
applications.

Keywords: Bernoulli Numbers, Bernoulli Polynomials, Gamma Function, Zeta Function.
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1 INTRODUCAO

Os nameros de Bernoulli estdo entre as sequéncias numéricas mais interessantes e
importantes da Matemadtica. Historicamente, os nimeros de Bernoulli surgiram na obra pdstuma
Ars Conjectandi I em 1713, do suico Jacob Bernoulli (1654-1705), na descri¢ao de uma forma

de calcular a soma de poténcias de inteiros consecutivos
Sp(n) =172 + ... +nP, (1.1)

para inteiros n > 0 e p > 0. De forma mais precisa, os nimeros de Bernoulli nos permitem
calcular os coeficientes do polindmio de grau p + 1 na varidvel n que é o valor de S,(n). A
Figura 1.1, com férmulas fechadas para soma de poténcias, com p de 1 a 10, estava na obra de
Bernoulli. Ele usou o simbolo [, um § alongado, para indicar a somatdria. Na notagdo moderna,

as trés primeiras somas seriam:

L 1
Zk: En(n—l—l),

k=1

n

1
Y & =_n(n+1)2n+1),
k=1 6

! 1
Z k= —n?(n+1)>
k=1 4

A formula geral para calcular a soma de p-ésimas poténcias nao foi explicitada por
Bernoulli (APOSTOL, 2008), mas sabemos que

m—1
B —B
Yo = Bt Byt s, (1.2)
k=1 p+l

sendo B, (x) um polindmio em x de grau n, chamado polinémio de Bernoulli, dado por

B0 =Y (})Ber . nzo (13)

k=0

1A arte de Conjeturar.
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Figura 1.1: Reproducao da lista de formulas do livro Ars Conjectand p. 97

em que os By s3o os nimeros de Bernoulli. Podemos defini-los recursivamente como:

n—1
n
By =1, e B, =0, aran > 2. 1.4
0 kz_O(k> k p (1.4)

Por meio da equacao 1.4 verificamos que:

By | By |By | B3| B4 |Bs | Bs|B7| Bs | By | Bio| Bi1| Bz
1 1L T lTol=L]olL|lol=Llol 2| 0oL
21 & 30 ) 30 66 2730

Tabela 1.1: Numeros de Bernoulli

Da equacgdo 1.3, vemos que B, = B,(0) = B,(1), para todo n > 2. Os B,,, com n impar

e maior que 2, sdo todos iguais a zero. Assim, usando a equagdo 1.3 obtemos os polindmios de

Bernoulli:
1
Bi(x) = X_E’
1
Bz(x) = )CZ—X—FE,
3x2  x
B = ©r-—4=
3()6) X > +2,
1
Bi(x) = x4—2x3—|—x2—%,
524 5x  x
B A Tt
s = Xoo T
5¢% X2 1
B = 3+ T
6(x) X —3x+ > 2 t;

Vale ressaltar que o japonés Takakazu Seki (1642-1708) também definiu os mesmos

nimeros de Bernoulli no seu livro péstumo Katsuyo Sanpo?, em 1712. Este é um caso em que

2Fundamentos da Arte do Célculo.
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nao havera duvidas quanto a descoberta independente e praticamente simultinea de um mesmo

conceito (ARAKAWA et al., 2014, p. 2-3).

Os numeros e os polindomios de Bernoulli possuem muitas aplicagdes na Matematica.
Por exemplo, no estudo do ltimo teorema de Fermat (IRELAND; ROSEN, 1982), na expansao
de Euler-Maclaurin (APOSTOL, 1999), no célculo de diferencas finitas (NORLUND, 1924),
em combinatéria (COMTET, 1970, 1974), e em outros campos (TEMPESTA, 2006). Algumas
vezes, tais aplicagdes ocorrem em contextos inesperados como, por exemplo, na teoria dos

primos regulares de Kummer (OLIVEIRA, 2013).

Uma importante aplicacdo dos nimeros de Bernoulli € no estudo da distribui¢do dos
nimeros primos e da fun¢do zeta de Riemann § (s) (APOSTOL, 2008), definida para s > 1 pela
série

=1
-y — (1.5)
L

Ha bastante tempo essa fungdo atrai a atencao de varios mateméticos de renome. Ja no
século XVII, ela estava ligada ao famoso problema da Basileia. Para compreender o problema,
convém recuar a 1650, ano em que foi publicado o livro Nove quadraturce arithmeticce sev de

additione fractionum, de Pietro Mengoli. E um livro sobre soma de séries, duas das quais sao:

1 I 1

S T e 1.6
L, ittt (1.6)
€
= 1o
2_:—2—1+ 5+ g5+ (1.7)

No livro € demonstrado que a primeira série, a série harmonica, diverge. O autor também
levantou a questdo de qual é o valor da soma da segunda série. Este problema também foi
discutido por Jacob Bernoulli em 1689. O problema s6 foi resolvido em 1735 por Leonhard

Euler. Ele mostrou que, de forma surpreendente,
=1 1 1 T
2_1_2_ §+...:_‘ (1.8)

Variacoes desta série sdo deste entdo muito estudadas, sendo que a equacdo (1.8) é na

verdade {(2). O préprio Euler calculou mais valores de {(2k), parak =1,2,3,---,

(1.9
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Nesta dissertacdo tivemos como objetivo explorar algumas das conexdes mais impor-
tantes entre os nimeros e os polindmios de Bernoulli e as fungdes zeta, gama e teta. De forma
mais detalhada, no capitulo 2 introduzimos os polindmios de Bernoulli mostrando que sdo os
unicos polindmios que satisfazem trés condi¢des simples. Ja os nimeros de Bernoulli foram de-
finidos como sendo os valores em x = 0 dos correspondentes polindomios de Bernoulli. A seguir
mostramos como a sequéncia dos nimeros de Bernoulli pode ser obtida de maneira recursiva.
Por fim ilustramos esse resultado calculando os primeiros nimeros de Bernoulli. No capitulo 3
calculamos as séries de Fourier para os polindmios de Bernoulli no intervalo [0, 1]. A seguir de-
finimos a fun¢do zeta de Riemann e provamos a equagdo de Euler que relaciona esta fun¢do com
os ndmeros primos. Por fim, utilizamos as séries de Fourier obtidas anteriormente para expres-
sar o valor da fungdo zeta nos pares positivos em termos de nimeros de Bernoulli. No capitulo
4 estudamos séries de poténcia que geram os numeros € os polindmios de Bernoulli. A série
geradora dos polindmios de Bernoulli nos permitiu provar, entdo, uma relacdo de simetria com
respeito a reta x = % obedecida por esses polindmios. No capitulo 5 utilizamos varios resulta-
dos dos capitulos anteriores para definir e provar a célebre expansao de Euler-Maclaurin, que foi
entdo empregada em vdrias aplicagdes interessantes. Por ultimo, apresentamos um raciocinio
heuristico devido a Lagrange que justifica de forma intuitiva a férmula de Euler-Maclaurin. No
capitulo 6 tivemos como metas definir a fun¢ao teta de Jacobi e provar a lei de simetria que ela
obedece. Nossa demonstracao dessa lei fez uso da expansdo de Euler-Maclaurin. No capitulo
7 estudamos outra fungdo especial célebre — a funcao gama. Inicialmente, ela foi definida com
dominio real e mostramos que ela € uma extensdo da fun¢do fatorial. Posteriormente, ela foi
estendida ao dominio complexo e encontramos uma férmula que relaciona as fun¢des gama,
zeta e os nimeros de Bernoulli. No capitulo 8 provamos que a fun¢do zeta de Riemann obedece
a uma lei de simetria conhecida por equagdo funcional da fun¢do zeta. Ela € fundamental em
Teoria dos Numeros e estd intimamente relacionada com a famosa Hipétese de Riemann. Para
provéa-la fizemos uso da equagdo funcional da fungdo teta. Depois disso extraimos algumas
consequéncias simples envolvendo valores da funcdo zeta e os nimeros de Bernoulli. Por fim,

no ultimo capitulo tecemos as consideracdes finais.
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2 NUMEROS E POLINOMIOS DE BERNOLLI

Neste capitulo introduzimos os polindmios de Bernoulli mostrando que sdo os tnicos
polindmios que satisfazem trés condi¢des simples. Ja os nimeros de Bernoulli sdo definidos
como sendo os valores em x = 0 dos correspondentes polinomios de Bernoulli. A seguir mos-
tramos como a sequéncia dos nimeros de Bernoulli pode ser obtida de maneira recursiva. Por

fim ilustramos esse resultado calculando os primeiros nimeros de Bernoulli.

Proposicao 2.1. Existe uma tinica sequéncia de polinémios By, (x), m € N, tal que Bo(x) =1 ¢,
para todo inteirom > 1,

(i) Bly(x) = mBy1 (),

(ii) [y Bm(x)dx = 0.

Antes de fazermos a prova da proposicao 2.1, observe que as condi¢des (i) e (ii) sdao

equivalentes as condicoes:
() B, (x) = mBy,_1(x),
(ii)’ By (1) = B, (0), VYm > 2.

De fato, se m > 1, entdo

1 LB 1
B = [ Zmtl = —[Bypi1(1) =By .
/0 m(x)dx A mH(x)dx m+1[ +1(1) = Bput1(0)]

Demonstragdo da Existéncia - Por indugdo.

Se n =1, temos pela condicao (i)

By(x) =1.Bo(x) =1,

€ assim,

B](X) =x+cy,
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para alguma constante c;. Mas pela condicao (i1) obtemos

1 x? |
0:/ (x+c1)dx=—+ci1x| ==+cy.
0 2 0 2
| 1
Portanto, ¢c; = —5 e By (x) =x— 5
Suponhamos agora por indu¢ido que para algum n > 2 existem By(x),B(x),--,B,(x) po-

lindmios que satisfazem (i) e (ii). Vamos entdo provar que existe um tnico polindmio B, 1(x)
que satisfaz as condic¢des (i) e (i1) com m = n+ 1, isto €,

(@) By, (x) = (n+ 1)B, ().

(b) Jo Bui1(x)dx=0.

De fato, como a integral indefinida de um polindmio € um polinémio,

Bt () =By (0) + (n1) [ B (o)

¢ um polindomio que satisfaz a condi¢do (a). Além disso,

/OanH(x)dx = (n—i—l)/OlB:,l(x)dx

1
= (n—i—l)n/o B,_1(x)dx
Oa

pelas condig¢des (a) e (b) e a hipdtese de inducao.

Provamos que existe um polindmio B, 1(x) que satisfaz (a) e (b).

Resta verificar a unicidade.

Seja B, 1(x) outro polindmio que satisfaz (a) e (b). Ou seja,

1
By 1(x) = (n+1)By(x) e /0 B, 1(x)dx=0.
Entdo, para todo x,
(But1 —Bpi1)'(x) = Byp1(x) =By (x)

= (n+1)By(x) — (n+1)Byu(x)
= 0.
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Ou seja,

Bt (x) = By (x) 4 ¢

para alguma constante ¢. Mas, por (b),

1 1 1
O:/ BnH(x)dx:/ Bn+1(x)dx+/ cdx=0+c=c.
0 0 0

Logo, ¢ =0¢€ By41(x) = By11(x), V.

Assim, pelo principio da inducdo matemaética, vale a proposicao. [

A sequéncia de polindmios da proposicdo 2.1 é chamada de sequéncia de polinomios

de Bernoulli.

1
Exemplo 2.2. Vimos que By(x) =1 e Bj(x) = x— 7
Agora,
B,(x) = 2B (x) =2x— 1,

de modo que

By(x) =x*—x+c,

para alguma constante c. Mas

assim,c = — e

1
By(x) =x* —x+ 8

Procedendo de forma semelhante podemos verificar que:

B3(x) = x3_37xz_|_)2_c’

1
By(x) = x4—2x3+x2—%,
By — P22
Bg(x) = x6—3x5+5214—%2 %

Nas figuras 2.1, 2.2 e 2.3 apresentamos graficos de alguns polinomios de Bernoulli.
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Figura 2.1: B;(x),B,(x)
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Figura 2.3: Bs(x), Bg(x)

Observe que o m-ésimo polindmio de Bernoulli € um polindmio de grau m, assim

podemos escrever

Bu() = Y. (’,’:) cemd" 2.1)
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para certos escalares cq ,,C1m,"* ,Cmm- Dai,
m—1
m ke
Bu) = Y (") exm(m— kit
k=0 k 7

m—1
—1
= Z m(m >ck7mxm_k_l
k=0 k
m—1
—1
k=0

Mas, pela condi¢do (i) da proposigdo 2.1, temos B, (x) = mB,,_1(x), se m > 1. Logo,

se m > 1 temos
m—1 m—1
m—1 11—k m—1 —k—1
m Z ( k )Ck,mxm :mkg() < k )Ck,m—lxm

Portanto, para k =0,1,2,--- ym—1,

Cikom = Ckym—1-

Quer dizer, os coeficientes ¢y, ndo dependem de m, apenas de k. Assim, podemos reescrever a

equacao (2.1) como
m

Bu(x)=Y (’Z) k. (2.2)

k=0

Note que B,,;(0) = (Z) Cm = ¢ para todo m € N.

Os ntimeros B,,(0) sdo chamados nimeros de Bernoulli e denotados por B,,. Logo,

pelo exemplo 2.2, temos

1 1 1 1
By=1,B; = _§7B2 = 6,33 =0,B4 = _%735 =0,Bg = E

Nosso raciocinio anterior provou a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.3. Seja m € N. Entdo,
Bu(x) =Y (’Z) Bk, (2.3)

A proposicao 2.3 nos permite obter uma formula recursiva para calcular os nlimeros

de Bernoulli e, consequentemente, os polindmios de Bernoulli.



Proposicao 2.4. Os niimeros de Bernoulli satisfazem a relagdo de recorréncia

(i) Bo=1,
S 1
P )
m+1 =0 J
Demonstragdo. Ja que
1
B (x)dx =0,

se m > 1, pela proposicao 2.3,

I
M=

I
=
7 N N N
=~ 3
N—
(v}
S
3
|
»)—‘
- +

il
o

k=0
n 1
_ Z m+ )Bk
=\ k m+1
1 & 1
_ —Z m-+ By
m+1/=\ &
Portanto,
m—1
1 1
Z (m+ )Bk+(m+ )Bm:()v
= k m

19

]

Exemplo 2.5. Vamos calcular os 4 primeiros niimeros de Bernoulli usando a relagdo de re-

corréncia a proposigdo 2.4.

m=1,
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m=3,

1 & (4 1/(4 4 4 1 ~1 1 1
By=—- By=—- B B By)=——(L1+4—+6-)=—-.0=0
g0 (oG = (veasveg) =5
m=4,

b= L (Ot (s (e (D)) =L (1105508100

Podemos facilmente continuar aplicando a proposi¢ao 2.4 até obter a tabela abaixo.

By | By
e

B3| By |Bs |Bg|B7| Bg | By |Bio|Bii| Bi2 | B3
T T T 3 60T
0 | -5%10 1510 ]-5%]10[gg 10 |—23m]0

Bis
0

o= P
O'\I\hgJ
S

Tabela 2.1: Numeros de Bernoulli



21

3 POLINOMIOS DE BERNOULLI E SERIES DE FOURIER

Neste capitulo calculamos as séries de Fourier para os polindmios de Bernoulli no
intervalo [0, 1]. A seguir definimos a fungdo zeta de Riemann e provamos a equagio de Euler
que relaciona esta fungdo com os nimeros primos. Por fim, utilizamos as séries de Fourier
obtidas anteriormente para expressar o valor da fun¢do zeta nos pares positivos em termos de

nameros de Bernoulli.

Inicialmente, precisamos relembrar alguns fatos basicos sobre séries de Fourier:
1) A Série de Fourier de um funcdo periddica localmente integravel f : R — R de periodo 1 é a
série

%O + ) agcos(2mkx) + Y bysin(27kx),
k=1 k=1

em que os coeficientes de Fourier de f sdo dados por

1
ay = 2/ f(x)cos(2mkx)dx, k>0,
0

1
by =2 / F)sin@akady, k> 1,
0

Note que, como f € periddica de periodo 1, a; = 0 se f é impar, e by = 0 se f € par.

2) O teorema de Fourier de convergéncia pontual afirma que a série de Fourier de f converge
para f(x) em todo ponto x onde f é continua e tem derivadas a esquerda e a direita (ndo neces-

sariamente iguais).

Fazendo uso desses fatos podemos provar a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.1. As seguintes identidades sdo vdlidas:

(i) .
B =——

1) =—— kZ

=1

sin(2mkx)

P Vx € (0,1).
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(ii) Se m ¢é par,

m I & cos(2mkx)
Bp(x) =2(~1)311-2 Vxe 0,1
n(9 =2 TS Y T e o)
(iii) Se m é impar,
met m! & sin(27kx)
B =2(—1 1
R

Demonstragdo.

Para todo m > 1, seja Bj(x) a extensdo periddica para R da restri¢do de B,,,(x) a [0,1].
Assim, Bl (x) = B,,(x) para x € [0, 1], de modo que no célculo dos coeficientes de Fourier de
Bl,(x) podemos trocar Bl,(x) por By, (x). Assim, os coeficientes de Fourier de B}, (x) sio dados
por

1
ar =2 / Bu(x)cos(2mkx)dx, k>0,
0
1
W= 2/0 By, (x) sin(27kx)dx, k> 0.
Primeiramente, vamos calcular a série de Fourier de Bj(x). Temos

1
ah = 2/0 Bi(x)dx =0,

e se k > 0, usando integracdo por partes obtemos

1
a = 2 /O B1 (x) cos(27kx)dx

1

sin(2mkx) I sin(27mkx)
= 2B ——F—| -2 | B ——Fd
A P . /o 1)
2l
= O—E 0 B()(X)Sin(Zﬂ:kX)dx
1
= —— in(2mkx)d
77:k/o sin(27kx)dx

= 0.
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1
by = 2 / Bl(x)sin(27th)dx
0

2B (x) cos(2mkx)

(2
o / B (x cos2 Tkx) g

27k Tk
(2x—1)cos(27rkx) 1 /
— 2
Tk 0+7rk A cos(2mkx)dx
B _1
o7k

Como B (x) é diferencidvel em [0, 1], segue-se do teorema de Fourier de convergéncia

pontual que

1 <& sin(2mwkx
Bl(X):—EZ%, Vx€(071)

Suponhamos agora que m > 1. Temos, para k > 1,
1
@t = 2 / Bo(x) cos(27rkx)dx
0

_s / B sm (2mkx) sin(2mkx)
0 21k

sin(2mkx)
2wk

- 2ﬂkz / mB1 (x) sin(27kx)dx

m 1

2wk

= 2Bu(x)

1
pro= 2 / Bu(x) sin(27rkx)dx
0

cos 27rkx

= _2Bm( )

— _(B'”(l);kB’"( +2/ mB, 1 (x)

o / cos 27rkx) cos(2mkx)

cos(27rkx)
2rk

dx

= 27rk2/ By 1(x) cos(2mkx)dx
m ml

27k
Para k = 0 temos

Verificamos entdo, que
al = ——b" 1 (3.1
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m _
bl =g (3.2)
sem > 1. Logo, se m > 2,
m m<m_ 1) m—2
a =
g (2mk)> "k
mim—1) . 5
b b
k (2mk)2 K
Se m > 2 e impar, podemos escrever
m—1 m!

— > 1

m! 1

b= (1) i

m—

Como a,i = (O paratodok >0e, bl = —%{ para todo k > 0, temos

A'=0, Vk>0 (3.3)

= D T
m !
= 2(—1)"7 (2:k)m’ Vk> 1. (3.4)

Como Bl (x) é continua e possui derivadas laterais em todos os pontos, temos pelo teorema de

Fourier que se m > 1 e impar:

para todo x € [0, 1].
Agora se m € par e m > 4 obtemos, usando as equagdes (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4).

1
ag = —5 b
m m (m—1)!
- i
2mk (2mk)
|
S T Dk p
(¢
pr=gm1_ " o_9
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Se m = 2 temos pelas equagdes (3.1) e (3.2):

) 2 2 /-1 2.2
@ = ——pl=— " ()=
2wk 2wk \ mk (27mk)?
2
by = —a,=0.
kT ok
Em suma, se m > 2 e par temos:
" !
ar = 2(-1)Ft 2 k>1,

ay = 0.

b= 0, k>1.

Como B, (x) é continua e possui derivadas laterais em todos os pontos, temos pelo teorema de

Fourier, que se m > 2 e par:

_ moy m! & cos(2mkx)
Bm(X) _2(_1)2 (271_)me km ’
para todo x € [0, 1]. O

Observacao 1. Note que pelo item (iii) da proposicdo 3.1 obtemos paran > 1,

Boypy1 = BZn+1 (0) =0.
Ou seja, todos os niimeros de Bernoulli com indices impares sdo nulos, exceto o primeiro.
Nas figuras 3.1, 3.2 e 3.3 estdo os gréficos de séries truncadas com 5 e 10 termos para
alguns polindmios de Bernoulli.

Z . . . z_. 5] 1
E facil verificar usando o teste da integral que a série } ;* | — converge se x > I.
n

Portanto, estd bem definida a fung@o ¢ : (1,00) — R dada por
|
(=23 — (3.5)

Ela € chamada de funcao zeta de Riemann. Trata-se de uma das mais importantes funcdes
da Matemdtica, pois possui diversas relagdes fundamentais com os nimeros primos. De fato, a
primeira conexdo importante entre nimeros primos € a funcdo zeta foi descoberta por Euler e é

apresentada no préximo teorema.

Teorema 3.2 (Euler). Para todo s > 0, temos que

C(s)=;%= I1 (l—i)_l. (3.6)

p primo
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y
0.6
04 04}
0.2r 02f
1 1 1 1 X L L - - X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 02 04 06 08 1.0
o2l -0.2
—04f
-04}
-06k
y y
0.15 0.150
010p o.10f
0.051 0.05}
L L L X 1 1 1 X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 04 06 0.8 1.0
-0.05f ~0.05}
Figura 3.1: B (x),B>(x)
y y
0.04 0.04fF
0.02f 0.02f
. . . . . . . . . -
0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0
-0.02f -0.02}
-0.04} -0.04f
y y
0.03f 0.03
0.02f 0.02
0.01f 0.01
. . . . =y -
0.4 0.6 8 1.0 1.0
-0.01 -0.01
-0.02 -0.02
-0.03 -0.03

Figura 3.2: B3(x),Ba(x)

Demonstragcdo. Observe primeiro que




0.02f

0.01f

0.02f

0.01f
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0.2 0.4
-0.01f

-0.02

0.02

0.01fF

0.2
-0.01f

-0.02

0.02f

0.01F

0.4 1.0

0.2

-0.01}f

-0.02}

1.0

0.2
-0.01f

-0.02f

1.0

Figura 3.3: Bs(x),Bg(x)
de modo que
() - 586 = L6O- Y o
$)=5;60) = &l L G
1 =1
- — - -
(1-3)e0 = T &
n impar
Agora note que
1 1 1 1 1
—— ) (1-= —(1-— ——(1==) ¢
(1-3) (1-5) c0=(1-5 )t -5 (1-5) €
Ou seja, todos os miitliplos de 3 sdo removidos de (1 — 5) &(s). Logo,
1 1 =1
——)(1—= _ -
(-5) (-5)e- & 5

Na tltima somatéria (n,6) = 1 indica o mdc de n e 6. Quer dizer, todos os miitliplos de 2 e 3
ndo estdo presentes no somatorio. Assim, repetindo o0 mesmo argumento para todos os primos

menores que um nimero x, verificamos que

I1(1-) e

p<x
em que foram retirados todos os multiplos dos primos menores do que x. Além disso, g é o

1
1 ——

pS

1
:]_|___|_...7

S
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menor primo maior ou igual a x e € o menor termo depois de 1 presente no lado direito da
equacgdo. Portanto, tomando o limite de x tendendo ao infinito obtemos
1
(1 )6 =1,
N
p ( p

0 que prova o teorema. O]

Como uma consequéncia simples do ultimo teorema temos o seguinte resultado bem

conhecido.

Teorema 3.3. Existem infinitos niimeros primos.

Demonstragcdo. Suponhamos por absurdo que existe apenas um nimero finito de primos. Entdo,
o produtoério do lado direito do teorema de Euler envolve apenas um niimero finito de termos e,
portanto, tem limite quando s — 1. Porém, o lado esquerdo torna-se a série harmonica no limite
quando s — 1. Isso € uma contradicdo, ja que, como sabemos, a série harmdnica € divergente.

Logo, existem infinitos nimeros primos.

]

O préximo resultado é muito interessante porque expressa o valor da funcdo zeta nos
nimeros pares positivos em termos de nimeros de Bernoulli. Podemos considera-lo como a

solu¢do de uma generalizacdo do Problema da Basileia (que era encontrar uma férmula para
c(2).
Proposicao 3.4. Seja m par e m > 2. Entdo

mip 1 (2m)™
2 m!

Eim) = (=1)

By,

em que By, é o m-ésimo niimero de Bernoulli.

Demonstragdo. De fato, usando (ii) da proposic¢ao 3.1 obtemos

m I & cos(2mk0)
B, =B,(0) = 2(—1)5+ "
m m‘
= 2(_1) —H(zn.)mC(m)?
de onde é claro o resultado. ]

A tltima proposicao nos permite provar algumas estimativas que serdo tteis no estudo

da expansao de Euler-Maclaurin.
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§(2) | £(4) | &(6) | £(8) | £(10)
iy R S = 710
6 | 90 | 945 | 9450 | 93555

Tabela 3.1: Alguns valores de {(2k)

Corolario 3.5. Seja

Pm = sup [Bp(x)].

x€[0,1]
Entdo valem as seguintes estimativas:
) m!

(i) Nm§4(27r)m sem > 1.

(ii) Wy = |Bm|, sem > 2 e par.

Demonstragcdo. Se m =1 entdo

1 41 1
M=s=12""w

ja que w < 4. Se m > 2, pela proposi¢do 3.1, para cada x € [0, 1] temos

(o)

m! 1 m!
B <2 T s =2 a7

Logo,
m!

tn = sup [By(x)] <2 ——
xe0,1] (27)

Por fim, vale a estimativa (i) porque se m > 2 entdo {(m) < 2. De fato, temos

o 1 =1 1
—1=) —< —dt = —— <1
cm-1=Y m< [ = <1,

=k m—1

em que a primeira desigualdade € valida porque Y , klm ¢ uma soma inferior para a integral
e
1 m
Para provar (ii) € suficiente notar que se m > 2 e par, entdo pela proposi¢ao 3.1 (ii)
temos

1
o = |Bm(0)| = |Bu.

m

m!

“r

s

k=1

]

Observacao 2. Dada uma fungdo f : 1 — R limitada em um intervalo 1. A norma sup de f em [



é definida por

[fllz=y = sup{lf(x)|:x €T}
= sup|f(x)|.

xel

Algumas vezes escreve-se simplesmente || f|

Assim, no corolario 3.5,

ton = [1Bon ()| =1y = 1B () |-

w0y S€ ndo houver risco de ambiguidade.

30
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4 POLINOMIOS DE BERNOULLI E SERIES DE POTENCIA

Neste capitulo estudamos séries de poténcia que geram os nimeros e os polindmios de
Bernoulli. A série geradora dos polindmios de Bernoulli nos permite provar, entdo, uma relagao

de simetria com respeito a reta x = % obedecida por esses polindmios.

Proposicao 4.1. A série de poténcia

n!
n=0 n.

converge absolutamente se x € (—2m,21). Além disso, se x # 0 e x € (—27,27), temos

Demonstracdo. Note primeiro que

> Bn n 1 > an 2,
—X :1——x+Z—x "
= n! 20 = (2n)!
jaque By, =0paran > 1.
Para determinar a convergéncia da série no intervalo (—27,27) vamos utilizar o teste

da razdo. Temos pela proposicao 3.4,

‘ B2n+2 2n+2 C(2n+2) |x|2

(2n+2)! | @2m)mt2 _C@n+2) |1
By, ¢(2n) £(2n) (2m)*
(2n)! (2m)2

Para calcular o limite quando n — o na expressdo anterior, vamos mostrar que o li-
mite limy_,., { (k) existe. De fato, é facil ver que a sequéncia ({(k)), k =2,3,--- € monétona
decrescente. Também ¢é facil ver que {(k) > 1, se k > 1. Portanto, ({(k)) converge. Seja
1 <1 = limg_, £ (k).
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Entao,
Boni2  opin
_[(n+2)! . C@n+2) X2 L x| \?
lim = lim 5 = 5 =
k—ro0 By, 20 k= §(2n) (2m) 1.(2x) (2r)
(2n)!

. v B
Pelo teste da razdo, a série } " —:lx” converge para todo x tal que
n.

((%)2“’

ou seja, |x| < 2.

Sabemos que a série

| %

ex—lzi
n=1

converge para todo x € R. Assim, pela teoria de séries de poténcia, no intervalo (—27,27)

| Y

S

podemos multiplicar termo a termo as séries

pela proposi¢do 2.4. Logo, se x # 0 e x € (—27,27), temos

[ee]
B, , X

—X .
! X _
= ! er—1

A ultima proposicao pode ser estendida da seguinte forma.
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Proposicao 4.2. Sejat € (—2m,2n) e t # 0. Se x é um niimero real arbitrdrio temos

m
Demonstragdo. Seja F(x,t) =Y~ _(Bn(x) —- Derivando em rela¢ao a x esta fungdo e fazendo
m!

uso da proposicao 2.1 obtemos,

tm

%F(x,t) = i mBy, | (x)% = i Bm_](X)W =1F(x,1).

) )
Ou seja, —F (x,t) = tF(x,t). Isto implica que — (F (x,t)e) = 0 e, portanto, F(x,t)e ™ =

T(1), paraa:iclguma fun¢do T que depende apenas(?i)é t. Logo,
1 1 1
/ Flx,1)dx = / T(1)e"dx = T(1)S—.
0 0 t
Por outro lado,
1 o m ] o m ]
/0 F(x,t)dx = mzz"o%/() Bp(x)dx =1 +mz::1 %/0 B (x)dx = 1.
Assim, T'(t) = L de modo que
> " te
mZ‘OBm(x)% =F(x,t) = 71

]

A proposicdo 4.2 nos permite provar a seguinte relacao de simetria dos polindomios de
1

Bernoulli com respeito a reta x = 5
Proposicao 4.3. Para todo x real,

By(1—x) = (—1)"Byu(x).

Demonstragdo. Pela proposicao 4.2, temos

Comparando os coeficientes da primeira e da ultima série na expressdao acima obtemos a proposi¢ao.
]



By(x)
h

B:J_{.Tj

Bi(x)

/

Ba(x) py(x)
/

Pl

Figura 4.1: Simetria dos Polinomios de Bernoulli

34
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5 A EXPANSAO DE EULER-MACLAURIN DE ORDEM m

Neste capitulo utilizamos vérios resultados dos capitulos anteriores para definir e pro-
var a célebre expansdo de Euler-Maclaurin. A seguir, ela é empregada em varias aplicacdes
interessantes. Por ultimo, apresentamos um raciocinio heuristico devido a Lagrange que justi-

fica de forma intuitiva a féormula de Euler-Maclaurin.

Se m é um nimero natural dizemos que uma funcéo f : [a,b] — R é de classe C" no

intervalo [a, b| se for m vezes diferencidvel e a derivada de ordem m for continua.

Definiciio 5.1. Seja m um inteiro positivo. Se f é uma funcdo de classe C"~' no intervalo [a, b,

sendo a,b € N, entdo a expansdo de Euler-Maclaurin de ordem m de f em |a,b] é definida por
b - Bi i1 b
EM(filab)) = [ f@dx+ Y 1A (01
a i=1 b

Exemplo 5.2. A expansdo de Euler-Maclaurin EMg(f;[a,b]) de ordem 8 de uma fungdo defi-

nida no intervalo |a,b], com a,b € N, é dada por

b 8 B.
EM(f:lasb) = [ fC9+ Y P 0l =
1 b

D (x)

a

b 1 1 1 1 N
/a fx)dx+ {—Ef(x) + Ef/(x) - mfm(x) + 30240f(5)(x) 1209600

Observacao 3. Note que na expansdo de Euler-Maclaurin de ordem m de uma fungdo aparacem
apenas as derivadas de f até a ordem m — 1 e os niimeros de Bernoulli By,B>,--- ,B,,. Além
disso, para cada | > 1, a expansdo de Euler-Maclaurin de ordem 2l de uma fungdo coincide

com sua expansdo de Euler-Maclaurin de ordem 21+ 1, pois By;11 = 0.

Teorema 5.3 (Férmula de Euler-Maclaurin de Ordem m). Sejam a, b e m niimeros naturais tais

que a <bem> 1. Seja f: [a,b] — R uma funcdo de classe C™, entdo
b  Bi i1 b
Y ) = [ seder Y S W0+ R
=1 "

= EMpu(f;[a,b]) + R,
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sendo o resto de ordem m, R,,, dado por

_1\ym+1 b
= %/ﬂ B (x— [x])f(m) (x)dx.

Além disso, valem as seguintes estimativas para o resto

Ral < )0
< - a)lf )

db=a)) cm ).

S @

Para provar o teorema vamos fazer o uso do seguinte lema.

Lema 5.4. Seja g : [0, 1] — R uma funcdo de classe C™, m > 1. Entdo,

m

/Olg(x)dxzw—;(—l)i% [gU1)(x)}0+(—1)’"/01g<’">(x) m!x>dx. (5.1)

Demonstragdo. (Por Indugio) Como B (x) = 1, usando integra¢do por partes obtemos

1 1 1
| stdx= [ B wdx = [s@Bi (W]~ | ¢ @B

Ja que B1(0) = —1 = B e B|(1) = — B, temos

/01 g(x)dx = w - /01 g (x)B1 (x)dx,

0 que prova a equacdo (5.1) no caso base da inducao.

Suponhamos agora por inducao que vale o lema 5.1 no caso n, com 1 < n < m, ou seja,

[ o= 8OFED B ging] s a0 W ax 52

2 = 0

Queremos entdo provar o caso n+ 1. Com efeito, usando a proposi¢do 2.1 (i) e integracdo por

() n+1)
/ d—/g n+1n'dx

— | o™ (5 By 1(x) 1_ e ) (x By y1(x) .
‘F(NmnAoﬁg“<mﬁmd

partes obtemos
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Dai, inserindo esta expressao em (5.2), obtemos

! 8O t8(1) ¥ Bif !
| stoar=£22 SR W]

+(_1)n Bn+l(X) [g(n)(x)}1+(_1)n+1/()1g(n+1 (x)l(? ( )

(n+1)n! 0 1)
(0 +5(1) B [ (i-1) }1 n+1/1 (n+1) (Bt 1 (%)
LN [ @] e e
Portanto, pelo principio de indu¢do matemadtica, o lema estd provado. [

Demonstragdo do Teorema 5.3. Tomando g(x) = f(x+k), parak =a,--- ,b— 1, no lema 5.4,

e levando em conta que B, = 0 se m > 3 e impar, obtemos

f(k)+f(k+1) :/kk+1f(x)dx+iz% [g(i—l)(x)]k+l_(_1)m/kk+1g(m)(x)Bm(x—k)dx.

2 k m!

Somando em k ambos os lados da dltima equagdo, de k igual a a até b — 1, obtemos

1), 5 g 1)

k=a+1

/ dx+Z / £ x—[x])dx’

em que [x] denota o maior inteiro menor ou igual a x. Logo,

), k)=

a<x<b
1O TOLy [ s 3 2000 @ - 1yl [ @) s
m
Ja que B| = _Z’ a ultima equacdo € equivalente a formula de Euler-Maclaurin. As estimativas
de erro sdo 6bvias. U

Exemplo 5.5. Se f(x) = x, entdo f'(x) = 2x, e f"(x) =2 e fU(x) =0, se i > 3. Portanto,



R3 =0 e temos

1<k<n

w
[\

_n I’l+
2 2
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De forma mais geral, se f € uma funcio polinomial de grau menor ou igual a m, entdo

a derivada de ordem (m+ 1) de f € zero, e assim o resto R,, | na férmula de Euler-Maclaurin

¢ igual a 0.

Corolario 5.6. Seja f uma funcdo polinomial de grau m > 1. Entdo

Y )= EMpa(fifat) = [ flopds+ 327
a<k<b
Corolario 5.7 (Férmula de Faulhaber). Seja n € N. Para cada m > 1 temos

Z K" = 1y (m—i— 1>B,~nm+1i.
m+1/= i

0<k<n

Demonstragdo. De fato, se f(x) = x™, para cada inteiro 1 < i < m temos

D% = mim—1)-(m—i+2)x"*!
L (m+1)! i
m+1(m+1—i)!xm '

Logo, pelo corolario 5.6

"o e N Bir e
LW = [yt

0<k<n
1

m+1 m m+1—i
= + E B;
m—l—ln m+1i:1( ) ) "

= ; Y m+ 1 B‘nm+l_i.
m+15 i l

A seguir temos alguns exemplos da aplicacdo da Férmula de Faulhaber.
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Exemplo 5.8. Para m=1, temos

14 /2 1 /(2 2
A (e 0
0<k<n 25\ 2\\0 1

Exemplo 5.9. Para m=2, temos

1& /3 1 /(3 3 3

Z, 32()1" 3(<o)o"+(l>m+zzn
1 3
3

-3n? n n n? n
- 11 3 3 1 = — 3— _) = — — — —
( n+ n* + 6n) 3(n n 5 2) 3 2+6
Exemplo 5.10. Para m=3, temos
y 123 4 .
0<k e = 45 <i)Bin4l
<k<n i=0
1434+433+43+ Bsyn!
= - n n n n
4\\o)"° 1)1 2)7? 3)73
I, 4 3 2 nt o n?
4(n+n+n) 5+

Exemplo 5.11. Para m=4, temos
Z k4 — Z( )B 5—i

0<k<n
(N s (N 4 (N s (N 2 (5.
= 3 ((O)Bon + (1>B1n —+ (2 Bon® + <3)B3n —+ 4 Bun

1 5+5n4+ 10n° n ns+n4_|_n3 n
= —_— n —_— —_—— _ — —_— _—
5 2 3

5 2 6 6 30

Exemplo 5.12. Para m=35, temos

0<k<n
- 1(@Bmﬂ( ot (5t (5w () (G s
6 \\0 2 4 5
1 S5n n n® n 5n n?
= 6(”‘ +3n +T‘E>:Z+7+§_E

O préximo corolario estende a expansao de Euler-Maclaurin para intervalos de com-

primento infinito.

Corolario 5.13. Seja f : [a,o0) — R de classe C", comm >1ea€N. Se NNneNea<n<N,
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temos
Y fl=) +/ flx dx+Z N 4 En(n,N),
a<k<N a<k<n
sendo [yt
Epn(n,N) = / By (x — [x]) £ (x)dx
e

wmw<%/r "l < B 71 (o,

n - Jn

com W = || B ()|l =(po,1))-

Demonstragdo. Basta aplicar a formula de Euler-Maclaurin para a soma

Y f="Y f- Y flk).

n<k<N a<k<N a<k<n

Definicao 5.14. Seja f € C*([a,b]), com a,b € N. A série de Euler-Maclaurin de f em [a,b] é

b > B.
EM-(fifa ) = [ Codes L1

Para a aplicacdo da série de Euler-Maclaurin devemos sempre levar em conta as esti-

mativas de resto que estudamos anteriormente.

Passamos agora a apresentar um argumento intuitivo e ndo rigoroso devido a Lagrange
sobre a validade da férmula de Euler-Maclaurin. A ideia central do argumento é pensar no
operador de diferencas A como sendo o inverso (a esquerda) do operador de somacao X, assim
como o operador derivagdo D € o inverso (a esquerda) do operador integral indefinida |. (Para

uma discussao mais detalhada sobre o Calculo de Diferencas Finitas veja (KONDO, 2014)).

Considere a série de Taylor de uma fun¢do f dada por

OO

fn+1)= f(n)+f'(n)+ X 3!

Jaque Af(n) = f(n+1) — f(n), temos
Af(n) = (D/11+D?/21+D3/31+--.) f(n) = (¢’ — 1) f(n),

sendo por defini¢ao
D 14D/114+D?*)21+D? /31 +--.



Assim, A=eP — 1 e X é o inverso de e® — 1. Agora, pela proposicio 4.1,

de modo que

Jaque D~ = [ temos

do qual se segue que

= n! e —1
D = B = B
D= —p—=) —D'=1+) D"
e?—1 = n! =n

41
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6 AFUNCAO TETA

Neste capitulo temos como metas definir a funcao teta de Jacobi e provar a lei de sime-
tria que ela obedece. Nossa demonstracdo dessa lei fard uso da expansao de Euler-Maclaurin.
Para obter essa demonstracdo, provaremos antes alguns resultados auxiliares que também serao

importantes mais adiante.

Lema 6.1. Sejam u,a € R, com a > 0. Entdo

oo
a2 T u?
/ e e "Mdx=[—e %.
oo a

I:/ e~ dy.,

P= ( / ) _“Vzdv> ( / Z —““2du)
- / / a2 gy,

Usando coordenadas polares (r,0), com u = rcos(60) e v = rsin(0), obtemos

o 2T 2
= / / re” Y drd0
0 0

[o) ) e—(ll"2 ® ﬂ
= 27r/ re Y dr=2nx = —.
0 —2a a

RS, ) [
:/ e Vdv=,/—.
oo a

Demonstragdo. Seja

Entao

Portanto,
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Se o é um nimero real,

/ Pl o N / e a(x +ax)dx

—o00 —o00

a2 [ - .. (04
= eda / e “dy (Mudanga de varidvel v = x + 2—)
e a

T o
frd —eda
a
Ou seja, verificamos que para todo nimero real o,

Sl S T o?
/ e e My =/ =eta.
e a

A férmula do enunciado do lema € obtida quando trocamos & por iu, o que € justificado usando

o procedimento de continuacio analitica! da Teoria de Anélise Complexa. 0

Lema 6.2. Sejam a,u € R com a > 0. Entdo, para k € R

o0 22
/ e cos(2mkx)dx = \/§e T
oo a

Demonstragdo.
') oo 2wkxi —2mkxi
—ax? _ax2€ +e
/ e cos(2mkx)dx = / e 5 dx

_ %/M eax2e27rkxidx+%/oo efghXZefznkxidx

1 /m _(-2m? +1 T _ (+2mk)?
e — —e 4a — —e 4a
2V a 2V a

Para cada ¢t > 0, definimos g; : R — R por

—Ttx>

g(x)=e

"Para maiores detalhes sobre o procedimento de continuagio analitica consultar (AVILA, 2008, p.179).
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Se N € um inteiro positivo, a férmula de Euler-Maclaurin de ordem 1, nos da
N—1 N
Yo = [ adr+Bils N + / Bi(v— g (0)d
k=0
N
_ /O (dx+ 80 =8 / Bi(x — [x))g (x)dx

Mas pela proposicao 3.1(i), temos
1 & sin(27mkx)
Bi(x— =) 7
R

para todo x ¢ Z. Logo, multiplicando por g;(x) e integrando termo a termo,

N , N1 & sin(2mkx) \
| Bt lgitode= | <—%;T> g (x)dx

1 (o)

1 N
—— — in(27wkx) g’ (x)dx.
n,;k/o sin(27mkx)g, (x)dx

Agora, por integracao por partes

N N
/ sin(27kx)g) (x)dx = [sin(27kx)g; (x)] — / (27k) cos(2mkx) g; (x)dx
0 0

N
—(27k) / cos(27kx) gs (x)dx.
0
Assim,

N—-1 . oo
k;)gt(k) = /ONgt (x)dx + M -1-2];1 /ON cos(2mkx) g (x)dx.

Tomando o limite quando N — o na tltima equagdes obtemos

th /0 gi(x )dx+;+22/ cos(2mkx)g: (x)dx,

jaque g(0)=1e lim g(N)=0.
N—oo

Pelo lema 6.2,

/ g(x)dx = / o g
0 0
L A (4 5
5/ e dx (ja que g € par.)
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Também,
/ cos(2mkx)g; (x)dx = / cos(27rkx)e—7rtx2dx
0 0

1 oo
= = / cos(27th)e*mx2dx (ja que o integrando ¢ par)
1 1 _ k2

Logo,

o | e
];)gt(k) — \/Z+§+Z

Ou seja, vale a seguinte identidade:

- 1 1 1 &
gilk)=—5+-—+—) g1k, (6.1)
RS AN AP M
jaque g(0) = 1.
Definimos agora a funcao teta ® : (0,0) — R por
@)=Y &k (6.2)

szoo
A lei de simetria da fung¢do teta € apresentada no proximo teorema.
Teorema 6.3. Para todot > 0,

O) = %@(l/t).

Demonstragdo. Ja que g; € par, temos

o) = 1+2<—%+2—ﬁ+iig3(k)>
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7 AFUNCAO GAMA

Neste capitulo estudaremos outra fungdo especial célebre — a funcdo gama. Inicial-
mente, ela serd definida com dominio real e mostraremos que ela € uma extensao da funcao fa-
torial. Posteriormente, serd possivel estendé-la ao dominio complexo e encontrar uma férmula

que relaciona as fun¢des gama, zeta e os numeros de Bernoulli.

Para todo nimero real s > 0, Euler definiu a func¢ao gama I', como segue

['(s) = /0 T, (7.1)

y

100 1000
80 800
60 600 |-

40 400 |-

zoL ‘4/ 200
. , -

Figura 7.1: Grafico da funcio I'(s), para s > 0

Como se trata de uma integral imprdpria, devemos estudar sua convergéncia para veri-

ficar que a funcdo estd bem definida.

Primeiro observe que se ¢ > 0, entdo todo termo da série

t
t_ —_— — — — D)
e—z —1—1—1!—1— + .—1—



ou ainda,

Agora, para s fixo e n > s, temos

/ et \ar < n!/ gy
1 1

T 1
= n! =n! .
s—n|; n—s
Note que s pode ser menor ou igual a 0. Portanto,
/ e 't dr,
1
converge, usando o teste de comparagdo para integrais.
Parat > 0, temos ¢’ > 1. Logo,
e—tts—l < ts—l’
de modo que
1
1

1 1 tS
/e_lts_ldt</ 57 = —
0 0 s
1
/e’tSIdt,
0

converge se s > 0, pelo teste de comparacdo de integrais.

0 S

Ou seja,

Com isso, podemos afirmar que
* I ! I * I
/ e 't dt:/ e 't dt+/ e 't dt,
0 0 1
converge para todo s > 0.

Lema 7.1. Para todo s > 0,
[(s+1)=sI(s).

Demonstragdo. De fato, usando integrando por partes obtemos

© oo
— —st° dr
0 /0 (=1)
= s/ e ' dr = sT(s),
0

oo —t
[(s+1) = /Oe‘tsdt:e_—lts

47
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em que usamos o fato de que para todo s € R,

lime 't =0.
f—3o0

Note que,

Mais geralmente, € facil verificar que
I'n+1)=

para todo inteiro positivo n. Assim, a funcdo gama de Euler estende a fungao fatorial para além

dos numeros naturais.

Proposicao 7.2.

Dai, fazendo uso da mudanca de varidvel r = v2, obtemos

1 =]
F(E) :/ —2vdv-2/ Ydv =T T,
0

pelo lema 6.1. [l

1
Exemplo 7.3. Calcular T'(— 5)

1
Logo, F<_§) = -2/T.
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Proposicao 7.4. Valem as igualdades

I'(z—n)= ) I'(= = VT
3= =G VE e G+m =G V"
Demonstragdo. Indugao sobre n.
Paran =1, temos
3 1 1 Vs
Irz)=r(+-)==I'(z) =-—.
() =T(+3)=5T() =%
pela proposi¢do 7.2. Suponhamos por inducio que
1 (2n)!
FG+m =G VT
Entao,
r(1+( +1)) = 1+ F(1+ )
2 -\ttt
~(2n+1Y\ (2n)!
B ( 2 ) 4"n! vz
2n+2 (2n+1Y) (2n)!
= T
2(n+1) 2 ) 4p) vE
(2(n+1))!
= ——— =7
4’1+1(n+1)!\/_7

0 que prova a primeira férmula pelo principio de inducdo matematica. A segunda férmula
também pode ser provada da mesma forma usando inducdo matematica. Outra maneira de
prova-la, entretanto, é fazer uso da Formula de reflexdo de Euler (OLIVEIRA, 2013, p.32) que

afirma que, para x ndo inteiro, temos

T()T(1—x) = sian)'

De fato, fazendo x = n+ 1/2 nesta relagdo obtemos

1 1 T
FG+mTG -1 = G129

2 2
de modo que usando a primeira féormula obtemos

L x4
)= iy anE ot VT

Lema 7.5. Para todo niimero real s > 0, temos

I(s) = i (_1>kL+/we"zs—1dt (7.2)
par k! s+k 1 ’ '
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Demonstragdo. Primeiro note que

P i (=D v (—l)ktwk—l.

o r!

k=0 k=0

Além disso, € claro que a série acima converge absolutamente, V¢ € R.
Agora, usando integrac¢do termo a termo, obtemos

1
/ e l\ar =
0

I & <_1)ktk s—1
Tl dt

S—

k=0
— i <_1)k /lts+k_1dt
i— k' Jo
oo (_1)k Stk 1
n k_Z:O k! s+k|,
1

I
|"8
|
=
~—
ES)

s+k

>~
|
=]

A integracdo termo a termo € possivel porque a série converge absolutamente. Por fim, temos

1) 1 o
I'(s) = / e‘fr“ldt:/ e"t“‘ldt+/ e 't dr
0 0 1

< (_1 k 1 oo
Z( ) +/ e*l‘ts‘fldt‘
ATk stk

]

Vamos agora usar o lema 7.5 para estender a fun¢ao gama I'(s), para valores complexos

/ e 'y
|

converge para todo numero complexo s. De fato,

de s. Em primeiro lugar, note que

’e—tts—1| _ e—t|e(s—l)log(t)| _ e—te(i)((s)—l)log(t) _ e—ttfﬁ(s)—l

Y

e dai,
/ |ett51]dt:/ et < oo,
I I

/ e 'y
|

converge absolutamente €, portanto, converge.

Ou seja, para todo s € C,
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Por outro lado, paratodos € C, s #0,—1,—2,---, temos

(- 1] 1 1 _1
k' s+k|  k|ls+k| T k!|s+ko|’

1
em que kg € N é tal que |s+ko| < |s+k|, Vk € N. Dai, como };” = e! é convergente, segue-

—1
se do teste de comparacdo que Y~ (k—‘)ﬂ converge absolutamente e, portanto, converge.
.8

A equacdo (7.2) nos permite entdo definir I'(s) para todo s € C, exceto para s =
0,—1,—2,---. Além disso, o lema 7.5 garante que a nova defini¢cdo concorda com a defini¢ao
antiga quando s era um numero real positivo. (Isso € mais um exemplo de aplicacao do proce-

dimento de continuacdo analitica' da Teoria de Andlise Complexa).

A equacdo (7.2) também nos permite concluir de forma imediata o seguinte teorema.

Teorema 7.6. I'(s) tem um polo simples em s = —k para k =0,1,2,---, com residuo (—1)*/k!.

10

1

Figura 7.2: Func¢ao Gama para s € (—6,0)

Originalmente, definimos a fun¢do zeta de Riemann através de

para nimeros reais s > 1. Entretanto, é facil verificar que a mesma defini¢do é possivel se s € C

¢ tal que R(s) > 1.

Temos a seguinte relacdo entre as funcoes zeta, gama e os numeros de Bernoulli.

'Para maiores detalhes sobre o procedimento de continuag@o analitica consultar (AVILA, 2008, p.179).
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Teorema 7.7. Se s € C é tal que R(s) > 1, entdo

1 1 & By 1 /°° !
F(s)l(s) = — — o+ Y 2 dx. 73
S0 =T~ 5t Lgksrar—1 " a1 (7:9)

Demonstragcdo. Seja n um inteiro positivo. Usando mudanga de varidvel u = nx, obtemos

%) B B o B uS*l d’/l
/ e My ldx — / e U - —
0 0 n—'n

1~ .,
= — [ e "uwdu

Logo,

[
gk
)
=
S
1)

3
I
—_

3
I
—_

I
s
o\g
m\
g
=
T
=

Note que trocamos a ordem da somatéria e da integral. Isso se justifica para R(s) > 1, pois a

integral que define I'(s) para R(s) > 1 converge absolutamente. Agora, note que

i —nx i( —x)n e’ 1
e = e = —= ,
= = l—e™ e—1

j& que se trata de uma série geométrica. Temos entdo

()¢ (s) = /°° L ootan

0o e—1

Pela proposi¢do 4.2, se x € (—27,27) e x # 0, temos

1 1 > Bk k
e—1 xkgb k!x
= ———+ X N
x 2 kg (2k)!
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usando o fato que By, 1 =0 se k > 1. Sendo assim,
| 1 1 & By
Yy — / r1 2%-1) s—1g
o1 0 <x 2+,§1(2k)!x *
1 1 ° Bopx2kts—2
— xs72 . _xsfl + R Y dx
/0 ( 2 kg’l (2k)!

i By
s £ (2k) ‘s+2k—1

integrando termo a termo a somatoria. Isso pode ser feito porque, como verificamos na proposi¢ao

4.2, a série em questdo converge absolutamente.

Por fim, temos

F6Es) = [

/1 L o4 +/°° L o1y
= —Xx dx
oex—l . e—l

> By /°° 1 1
S d .
£ (2k) 's+2k—1+ -1

:_ZSZ

s—1 7 (

© dx

Consideremos agora as fungdes

1 Bo

F =
=3z Zl 2k's+2k—1

(o)

|
G(s) = / —x*ldx.
1

Pelo teorema 7.7, temos

[(s)8(s) = F(s) +G(s),

sempre que R(s) > 1. Todavia, G(s), como vimos, estd definida para todo s € C. Ja F(s) estd

definida para todo s € C, exceto para s = 0, 1 ou qualquer inteiro negativo impar.

Agora, é possivel verificar que I'(s) # 0, para todo s € C (OLIVEIRA, 2013, p. 31).
Logo, podemos definir para todo s € C, exceto em s = 0,1 ou inteiros negativos impares (ver

figuras 7.3 ¢ 7.4), . .
) =T

Essa defini¢do concorda com a defini¢do antiga de {(s) para R(s) > 1, em virtude do teorema



1.7.
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N
T

Figura 7.3: 1/I'(s) para s € (—6,0)

Figura 7.4: {(s) paras € (—1,3)
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8 A EQUACAO FUNCIONAL E OS NUMEROS DE BERNOULLI

A funcdo zeta de Riemann obedece a uma lei de simetria conhecida por equagdo fun-
cional da funcdo zeta. Ela foi conjecturada por Euler e provada por Riemann na forma mais
geral em seu artigo seminal de 1859'. Nesse artigo Riemann utilizou a equacdo funcional para
estudar a distribui¢cao dos nimeros primos. Para prova-la faremos uso da equagado funcional da
funcdo teta. Depois disso extrairemos algumas consequéncias simples envolvendo valores da

funcgao zeta e os nimeros de Bernoulli.

A equacio funcional de Riemann € apresentada no préximo teorema.

Teorema 8.1. Seja A(s) = m%/*T'(s/2){ (s), para R(s) > 1. Entdo, A(s) possui uma extenséo
analitica a todo plano complexo, exceto nos polos em s =0 e s = 1. Além disso, para todo s

complexo temos
A(1—5) =A(s). (8.1)

Demonstracdo. Seja n um inteiro positivo. Usando a mudanca de varidveis u = wn’x, obtemos

a seguinte identidade

—s/2 —5/2 oo
T I'(s/2) = ﬂ e "u>du
ns s Jo
_ /w e—ﬂnzxxs/Zﬂ
0 X

Vamos supor inicialmente que R(s) > 1. Dai, somando ambos os lados da identidade anterior

para todo n > 1, obtemos
Als) = 7T (s/2)¢(s) = ¥ / e—mzxxs/zd?x.
n=1 0

Agora, como a integral converge absolutamente, conforme verificaremos no final da prova,

'Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse - On the number of primes less than a given
quantity - Sobre o nimero de niimeros primos que ndo excedem uma grandeza dada.
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podemos trocar a ordem do somatdrio e da integral e obter

_ s —mn®x 5/2@:/Oo /2@

/(),;e X A flo)x e
com - -
Z 7rnx: z_:

Ja que ®(x) = 1 +2f(x), podemos usar o teorema 6.3 (equacado funcional da funcao teta) para

escrever

1+2f(x) = x 2142771,
2f(x) = x_1/2—1—|—2x_1/2f(x_1),

flx) = %<x1/2—1>—|—x1/2f(x1).

Separando a integral que define A(s) em uma soma de integrais nos intervalos [0, 1] e [1,00], €

usando ??, obtemos

Lty pdx L2y s2dX [T 5/2d%
A(s)_E/O(x 1)y 7+/0(x Fl ")) 7+/1 Fpel2E,

A primeira integral € facil de calcular:

“1/21 1
l/l(xs/23/2_xs/2l)dx:xS/Z 1/2 _xS/Z _ 1 _1
2 Jo s—=1 |y s |9 s—1 =

Para a segunda integral, usamos a mudanga de varidveis v = 1/x, de modo que dv/v = —dx/x,

e quando x — 0, v — oo, Assim, temos

/Ol(x_l/zf(x_l))xs/zd_x _ _/lvl/Zf(v)v—s/ZQ

X 1%

_ /oovl/2f(v)vs/2@
1 1%

= [T rnn
1

X
sendo que na ultima linha trocamos v por x apenas por conveniéncia. Com isso verificamos que
se R(s) > 1, entdo

A(s) = : —l+/wf(x)(x“—s)/2+x~‘/2)@. (8.2)
1

s—1 s X

—nn’x s/Zd

Agora vamos provar a convergéncia absoluta da integral [; e por duas
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razdes. Primeiro para justificar a mudanca de ordem do somatorio e da integral

= [ 2 dx = dx
Z / e~ xxs/Z_ _ / f(x>xs/2_'
n=17/0 X 0 X
Segundo porque isso nos permitird estender A(s) a todo o plano complexo, exceto nos polos em
s=0es=1.
Inicialmente, observe que a série
- n? 4
Y " =14+0(*) paras — 0
n=1
converge absolutamente para |f| < 1 pelo teste da comparagdo com a série geométrica. Sendo
t = e ™, vemos que

fx) = e ™40(e ™) X — oo,
Okx) = 1+0(e ™).
Entio, [”|f(x)x*/>~|dx é finita porque [;” e~ ™x*/?~1|dx é finita.

Para a integral no intervalo [0, 1], note que quando x — 0 todos os termos da somatdria

de f(x) tendem a 1, o que faz com que f(x) tenda a infinito. Todavia, note que

Ox)—1 x 12 1NH—-1

_ x40 ™) -1
-1/2
~ x2 x—0.

Agora, se R(s) > 1,

1/1|x_1/2xs/2_1|dx _ 1 lx%(s)/2—3/2dx
2 Jo

2 Jo
*(&R@s)-1)/21
s—1 0
B 1
os—1

ou seja, esta integral € finita. Portanto, usando o teste de comparacdo podemos concluir que

fol | £ (x)x*/?>|dx é finita também. Observe que a integral imprépria ndo é finita para R(s) < 1,

porque 1im x(R)=1/2 — oo peste caso.

x—0
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Agora usamos a férmula 8.2 e o procedimento de continuago analitica® para estender
A(s) atodo o plano complexo, exceto nos polos em s =0 e s = 1. Em 8.2 é evidente a simetria

sobs — 1—s. O]

De forma mais explicita, a equagdo funcional da funcao zeta de Riemann € dada por

a2 (%) E(s) = nb-D/2r (%) C(1—s). (8.3)

Queremos utilizd-la agora para encontrar outros valores da funcdo zeta. Para tanto, lembremos

que pela proposicao 3.4,

1(2 2n
¢(2n) = (—1)"“5%32,1, wn e N. 8.4)

Teorema 8.2. Se n é um inteiro positivo, entdo
C(=2n+1)=——— (8.5)

sendo B»,, 0 2n-ésimo niumero de Bernoulli.

Demonstragdo.

Tomando s = 2n na equagao (8.3), obtemos

1—-2n

" (n){ (2n) = x~1=20/21 ( ) ¢(1—2n).

Agora, fazemos uso da identidade 8.4 e da proposi¢do 7.4 na equagdo acima e obtemos

n.—n-l—(l—Zn)/Z(n_l)! ((_1)n+1%((227:l))2!n82n> _ ((z;'rz;l:’l‘ﬁ) C(l—zl’l)

nt/2n ((_1)"“%(2@2”82”) = ((=1)"(2)*nv/7) £(1~2n)

1
(=1)5B2 = n¢(1-2n)
By
1-2n) = ——.

S(1-2m) = -2

]
Na tabela 8.1 apresentamos alguns valores de §(1 — 2n), para n inteiro positivo.
Teorema 8.3. Se n é um inteiro positivo, entdo

£(—2n)=0. (8.6)

Para maiores detalhes sobre o procedimento de continuagio analitica consultar (AVILA, 2008, p.179).
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n: a1 (2] 3[4] 5 [-6]-7]78] 9 [-10
() | -5 0[5 0] —55]0]55]0]—135] 0

Tabela 8.1: Valores de {(1 —2n) para inteiros positivos n

Figura 8.1: {(1 —2n) paran e N

Demonstragdo.

1—
Multiplicando a equagdo funcional (8.3) por I (TS) , obtemos

7r—s/21“<%> r <1 ;s) E(s) = nls— V2 <r (1 ;S))zgu — ).

Dai, pela férmula de reflexao de Euler (OLIVEIRA, 2013, p.32),

2
—s/2 T — =02 1-s 1— 8.7
R R e = R (r (1)) o) )
ou ainda,
1—s\\°
¢(s) = n* 2sin(7ms/2) <F( 5 )) L(1—ys).
Tomando s = —2n na dltima equag@o e fazendo uso da identidade sin(—7nn) = 0, constatamos
que {(—2n) = 0 para todo inteiro positivo . O

Podemos visualizar o comportamento da fun¢@o zeta nos reais negativos nas figuras
8.2¢e8.3.
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0.01

-0.01 i
—0.02-
—0.03-

Figura 8.2: {(n) paran € (—10,0)
y
04r
0.2

1 T~ 1

—20 15 \/ -10 -5

Figura 8.3: {(n) paran € (—20,0)

Em suma, se n € um inteiro positivo, temos os seguintes valores para a funcdo zeta:

¢(0) = —5 (8.8)

C(~2n) = o, (8.9)
2n

C(2n) = (—1)"—1(2;)252”, (8.10)

C(—2m) = —Bz—i”. 8.11)

O valor exato da fun¢do zeta nos inteiros positivos impares ainda € um problema em

aberto, embora algum progresso ja tenha ocorrido. Em 1977 o matematico francés Roger Apéry
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demonstrou que o nimero
£(3) ~ 1,20205690315959428539973816 - - -

é irracional. Todavia, os métodos de Apéry ndo se generalizam para demonstrar que {(5)
¢ irracional. H4 poucos resultados nesta dire¢do. O matemético francés Tanguy Rivoal de-
mostrou em 2000 que entre os numeros §(3),£(7),&(9),--- hd infinitos nimeros irracionais.
Ja o matematico russo Wadim Zudilin demostrou em 2001 que pelo menos um nimero entre
£(3),8(7),6(9),8(11) é irracional(ARAKAWA et al., 2014, p. 73).
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, discutimos aspectos gerais sobre os polindmios e os niimeros de Ber-
noulli e algumas de suas aplicacdes, sendo essas, principalmente, em problemas de Teoria dos
Numeros. De fato, estudamos algumas das mais belas férmulas de toda a Matemaética, que em-
bora classicas, estdo relacionadas com problemas em aberto. Para ilustrar esse ponto, basta citar
a equacgdo funcional da funcdo zeta, que é fundamental no estudo da distribuicdo dos nimeros
primos. De fato, ela estd relacionada com a famosa Hip6tese de Riemann, que muitos conside-
ram como sendo o problema em aberto mais importante da Matematica na atualidade. Devido a
importancia histérica dos topicos estudados, buscamos contextualizar alguns pontos historicos

no decorrer do texto.

A construgdo do texto foi feita com o devido cuidado, de modo a contemplar também,
como um objetivo, o enriquecimento do conhecimento sobre o tema por parte dos professores do
ensino basico. Ou seja, ndo presumimos pré-requisitos além dos que sdo vistos durante o curso
de licenciatura em Matematica. Embora grande parte do texto ndo possa ser desenvolvida com
alunos do ensino bdsico, pois fica evidente que no minimo seriam necessarios conhecimentos
de Célculo Diferencial e Integral, muitas das ideias expostas podem ser utilizadas na educagdo
bésica. Por exemplo, como obter os nimeros de Bernoulli de forma recursiva. Isso poderia ser
uma atividade para fixacao do cdlculo com nimeros binomiais, aproveitando ainda o0 momento

para dar uma pincelada na histéria da Matematica.

Outra ideia interessante, contida em nosso trabalho, € a fun¢do gama como uma ex-
tensdo do conceito de fatorial. Ela poderia despertar no aluno uma curiosidade sobre conceitos
matematicos mais avangados. Outro ponto, é que, ainda que ndo seja possivel justificar total-
mente aos alunos o por qué dessa funcdo ou como usé-la, o conhecimento por parte do professor
da histéria e das ferramentas que sdo necessdrias para estuda-la cria uma base so6lida sobre o

assunto, dando a ele uma seguranca maior para transmitir aos alunos os assuntos bésicos.

Nessa dissertacdo tivemos a preocupagao especial em exibir o conteido da maneira

auto-contida. Tentamos expor as demonstracdes com rigor matematico, sem abrir mao dos
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detalhes que facilitam o entendimento e a leitura, com notacdes expressas de forma clara e
objetiva. Acreditamos que o Educador deva conhecer com mais profundidade os assuntos que
sdao abordados em sala com seus alunos, pois tal atitude amplia as possibilidades de inovacao

no ensino.

Por fim, gostariamos de contribuir para os diversos niveis de ensino produzindo uma
bibliografia na drea em Lingua Portuguesa. De fato, na realizacao deste trabalho tivemos que
utilizar quase que exclusivamente referéncias estrangeiras. Acreditamos também que o presente
trabalho pode ser ttil como um material auxiliar e de apoio para as disciplinas de Matematica
Discreta, Aritmética e Fundamentos de Calculo do PROFMAT. Também pode ser util para
alunos de graduacdo e até despertar o interesse em uma inicia¢ao cientifica na area. Também
achamos que é possivel utiliza-lo, como j4 foi dito acima, parcialmente e com adaptagdes, no

Ensino Médio.
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