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RESUMO

No ensino fundamental e médio os numeros irracionais sdo tratados de forma muito
superficial, enquanto os nameros naturais, inteiros e racionais abrangem praticamente todo
ensino de matematica. J& na graduacdo, 0os nimeros irracionais sdo estudados sob o ponto de
vista da andlise e da algebra. Diferentemente do que ocorre com o estudo dos racionais,
existem muitos problemas sobre propriedades de varios tipos de nimeros irracionais, dos
quais muitos ainda intrigam estudiosos da atualidade. A histéria da matematica relata o
impacto causado pela descoberta dos pitagdricos de que o conjunto dos nimeros racionais ndo
é suficiente para representar medidas de qualquer comprimento. Diante da importancia do
conceito de irracionalidade e que seu conhecimento mais aprofundado é imprescindivel para o
ensino da matematica e a compreensdo de seus diversos ramos, 0 presente trabalho procurou
ampliar o foco do leitor relativo a sua visdo sobre nimeros, com destaque para os algébricos
(irracionais) e os primeiros transcendentes que, segundo a histéria da matematica, sdo
chamados de numeros de Liouville, esclarecendo entdo, um pouco a complexidade do
comportamento desses numeros, mostrando tanto seu lado desafiador, como sua fertilidade

matemética. Neste trabalho, abordamos, de formas distintas, as irracionalidades de v/2 e de e
(Constante de Euler), com objetivo de despertar no leitor o fascinio pela matematica,
mostrando diferentes “ferramentas” que podemos usar para se obter um mesmo resultado em
matematica. Finalizamos o trabalho introduzindo conceito de numeros algébricos e
transcendentes.

Palavras-chave: Ensino da Matematica. Histéria da Matematica. Numeros Algébricos.
Numeros Transcendentes. Numeros de Liouville.



ABSTRACT

In primary and secondary education, irrational numbers are treated very superficially, while
natural, whole, and rational numbers cover practically all mathematics education. Already in
graduation, irrational numbers are studied from the point of view of analysis and algebra.
Unlike the study of rationals, there are many problems about properties of various kinds of
irrational numbers, of which many still intrigue scholars today. The history of mathematics
relates the impact caused by the discovery of the Pythagoreans that the set of rational numbers
is not sufficient to represent measures of any length. In view of the importance of the concept
of irrationality and its deeper knowledge is essential for the teaching of mathematics and the
understanding of its various branches, the present work sought to broaden the reader's focus
on his view on numbers, with emphasis on algebraic irrational) and the first transcendents
which, according to the history of mathematics, are called Liouville numbers, thus clarifying
somewhat the complexity of the behavior of these numbers, showing both its challenging side
and its mathematical fertility. In this work, we approach, in different ways, the irrationalities
of V2 and e (Euler's Constant), in order to awaken in the reader the fascination with
mathematics, showing different "tools" that we can use to obtain the same result in

mathematics . We finish the work introducing concept of algebraic and transcendent numbers.

Keywords: Mathematics Teaching. History of Mathematics. Algebraic Numbers.

Transcendent Numbers. Numbers of Liouville.
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INTRODUCAO

Os conceitos de irracionalidade e de transcendéncia® estdo ligados a um dos mais belos
e desafiadores ramos da teoria dos numeros. Problemas relacionados a esses conceitos
intrigam matematicos até hoje.

Historicamente, a definicho de nUmero irracional surgiu nos estudos sobre
incomensurabilidade entre dois segmentos de reta. Segundo LIMA (2006, p.60), “os gregos
acreditavam que sejam quais fossem os comprimentos dos segmentos AB e CD haveria
sempre um segmento EF que caberia um nimero exato n de vezes em AB e um numero exato
m de vezes em CD”. As circunstancias ¢ a época para a primeira percepcdo de medidas
incomensuraveis ainda causam incertezas. Credita-se ao pitagérico® Hipasus de Metapontum,
por volta de 410 a.c., a descoberta de que o lado e a diagonal de um quadrado sdo segmentos
de reta incomensurdveis. De acordo com BOYER (1996) os pitagéricos o expulsaram da
confraria®. Uma histéria diz que os pitagéricos lhe erigiriam um timulo, como se estivesse
morto, outra que sua apostasia foi punida pela morte num naufragio, sendo esta a punicéo por
ter declarado tal descoberta.

Uma argumentacdo possivel para demonstrar a incomensurabilidade entre o lado e a
diagonal de um quadrado pode ter sido a seguinte: sejam [ e d as medidas do lado e da
diagonal do quadrado, respectivamente. Suponhamos que exista um numero k # 0 (que
segundo os pitagdricos era inteiro ou razdo entre dois inteiros) tal que d =m-k el =n.k
com m e n inteiros ndo nulos e primos entre si, ou seja, 0 maximo divisor comum entre me n
éigual a 1.

Conforme o teorema de Pitagoras segue que d? = [? + [? = d? = 2[%. Assim, temos
que m? - k? = 2n%k? = m? = 2n?, isto ¢, m? é um nGmero par e como consequéncia m é
par. Dessa forma, existe u € Z tal que m = 2u, dai obtemos a igualdade (2u)? = 2n? =
4u? = 2n? = 2u? = n?, 0 que implica n um nimero par, provocando uma contradicdo, pois
m e n S&0 primos entre si, por hipétese. Portanto, [ e d sdo medidas incomensuraveis.

O conceito de numero transcendente ¢ bem mais “sofisticado” do que o de irracional,

ou seja, provar a transcendéncia de um namero é mais dificil do que a sua irracionalidade e

! Transcendéncia: Segundo Euler a razdo pela qual um nimero é chamado de transcendente esse
transcende o poder das operagdes algébricas.

2 Pitagéricos: Seita filosofico-religiosa, liderada por Pitagoras por volta de 410 a.c. em que um dos
pontos fundamentais de sua doutrina era o lema “ os nimeros governam o mundo”.

® Confraria: um grupo de pessoas que se associa em torno de interesses ou objetivos comuns, seja 0
mesmo oficio, a mesma profissdo, modo de vida ou religiosos ou espirituais.
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isso se deve ao fato de que podemos definir um namero irracional como o que nédo satisfaz
uma equacgdo polinomial, de grau 1, com coeficientes inteiros; ja os transcendentes ndo séo
raizes de polindmios ndo nulos, de qualquer grau, com coeficientes inteiros. Estas
carateristicas complexas e desafiadoras estimulam a curiosidade e o fascinio de matematicos
até os dias atuais na tentativa de compreender a natureza algébrica desses numeros.

Segundo MARQUES (2013), desde meados do século XVIII, o estudo dos nimeros
transcendentes forma uma area central da teoria dos numeros: a teoria dos numeros
transcendentes. Em 1874, o matematico Georg Cantor provou que “quase” todos os nimeros
sdo transcendentes, porém, paradoxalmente, provar a transcendéncia de um ndmero é uma
tarefa em geral complicada, apesar de existirem em abundancia.

Diante disso, a motivacdo para a escolha do tema partiu de um desejo particular de
despertar no leitor o interesse pelos numeros irracionais e transcendentes. Através de
definicBes, teoremas e fatos que estdo ligados a aritmética desses numeros, priorizando, sem
perda de rigor matematico, uma abordagem elementar dos resultados que serdo apresentados
no decorrer deste trabalho.

A escolha de discorrer um trabalho que tratasse sobre irracionalidade e transcendéncia
se deve a relevancia do tema. Nesse sentido, temos como objetivo geral, ampliar o foco do
leitor relativo a sua visdo sobre numeros, com destaque para os algébricos (irracionais) e 0s
primeiros transcendentes, que sdo conhecidos como numeros de Liouville, na perspectiva que
este texto sirva de motivacdo para que se busque um aprofundamento em trabalhos mais
abrangentes, os quais destacamos FIGUEREDO (2011) e MARQUES (2013). A partir dali,
temos 0s seguintes objetivos especificos que listamos abaixo:

e apresentar varios caminhos para se obter a irracionalidade de um namero;

apresentar alguns resultados com intuito de introduzir pensamentos criticos na area
dos numeros irracionais e transcendentes;

e compreender o conceito incomensurabilidade;

e compreender o conceito de nimeros algébricos e transcendentes;

e compreender o teorema de Liouville;

e compreender a defini¢cdo de nimeros de Liouville;

e esclarecer a diferenca entre irracionalidade algébrica e a transcendéncia de um nimero
real.

Quanto a sua estruturagdo, o trabalho, além da introducdo, apresenta no primeiro

capitulo, alguns resultados preliminares de aritmética dos inteiros que servirdo de base para



12

provas posteriores. No segundo capitulo, apresentam-se algumas formas de se obter a
irracionalidade de /2. Serdo trés demonstracBes de carater algébrico e outras trés por
argumentos geomeétricos, na perspectiva de enfatizar que podemos obter um resultado por
meio de varias técnicas e explorar a beleza que a matematica nos proporciona, que é a de
relacionar ideias que, aparentemente, ndo tém ligacOes entre si, mas que podem ser usadas
para resolver um mesmo problema. Aborda-se ainda a irracionalidade de \/E com p um
natural primo, que serd generalizado com a demonstracdo da irracionalidade de ndmeros da
forma "/a em que Wa & N com a e m naturais maiores do que 1, obtendo assim, a
irracionalidade de nimeros como /10, V15, Y27, 8,... No terceiro capitulo, explora-se a
irracionalidade de e (constante de Euler) com uma abordagem similar a que foi feita com v/2.
No quarto capitulo, definem-se numeros algébricos e transcendentes, dentre 0s
transcendentes, destacam-se os numeros de Liouville, que representam os primeiros exemplos
desses numeros, explicitando algumas propriedades, como também, alguns resultados da rica

historia desses niimeros na matematica.
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1 RESULTADOS PRELIMINARES

Este capitulo contém definicGes e demonstracGes de resultados que servirdo de apoio
para os demais capitulos deste trabalho. Aqui nos referenciamos em bibliografias como
LIMA (2012) e SANTOS (2012).

1.1 INDUCAO

O chamado Principio da inducdo Finita consiste numa indispensavel ferramenta na
demonstracdo de muitos teoremas. Enunciamos, abaixo, duas formas deste principio e,
também, o Principio da Boa Ordenacao.

P,. Principio da Boa Ordenacao (PBO)

Todo conjunto ndo-vazio A ¢ N contém um elemento minimo.

P. Primeira forma do Principio de Inducao Finita

Seja B um subconjunto dos inteiros positivos. Se B possui as duas seguintes
propriedades

(i) 1€eB
(i) k+1€Bsemprequek €B
entdo B contém todos os inteiros positivos.

P,. Segunda forma do Principio de Inducéo Finita

Seja B um subconjunto dos inteiros positivos. Se B possui as duas seguintes
propriedades

(i) 1€eB
(i) k+1€Bsemprequel,2,..,k€B
entdo B contém todos os inteiros positivos.

Na realidade os principios P,, P; € P, sdo equivalentes. Provaremos que P, < P,. Para
o leitor interessado sugerimos SANTOS (2012, p. 187,188)

Demonstracéo:

(Py = P,) Desejamos provar que se B é um subconjunto dos inteiros positivos,
possuindo as propriedades (i) e (ii), entdo B, necessariamente, contém todos o0s inteiros
positivos. A prova que apresentamos é por contradi¢cdo. Vamos supor que, mesmo possuindo
as propriedades (i) e (ii), B ndo contenha todos os inteiros positivos. Seja A 0 conjunto dos

inteiros positivos ndo contidos em B. Pelo PBO, A possui um menor elemento e este &€ maior
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do que 1 pois 1 € B. Seja a, este elemento. E claro que a, — 1 pertence a B e como B
satisfaz (ii) entdo o sucessor de a, — 1, que é a,, também deve pertencer a B. Esta
contradicdo nos leva a concluir que A tem que ser vazio, o que conclui a demonstragéo.
(Py = Py) Se 1 € A, entdo 1 serd o menor elemento de A. Se, porém, 1 & A, entdo

1 € N — A. Para cada elemento n € N, seja I,, = {1,2,3, ..., n} e defina
B={neN;I,cN—-—A}. Note que 1€B e que se meA entdo I, N—-A e,
consequentemente m € B. Como A # @, entdo B # N. De 1 € B, B # N e P;, consegue-se
n, € B talque ny + 1 € B. Temos

() ny € B implica que {1,2, ...,ny} € N — A e portanto, {1,2,...,no} N A = Q.

(1)  ng+ 1 ¢ B implica que existe um elemento g € I, ,, que ndo pertence a N — A4,

ouseja, q € A.Por (I), g =ny + 1.

Em resumo, provamos que qualquer inteiro positivo menor que ny + 1 ndo pertence ao

conjunto A e que ny, + 1 € A. Portanto ny + 1 € 0 menor elemento de A.

1.2 NOCOES DE ARITMETICA DOS INTEIROS

O resultado a seguir é conhecido como algoritmo da divisao.

Teorema 1.2.1 Se a,b € Z, com b # 0, entdo existem (e sdo Unicos) q,r € Z, com

0 <r < |b|, tais que

a=qb+r

Prova. (i) Consideremos primeiramente o caso b > 0. Entdo teremos o conjunto dos

maltiplos de b ordenados, de acordo com sua ordem natural sobre a reta:
W< -3b<-2b<-b<0<b<2b<3b<-

O que da uma decomposicéao da reta em intervalos disjuntos da forma
[qb, (q +1)b) ={x € Rigb < x < (q + 1)b}, onde q € Z. Assim dado a € Z, ele pertence
a apenas um desses intervalos e portanto, deverd ser da forma a=qgb+1r, onde r € Ze
r>0.Eclaroquer < (q +1)b —qb = b.

(i1) agora se b < 0, entdo aplicamos o teorema no caso demonstrado em (i) para

determinar q',r € Z, com 0 < r < |b| para escrever

a=q'|b] +r
Fazendo g = —q' e como |b| = —b, pois b < 0, obtemos
a=qgb+r,

ondeq,r €Ze 0 <r < |b|.
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(iii) Resta demostrar que g 7, com 0 < r < |b| s&o Unicos. De fato, suponha que
a=qgb+re a=q.b+nmn,

onde r; também satisfaz 0 < r; < |b|. Por subtracdo das expressdes obtemos
(@ —q1)b+ (r—mr) =0,0useja

r—r = (q1 — q)b.
Agora afirmamos que r = r;, e essa igualdade implicard que g = q;, 0 que nos dara a
unicidade pedida. Ora, se r = r; ndo ocorresse, teriamos que

0<|rp—r|<|b|

Assim,
| — il = g1 — qllbl
logo,
0<l|gq; —ql <1
O que ndo pode ocorrer, pois |q; — q| € um inteiro, 0 que ndo é possivel, pois |g; — q| € um
namero inteiro. Portanto a demonstracdo do Teorema 1.2.1 estd completa.
Definicdo: Dados dois inteiros a e b chamamos de maximo divisor comum (abreviadamente
mdc) de a e b ao maior inteiro m = mdc(a, b) que € simultaneamente divisor de a e de b,
isto é:
i) ml|aeml|b
i) ser €N, rla e r|b,entior <m

Observacdo. Se um deles, digamos b, fosse 0, entdo o mdc(a,0) = |al|, onde |a| é o valor
absoluto de a. Tem-se que 0 mdc(a, b)esta definido para a ou b diferente de zero.
Definicdo: Dados a, b € Z, dizemos que eles sdo primos entre si se 0 maximo divisor comum
deaebél.
Teorema 1.2.2 (Fundamentacdo do Algoritmo de Euclides) Seja ¢ o resto da diviséo do
inteiro a pelo inteiro (positivo) b. Entdo mdc(a, b) = mdc(b, c).
Demonstracéo: Pela divisdo euclidiana, existe um inteiro g tal que a = gb + c. Sejam
m = mdc(a,b) e n = mdc(b,c). Como m é divisor tanto de a como de b, existem inteiros
a, e b, tais que a = ma, € b = mb,. Assim ¢ = a — gb = ma, — gqmb, = m(a, — qb,),
logo m é divisor comum entre b e ¢, 0 que implica que m < n. Analogamente, como n é
divisor tanto de b como de ¢, também ¢é divisor de a = gb + c, logo €é divisor comum entre a

e b e, portanto n < m. Isso prova que m = n, COMO queriamos.
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Observacao: Algoritmo de Euclides - Podemos calcular o mdc entre dois inteiros aplicando
recursivamente o teorema anterior, obtendo o chamado método das divisdes sucessivas ou
Algoritmo de Euclides.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Bézout) Dados os inteiros a e b, existem inteiros x e y tais que
mdc(a,b) = ax + by.

Demonstracdo: Sejam m 0 menor elemento positivo do conjunto | de todos os inteiros da
forma ax + by, com x e y inteiros. Dividindo a por m encontramos a = gm+r,comqer
inteiros e 0 < r < m. Por ser um elemento de I, m é a soma de um multiplo de a com um
maultiplo de b, logo r = a — gm também sera uma soma deste tipo e, portanto, elemento de 1.
Como r < m e m € o menor elemento positivo de I, concluimos que r = 0, isto € m é divisor
de a. Analogamente, provamos que m € divisor de b. Agora, se d € um divisor comum
qualquer de a e b, d é divisor de qualquer elemento de I, logo d € divisor de m, 0 que implica
que d < m. Assim, m é 0 maximo divisor comum de a e b.

Corolario 1.2.1 Todo divisor comum de dois inteiros a e b é divisor do mdc(a, b).
Demonstracéo: Seja ¢ um inteiro tal que c|a e c|b. Considere d = mdc(a, b), pelo Teorema
de Bézout segue que existem x,y € Z tais que d = ax + by. Como cla = clax e c|b =
c|by, dai temos que c|(ax + by) = cl|d.

Teorema 1.2.4 Se o produto bc é maltiplo de a e mdc(a, b) = 1, entdo c € multiplo de a.
Demonstracdo. Pelo Teorema de Bézout, existem inteiros x e y tais que 1 = ax + by.
Multiplicando por ¢ obtemos ¢ = cax + bcy. Como cax e bcy sdo mdaltiplos de a,c €
maultiplo de a.

Definigdo. Um numero inteiro n > 1) possuindo somente dois divisores positivos ne 1 €
chamado primo. Se n > 1 ndo é primo dizemos que n € composto.

Lema 1.2.1 Se p|ab, p primo, entdo p|a ou p|b.

Demonstracdo: Se p + a, entdo mdc(a,p) = 1 0 que implica, pelo Teorema 2.1.4, p|b.
Teorema 1.2.5 (Teorema Fundamental da Aritmética-TFA) Todo inteiro maior do que 1
pode ser representado de maneira Unica (a menos da ordem) como um produto de fatores
primos.

Demonstracdo: Se n é primo ndo ha nada a ser demonstrado. Suponhamos, entdo, n
composto. Seja p; > 1 0 menor dos divisores positivos de n. Afirmamos que p; é primo. Isto
é verdade, pois, caso contrério existiria p,1 < p < p; com p|n, contradizendo a escolha de

p;. Logo, n = pin,.
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Se n, for primo a prova estd completa. Caso contrario, tomamos p, como o0 menor divisor
positivo de n,. Pelo argumento anterior, p, € primo e temos que n = p;p,n,. Repetindo este
procedimento, obtemos uma sequencia decrescente de inteiros positivos nq, ny, ..., n,.. Como
todos eles séo inteiros maiores do que 1, este processo deve terminar. Como 0s primos na
sequencia p4, pa, -.., Px N30 S80, necessariamente, distintos, n terd, em geral, a forma:
n=p;py? .. pek.
Para mostrarmos a unicidade usamos inducdo em n. Para n = 2 e afirmacéo é verdadeira.
Assumimos entdo, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e menores do
que n. Vamos provar que ela também é verdadeira para n. Se n € primo, ndo h& nada a provar.
Vamos supor, entdo, que n seja composto e que tenha duas fatoragdes, isto é,
n=PpiP2 --Ps = 142 - qr-

Vamos provar que s =1 e que cada p; € igual a algum g;. Como p, divide o produto
419> --- - ele divide pelo menos um dos fatores q;. Sem perda de generalidade podemos
supor que p;|q;. Como sdo ambos primos, isto implica p; = q;. Logo n/p; = p, ...ps =
q, ---q,. Como 1 <n/p; <n, a hipotese de inducdo os diz que as duas fatoracbes sdo

idénticas, isto é, s = r e, a menos da ordem, as fatoracGes p;p, ... ps € q1q; ... g5 SA0 iguais.

Teorema 1.2.6 (Euclides). Existem infinitos primos.
Demonstracdo: Suponha por absurdo que py,ps ...p, fossem todos primos. O nimero
N = p1,p5 ...pm + 1 > 1 ndo seria divisivel por nenhum primo p; tal que i € {1,2,...,m}, 0

gue contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética.
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2 A IRRACIONALIDADE DE /2

As ideias para a demonstracéo da irracionalidade de v/2 consistem em supor que V2 é
um numero racional e chegar numa contradicdo. A razdo de se obter que V2 ¢ Q por
argumentos simples esta ligada ao fato de que esse € um namero algébrico, como veremos
mais adiante neste trabalho, ou seja, por existir um x € R tal que x - x = 2, possibilita-nos

mostrar sua irracionalidade usando fortemente essa relacao.

2.1 DEMONSTRACAO POR PARIDADE E FRACOES IRREDUTIVEIS

A demonstracdo a seguir usa as ideias de paridade e fragBes irredutiveis e é
frequentemente utilizada em textos para a demonstracdo da irracionalidade de v2 devido a
sua simplicidade.
Demonstracao:

Suponha que

\/Ezg, comp,q€Zeq #0, (1)

onde p / q é uma fracdo irredutivel (mdc(p,q) = 1). Logo, elevando os membros de (i) ao
quadrado, tem-se.

Z—j =2 = p? = 2g? = p? é um ndmero par.
Temos que se p? € par, entdo p € par, de fato, se p fosse impar, ou seja,
p=2m+1, para algum me€Z, teriamos pi=Q02m+1)?2=4m?>+4m+1=
2(2m? + 2m) + 1, 0 que acarreta p? impar.

Segue-se que p par, existe um n € Z tal que p = 2n, logo:
p? =2q% > (2n)? =2¢%* > 4n? =2¢%* =
= 2n? = q% = g? épar > q épar.

Mas, com p e g nimeros pares teriamos mdc(p, q) # 1, 0 que contradiz a hip6tese de que a

~ P .. .
fracédo " é irredutivel.

2.2 DEMONSTRACAO VIA TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA (TFA)

A préxima demonstracdo baseia-se no Teorema Fundamental da Aritmética (TFA).
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Demonstracéo:

Suponhamos que \/§=%, como V2 > 0 podemos supor m,n € N. Elevando os

membros da igualdade ao quadrado, segue que

2
m
2= — (=4 mz = 2712,
n
mas essa igualdade é absurda, ja que na fatoracdo de m? em primos o fator 2 aparece um

nimero par de vezes. Enquanto em 2n? o fator 2 aparece um nimero impar de vezes, o que

contradiz a unicidade do TFA. Portanto v/2 é irracional.
2.3 DEMONSTRACAO VIA PRINCIPIO DA BOA ORDENACAO (PBO)

Para a demonstracdo a seguir, usaremos o Principio da Boa Ordenacéo (PBO):
Demonstracéo:

Suponha que o conjunto S = {n € N; nv2 € Z} ¢ ndo vazio (S # @). Entdo, de
acordo com 0 PBO, existe um b € S tal que b < n,vn € S. Desse modo, temos:
a

b\/§=an<=\/§=b

como
a
1<\/§<2<=1<E<2,

segue que multiplicando as desigualdades por b > 0, obtemos:
b<a<?2b,
subtraindo b em cada membro, seqgueque 0 < a—b < b =a—b < b.(x)

Provaremos agora que a — b € S. De fato,

2 -2
V2(V2-1)=2-V2o+2= :
( ) A1
Por hipétese,
a
VZ=1
logo:
a 2b—a
2-3 b
2=_(1 S W2 = S
& _1q a—b
b b
2b—a
V2 = e (a-bV2=2b—a€7,



20

logo (a — b) € S, 0 que é um absurdo, ja que de (*) temos que a — b < b e b é 0 elemento
minimo de S. Portanto, S = @ e V2 é irracional.

As proximas demonstracdes para irracionalidade de v/2 se baseiam em argumentos

geomeétricos.

2.4 NAO EXISTE UMA SUBSEQUENCIA INFINITA DECRESCENTE DE NUMEROS
NATURAIS

A seguinte prova se baseia no fato de que ndo existe uma subsequéncia decrescente e
infinita de nUmeros naturais.
Demonstracéo:

Considere um retangulo R, com lados L, = 1++2 e l; = 1. Como L, > 2, pode-se

dividir R, em dois quadrados de lado 1 e um retangulo R, com lados L, =1 e l, =2 —1

. : L L . . A
( veja a Figural) . Note que l—1 = 1_2 =241, Recursivamente, constroi-se retangulos
1 2

R,, n=3,4,5,6,.., com lado maior L,(=1,_;) e de lado menor [,(=L,_1 — 2l,_1).

n

Provaremos por inducdo que i— =vV2+1 para todo n € N tal que n > 3. Suponha, por

n

hipétese de indugéo, que 5”_1 =+/2 + 1, entdo

n—1
L, L. 1 1
ln Ln—l - Zln—l ll'_n—l -2 \/E -1
n—1

Logo, a proporc¢éo entre os lados maior e menor dos retangulos obtidos é sempre constante e
igual a V2 + 1, assim existem infinitos retangulos R,,. Note que:

L L,
1<V2+1=2="2o | >1,.
ol

ou seja, a sequéncia (1,,) é decrescente e infinita.
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1 _ 1 _
3
1
L J R'] R.’
R e
\x’§ —1
V241

Figura 1 - Representacdo geométrica da demonstracédo da irracionalidade

de /2 utilizando retangulos.

Fonte: Elaborada pelo autor

P , . . . ..
Suponha que V2 = &+ COM p e g nimeros naturais primos entre si. Definimos S; como

o retdngulo e para cadan € N de lados L, = p + q e ] = q, desse modo, temos:

L +
2 PTI P o241
13 q q
/] . ] N
3
q
L S'] CJE
———
P—d
P+q B

Figura 2 - Representacdo geométrica da demonstracdo da irracionalidade
de /2 utilizando retangulos.
Fonte: Elaborada pelo autor
assim, analogamente a construcdo anterior, obtemos infinitos retangulos S,, com lados L, e [,.
Como a construcdo dos lados menores [, envolve subtracdo a partir dos lados p + g e g,
obtendo uma sequéncia [ > I > 15 > -+ > [, > --- de nUmeros inteiros positivos, ja que se
tratam de lados de um retangulo, 0o que acarreta um absurdo, pois a sequéncia (I;,) é

decrescente e infinita de nimeros naturais, o que ndo é possivel.
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2.5 USANDO TRIANGULOS

A demonstracdo que apresentaremos agora foi publicada por APOSTOL (2000) e
utiliza construcdes com triangulos.
Demonstracéo:

Considere um tridngulo retangulo isosceles com os catetos medindo 1, suponha que

sua hipotenusa possa ser expressa por um namero racional, isto é,

VZ="2,
q

com p e q inteiros positivos tais que mdc(p,q) = 1. Denominaremos tal tridngulo por T;.
Multiplicando todos os lados de T; por g, obtemos um tridangulo T, semelhante a T; com
catetos e hipotenusa medindo q e p, respectivamente. N&o existe outro tridngulo com lados de
medida inteira menor e semelhante a T. De fato, para todo k inteiro positivo k < g, ao

multiplicarmos os lados de T; por k, obtemos um novo tridangulo com catetos de medida k e
hipotenusa kv2 = k.g, que ndo € um numero inteiro ja que g ndo divide k, o que gera uma

contradicao.

q
Figura 3 - Representacdo geométrica da demonstracdo da irracionalidade
de /2 utilizando triangulos.
Fonte: Elaborada pelo autor
A partir dai, basta construir um triangulo semelhante a T com lados de medidas inteiras
e menores do que os lados de T. Seja T o triangulo ABC, conforme a figura 4, tragamos um

arco AX com centro no vértice C e X € um ponto sobre a hipotenusa de medida p.
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qg— (p—g)=2g —p

Figura 4 - Representacdo geométrica da demonstragdo da irracionalidade

de /2 utilizando retangulos.

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe que 0s numeros inteiros p —q e 2q — p representam, respectivamente, 0s

catetos e a hipotenusa do triangulo XYB que é semelhante T, o que é um absurdo. Portanto,

por estes argumentos, o nimero v/2 é irracional.
2.6 USANDO QUADRADOS

Antes de abordarmos a irracionalidade de outros numeros, apresentaremos uma

demonstracdo de que 2 €é irracional com o auxilio de construcdes de quadrados,
aparentemente, a prova foi descoberta por Stanley Tennenbaum na década de 1950, mas foi
amplamente divulgada por John Conway por volta de 1990.

Demonstracao:

Suponha que V2 possa ser escrito na forma v2 = § com x e y nlmeros naturais e

primos entre si. Nao existem nameros naturais x; e y; com x; < x ou y; < y tais que

2
X x
V2="e2="0

V1 V12
De fato, se x; < x e 2.y,2 = x,2, teriamos
2

x?  x? 0\ x\2 x x4
—2 = —2 S | — = |— S — = -,
y V1 y V1 Yy N
logo x ey ndo seriam primos entre si, acarretando uma contradigdo. A figura a seguir

expressa o significado geométrico da relacdo x? = 2y?2.
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x
Figura 5 - Representacdo geométrica da demonstracédo da irracionalidade
de /2 utilizando quadrados.
Fonte: Elaborada pelo Autor
Isto €, o quadrado de lado x e area A tem o dobro da &rea do quadrado B com lado y.

Agora vamos sobrepor os dois quadrados de area B no quadrado A, veja a figura a seguir:

y r—y

Figura 6 - Representacdo geométrica da demonstracdo da irracionalidade

de /2 utilizando quadrados.
Fonte: Elaborada pelo autor
Na figura 6, a esquerda, sdo formados trés novos quadrados cujos lados sdo 0s numeros
inteiros 2x — y e x — y. A soma das areas dos dois quadrados de lado x — y é igual a area do
quadrado de lado 2y — x, pois 2B = A. Logo, obtemos 2B, = A; onde A; é a &rea do
quadrado de lado x; = 2y — x e B; a area do quadrado de lado y; = x — y. Veja a figura a

sequir:
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— B, + B, Yy

41 Y h

Figura 7 - Representacdo geométrica da demonstragdo da irracionalidade
de /2 utilizando retangulos.
Fonte: Elaborada pelo autor
Dai, tem-se x;2 = 2y,%. Como x; < x ex; é um ndmero inteiro, chegamos numa

contradig&o. Portanto v/2 é irracional.

2.7 IRRACIONALIDADE DE /p

Trataremos agora da irracionalidade de \/5 com p € N e primo, logo em seguida

- - . , - m ~
provaremos a irracionalidade de nimeros do tipo \/p?1 -pé‘z - ...-p,". Nas demonstragdes

utilizaremos o TFA.
Demonstracao:
Por um procedimento analogo ao que foi feito com /2, supde-se, por hipdtese, que

ﬁ =% com m e n numeros naturais e primos entre si, isto €, mdc(m,n) = 1. Logo,

2

Jr = % >p= % = m? = pn? = p|m?. Como p é primo, segue que p|m. Assim, existe
um x € Z tal que m = x - p, desse modo temos que:
m? = pn? = (xp)? = pn? = x?p? = pn? = x?p = n? = p|n? = p|n.

Logo, p|m e p|n, 0 que contradiz a hipdtese de m e n serem primos entre si. Portanto,

J/p é irracional.

2.8 IRRACIONALIDADE DE ’"\/p'l‘l o SIS

A prova a seguir revela um resultado mais geral, que mostra a irracionalidade de

nimeros como: V10, Y15, /27 e /9 isto é, nimeros da forma "Y/a, onde a e m sdo nimeros

naturais maiores do que 1 tais que:
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a=p;t Py ey
em que pq, Py, ..., Py S&0 primos distintos e ny,n,, ..., n, pertencem aos naturais, além disso,
n, < m, paratodo k = 1,2,3, ..., r. Vale salientar que a existéncia da fatoragédo
pit-py? ..o p," 6 garantida pelo TFA.

Demonstracéo:

Suponha que Va = "i/pfl -py? - ... T sejaracional, segue que:

u
mn, N2 N
\/pl Dy Dy =

com u e v naturais e primos entre si. Manipulando obtemos:

m

u
ny, Nz, o r m _ ,.,m, .11, N2 . nr
Py "Dy" " Pr —vmﬁu =VvUcpy Py D

desse modo, para algum k = 1,2,3,...,r existe um n,, que tomaremos n, sem perda de
generalidade, tal que
n
pyt[u™ = pylu™ = pylu.

Ent&o podemos escrever u = p, - t, t € Z e obtermos:

n n n
(PO =v"p Py 2
plm_tm =vm_pil1,p;lz_m,p:lr=>
i n n
pyf T =0T pyt T

emque j = (m —ny) € N, poism —n,; > 0. Logo,
p|v™py? T
piv™ - pyt e py
Entdo, segue que p; t p;z - pfr, ja que py,p3, ...,p, SA0 primos distintos. Portanto,

p1lv™ = p;|v. Logo, p,lu e p;|v, 0 que contradiz o fato de u e v serem primos entre Si.

Portanto, m\/pf1 Pyt prT 2 Q.

De posse desse resultado, niUmeros como:

V10 =+/2-5, 327 = /3% e /75 = V52 - 3 sédo exemplos de nlimeros irracionais.
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3 AIRRACIONALIDADE DA CONSTANTE DE EULER

Um importante exemplo de numero irracional € o e conhecido como constante de
Euler®. Apesar de, segundo MAOR (2008), as origens de e sdo anteriores a Euler e
aparentemente surgiram em problemas de juros. MAOR (2008) afirma ainda que o nimero de
Euler era conhecido, de modo implicito e ndo intencional, pelos antigos, por meio de
situacOes de ordem prética, antes de qualquer estudo tedrico.

Uma motivacao para o estudo do numero e vem de célculos financeiros, em virtude do
1+1/n)™
A historia conta que os babilénios haviam aproximado o valor da constante de Euler, em

limite da sequéncia de numeros reais cujo termo geral é
calculos financeiros, mas ndo ha indicios da compreensédo deste fato, pelo carater empirico da
matematica deste povo. Vejamos alguns valores para expressdo (1 + 1/n)™ a medida que n

cresce segundo a tabela:

10

10

1
(1 + —> = 2,593842601

10

100

100

1
1+— = 2,70481382942152 ...1
( +100> ,704813829 5

n
Figura 8 - Desenvolvimento da expresséo (1 + %)

Fonte - Elaborada pelo autor

* Leonhard Euler (1707-1783), matematico suico, foi um dos primeiros a estudar as propriedades do
namero e.



28

Todos os numeros da tabela sdo racionais e poderiamos realizar mais célculos e ir um
pouco mais além, porém estes calculos ndo levariam a um entendimento das propriedades do

namero e. Na realidade, prova-se que

n

e = lim (1 + —)
n—oo n

Buscaremos agora a irracionalidade do numero e por métodos diferentes, mas todas
demonstracfes que apresentaremos neste capitulo usam a série de Taylor da funcéo

exponencial.

X n
X

e* = )
n=0

Diferentemente, do que ocorreu com /2, as provas para a irracionalidade de e recaem
em métodos um pouco mais sofisticados do ponto de vista desta comparagdo. Isso se deve ao
fato de que e é um ndmero transcendente, os quais abordaremos com mais detalhes no
proximo capitulo. Para mais detalhes a respeito da transcendéncia de e recomendamos a
leitura de MARQUES (2013).

Para as proximas demonstracdes faremos uso de um resultado conhecido como

Principio Fundamental da Teoria dos Nameros.

3.1 TEOREMAS E PROPOSICOES
Nesta secdo sera abordada a irracionalidade de e (Constante de Euler) de algumas
maneiras distintas e em todas elas usaremos o forte fato do e ser definido por série em que seu

termo geral converge para zero de forma muito rapida.

Teorema 3.1 Dado m € Z, ndo existe n € Ztalquem <n <m + 1.

Demonstracdo: Como m <n <m+ 1 se, e somente se 0 <n —m < 1, entdo € necessario
e suficiente mostrar que ndo ha namero natural entre 0 e 1. Suponhamos, por absurdo, que o
teorema € falso, ou seja, podemos definir um conjunto S = {n € N; 0 < n < 1} nédo vazio.
Logo, pelo Principio da Boa Ordenagdo (PBO), existe n, € S minimo. Assim, n, satisfaz as
desigualdades 0 < n, <1, agora multiplicando essas desigualdades por n,, obtemos

0<ni<nye 0<ni<ny<1,entdon € S, contrariando a minimalidade de n,.
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Proposicdo 3.1 O numero e pertence ao intervalo aberto (2,3).
Demonstracéo:

Como

1 1 1
e=1+l++m+ 4

claramente 2 < e, resta-nos mostrar que e < 3, para isso provaremos por inducdo que
n! > 2" 1 paran > 4. Para n = 4, temos 4! > 23 & 24 > 8, 0 que é verdade. Suponhamos
que n! > 2"~ paran > 4, resta mostrar que (n + 1)! > 2. De fato,

(n+1D!'=Mm+ 1)n! > 2-n!, pois n >4, logo, (n+ 1)! > 2-n! e conforme a hipotese,
segue que

(n+ 1)! > 2-2""1 = 2" provando assim a desigualdade desejada. De posse disso, temos:

1+1+1+1+1+1+1+ <1+1+1+1+1+1+1+
€= 21 3' 5| 272273 T s

Noteque1+ + + + + Sy

7 ~ sy = . .. ~ 1
¢ a soma de uma progressdo geomeétrica infinita de razéo > logo,

1+1+1+1+1+1+ _ ! =2
2 22 23 24 25 B o

Assim,
1 1 1 1 1
e<1+(1+5+2—2+2—3+2—4+;+---)—1+2—3,

provando a proposicao.
3.2 PROVA CLASSICA

A prova da irracionalidade de e que apresentaremos inicialmente foi dada por Fourier,

em 1815, a qual julgamos a mais elementar. Considere a série de Taylor de e

1+1+— ! + = ! + — ! + -
€= 217317 4
Suponha que e possa ser escrito na forma
p
e=-—
q

com p,q € N e g > 1, pois de acordo com a proposi¢do 3.1, e & Z .Ao multiplicar os dois
membros da igualdade por g! temos:
q'  q q! q' q!

| = g! I
e.q! q+q+2|+3'+ +(q—1)!+ (q+1)'
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EI—IIq_!q_!...q—!q_! 1 1
q'q'_(q'+q'+2!+3!+ +(q—l)!+q!>+(q+1+(q+1)(q+2)+ )
q! 1 1
p.(q—l)!=(q!+q!+§+---+q+1)+(q+1+(q+1)(q+2)+---)

AR (GRS L (., 1T ...
p.(qg — 1)! (q.+q.+2!+ +q+1) (q+1+(q+1)(q+2)+ )

EZ
1

Seja S = (i+—+---), claramente S > 0, pois é soma de infinitas fragdes
q+1  (q+D(q+2)

positivas. Provaremos agora que S < 1. Note que as desigualdades abaixo sdo verdadeiras, ja

que g > 1.
1 1 1
@+D@+D (@+D@+D  (q+1?
1 1 1
(q+3)(q+2)(q+1)<(q+1)(q+1)(q+1)_(q+1)3
1 1 1

(g+4D@+3)(qg+2)(q+1) < G@+D@+D+D@+D) (@+D*

Faremos agora uma estimativa para o numero S
1 1 1
+ + +
(@+1) (@+D@+2) (@+D(@+2)(q+3)
<! + ! + ! +
T @+ (g+1D? (q+1)°

Temos que a soma
! + ! + ! +
(g+1) (@+1* (¢g+1)°

é de uma progressao geométrica de infinitas parcelas, com razdo

jaque g € N. Logo:

G /@+1) _1/@+1) 1
“1-1/(q+1) q/(@+1) q

Como g > 1, segue que

S<-<1.
q
Portanto S pertence ao intervalo (0,1) o que é um absurdo. Portanto e € Q.
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3.3 PROVA POR SERIE ALTERNADA

Para a proxima demonstracdo da irracionalidade do nimero e, utiliza-se o conceito de

séries alternadas. Uma série alternada é uma série da forma:

(0]

Z(_l)n+1an =a—a;+az—a,+- -,

n=1
em que a sequéncia de numeros reais (a,,) é ndo negativa. Dizemos que

m

S, = Z(—l)”“.an

n=1
é a m-ésima soma parcial da série. Um critério para a série convergir é o seguinte:
se,
)] a, = ap4q paratodon € N;

i) a,, Converge para zero,

entdo a série converge para um numero real S, satisfazendo
Son =5 = Son-1
para todo n € N. Este resultado é devido a Leibniz e sera usado para a demonstracao seguinte.

Para mais detalhes sobre o Teorema de Leibniz e o estudo de séries, sugerimos LIMA (2012).

Demonstracdo: Suponha que e = Z comp,q €NN,entdoe™! = 1e Q. Mas,

p
oo _1T'L
o1 =z( ) ’
n!
n=0

ja que a série da funcdo exponencial €

Assim, seja

p n
;(nl!)

uma soma parcial de e™1, temos que

p p
o -D"\ o (a G
(=1)P+L. p! (e — — ) = (—1)P*1 p! <5_ Z — ) =

n=0




o (-1 p!
= (~DP*, (q(p DY T)

n=0

temos que 0 nimero
14
(D™ p!
(—1P*. <Q(P - D= z D
n=0 '

pertence aos inteiros, a partir dai, obtemos

(_1)P+1 | E_i(_l)n —(_1)p+1 | i (_1)71
p: p nl ) p- n!

n=0 n=p+1

[P (-1 l

B [CE TR TR
_ 1 1 1
TPl DG+ GrDGIDE )
Note que a série
1 1 1
pt1l DG GrDEIDETD
é alternada e satisfaz (i)e (ii). Sejam S; e S, as primeiras somas parciais, ou seja,

51=L e s, - 1 1 _ -1 1_
p+1 p+1 (@+D@+2) @E+LE+2) p+2
Fazendo
. 1 1 N 1 o
p+1 (@+D@P+2) @+DE+2)@P+3)
temosque

(p+2 p+]>
€ , :
Como p € N segue que

( 1 1 ) ©0.1)
— — | c
p+2'p+1 Y

ou seja, S € (0;1), o que é um absurdo ja que S € Z. Dai e € irracional.
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3.4 PROVA GEOMETRICA

Em 2006, Jonathan Sondow deu uma demonstracdo da irracionalidade de e
utilizando geometria. Para esta demonstracdo usaremos o seguinte resultado sobre intervalos
encaixados.

Lema 3.4.1 Seja {I,; n € N} uma familia de intervalos fechados e limitados tal que
I,41<I,, Vne N. Entdo existe x, € Npey I. Além disso, se I,=[a,;b,] e lim,_,(b,-a,)=0,
entdo x, € unico.
Demonstracéo: Dado que I,,; cI,, temos que a, < a,y; < bps1 <b,. Ou seja, a
sequencia (a,) € monotona ndo decrescente e limitada superiormente por b,,Vn € N.
Portanto (a,) converge, isto &, existe x, € R tal que lim,,a,=x, € xo <b,, Vn €N.
Enquanto a sequencia (b,) € monodtona ndo crescente e limitada inferiormente por x,. Entéo
existe y, € R tal que lim,, o b, =Yg e xg < yo. COMo a, < xg < by,ea, <y, < b, Vne
N, tem-se que x,€l,ey, €1, Vvn€N. Logo, {xo;Yo} € Nnenln. Além disso, se
lim,_,. (b, — a,) = 0, entdo x, = y,. Suponhamos que exista x; € Nyey I, €NtAO
a, < x; < b, Vn€N. Dai x, =lim,,a, <x;, ey, =lim,_, b, = x4, l0go segue que
Xo < X1 < yo. Selim,,_, (b, — a,) = 0, entdox, = x; = Yo € Npen In = {X0}

A ideia é construir uma sequencia (I,,) de intervalos fechados tal que

LD, DI3 D DI, D--comNpenlyn = {e},Vn = 1.

Assim, construimos os intervalos I, I,, 13, oo, Iy, ... COMO S€ SEgue:

a, a;+1
h=[re g =[]
a, a2+1
[1+ + 1+ — +—] [ ]
B 1 1 1 asz a3+1
13—[1+1|+2|+§1+_ 2! ] [ ]
1 1 1 1 1 Qg a4+
14:[1+F+2'+3|+51+1'+ += +—] [ ]

1 1 1 anan+1
1—[1+ R TR 1+1+++][ ]
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I’l
I
I!Q
I4
e
2 2,2 2,4 2,6 2,8 %

Note que o comprimento de cada intervalo I,, é Zvn>1e que

n!’
L DL, D>-D[,D-
Entdo, pelo Lema 3.4.1 segue que

ﬂlnz{e}comGE]R

neN

. +1 +1
Mostraremos que 6 = e, OU Seja, que e € (a—”;a” ) c |z
n! n! n

] para todo n € N.

n!
Claramente
an 1 1 1
e >>;;I-— 1 +'iT'+'§T'+"'+';E,
paratodo n > 1. Logo, basta mostrar que
a, +1
e
n!
Assim, segue que
a,+1 1 1 111 o1 1 1 1
e < oy =1 +'114'ET'+“‘*‘Eﬁf:—15i+'ZI-F;E-¢$ e — E?<:;E-¢$ ET =
k=0 k=n+1

multiplicando por n! os membros de

11
Z E<E,obtemos

k=n+1

1
n! ET'< 1. (*)

k=n+1

Mostraremos que a desigualdade (x) fazendo uma estimativa de



Dai, temos:
'51_|[1+1+1+]
n K- lmr D T+ 2!t 3)!
k=n+1
1 1 1
n+1) (n+1D)Nn+2) (n+1D)n+2)(n+3)
<1+1+1+ L =1
2 4 8 A
2

Logo, a desigualdade () é verdadeira para todo n > 1. Portanto

ﬂ I = {e}.

Agora, suponha que e = s com p e g nUmeros naturais,

a anp+1 . a ag+1 .
como e € (—”; n ),Vn € N, em particular e € (—q;—q ) ou seja,
n! n! q! q!

a a, +1 a a, +1
Yot 2 P Qe
q! q! q' q q!
Como
p_prl@-1! plg-1!
q q(g—1)! q
temos:
a -1 a,+1
_q<p(q )<q ©a;<pl@g—-D!'<a;+1.
q! q! q! —
€EZ

Absurdo, ja que p(q — 1)! € Z. Portanto e & Q.
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4 NUMEROS ALGEBRICOS E TRANSCENDENTES

Neste capitulo definem-se os numeros algébricos e transcendentes explorando suas
propriedades aritméticas e algébricas. Em sequéncia, aborda-se os nimeros de Liouville, que
foram os primeiros exemplos de nimeros transcendentes, confirmando algumas conjecturas

de Euler sobre a existéncia desses.
4.1 INTEIROS ALGEBRICOS

Defini¢éo. Qualquer solucdo de uma equacgéo polinomial da forma
X"+ ap_ x4+ tax+ag=0 (D
onde os coeficientes ay, a4, ..., a,—; S0 numeros inteiros, € chamado um inteiro algébrico,
isto é, qualquer raiz de um polindmio monico.
Assim, qualquer nimero inteiro b € um inteiro algébrico, pois a equagéo
x—b=0
tem b por solucdo. Também /3 e —/3 sdo exemplos de inteiros algébricos, ja que sdo
solucgdes da equacao
x2—-3=0.
Numeros complexos também podem ser inteiros algébricos. Por exemplo,
1+ ie1—isdoraizes da equacdo
x2—-2x+2=0.
Teorema 4.1.1 Um inteiro algébrico real é inteiro ou irracional.

Prova: Seja a um inteiro algébrico. Suponha, por absurdo, que a = s, onde

pE€Zq€Neq>1,peq primos entre si. Isto é, « € um nimero racional que néo € inteiro.
Como a é uma solucdo de uma equacdo do tipo (1), substituindo x por s na equacao (1)

temos,

n 2

P" = —Gn_1p" NG — Ay p" TP — = apq™ T — aoq™,
ou seja,
p" = q(—an 1Pt — @y gp"2q — - — a1pq" T — agq™ ).
Assim, q divide p™. Seja r um fator primo de q (r = q se q for primo). Assim r divide
p™. Em virtude do Lema 1.2.1, segue-se que r divide p. Consequentemente r divide p e g 0

gue gera um absurdo, pois p e g primos entre si, por hip6tese.



37

4.2 NUMEROS TRANSCENDENTES

4.2.1 Definicdes e Exemplos
Defini¢do. Um numero complexo a é chamado algébrico se é raiz de uma equagéo polinomial
da forma
apx®+ ap_x" 1+ +ax+ay,=0
onden € N, q; € Z paratodo i = 1,2, ...,n. O conjunto destes niimeros sera denotado por Q.
Definic&o. O polinémio minimal de « é o polinémio primitivo,® de menor grau, que possui a
como raiz. Assim, definimos o grau de a« como sendo o grau de seu polindbmio minimal.
Exemplo.4.2.1 Todo ndmero racional, a = Z, com p,q € Z,q # 0, é algébrico, pois é raiz do
polinémio gx — p.
Exemplo.4.2.2 NUmeros irracionais podem ser algébricos como é o caso de /2, ja que é raiz
do polindmio x? — 2.
Exemplo.4.2.3 Numeros complexos também podem ser algébricos, como é o caso de 1 + i
que € raiz de x? — 2x + 2.
Definicdo. Os numeros que ndo sdo algébricos sdo chamados transcendentes, ou seja, 0
conjunto dos néimeros transcendentes é o complementar de Q que denotaremos por T.
A proposicdo a seguir apresenta algumas propriedades aritméticas dos numeros
algébricos.
Proposicdo 4.2.1 Seja a um algébrico, assim:
i. A soma de dois numeros algébricos € algébrico.
ii. O produto de dois numeros algébricos é algébrico.
iii. O simétrico —a de um nimero algébrico a é algébrico.
iv.  Oinverso a~! de um nimero algébrico a # 0 ¢ algébrico.
Demonstracgdo: Consultar FIGUEIREDO (2011, p.17)
A proposicdo 4.2.1 caracteriza o conjunto dos niimeros algébricos como um corpo®.
Ao longo do texto veremos exemplos de nimeros transcendentes. E possivel afirmar a
existéncia desses através dos proximos resultados.
Definigdo. Um conjunto K é dito enumeravel se K é finito ou se existe uma bijecao
f:N->K.

Exemplo 4.2.4 O conjunto Z é enumeravel ja que

® Um polinémio de coeficientes inteiros que s&o primos entre si
® Um corpo ou campo é um anel comutativo com unidade em que todo elemento diferente de 0 possui
um elemento inverso com relagéo a multiplicagao.
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f:N-> Z

n

E,senépar

n—1 L
—( > >,sene1mpar

nmr—

é claramente uma bijecao.

Teorema4.2.1
i. O conjunto dos numeros reais € ndo enumeravel.
ii. A unido enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

iii. Se B é enumeravel, entdo BX¥ = B X B X ... X B é enumeravel.
k vezes

As demonstracdes das afirmacdes do Teorema 4.2.1 podem ser encontradas em

LIMA (2013).

Teorema 4.2.2 O conjunto dos numeros algébricos é enumeravel

Demonstracdo: A correspondéncia que associa ao polindmio p(x) = a,x™ + a,_x™* 1 +
~+a;x +a, a lista (ag, a4, ..., a,) € uma bijecdo entre o conjunto B, dos polindmios de
coeficientes inteiros e com grau < n e o produto cartesiano Z"*! = Z x Z X ... X Z, dai P, é
enumeravel. Logo o conjunto P = Uj_, P, dos polinbmios com coeficientes inteiros é
enumeravel. Para cada nimero algébrico a escolha um polinémio P, de coeficientes inteiros
que tenha @ como raiz. A correspondéncia a — P, define uma funcdo do conjunto Q@ no
conjunto P, tal que a imagem inversa de cada elemento de P é finita. Logo Q é enumeravel.

O fato de Q ser enumeravel nos leva a concluir que existem mais transcendentes do
que algébricos ja que a enumerabilidade Q implica que T é ndo enumeravel. Definiremos
agora conjuntos de medida nula nos reais e a partir dai concluiremos que quase todos 0s
nameros reais sdo transcendentes.

Definicdo. Um conjunto B < R tem medida (de Lebesgue) nula, e denotamos m(B) = 0 se,
para todo € > 0, existe uma quantidade enumeravel de intervalos (1,,),=; €m que
B C UpsrIn e Xnzillnl <e

Dizemos que gquase todos 0s numeros reais tem uma propriedade, se o subconjunto de
R que néo tem tal propriedade tem medida nula.

Proposicao. 4.2.1 Se A c R é enumeravel, entdo A tem medida nula.

A prova desta proposi¢éo pode ser encontrada em MARQUES (2013, p.67).



39

Proposicao. 4.2.2 Quase todo nimero real é transcendente.

Demonstracdo: Como conjunto dos algébricos reais (QNR) é enumeravel, segue da
proposicdo 4.2.1 que QNR tem medida nula, logo quase todos 0s nimeros reais sdo
transcendentes.

Vale ressaltar que apesar da abundéncia, mostrar a transcendéncia de um numero é
bem complicado. O matematico Joseph Liouville, através de uma ideia simples e eficaz,
estabeleceu uma condicdo que fosse satisfeita por todos os niUmeros algebricos e, em seguida,
construir algum numero que ndo tivesse tal propriedade. Assim, mostrou-se 0s primeiros

exemplos de nimeros transcendentes que hoje conhecemos como numeros de Liouville.
4.3 NUMEROS DE LIOUVILLE

Teorema 4.3.1 (Teorema de Liouville)

Sea € Q N Rtemgrau n > 2 ent&o existe uma constante positiva A = A(«) tal que
e qi

paratodop,q € Zeq = 1.
Demonstracéo: Seja f(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ a;x + a, com ag, ay, ..., a, inteiros,
0 polindmio minimal de «, ou seja, f(a) = 0. Sabemos que existe § > 0 tal que
[a —6,a+ 8] N R = {a} onde Ry € 0 conjunto das raizes reais de f(x), caso contrario
teriamos Ry um conjunto infinito, o que ndo pode ocorrer pelo Teorema Fundamental da
Algebra. Dados p,q € Ze g = 1 e mdc(p,q) = 1, temos duas possibilidades:

s € [a—5,a+5]ou§$ [a —6,a+ 6]
Se £ ¢ [a—8,a + 5] entdo |a—§| >52%. Se £ €fa—3,a+35], como f(x)é
continua e derivavel em [a, Z] (aqui, sem perda de generalidade estamos supondo §> a)

logo, pelo Teorema do Valor Médio’, existe 6 € (a, g) tal que

f@—f(5)=r©(«-7)

donde

£ (2)] =17 @]a-E

" Se a funcéo f:[a, b] —» R é continua em [a, b] e derivavel em (a, b) entdo existe 8 € (a, b) tal que

fb) = f(a) = f'(6)(b - a).
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Como f' é continua em [a, S] entdo existe M € R tal que |f'(x)| < M para todo

x € [a, g]. Assim, temos que

f@Ql=ul-y o

Observe que s # a ja que a tem grau maior ou igual a 2 por hipétese e todo racional

tem grau 1. Logo, f (S) + 0 e daf

@l

anp™ + ap_1qp™ "t + a g™ p + apq”
qu

_lanp™ + ap_1qp™ ™t + 0+ a1V + aoq”|

- =

1

q

n n-1

b b b
anq—n+an_1F+---+ala+ao

>
Portanto, por (i) temos que:
1
7=l @lsmle- 2=
q q q

|a—E = 1
ql — Mq™

e tomando A(a) = min {6, %} temos em ambos 0s casos que

COMO queriamos mostrar.

Sabe-se que o conjunto dos nimeros racionais € denso na reta, o que significa que todo
namero real pode ser aproximado por racionais. O que o Teorema 4.3.1 diz que nUmero
algébrico real de grau > 2 ndo pode ser “bem aproximado” por racionais, de modo que, nas
condi¢cdes do Teorema 4.3.1, qualquer aproximacdo por racionais tem que respeitar esse
comportamento. A partir dai, a ideia de Liouville foi de construir nimeros reais que fossem
“bem aproximados” por racionais.

Definigdo: Um numero real a é chamado nimero de Liouville se existir uma sequéncia de

racionais (ﬁ) , com gq; > 1 tal que
9/ 1

o

4;

< i} paratodo j > 1.
qj
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Denotaremos o conjunto dos nimeros de Liouville por L.

Proposicéo 4.3.1 A sequéncia (q;) | ¢ ilimitada.

j=z

Demonstracao: Note que

1
<—<1vj>1

]

qj

=
q;
Agora suponha que (q;) é limitada, ou seja, suponha que exista M € R tal que

|q;| < M paratodo j > 1. Logo, seque que

a—p—]: <1z|aqj—pj|<quM.

J

E fato que |x — y| = |x| — |y| para todo x, y € R, entio
pj| = lag;| < |ag; —p;| < M.
e a partir dai,
[pj| <M +|aq,]

<M+ |a|M

=1+ |a])M.
Logo, a sequencia p; também € limitada, o que contradiz o fato de a sequéncia <ﬁ> ser

17 j=1

infinita. Portanto (qj)j21 é ilimitada.
Corolario 4.3.1 Todo namero de Liouville é irracional

Demonstracdo: Suponha por absurdo que exista um numero racional g compeZeqeN

que seja numero de Liouville. Entdo existem infinitos racionais % diferentes de s, tais que
j

1
7>
q.
J

1
~ lalg;’

P_Pif _
q qj

p4;—p;q
q4;j

Assim, q]’f_l < |ql, o que contradiz o fato de que (qj)j>1 é ilimitada.

Teorema 4.3.2 Todo nimero de Liouville é transcendente.
Demonstragéo: Pelo Corolario 4.3.1, um numero de Liouville @ ndo pode ser racional. Dai

suponha que a € algébrico de grau n > 1. Assim, pelo Teorema de Liouville, existe uma

constante A > 0 tal que, para todos € Q, tem-se |a — §| > ;;n. Em particular,
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Pj

< i} paratodo j € N. Onde a sequéncia (q
q J

A Dj
aj ]

aj

) e dada a partir do fato de « ser
j=1

namero de Liouville. Dai, segue que q]’f_” < 1/A, contradizendo a Proposi¢do 4.3.1. Portanto

a ndo pode ser algébrico.
A partir disso, Liouville mostrou a existéncia dos nimeros transcendentes exibindo
uma classe de nimeros que satisfazem o Teorema 4.3.2, portanto transcendentes, o exemplo

mais famoso é conhecido como Constante de Liouville.

Exemplo 4.3.1 O nimero

l= Z 10™™ = 0,1100010000000000000000010 ...

n=1

é nimero de Liouvile.
Demonstragéo: Defina p; = Y. _, 10/"™ e q; = 10/". Observe que p;,q; € Z para todo

j=1le

J
Pi_ z 1
Qj o] 10n! ’

ou seja, % é uma soma parcial de Y°_; 10™™. Assim,
j

‘ SRJI R e S
qj k=j+1 10%
pj| 1 1 1
_q_j 10G+D! + 10G+2)! + 10G+3)! to e
Pjl _ 1
- q_] ~ 10G+D! (1 + 10G+2)!=G+1)! + 10G+3)1=G+1)! * )

Mostraremos agora que (j + k)! — (j + 1)! > k — 1,Vk > 2. De fato,
G+ =-0G+D!I=0G+DG+RG+Ek-1)..G+2)—-1] > k-1,

desse modo tem-se a desigualdade:

Pil < <1+ LI )@
q; 10G+D)! 10 T 102
p; N 110
T g < W( +E+W+'") ~ 10G+D! 9
1 10 10 1

10G+D)! 9 < 10G+D! — 10G+D!-1
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1

Pj
‘l—— < To0+oT

qj

Agora, basta provar que

1 1 ] 3 =
0ot = o & G+ D=1 21,
0 que ocorre pois
G+ —1=G+Dj'—1=jjl+jl—1=jjl.

Logo,

0 que implica que L € um namero de Liouville e, portanto, transcendente.

Na realidade Liouville provou que todo numero da forma Yo, b™™
€ nimero de Liouville para todo inteiro b > 2, mostrando que existem infinitos numeros
desse tipo.

Um questionamento natural seria perguntar se a reciproca do Teorema 4.3.2 é
verdadeira, ou seja, se todo numero transcendente é nimero de Liouville. A resposta € néo,
uma vez que é possivel provar que conjunto L. tem medida nula nos reais, isto &, 0s nimeros
de Liouville s3o praticamente “invisiveis” na reta. Para a comprovagao desse fato sugerimos
ver Marques (2013, p.85,86)

Apesar de que, dentre os transcendentes, os nimeros de Liouville serem uma minoria
na reta, em 1962, P. Erdds provou que todo nimero real pode ser escrito como uma soma
entre dois numeros de Liouville. Para Marques (2013, p. 86), isso significa que os numeros do

conjunto IL estdo posicionados de forma estratégica na reta.
4.4 UM POUCO MAIS SOBRE TRANSCENDENCIA

Agora falaremos um pouco sobre alguns resultados da teoria transcendente dos
nameros, enunciando alguns teoremas cujas demonstracdes sdo ndo triviais e serdo omitidas
aqui. Para o leitor interessado recomendamos a leitura de Marques (2013).

Em 1873, o mateméatico Hermite mostrou a transcendéncia de e, e, em 1884,

Lindemann generalizou os métodos de Hermite e provou que e® € transcendente, sempre que

a € algébrico ndo nulo. Como consequéncia, temos que In 2,eV2 e cos5 sdo transcendentes.
No entanto, a consequéncia mais importante do Teorema de Lindemann é a transcendéncia de

7 € portanto a impossibilidade de se construir um quadrado com a area de circulo dado.
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Em 1900, no congresso internacional de matematica em Paris, Hilbert prop6s uma
lista com 23 problemas, em que o sétimo perguntava se o logaritmo de um ndmero algébrico
numa base algébrica deveria ser racional ou transcendente. A solucéo desse problema foi dada
em 1934, independentemente, por Gelfond e Schneider. O Teorema de Gelfond-Schneider

diz que se a é algébrico, diferente de Oel1,e 8 €é algébrico, ndo racional, entdo af é

transcendente. Assim 22, il e \/E\/E sdo exemplos de nimeros transcendentes.
De posse do proximo resultado podemos estabelecer também a transcendéncia de e™.
De fato, considere a uma funcéo f tal que
f(x) = (cos(x) — isen(x))e™,

em que i = +/—1. Derivando a funcio f, obtemos:

f'(x) = i(cos(x) — isen(x))e™ + (—sen(x) — icos(x) )e™ = 0.

Logo, a funcédo f é constante, e como f(0) = 1, tem-se que
(cos(x) — isen(x))ei" = 1. Multiplicando ambos 0os membros da igualdade por
cos(x) + isen(x), obtemos uma relacdo conhecida como Férmula de Euler:

cos(x) + isen(x) = e™* (%)

Substituindo x por m em (), obtemos a Identidade de Euler

Pela ldentidade de Euler, segue que e™ = (—1)7¢, o que mostra a transcendéncia de
e™ de acordo com o Teorema de Gelfond-Schneider.

No entanto, ndo é conhecido um resultado similar para o caso af, onde a e § séo
transcendentes. De acordo com Marques (2013), “em vista do Teorema de Gelfond-Schneider
somos levados a crer que o resultado dessa potenciacao deveria ser um transcendente, porém
e e In 2 sdo transcendentes, mas e'™? = 2 ¢ algébrico. Agora 0 caso a = 3, parece ser mais
intrigante: 0 nimero a“ pode ser algébrico, para algum a transcendente? Uma resposta
negativa para essa questdo implicaria, de imediato, a transcendéncia de e€ e ™. Na verdade,
se admitirmos a veracidade do problema em aberto mais importante da teoria dos nimeros
transcendentes a chamada Conjectura de Schanuel, estabelecida por Stephen Schanuel na
década de 1960, podemos estabelecer a transcendéncia, por exemplo, dos himeros
e+ meme® n™, ¢ In(ln2) eln(mw) como consequéncia imediata dessa conjetura

A conjectura de Schanuel afirma que dados x4, ..., x,, nUmeros complexos linearmente

independentes sobre @, existem pelo menos n ndmeros algebricamente independentes



45

dentre, x4, ..., x,, e*1, ..., e*n. Esse resultado se aplica também em generalizacGes para outros

teoremas na teoria transcendente.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentadas algumas demonstracdes da irracionalidade de V2 e
da Constante de Euler que sdo ndmeros bem conhecidos, como também tratamos da
irracionalidade de niimeros néo tio conhecidos como a Constante de Liouville (X%_, 10™™).
Abordamos também, o conceito de ndmeros algébricos e transcendentes com objetivo de
enriquecer o conhecimento do leitor referente a teoria dos numeros irracionais e
transcendentes, por meio de métodos, que se fundamentaram de argumentos elementares até
alguns mais sofisticados e que exigem um pouco de maturidade matematica.

Apds a conclusdo desse trabalho ficou evidenciado que ndo ha motivos para o ensino

de numeros irracionais e transcendentes serem tao obsoletos no ensino basico, algumas provas

feitas neste texto sobre a irracionalidade de v/2 e da Constante de Euler sdo, perfeitamente,
compreensiveis por alunos do ensino médio sem que seja necessario um conhecimento
aprofundado dos temas, devido a isso e a escassez de materiais que tratem dos temas
irracionalidade e transcendéncia, este trabalho buscou apresentar, de forma elementar, a
historia e as propriedades fascinantes que os numeros irracionais e transcendentes tém.

Diante disso, o texto foi escrito na perspectiva de estimular o leitor a explorar este rico
e intrigante ramo da teoria dos numeros (irracionais e transcendentes) que investiga
problemas que desafiam os matematicos por geracdes. Por exemplo, a irracionalidade e a
transcendéncia de nimeros como ¢, ™, e¢, e € e + 1 ainda s&o desconhecidas.

Desse modo, tentamos evidenciar e esclarecer um pouco sobre a natureza aritmética
dos nimeros irracionais e transcendentes com a preocupacao de discorrer um texto motivador
e de facil compreensdo. Alguns problemas que foram tratados aqui, podem servir de fonte

inspiradora para despertar no leitor a satisfacdo e o gosto pela matematica.



47

REFERENCIAS

APOSTOL, Tom M. Irrationality of The Square Root of Two-A Geometric Proof, The
American Mathematical Monthly, v. 107, n. 9, p. 841-842, 2000.

BOYER, Carl B.. Historia da Matematica. Traducdo: Elza F. Gomide. 2. ed. Sdo Paulo:
Editora Edgard Blicher Ltda, 1996.

CONWAY, John. The power of mathematics, Darwin College LecturesCambridge, v. 16,
2006. Disponivel em: < http://thewe.net/math/conway.pdf > Acesso em: 20.12. 2017.

FIGUEIREDO, Djairo Guedes de. Numeros Irracionais e Transcendentes. 3. ed. Rio de
Janeiro: SBM (Colecéo de Iniciacdo Cientifica; n° 1), 2011.

LIMA, E., et al. A Matematica do Ensino Médio. v 1. Colecdo do Professor de Matemaética.
Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2006.

LIMA, Elon Lages. Analise Real. 11. ed. Rio de Janeiro: IMPA.2012. v 1.
LIMA, Elon Lages. Curso de Analise, 14 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2013. v 1.

MAOR, Eli. e: A Historia de um Numero. Traducao: Jorge Calife. Rio de Janeiro: Editora
Record, 2008.

MARQUES, Diego. Teoria dos Numeros Transcendentes. 1. ed. Rio de Janeiro: SBM
(Colecdo Textos Universitarios), 2013.

SANTOS, José P. de O. Introducéo a Teoria dos NUmeros. 3. ed. Rio de Janeiro: IMPA,
2015.



	TRABALHO- TCC-1.A
	Ficha Catalogr+ífica.A_
	Folha da Banca
	TRABALHO- TCC-1.A

