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Resumo
Estudamos problemas envolvendo valores extremos, com foco nos estudantes do
Ensino Médio. Apresentamos de forma simples e resumida, algumas ideias e teorias
para a solucao de tais problemas. Dentre os quais citamos o Problema de Dido e
o de Heron. O principal referencial teérico para confeccao deste trabalho foi o livro
de Tikhomirov intitulado Stories About Maxima and Minima. Baseados em tal livro,
aplicamos métodos e teorias elementares para solucionarmos problemas classicos de

maximos ¢ minimos.

Palavras-chave
Maximos e Minimos, Problema Isoperimétrico, Médias, Otimizagao, Resolucao de

Problemas.



Abstract

We deal with extremum values problems. Our focus is the high school students. We
present simple ideas and techniques on solving classical optimization problems. Among
other problems we cite the classical isoperimetric ploblem and the Heron’s problem.
We are based on the book Stories About Maxima and Minima by Tikhomirov which

lead with these classical problems using only elementary mathematical subjects.

Keywords
Extremum value problems, Isoperimetric problem, Arithmetic and geometric Me-

als.



Notacoes

Neste trabalho serao utilizadas as seguintes notagoes:

O segmento de reta com extremidades em A e B: segmento AB;

A reta determinada pelos pontos A e B: reta f@;

e O comprimento (medida) do segmento de reta com extremidades em A e B: AB;

A semirreta com origem em A e que passa por B: 1@;

O angulo entre os seguimentos AB ¢ BC: ABC;

~

O angulo que esta no vértice A: A;

O tridngulo determinado pelos vértices A, B e C: AABC ou triangulo ABC.
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Introducao

Aprende-se sobre maximos e minimos na Educacao Bésica. Ainda no Ensino Fun-
damental, ao estudar o conjunto dos numeros naturais, aparecem minimo miltiplo
comum e maximo divisor comum. Um pouco mais tarde, no Ensino Médio, aprende-se
a encontrar maximos e minimos de fungoes quadraticas, areas maximas, perimetros
méaximos, dentre outras situacoes. Porém, na Educacao Basica tais problemas sao
apresentados com uma abordagem ou com uma linguagem diferente das empregadas
num curso superior.

Problemas de méaximos e minimos estao presentes em quase todas as atividades do
mundo moderno. Pode-se dizer que apenas uma pequena parcela da populagao cria ou
inventa coisas novas, mas uma grande parcela, trabalha com o objetivo de aperfeicoar
o que ja foi inventado e colocar em funcionamento. Por exemplo, Thomas Alva Edison
foi o primeiro a construir a primeira lampada incandescente comercializavel em 1879,
utilizando uma haste de carvao (carbono) muito fina. Em 1938 Nikola Tesla criou a
lampada fluorescente, um tipo de lampada que ao contrario das de filamento, possui
grande eficiéncia por emitir mais energia eletromagnética em forma de luz do que calor.
Em 2010, Dean Kamen aproveitou o evento TEDMED para apresentar sua mais nova
inven¢ao: uma lampada de LED (Light Emitting Diode). Em resumo, a primeira
lampada foi inventada e muitos trabalharam em func¢ao da producao e comercializagao
dessa lampada. A partir dai, naturalmente foram surgindo varias indagacoes, por
exemplo: como produzi-la gastando o minimo possivel? como fazé-la de modo a ser
mais potente? como comercializa-la tendo o maior lucro possivel? E na tentativa de
responder a tais perguntas, que se chegou & descoberta da lampada fluorescente, depois
a LED, e certamente virao outras.

Os dados apresentados acima servem apenas para ilustrar situagoes onde trabalha-se
com maximos e minimos, talvez sem saber que tais assuntos e teorias estao ali presentes.
Em qualquer empresa, grande ou pequena, ouve-se falar em encontrar, por exemplo,
receita maxima, reduzir o desperdicio, entre outras coisas. Na pratica, os problemas de

maximos e minimos sao frequentemente complexos, porque envolvem muitas varidveis.



Mostrar-se-a neste trabalho alguns problemas simples, mas que demonstram bem o
tema maximos e minimos.

Considerando que no mundo moderno os maximos e minimos estao sempre presentes
em quase tudo que se faz, as seguintes perguntas sao pertinentes: Quando o homem
comecou a estudar maximos e minimos? Quais sao as teorias usadas na resolucao de
tais problemas? O porqué de estudar méximos e minimos? Com o que ja foi exposto até
aqui, tem-se uma resposta razoavel para a ultima pergunta, porém, as duas primeiras
sao muito dificeis de serem respondidas. Acredita-se, entretanto, que ao final deste
trabalho chegar-se-4 a respostas satisfatorias para tais perguntas.

Em muitos problemas é necessario achar o valor minimo ou o valor maximo, ou
seja, 0 menor ou o maior valor de alguma coisa. Ambas as no¢oes -maximo e minimo-
sao provenientes do termo latim extremums. Os problemas que requerem o encontro
do valor maximo e minimo sao baseados na teoria dos valores extremos.

No decorrer deste trabalho resolver-se-a alguns problemas bastante antigos e outros
mais recentes. Dentre os problemas antigos, hd um, cujo possivel autor ¢ um famoso
matematico da antiguidade Heron de Alexandria, tal problema é conhecido como Pro-
blema de Heron. Segundo consta em [12], acredita-se que o Problema de Heron fora
escrito no século I d.C.. A escolha de tal problema deve-se ao fato de ser bastante
conhecido até mesmo na Educacao Bésica e também por ser 1til na demonstracao de
varios outros problemas.

Tratar-se-a, ainda, sobre o Problema de Dido, que é, aproximadamente, do século
IX a. C., o qual é descrito no livro Eneida de Publio Virgilio Maronis (70 a.C. - 19
a.C.) e é o mais antigo problema de que hé registo. Ele envolve maximos e minimos e
tem sido objeto de muitas generalizacoes ao longo dos tempos. Atualmente, problemas
semelhantes aos de Dido sao conhecidos como problemas Isoperimétricos.

Além desses dois problemas ja mencionados, serao resolvidos muitos outros. Analisar-
se-4 problemas simples em um contexto econémico, que sao situacoes que se levantam
constantemente nas atividades econdmicas. O objetivo é encontrar a maneira mais
rapida, curta e barata, ou seja, a mais econémica de colocar em funcionamento algo
que ja existe. Essa é uma das principais razoes para se resolverem problemas sobre

méaximos e minimos e, para tanto, deve-se recorrer & Matematica.
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O desejo de encontrar métodos e técnicas para resolver problemas de méaximos e mi-
nimos fez surgir teorias novas. De acordo com Tikhomirov [12], no século XVIII surgiu
uma parte importante dessa teoria chamada Calculo das Variacoes, e muitos métodos
que surgiram foram insuficientes para a solucao de alguns problemas. Logo, esses mé-
todos conduziram a formulacao das divisoes basicas da teoria dos valores extremos tais
como: Programacao Matematica , Convexidade e Teoria da Otimizagao.

O fato é que, ao longo da Historia da Matematica, os problemas de valores extremos
e a necessidade de encontrarem suas solucoes tem despertado o interesse de muitos
matematicos, pode-se citar: Euclides, Arquimedes, Heron, Snell, Tartaglia, Fermant,
Kepler, Huygens, Johann Bernoulli, Newton, Leibniz dentre outros.

Acredita-se que o descrito até agora seja suficiente para justificar o interesse de
compreender um pouco mais sobre maximos e minimos.

De agora em diante, nos proximos capitulos apresentaremos alguns conceitos e
teorias que serao tlteis na resolucao de problemas de méximos e minimos, tais como:
Desigualdade Triangular, O Problema Isoperimétrico de Zenodoro, Desigualdade das
Médias e Funcoes Quadraticas.

Ademais, uma parte importante das aplicacoes do Célculo Diferencial esta relacio-
nada ao problema de encontrar maximos e minimos de fungées (problemas de otimiza-
¢ao). Na maioria das vezes, resolver esse tipo de problema consiste em transformé-lo
num modelo matemético, onde algumas grandezas sao dadas por uma funcao derivavel
de uma ou varias varidveis. E, os maximos ou minimos da func¢ao, estao associados as

informagoes que desejamos encontrar sobre o problema.
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1 Desigualdade Triangular

O objetivo nesta subsecao é demonstrar a desigualdade triangular, que tem origem
na Geometria Euclidiana. E uma desigualdade bastante utilizada na resolucdo de
diversos tipos de problemas dentro da Geometria Plana. As idéias apresentadas a

seguir sdo encontradas em [4].

Definicao 1.1. Dados trés pontos A, B e C nao colineares, 4 reunido dos segmentos

AB, AC e BC, chama-se tridngulo ABC ou NABC.

Antes de fazer a demonstracao da desigualdade triangular serao apresentadas duas
proposicoes.
Proposicao 1.1. Se dois lados de um tridngulo ndo sio congruentes, entdo os dngulos

opostos a eles nao sao congruentes e o maior lado estd oposto ao maior dngulo.

Demonstracao: Conforme mostra a Figura 1, suponha que BC > AC, logo, é
possivel tomar um ponto D em BC tal que CD = CA. Como D € BC, pode-se
afirmar que D é interno ao angulo CAB = CAB > CAD.

Figura 1:

Por construcio o triangulo CAD é isésceles de base AD, entdo, CAD = CDA.
Sendo assim, CAB > CDA. Por outro lado, tem-se que, CDA é angulo externo no
triangulo ABD, entdo, CDA > ABD = ABC. Mas, CAB > CDA e CDA > ABC,
entao, CAB > ABC. O

Proposicao 1.2. Se dois dngulos de um tridngulo nao sao congruentes, entao os lados

opostos a eles nao sao congruentes e o mator dngulo estd oposto ao maior lado.



Demonstracao: Seja ABC um tridngulo qualquer conforme mostra a Figura 2.
Considere BAC > ABC' e mostrar-se-4 que BC > AC. Aqui ha trés possibilidades
para BC e AC :

<

BC AC
BC = AC
BC > AC

Figura 2:
Se BC' < AC
Se BC

< AC, entdo, pela Proposicio 1.1, BAC < ABC, o que contraria a hipotese.

= AC, entdo, o triangulo é isosceles, e BAC = ABC, o que contraria a
hipotese.

Sendo assim, por exclusio, temos que BC' > AC. O

Proposicao 1.3. (Desigualdade Triangular): Em todo tridngulo, cada lado tem

comprimento menor que a soma dos comprimentos dos outros dois lados.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo qualquer tal que AB = ¢, AC = b e
BC = a conforme mostra a Figura 3. Mostra-se-4 que a < b+ c.

Figura 3:

14



— - . R
Considere um ponto D na semirreta C'A, tal que AD = AB. Entao temos, CD =
CA+AD=CA+ AB

Como o triangulo ABD ¢ isosceles de base BD, tem-se

ADB = ABD (1)

Como o ponto A é interno ao angulo CBD, logo tem-se

CBD > ABD (2)

De (1) e (2), conclui-se que CBD > ADB = CDB.
Sendo assim, no triangulo BCD tem-se que BC' < C'D, pela Proposicio 1.2. Logo

a=BC<(CD=CA+AD=CA+AB=b+c

Portanto, a < b+ c. O

1.1 Aplicagoes

Problema 1 (Problema de Heron). Sejam r uma reta no plano e A e B dois pontos
pertencentes a um dos semiplanos definidos por r. Encontre um ponto P da reta r que

minimiza AP + PB.

Solugao: Se A’ é o ponto simétrico de A em relacdo a reta r, afirma-se que o ponto

P desejado é o ponto de intersecao de A’B com r, conforme Figura 4.

Figura 4:
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Para provar este fato, tome (), um ponto qualquer de r, tal que Q # P, conforme
Figura 4 . O fato de A’ ser simétrico de A em relacdo a reta r, nos garante que
AP =APe AQ = A'Q).

Pelas igualdades acima e a Proposicao 1.3 sucessivamente tem-se:

AP+ PB=AP+PB=AB < A0 +BQ =40+ 0B

Problema 2. Se D € o ponto da reta r nas condi¢coes do Problema de Heron e o e [3
sao as amplitudes dos dngulos definidos pela reta r com AD e DB, respectivamente,

entdo a = f3.

Figura 5: angulo de incidéncia igual ao angulo de reflexao

Solugao: Seja F' o ponto de intersecao de AA’ com r, conforme mostra a Figura
5. Note que os angulos ADF = o e A'DF sio congruentes. Por outro lado os angulos
QDB = 3 e A'DF sao opostos pelo vértice, isto é, sao congruentes. Portanto, a = .
Como consequéncia, tem-se ¢ = @o.

Observacao: Heron pensou na reta r como um espelho e considerou que a menor
distancia entre A e B coincide com o caminho atravessado por um raio de luz emitido
de A e observado em B, deduzindo que quando a luz é refletida num espelho, o dngulo
de incidéncia € igual ao dngulo de reflexao formados por AD e DB com a perpendicular

arem D, conforme Figura 5.
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Problema 3 (PROFMAT - MA13 - UNIDADE - 5). Dado um quadrildtero convezo
ABCD, prove que o ponto P do plano para o qual a soma PA+ PB + PC + PD ¢

minima € o ponto de concurso das diagonais de ABCD.

Solucao:

Observe a Figura 6, e veja que:

Figura 6:

No triangulo APC, pela Proposi¢ao 1.3 temos que PA + PC > AC.

Observe que para ter a soma PA + PC minima é necessario que PA + PC = AC,
isto é, P € AC.
No triangulo PBD, pela Proposicao 1.3 temos que PB + PD > BD.

Observe que para ter a soma PB + PD minima é necessario que PB + PD = BD,
isto ¢, P € BD.
Mas, se P € AC e P € BD entao P pertence a intersecao de AC com BD, ou seja,

P é o ponto de concurso das diagonais.
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2 Teorema Isoperimétrico Segundo Zenodoro

O problema isoperimétrico foi trabalhado por Zenodoro, pautando-se no estudo de
problemas envolvendo poligonos. O objetivo de Zenodoro era encontrar entre todos os
poligonos planos de n lados e de comprimento L (perimetro L), aquele que limitasse a
maior area. A solucao deste problema designa-se por n-gono mdzimo de comprimento
L, que aqui ser4 chamado de n-dgono mdximo de comprimento L.

Observagao: Neste trabalho serdao apresentadas apenas algumas idéias de Zenodoro,
e nao uma reproducao literal de sua obra. As provas apresentadas neste toOpico sao

baseadas em [12].

Definicao 2.1. Seja n > 3 um niumero natural e Ay, Ay, -+ A,_1, A, pontos distintos
do plano. Dizemos que A1Asg--- A, 1A, € um poligono convero se, para 1 <i <mn, a
reta A;A;+1 nao contém nenhum outro ponto A;, mas deiza todos eles em um mesmo

semiplano, dentre os que ela determina (aqui, Ag = A,, Ans1 = Ay e Ao = Ag) .

Lema 2.1. Um poligono de n lados € convexro se e so se a amplitude de cada um dos

seus dngulos internos € inferior a 180°.

Demonstragao: Suponha por absurdo que um poligono convexo de n lados tenha

um de seus angulos interno nao inferior a 180°, conforme mostra a Figura 7.

Figura 7:

Se o angulo tem amplitude igual a 180°, entao o poligono tera n — 1 lados, o que

contraria a hipotese. Se o angulo tem amplitude maior que 180°, entao o poligono nao



é convexo (conforme Definigao 2.1), o que contraria a hipotese. Portanto um poligono

convexo de n lados tém seus angulos internos menor que 180°. O

Lema 2.2. Um n-dgono mdzimo de comprimento L é convezxo.

Figura 8:

Demonstracgao:

Seja A1 Ay -+ A, n-dgono maximo de comprimento L. Suponha que o n-dgono seja
nao convexo, logo, existe pelo menos um de seus angulos, cuja amplitude seja superior a
180°, suponha que seja o interno A; A, A, (Figura 8). Considerando A}, o ponto obtido
por reflexao ortogonal do vértice Ay em relacao ao segmento A; Az, obtém-se o poligono
A A, -+ A, com maior area e de mesmo comprimento L. O que é um absurdo, pois

AjAs -+ A, € um n-dgono maximo de comprimento L. O
Lema 2.3. Um n-dgono mdzimo de comprimento L deve ter lados iguais.

Demonstracgao:

Seja A1 Ay - -+ A, um n-dgono maximo de comprimento L cujos lados nao sao todos
de mesmo comprimento. Considere-se A;As e A A3 dois lados adjacentes do n-dgono
com comprimentos diferentes, e [ a reta que passa em A, e é paralela a A;A3. Veja a

Figura 9:
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Figura 9:

Seja P o ponto que se obtém aplicando as idéias do Problema 1(Problema de

Heron), a reta [ e aos pontos A; e Az, entdo,

A1P + PA5 < AlAQ + A2A3 (3)

Como o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao conforme demonstrado
no Problema 2, entao os angulos «; e (1, formados respectivamente por A; P com
l e A3P com [ sao iguais. Como angulos alternos internos tém a mesma amplitude,
conclui-se que « = (. Logo, o triangulo A; PAjs é isosceles de base A; A;. Como os
pontos P e A, sao distintos, pode-se afirmar que os triangulos A1 PA3s e A1 As A3 tém

a mesma base e a mesma altura, logo tém a mesma &rea.

Construa um triangulo isosceles A; A, Az, tal que A1 A, + ALAs = A1 Ay + AsAs,

conforme Figura 9, com A, pertencente a mediatriz do segmento A; Az, por (3), tem-se:

AP+ PAs < AjAs+ Ay Az = A1 AL+ AL As, pois, A, pertence a semirreta oposta a
ﬁ. Assim, a altura do triangulo A; A}, A3 é maior do que a altura do tridngulo A; A A3
e, portanto, tém area maior. Conclui-se entdo que a area do poligono A;A,--- A, é
maior do que a area do poligono A Ay --- A, e ambos tém complimento L, o que é um

absurdo, pois, A1 Ay --- A, é um n-dgono méximo de comprimento L. O
Lema 2.4. Um n-dgono mdzximo de comprimento L deve ter angulos iguais.

Demonstracao: Considere um n-dgono maximo de comprimento L. Até entao

no6s sabemos que todos seus lados sao iguais (LLema 2.3) e temos em mente que ele deve
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ser convexo. Vamos supor que nem todos os seus angulos sejam iguais. Se os angulos
nao sao iguais, entao deve existir dois angulos adjacentes diferentes entre si, vamos
dizer a e . Afirmamos que isso implica na existéncia de dois angulos nao adjacentes
diferentes entre si. Considere os seguintes angulos a, 3,7,0,¢,- -+, (ndo menos que

cinco) no poligono. Temos dois casos a considerar:

e Se v # aoud # 3, entdao a afirmagao esta completa desde que ave v (ou f e 9)

sejam nao adjacentes.

e Se a =, B =0 (ja sabemos que a # f3), entdo a nossa sequéncia de angulos
fica, a, B,, B,¢,--- logo a prova estd completa desde que o primeiro e o quarto

angulos nao sejam adjacentes.

Veremos que a nossa suposicao justifica a conclusao: Existem dois triangulos DEF

e PQR com interiores disjuntos, conforme Figura 10.

Figura 10:

Veja que escolhemos os triangulos DEF e PQR formados por vértices sucessivos

de modo que E # Q. Tomando E < Q. Desde que |DE| = |EF| = |PQ| = |QR], a
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desigualdade dos angulos £ e F implica que [DF| < |PR|. A partir de E e Q tracamos
EG perpendiculares a DF e QT perpendicular a PR. A seguir nds estendemos o
segmento EG e aplicamos a extensao do triangulo ET'P’ congruente ao triangulo
QTP (T vai em diregao a 7", P a P' e @ a E). Agora aplicamos o Problema de
Heron a reta T<’—C>J e no pontos P’ e F. Seja S a solu¢do do Problema de Heron, no
caso, S é um ponto em <TTC? de modo que a soma das distancias de P’ a S ede S a I
seja minima. Pois P'ET" (igual metade de PQR) seja maior que o angulo FEG ( igual
a metade de DEF), o ponto S nao coincide com o ponto E ( os angulos P'ST' e FSG
sdo iguais). Agora tragamos na reta C<27 o segmento TU de forma que TU = T'S. Note
que nos triangulos DSF e PUR, a soma dos lados laterais desses triangulos é menor
que a soma dos lados laterais dos triangulos originais DEF e PQR.

Na verdade temos que: |DS| + |SF|+ |PU|+ |[UR| = 2(|SF| + |SP'|) < 2(|FE| +
|EP'|) = |DE| + |EF|+ |PQ| + |QR|. No caso nossos triangulos sao isosceles e S é a
solucdo do problema de Heron. Por outro lado, a area do triangulo P'ES é maior que
a area do triangulo ESF, desde que suas respectivas alturas sejam |P'T"| = 1|PR| e
|FG| = L|DF|, mas temos por hipotese que |[DF| < |PR|. Sendo assim, a soma das
areas dos triangulos DSF e PUR ¢ maior que soma das areas dos triangulos originais
DEF e PQR. De fato,

Sapsr+Sapur = SApEr — 25AEsF +Sapgr +25Ap ES > Saper + Sapgr. Pois,
pelo descrito acima, —2Sagsr + 2Sap Es > 0.

Isto significa que o poligono DSF --- PUR--- possui um perimetro menor e uma
area maior que o poligono original DEF' --- PQR---. Agora podemos tratar tanto o
triangulo DSF quanto o triangulo PUR como tratamos o triangulo A; PAs, quando
provamos o Lema 2.3, o que significa que podemos modifici-lo para obter um poligono
isoperimétrico com o poligono DEF - - - PQR, de modo que a &rea do novo poligono seja
maior que a area do poligono DSF'--- PUR, que por sua vez ji tem area maior que a
area do poligono DEF - - - PQR. Isso contradiz com a afirmacao de que DEF --- PQR
é um n-dgono maximo de comprimento L, completando assim a prova do Lema 2 e

também a teoria de Zenodoro. O
Teorema 2.1. Um n-dgono mdrimo de comprimento L € reqular.

Demonstragao: Decorre imediatamente dos lemas 2.3 e 2.4.0
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Observacao: O Lema da existéncia de um n-dgono com maior drea entre todos
08 N-4gonos com o mesmo perimetro ou seja um n-dgono mdximo de comprimento L.
Mostrou-se que se um n-dagono mdzimo existe ele deve ser reqular. Mas realmente existe
um n-dgono mdrimo? Se nao existir podemos afirmar que a solugdo de problema de
Dido se tornard cinzas. Afinal de contas nem toda funcao adquire um valor mdzimo.
Por ezemplo, a funcao f(x) = —(14+22)! nao tem mdzimo para x € R. Os autores da
antiguidade nao estavam preocupados em provar a existéncia de suas solucoes. Somente
por volta de 100 anos atrds que os matemdticos comegaram a questionar e analisar
seus trabalhos desenvolvendo métodos que demonstrem a existéncia de um determinado
teorema. A sequir serd citada sem prova uma afirmacdo a qual era inquestiondvel por

Zenodoro.
Lema 2.5. FEriste n-dgono mdzimo de comprimento L.

O proximo Lema, o qual nao se dara a prova, é consequéncia imediata das definicoes
de comprimento e area de um conjunto de pontos. O Lema 2.6 e o Teorema 2.2 sao

encontrados em [2] e [3].

Lema 2.6. Para toda curva simples fechada retificivel de comprimento L’ que delimita
uma drea A’ e para € > 0, existe um n-dgono de comprimento L e drea A tal que

|L-L|<ece|A-A|<e.

Teorema 2.2. A drea delimitada por uma curva simples fechada retificdavel com com-
primento L nao excede a drea delimitada por uma circunferéncia com o mesmo com-

primento L.

Demonstracao: Considere uma curva simples fechada retificidvel de comprimento
L' que delimita uma area A’. Pela desigualdade L? — 47A > 0 e pelo Lema 2.6,
conclui-se que para € > 0 existe um poligono de comprimento L e area A tal que
A" < ArA+dme < L2 +4me < (L' 4+ ¢)? 4+ 4me = L? + (2L + 47 + ¢), ou seja,
L? +e(2L + 47 +¢) > 4nA’. Como € é arbitrario tem-se L' > 4w A’. Logo, toda curva
fechada satisfaz a desigualdade Isoperimétrica e a igualdade ocorre no caso de ser uma

circunferéncia.O
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2.1 Aplicacoes

Esse problema teve origem na Grécia Antiga, cerca do século IX a. C., mas ficou
conhecido numa versao narrada em Eneida de Publio Virgilio Maronis (70 a.C. - 19
a.C.). O Problema de Dido surge baseado em uma lenda. Neste trabalho, a lenda
pouco importa, mas, antes de enunciar o problema, far-se-4 uma sintese da lenda.

Diz a lenda ', sequndo a Mitologia Romana, que a Princesa Dido (Elisa) era filha
do Rei Mutto (Belus) de Tiro (cidade fenicia) e mulher de Siqueu (Acerbas).

Depois que seuw marido foi morto pelo Principe Pigmaleao (irmao de Dido), ela
refugiou-se na costa do Mediterraneo, no Norte da Africa. Ld chegando, dirigiu-se
a Jarbas (Rei dos Gétulos) e barganhou certa quantia com a qual ela poderia comprar
terras que poderiam ser envolvidas com um pedacgo de couro de boi. Como Jarbas aceitou
essa oferta, a esperta Dido cortou o couro em vdrias tiras, ligou-as pelas extremidades
e procedeu a envolver a drea de terra desejada tendo o comprimento dessas fitas como
perimetro. Escolhendo terra ao longo do mar, ela nao precisou usar fitas ao longo da
costa maritima. Ao estender o couro em forma de semicirculo, obteve a mdrima drea
de terra possivel.

Desse modo, Dido estabeleceu o Estado de Cartago (hoje Tunisia), em 850 a.C.,
a futura rival de Roma. Conta ainda a lenda que, como Cartago prosperou bastante,
Jarbas pediu-a em casamento. Para fugir a esse assédio, a entao Rainha Dido preparou
uma pira funeral e suicidou-se na frente de seu povo.

Esse incidente levanta a grande questao: Qual a curva que engloba a maior extensao
de terra a ser cercado com o couro de um boi? Para responder esta questao, deve-se

colocéa-la de maneira matematicamente correta.

Problema 4. (Problema de Dido ou Problema Isoperimétrico Classico) Den-
tre todas as curvas planas fechadas (retificaveis) de um dado comprimento L, encontre

aquela que engloba a maior drea.

Solucao: Considere um n-dgono regular qualquer de comprimento L, delimitando

uma drea A. E facil ver que L = 2nRsin(Z) e A = LL, onde R e r sdo os raios das

Thttp://www.seara.ufc.br /folclore /folclore250.htm
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circunferéncias circunscrita e inscrita respectivamente no n-dgono.

Figura 11:

Veja na Figura 11 acima, que o n-dgono pode ser dividido em n triangulos isosceles

de lados R, R e [, altura r e angulo central %’r Sendo assim, no triangulo da esquerda

tem-se,
sm(z) = é _ L :l—ZRsin(E) (4)
n’ R 2R B n’
Mas,
L
L:l+l+--~+l:nl:>l:E (5)
~—_——

n Vezes

Substituindo (5) em (4), chega-se a £ = 2nRsin(Z) = L = 2nRsin(Z).

Ja o triangulo da direita tem base [ e altura r, logo a area do triangulo sera, Ay = %l,

mas como visto acima L = [+ [+ --- 4+ = nl. Sendo assim, a area do n-dgono ser&
—_———

n vezes

A:nAT:n%lzgnl:%.
Tem-se também no triangulo da esquerda que cos(T) = £ = r = Rcos(7).

Portanto, pode-se fazer relacoes usando a area e o comprimento de um n-dgono regular,

da seguinte forma: A = % = r = %, mas, 7 = Rcos(T), igualando chega-se a
R= chig)' Agora substituindo o valor de R na equacdo L = 2nRsin(7), tem-se,
L= 2nLCj;}£)sm(§) — L? = 4ntan(Z)A = L* — 4ntan(Z)A = 0.

Pelo Teorema 2.1, o n-dgono maximo de comprimento L é regular, e chegamos que
L? — 4ntan(7)A = 0. Tomando-se um n-dgono arbitrario de comprimento L e de area

A, entao,
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- 4ntan(%)A >0 (6)

Por outro lado, é facil ver que tan@ > 6 se 0 < § < 7. Para isto, observe na Figura
12 a seguir que a area do setor OAB (Ag) ¢ menor que a area do triangulo OAC
(AroaB), Ou seja,
0  tanb

AS<AAOAB:> 5 <

= 0 < tand

o

\j

Figura 12:

As desigualdades tan 6 > 6, valida se 0 < 6 < % e (6), implicam que L*> —4wA > 0,
para um n-dgono arbitrario e n > 3, ou seja,

L? —4ntan(2)A > 0 = L? > 4ntan(Z)A = L* > 4nfA = L* > 41A =
L? —47A >0

Pelo Teorema 2.2 a igualdade L? — 47 A = 0, onde L e A sdo o seu comprimento e

a sua area respectivamente ocorre apenas quando tem-se uma circunferéncia.

Problema 5. Supondo que o litoral ocednico seja em linha reta, e que a Rainha Dido
aproveitaria este lado (sem necessidade de cercar), comegando a cercar em um ponto na
margem do oceano e terminando em outro ponto também na margem do oceano. Dentre
todas as curvas planas fechadas (retificiveis) com comprimento L, encontre aquela que

engloba a maior drea, nas condi¢oes do erercicio.
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Solugao: Ja provamos anteriormente que entre todas as curvas planas fechadas
a que delimita a maior area é aquela delimitada por um circulo. Para resolver este
problema, vamos imaginar uma circunferéncia de comprimento 2L, sendo a margem
do oceano um diametro do circulo. Logo, a solucao do exercicio é a semicircunferéncia

de comprimento L, que estd sendo mostrado na Figura 13.

Semicirculo de comprimento L

o

\ Oceano

Figura 13:

Problema 6. Um fazendeiro ?quer fazer um cercado para fechar suas ovelhas. Ele
possui tela para fazer 80m de cerca. FEle deseja aproveitar a margem de um rio (ndao
necessitando fazer cerca), como ele deve fazer a cerca para cobrir a maior drea possivel,

sabendo que ele so dispoe de 4 postes onde serd fizada a tela?

Solugao:

Tem-se pelo Teorama 2.1, que o poligono de maior area com comprimento fixo,
é regular. Além disso, quanto maior o ntimero de lados maior serd a area. Como o
fazendeiro tem apenas 4 postes, dois devem ser fincados na margem do rio e os outros
dois afastados do rio. Logo, sua cerca tera trés lados, e o cercado teré o formato de um
quadrilatero. Para saber qual a maior area, basta usar a estratégia do exercicio anterior
( Problema 5), tomando-se poligonos regulares, nos quais a metade do perimetro mega

80m. Sendo possivel entao duas opcoes, conforme mostra a Figura 14.

2 Adaptado do problema mencionado no video http://m3.ime.unicamp.br /recursos/1126
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40m F

C
20m A = 800m2 20m
D E

\ Rio )/

1 1
1 1
1 1
1 . 1 \
| Rio |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

Figura 14:

Portanto, para que o fazendeiro consiga cercar a maior area possivel, ele deve fazer
o cercado no formato de um trapézio com base maior sendo a margem do rio, e os

outros trés lados medindo 83—0m.

Problema 7. Prove que dentre todos os tridingulos de perimetro L, o de drea mdzima

€ o equildtero.

Solucao:

E imediato pelo Teorema 2.1.

Problema 8. Prove que dentre todos os quadrildteros de perimetro L, o de drea md-

xima € o quadrado.

Figura 15:

Solucgao: Pelo Lema 2.3 é imediato que o quadrilatero maximo é o losango. Mas,

o losango de maior altura é o quadrado conforme Figura 15. Veja que o quadrado
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A, AL AL A, tém area superior a qualquer outro losango. Portanto, o quadrilatero ma-

ximo é o quadrado.
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3 Meédias e Desigualdade das Médias

3.1 Meédias

Neste trabalho tem-se interesse no estudo da desigualdade das médias. Porém,
primeiro sera explicitado quais sao as médias mais comuns e como se define cada uma
delas. Em [8| pagina 138 consta: Uma idéia bastante importante é a idéia de média.
Uma média de uma lista de nimeros € um valor que pode substituir todos os alementos
da lista sem alterar uma certa caracteristica da lista.

Observacao: Neste trabalho, no estudo de Médias, ji fica estabelecido que os
elementos (nimeros) envolvidos sdo positivos.

Se a caracterfstica a ser mantida for a soma dos elementos, chamar-se-4 de Média
Aritmética. A média aritmética dos nimeros xq, X2, x3, -+ , T, ¢ 0 valor A que safisfaz
as igualdades:

n vezes

ou seja,

1’1+I2+l’3+"'+l’n
n

A:

Se a caracteristica a ser mantida for o produto dos elementos, chamar-se-4 de Média
Geométrica. A média geométrica dos nimeros x1,xs, T3, -+ , &, é 0 valor G que safisfaz

as igualdades:

T Ty T3y =G -GGG =G"
—
n vezes

ou seja,

G: \n/:L'l':UQ'{ES"'xn

Se a caracterfstica a ser mantida for a soma dos inversos dos elementos, chamar-se-4
de Média Harmonica. A média harmoénica dos nimeros xi,xs, 23, - , T, ¢ o valor H

que safisfaz as igualdades:



Tl s

ou seja,

H =
L+L+%+...+A
z1 z2 | w3

Tn
A Média Harmonica é entao o inverso da Média Aritmética do inverso dos elementos
(nameros listados).
Uma média que nao se pode esquecer ¢ a Média Quadratica. A média quadrd-
dica @) é igual a raiz quadrada da média aritmética dos quadrados dos nimeros

X1,T2,T3,"* ,Tp, OU S€J4a,

Q_\Q/x%+x§+x§+~-+xg
n

3.2 A Desigualdade das Médias

A desigualdade das médias afirma que a Média Aritmética de n nimeros, sejam
eles, x1, 2o, x3, -+ , 1, € maior que ou igual & sua Média Geométrica e a igualdade s6
OCOITE S€ Ty = Tg = T3 = -+ = Tp.

Sera demonstrado que G < A. Segundo [12], existem muitas demonstracoes dife-
rentes para tal desigualdade, mas uma das mais interessante e completa foi formulada
pelo matematico francés A. L. Cauchy. Apresentaremos duas demonstragoes retiradas
de [6] e [8], sendo a primeira um esbo¢o do que foi feito por Cauchy.

Demonstracao 1: Primeiro serd provado para n = 2. Sendo os niimeros x; e xo,

tem-se:

_ — 2 .
A-G=uim _ /i, = Tt 22”““ — e 2\/@ > 0 e a igualdade ocorre

somente quando x; = x5. O que prova a desigualdade para n = 2.
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Para prové-la para n = 4, utilizando o resultado anterior para os nimeros “7%2 e

T3+T4

5, tem-se:

2 = 2 2

ou seja,

ZL’1+I2+ZL’3+I‘4> T+ Xo T3+ X4
4 - 2 2

onde a igualdade s6 ocorre quando

T1+ Ty T3+ T
2 2

Aplicando duas vezes a desigualdade para o caso n = 2, primeiramente para x; e

X9, e depois para x3 e x4, obtem-se:

5 5 > A/ T1T2\/T3T4 = /T 1T2T3%4

Demonstrando assim que A > G para n = 4, e a igualdade ocorre s6 quando x; = x5

\/$1+$2$3+$4

e xy = xy e B2 = 230 6 que equivale a dizer que z; = o = x3 = 24
Repetindo esse argumento, prova-se para 8,16,32,--- ntmeros. Prova-se a desi-

gualdade para n = 2*, usando inducao.
Sera provado para n = 3. Sejam x1, T2 e 3 ¢ A a média aritmética entre eles e G

a sua meédia geométrica. E verdade que:

ZL’1+$2+£L’3+A_3A—|—A_
4 4

Aplicando a desigualdade das médias no caso n = 4 aos nimeros xy, To, T3 € A,

A

obtem-se,

A
A:$1+ZU21-$3+ 24/—I1[E21’3A

Logo, A* > 2120134 = A3 > 2109703 => A > YT 12203 = G, e a igualdade so6 se

verifica quando ;1 = x9 = x3 = A, ou seja, quando z; = x5 = 3.
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Para provar a desigualdade para n = 5, sendo eles x1, xo, x3, T4 € x5, aplicar-se-ia
a desigualdade aos 8 nimeros 1, oo, 3, T4, x5, A, Ae A, onde A é a média aritmética
dos numeros x1, o, T3, T4 € Ts.

Usando raciocinio analogo pode-se mostrar que a desigualdade é verdadeira para
n = K, entao ela é verdadeira também para todon < k. O

Demonstragao 2:

Sejam os n numeros ry, s, T3, - ,T,. Dentre eles existe um que ¢ o menor de
todos, suponhamos que seja xq, e existe um que ¢ o maior de todos, suponhamos que

seja r,. A demonstracdo consiste em substituir esses dois ntmeros escolhidos z; e

T1Tn

G

x, pelos numeros G e , mantendo inalterados os n — 2 nimeros restantes. Como

G.25* = r11y, 2 média geométrica desta nova lista de nimeros continua igual a G.

Mas, como z1 = /27 < Yxy - 292, = G < /2" = x,, tem-se

1+, — (G + B2) = g1+, — G- = g —Ta G2l = (3 - G) (1 — &) >

0,

logo, ¥y + z, > G + #5*. Portanto, ao fazer a substitui¢ao de z; por G e x,, por
£ a nova média aritmética ¢ menor ou igual a anterior. S6 é igual quando z; = G
ou x, = G, de modo que todos os nimeros dados sao iguais. Prosseguindo com o

mesmo raciocinio, suponhamos agora que x5 e x,_; sejam respectivamente o menor e

L2Tn—1

&> novamente nao alteramos

o maior dos novos nimeros. Substituindo-os por G e
a média geométrica, mas a média aritmética mais uma vez fica menor ou igual. Depois
desta segunda etapa, pelo menos dois niimeros tornaram-se iguais a G. Depois de no
maximo n etapas, obtemos n nimeros iguais a G. Sua média geométrica ¢ G e sua
média aritmética também é G. Mas, como a média geométrica nao alterou depois de
nenhuma das etapas conclui-se que G < A. S6 se tem G = A quando, em todas as

etapas do processo, a média aritmética mantiver inalterada, mas isso ocorre apenas

quando todos os x; forem iguais. O
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3.3 Desigualdade das Médias Generalizada

Dados n ntimeros 1, x9, T3, - , T, € chamando de A a Média Aritmética, de G a
Média Geométrica, de H a Média Harmonica e de Q a Média Quadrética, mostra-se
que: H < G < A < @Q. Além disso duas quaiquer dessas médias sao iguais apenas
quando r1 =29 =23 = -+ = T,,.

Na subsecao anterior ficou provado que G < A. A partir desta desigualdade prova-se
que H < G.

Demonstracgao:

Sejam os numeros xi, %y, T3, ,T,. Vamos aplicar a desigualdade das médias
geométrica e aritmética para o inverso desses n nimeros.

E verdade que:

mas, veja que

logo,

1 1

Passar-se-a4 agora a demonstracao da desigualdade A < (). Antes, verifique-se a
veracidade de:

0<(a—0b)?= 2ab<a®+ b (7)
Consedere 1,79, T3, -+ , T, NUMeros quaisquer, veja que

(21 + x9)? = 2% + 23 + 21119

(21+22+13)? = 23+ 221 (va+x3) + (224 23)? = 3+ 23+ 224 22109+ 20123 + 21973
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<$1 + X9 +LL’3+JI4)2 = I%+JI%—|—.T§+$Z+22L’11}2+22L’1I3+2x1$4+2$2$3+21‘21’4+2$31’4

(14 +x,)? = 234 F22 2020+ - 2210+ 20023+ -+ 200T,+ - +2T, 1Ty

Usando este mesmo raciocinio tem-se

n 2

(x1+a:2+x3+---+xn>2 T3 22 22wy + 22005 - A 20 1T,
n

Aplicando o raciocinio usado em (7), tem-se
20109 + -+ + 201y + 200T3 + - -+ 200Xy + -+ 2T 1T, < (2222 4+ (2 +
wn) (@3 + @) + - (g )

Sendo assim, vale a seguinte desigualdade:

2
T+ 22 t+x3+-+ 2, < 224422 (224 2d)+ -+ (22422 (23 +22) + o+ (22 +22)
n - n?
o pit-tap) i+ tag
- n? n
Portanto,
I R EE N N SRR Ty A+t T, x4 a2
<= n = <= A<Q.
n n n n

O
Sendo assim, fica demonstrado que H < G < A < Q.

3.4 Aplicacoes

Ha diversos problemas envolvendo méximos e minimos que podem ser resolvidos

usado a desigualdade das médias. Veja alguns:

Problema 9. Encontre o produto mdximo de dois nimeros cuja soma € constante.
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Solugao:

Se a soma é constante, entao temos uma caracteristica da média aritmética. Sendo
A a média aritmética e G a média geométrica, pela desigualdade das médias sabe-se
que G < A, e a igualdade s6 ocorre se todos os x; forem iguais. Sejam a e b os dois
numeros, entao, pela desigualdade das médias aritmética e geométrica, o produto sera

maximo quando a = b.

Problema 10. Encontre a drea mdrima de um triangulo retdngulo, sendo que a soma

de seus lados menores € um numero constante L.

Solugao:

Se a soma é constante e igual a L, entao temos uma caracteristica da média arit-
mética. Sabe-se que a &rea do tridngulo retangulo é igual ao semi-produto dos dois
lados menores (catetos). Sejam a e b os dois lados menores, entdo, Ar = %b = 2Ar =
ab => v/2Ar = V/ab que ¢ a média geométrica de a e b. Sabe-se também que =2 = L ¢
a sua média aritmética. Pela desigualdade das médias aritmeética e geométrica vVab < é
a igualdade ocorre se, e somente se, a = b, ou seja, quando o tridngulo retangulo for
isosceles.

ab __ (a+b)? _ L2

Portanto, a drea maxima serd: Ar = 5 = =~ = .

b
Problema 11. Encontre o valor minimo de ax + —, se x >0 e a,b > 0.
x

Solugao:
A média geométrica de ax e g é constante e igual a 4/ax - % = Vab. Pela desigual-

dade das médias tem-se:

b
% > ,/ax% =+vab=— ax + % > 2+/ab. Portanto, o valor minimo da soma sera
b
2v/ ab, que ocorre quando x = 4/ —.
a

Problema 12 (PROFMAT - ENQ - 2012/1). Dado um nimero a > 0, quanto medem

0s lados do retangulo de perimetro minimo cuja drea € a¥?

Solugao:
Sejam x e y as dimensoes de um retangulo de area a > 0. Entao, zy = a, ou

seja, a média geométrica de x e y, é dada por \/ry = /a. Pela desigualdade das
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médias, /ry < xTer, e a igualdade ocorre se , e somente se, x = y. Sabe-se que,
1y = a = 1> = a => z = \/a = y. Sendo o perimetro igual a 2p, temos:

2p = 2z + 2y = 2z + 22 = 4x = 44/a, que é o perimetro minimo.

Problema 13 (PROFMAT - MA12 - AV2 - 2011). Uma caiza retangular sem tampa
tem arestas medindo x, y, e z (veja figura, onde as linhas tracejadas indicam segmentos

de arestas obstruidos por alguma face).

1. Exprima a drea e o volume da caiza em funcao de x, y e 2.

2. Use a desigualdade das médias para mostrar que, se o volume da caiza € igual a

32, entao sua drea € maior ou igual a 48.

3. Determine as medidas das arestas da caiza de drea minima com volume igual a

32.

Figura 16: Caixa Retangular

Solugao:

Observacao: Para simplificar, vamos chamar a area da caixa de A., e o volume
da caixa de V.

1) As faces da caixa sdo retangulares. Logo, teremos:

A=y + 222+ 2yz e Vo, = xyz = 32.

2) A area da caixa é o triplo da média aritmética dos valores zy, 2xz e 2yz. Pela de-
sigualdade das médias, a média aritmética é maior do que ou igual & média geométrica,

isto é,
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2 2 f
Ty + 22z + 2yz > {’/xy.ZxZ.QyZZ €/4x2y222

3
Sendo zyz = 32, tém-se que /412y22? = Ydayz.ayz = v/4.32.32 = V64.64 =
4.4 = 16.
entao,
2 2
Tyt Q;)Z_l_ v > 16 = xy + 2z2 + 2yz > 48
Portanto,

Ace = 2y + 222 + 2y2 > 48.
3) A igualdade entre as médias aritmética e geométrica ocorre se, e somente se, 0s

termos sao iguais. Neste caso deve-se ter zy = 222z = 2yz. Como o volume é positivo,

deve-se ter x > 0, y > 0 e z > 0. Entao,

202 =2z = yY==x
ry=2yz = 2=7%

como, Ve, =xyz =32 = x.2.5 =32 =1 =4

Portanto se x = 4, tem-se,

z=35 = z=2

Sao os valores de x, y e z que tornam a area da caixa minima, quando o volume é

32.
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4 Funcoes Quadraticas

Definicao 4.1. Uma funcao f : R — R chama-se quadrdtica quando existem nimeros

reais a, b, ¢, com a # 0, tais que f(x) = az® + bx + ¢ para todo x € R.

A funcao quadratica pode vir escrita na sua forma canonica.
f(x):aﬁ—i_bx_'—cza(xg—i_%—i_ﬁ):a(x2+%+%_%+§):a[(x2+%+
2 2 L
)~ G = Dl =alle + £ - ()

O termo b? — 4ac recebe o nome de discriminante do trinémio do segundo grau, e

é representado por A, logo, pode-se escrever:

b A
f@) =al(z + 32)* — 5]
Observe que o termo (x + %)2 > 0 para todo x real, jA o termo —% é constante.
A

— 47 ¢ minima quando tem-se (x +

Além dessas consideragdes, a diferenca (v + 2 )?

b

L2)?2 = 0= 2 = 32. Neste ponto, se a > 0, f(z) também assume seu valor minimo.

A

Portanto, o menor valor assumido pela funcdo f(z) = az? + br +c é f(—L) = —2.

Neste caso, f(z) ndo assume valor méaximo, pois a fungio ¢ ilimitada superiormente.
De forma totalmente analoga, quando a < 0, a fun¢ao f(z) = ax? + bx + ¢ assume
b

valor méximo em x = —g- e nao tem valor minimo, pois neste caso f(x) ¢ ilimitada

inferiormente.

4.1 Aplicacoes

Muitos problemas envolvendo maximos e minimos se resolvem fazendo uso da funcao
quadratica. Essa funcao é bastante familiar aos alunos da Educacao Basica. Logo, é
importante mencioné-la neste trabalho. A seguir serdo resolvidos alguns problemas

usando tal funcao.

Problema 14. Mostre que entre todos os retingulos de perimetro C, o de drea mdzima

€ o quadrado.



Figura 17: Retangulo de lados x e y

Solucao: O perimetro do retangulo é 2x + 2y = C' e a area é dada por xy.

Mas, 2x+2y:C:>y:C;2x

AR =Yy — AR = $(—C;2x> - AR = —2? + %

, substituindo esse valor na area,

Agora tem-se a area em funcao de x, visto que C' é fixo, que atingira o valor maximo,

no vértice, entao,

_ =b _C
ZCU—%:>$U—Z

Substituindo o valor de x, acha-se y,

<
4

Portanto, a area sera maxima quando x = y = %, ou seja, quando for um quadrado.

Problema 15. Encontre as dimensoes de um retingulo PQRS inscrito num circulo de

rato r que nos dao a maior drea possivel

Figura 18: Retangulo Inscrito

Solucao: Analisando a Figura 18, vé-se que, a area do retangulo é dada por Agr =
2z - 2y = 4zy. Tomando o triangulo de lados x, y e r, e usando o teorema de pitagoras

tem-se:

=24y =y =r2—2a?
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Agora, substituindo o valor de y encontrado na equacao da area, tem-se a area em
funcao da variavel x, visto que r é fixo. Sendo assim,

A = davr? — 22 = A% = 162%(r® — 2?)

Fazendo a substituicdo z = 22 tem-se

A% = 162(r* — z) = A% = —162% + 16r%2, o que ainda pode ser escrito f(z) =
—1622 + 16722.

Neste caso temos uma fungao quadratica onde a = —16 < 0. Portanto a funcao

r2

assume o valor maximo em z, = ;—i’ = 2, =5

Substituindo z, na igualdade z = 2? tem-se

) r2 _ .2 _r
=t =S =r=r="17
Agora, sabe-se que y = V1?2 — 22 e x = \/Li’ substituindo o valor de z encontra-se:

v= "= (=%
Portanto, a area do retangulo PQ RS sera méxima quando x = y, ou seja, quando

tiver um quadrado.

Problema 16 (IFG - 2013). O wvalor mdzimo de 11n — n?, em que n é um nimero
mnteiro, é:

)29 b)30 ¢)31 d)32 €)40

Solugao: Seja a fungao f : R — R definida por f(z) = —2? + 11z. Como
a = —1 <0, a funcao tem ponto de maximo, que é: x, = 2(%1}) = %, substituindo na
funcdo tem-se, f() = —(4)? + 11() = -1 + 12 = 121 — 30, 25. Logo, os valores

inteiros de x que tornam f(x) maximo sdo r1 =5e xzo =6 ¢ f(5) = f(6) = 30.
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5 Uso do Calculo Diferencial

O estudo do Calculo Diferencial é bastante amplo. Porém, seré apresentado neste
trabalho apenas o que vai ser usado na resolucao dos problemas de méximos ¢ minimos.
H& muitos livros de Calculo que apresentam a Teoria que serd utilizada neste trabalho,

como por exemplo [11].

Defini¢ao 5.1. Uma func¢ao f: D — R tem mdzimo absoluto em ¢ se f(x) < f(c)

para todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor de f(c) é chamado valor mdzimo
de fem D.

Defini¢ao 5.2. Uma funcao f: D — R tem minimo absoluto em ¢ se f(x) > f(c)

para todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor de f(c) é chamado valor minimo

de fem D.

Definigao 5.3. Uma func¢ao tem mdzimo local (ou mdzimo relativo) em um ponto ¢ de
seu dominio, se existe intervalo aberto I, tal que c € I e f(x) < f(c) para todo x € I.

Neste caso, dizemos que f(c) é valor mdzimo local de f.

Definicao 5.4. Uma fun¢ao tem minimo local (ou minimo relativo) em um ponto ¢ de
seu dominio, se existe intervalo aberto I, tal que c € I e f(x) > f(c) para todo x € 1.

Neste caso, dizemos que f(c) é valor minimo local de f.

Teorema 5.1. Seja f : I — R uma funcao f continua definida em um intervalo

aberto 1. Se f tem mdzimo ou minimo local em x = ¢, c € I e f é derivavel em c, entao
f'(e) =0.

Demonstracgao:

Suponha que f tenha um maximo local em x = ¢. A prova do caso em que f tem
minimo local em ¢ é totalmente analoga.

Como f é derivavel em ¢, entao

i F@ 1O @)= 0 @ = fle)
T—c~ r—cC x—ct r—C T—e r—cC

Como f(c) é méximo local, ha um intervalo (a,b) no dominio de f tal que ¢ € (a,b)

e f(x) < f(c). Portanto, f(x)— f(c) <0, para todo x € (a,b). Sex < centdo x—c < 0

e, portanto 2= > ( para z € (a,b), logo

r—cC



lim @) = /(©) >0 (8)

r—c™ xr —C

Por outro lado, > c entao x — ¢ > 0 e, portanto, L:f(c) < 0 para x € (a,b), logo

r—cC

)~ 1
z—ct r—cC

Comparando as desigualdades (8) e (9), e levando em conta que sdo os mesmos

<0 (9)

numeros, resulta que
lim flw) = I = f'(¢)=0. O
Tr—cC Tr — C
Definicao 5.5. Um ponto ¢ no dominio de uma funcao f é chamado ponto critico se
ocorre um dos dois sequintes casos:
(a) f nao é derivivel em x = c.

(b) f € derivivel em © = c e f'(c) = 0.
Proposigao 5.1. Seja f : [a,b] — R continua e derivdvel em (a,b) entdo:

i) f € ndo decrescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) > 0 para todo x € (a,b).

Além disso, se f'(x) > 0 para todo x € (a,b) entdo f é crescente em [a,b]

i) f € nao crescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) <0 para todo x € (a,b). Além
disso, se f'(x) < 0 para todo x € (a,b) entdo f € decrescente em [a, b
Proposigao 5.2 (Teste da Derivada Primeira). Seja a fungao f : [a,b] — R continua

e derivdvel em (a,b) e seja ¢ um ponto critico de f.

i) Se [’ passa de positiva para negativa em c entao [ tem wm mdzimo local em c.

ii) Se f' passa de negativa para positiva em c entdo [ tem um minimo local em c.

Demonstracao: Comegemos demonstrando o item (i), se f’ passa de passa de
positiva para negativa em ¢ entdo existem xg, 1 € (a,b), rg < ¢ < x, tais que
f'(x) >0sex € (xg,c)e fl(x) <0sex e ().

Pela Proposicao 5.1 f é crescente em [xg, ¢] e decrescente em [c, 1], segue que f(c)
¢ valor maximo de f no intervalo [z, z1] que contém c.

Analogamente, se f’ passa de negativa para positiva em ¢, entao existe um intervalo
[0, x1] contendo ¢ tal que f é decrescente em [z, c| e crescente em [c, x1]. Portanto,

f(c) é valor minimo no intervalo [z¢, ;] demonstramos assim o item (iz). O
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5.1 Aplicacoes

E muito comum usar o Calculo Diferencial para resolver diversos tipos de problemas,
em diversas areas do conhecimento. Dentre as aplicagoes do Calculo inclui resolver
problemas de otimizacao, que nada mais é que transformar os problemas em funcoes e
encontrar seus pontos de maximos ou minimos.

Observacao: Os problemas que serao apresentados e resolvidos nesta secao foram

quase todos retirados dos textos do Curso de Calculo PROFMAT 2012.

Problema 17. Considere uma chapa de vidro no formato de um tridngulo retdngulo
de base a e altura b. Retira-se de cada cateto do tridngulo uma faiza de larqura H.
Em sequida, com estas pecas faz-se um aqudrio colado numa parede de vidro, de modo
que uma face do aqudrio serd a parede. Encontre a largura H que mazximiza o volume

do aqudrio.

Solucao: Veja na Figura 19 uma representacao da situacao:

_______________________________________

__________

Figura 19:

Depois de retirar as duas faixas laterais de altura H, sobra um triangulo retangulo
de catetos x,, — H e y, — H, este vai ser o fundo do aquario. O volume do aquario seré

obtido multiplicando a area da base (fundo) pela altura (que mede H), logo tem-se:



A equacao da reta r que passa por Ae B, éy = —§x+b. Como os pontos P e () estao
o alb— H
em r, podemos substituir as coordenadas desses pontos e encontrar: x, = % e
bH
Yp = —— + b, substituindo z,, e y, na expressao do volume, obtém-se,
a

V(H) = (a@—ﬂ) : (b—%—h) -g:QJB[ab—H(aA—b)]Q-H

Observe que a funcao V(H) tem dominio I = [0, a“—fb] poisab—H(a+b) > 0= 0<

H < aa—& Tem-se também que V(H) é polinomial, continua e derivavel em (0, aa—&),

assim V' (H) terd maximo nos extremos de I ou nos pontos criticos, que sdo os pontos

que anulam V'(H). Derivando V (H), tem-se,
VI(H) = 2 (lab— (a+ b)HI2H] = ——[ab— (a + b)H] - [~3H(a + b) + ab)

ab 2ab
Quando V'(H) = 0 tem-se H = aa—fb ou H = 3(5—_1’%), mas veja que:
V(0)=0=V () eV (525) = % (ab— 5550+ b))2 s = 9?2“?; >0
Logo, o valor de H que maximiza o volume é H = 3(5-?1;)'

2

Problema 18. Encontre o ponto do grifico de y = x* mais prézimo de (0, 2)

Solugao: Veja representacio grafica da situagao (Figura 20):

Figura 20:
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Seja P = (z,y) o ponto procurado, a distancia do ponto (0,2) ao ponto P é dada
pord=/(x —0)2+ (y — 2)? = \/y2 — 4y + 4 + 22. Mas, sabe-se também que y = 22

Substituindo o valor de 22 na equacio da distancia obtém-se a distancia em funcao de

y.
d(y) = Vy* = 3y + 4.

Veja que y? — 3y +4 = (y — %)2 + ;Z > 0, assim, o dominio de d(y) sao todos os
y € R. Derivando a funcao d(y), tem-se:

2y —3

2\/y? —3y+4

O ponto critico de d(y) é d'(y) = 0. Logo para que d'(y) = 0, deve-se ter 2y — 3 =

d'(y) =

_ 3
A funcgao d(y) tem apenas um ponto critico.

Usando o Teste da Derivada Primeira (i) no ponto critico y = 2, tem-se que o

N

ponto é de minimo local. Mas,

o d'(y) <0paray <

N

e d'(y) >0 para y >

N

Logo, y = % ¢ ponto de minimo global. Como y = % — = :l:\/g.

Portanto, os pontos do gréfico de y = 2% que se encontram mais proximos de (0, 2)
sio: P = (/4,8 e Q= (/3.9

Problema 19. O material para a base de uma caiza retangular com tampa aberta

e base quadrada custa R$0,30 por cm?

, enquanto que o material para as faces custa
R$0,20 por em?. Encontre as dimensoes para a caiza de maior volume que pode ser

feita com R$100, 00.
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Figura 21: Caixa Aberta

Solucao: A area lateral da caixa mede A; = 4xh e a area da base mede Ap = 22.
Neste problema, o custo total é obtido multiplicando a medida da area (em cm?)
pelo custo do em?. Logo, o custo total de fabricacdo da caixa sera dado por, Cp =

4xh.0,2422.0, 3. Como o custo total sera de R$100, 00, tem-se 100 = 0, 8zh+0, 322 =

__ 1000—3z2
h = -

O volume ¢ dado por V = 22h, substituindo o valor de h, encontra-se o volume em
funcao de z, isto é,

V(z) = 2?(1000=82) — 10002=30% "o g € (0, +00).

Derivando a func¢ao V(x), tem-se:

0x?
V' =125 — —
(z) .

O ponto critico de V(z) é V'(z) = 0. Entao, 125 — 2= =0 =z = 10f , onde x
¢ a madida da base da caixa.
Logo pelo Teste da Derivada Primeira (i) tem-se que x = 10f é ponto de maximo

local. Mas,
o V’(:zc)>Opara0<ac<%E

o V'(x )<Oparax>10\ﬁ

Logo, x = 10*ﬁ é ponto de maximo global.

Substituindo o valor de z, encontra-se h = 5—V210, que sao os valores que tornam

10\/ﬁ) . 1000%@,3(@)3 B
= - _

o volume da caixa maximo. O volume méximo serd V(

878, 41em?
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Problema 20. Um fazendeiro quer cercar uma drea de 100 alqueires em um campo re-
tangular e entao dividi-lo ao meio com uma cerca paralela a um dos lados do retangulo.

Como ele deve fazer isso de modo a minimizar o custo da cerca?

Figura 22: Area Retangular

Solucao:
O custo da cerca depede do seu comprimento, logo, quanto menos cerca mais barato.
De acordo com a figura acima, tem-se C' = 2z + 3y, onde C' é o comprimento da cerca.

Como um alqueire em Goias sao 48400m?, a area a ser cercada mede 4840000m?2. Sendo

assim tem-se: 4840000
A=2y = 4840000 = oy — y = ——

Substituindo o valor de y, encontra-se o comprimento da cerca em funcao de z, isto
¢, C: (0,400) — R, dada por C(z) = 2z + 3(#120) = 27 4 L5200 " yeja o esbogo
do grafico desta fungao ( Figura 23):

30000

20000

10000

T T T
J00 -10000 0 10000 20000

-1000Q0

-20000

Figura 23:
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Derivando a funcao C(x), tem-se: C'(x) =2 —

O ponto critico de C(x) no intervalo dado ¢ C’(z) = 0. Entéo, 2 — 12290 = () —

14520000
z2 '

xr &~ 2694,43, onde x ¢ medida de um dos lados da fazenda.

Analisando o comportamento de C’(x) antes e depois de z = 2694, 43, tem-se C’(z)
passa de negativa para positiva em x = 2694, 43, isto é, pelo Teste da Derivada Primeira
(71), o ponto = = 2694, 43 é ponto de minimo local. Mas, C'(x) < 0 para x < 2694, 43
e C'(x) > 0 para > 2694, 43, logo x = 2694,43 & um ponto de minimo global.

Substituindo o valor de x, encontra-se y = 1796, 21, que sao os valores que tornam

o comprimento da cerca minimo, e consequentemente o custo minimo. O comprimento

minimo serd: C(2694,43) = 2(2694,43) + 453000 ~ 10777, 75 metros.

3.0 material do

Problema 21. Uma lata cilindrica deve ter a capacidade de 50mem
topo e base da lata custa R$25,00 por m?, enquanto que o material com o qual a parte
lateral serd feita custa R$20,00 por m?. Encontre o raio da base e a altura da lata que

minimiza o custo da lata.

[ r—9 21mR

Figura 24: Lata, Area Lateral e Area do Fundo

Solucao: O volume da lata é dado por Vi, = mR?H. Como o volume j4 foi dado e
vale 507, pode-se substituir V7, logo,
50

507T:7TR2H:>H:ﬁ

A lata é confeccionada com dois tipos de materiais e com precos diferentes entre
eles. A area lateral é retangular e mede A, = 2rRH, e a area da base ¢ igual a do

topo e mede cada uma A = TR2.
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O preco do material da 4rea lateral ¢ R$20,00 o m?, que equivale a 1 centavo por

2. Ja o preco do material da base e topo custa R$25,00 o m?, que equivale a 1

acm
centavo por 4cm?.

O custo ¢ dado pelo produto entre a medida da area e o preco por area, sendo
assim, tem-se:

Cp=2nRH($) =0,47RH e Cp = mR*(7) = 0,257 R?, logo o custo total sera,

C=0;,+205 = C=0,4tRH +2-0,257R?> = 0,4rRH + 0, 57 R?, substituindo
o valor de H, tem-se o custo em funcdo de R, C(R) = 0,47R(3) + 0,5mR?* = 2 +
0,57R?, com 0 < R < +o0.

Derivando a func¢ao C'(R), tem-se:

, —207
C'(R) =~

+ 7R

O ponto critico de C(R) ¢ C'(R) = 0, ou seja,

20 20
WR—R—;T:O:>7TR:?;T:>R:\3/%

Usando o Teste da Derivada Primeira (ii) no ponto R = /20 conclui-se, que este
¢ um ponto de minimo local. Mas, C'(R) < 0 para 0 < R < v/20 e C'(R) > 0 para
R > /20, logo o ponto R = v/20 & ponto de minimo global.

Como R = v20 e H = %, substituindo o valor de R, obtém-se H = ¢ %.
Portanto, R = v/20 e H = {’/@ sao os valores que tornam o custo da lata minimo. O

custo minimo é: C'(+/20) = %10 +0,57(v/20)? ~ R$ 0, 3472.
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Conclusao

O processo de ensino aprendizagem ¢ um grande desafio para o professor, mas com
certeza ¢é possivel desenvolver um bom trabalho, desde que tenha dedicacao, esforco e
persisténcia para desafiar o meio educacional predominante. Nota-se que a experiéncia
¢ um fator de grande importancia para relacionar a teoria com a pratica, pois é através
dela que pode-se aperfeicoar cada vez mais o trabalho a ser realizado.

Através deste trabalho foi possivel colocar de forma simples e clara varias compo-
nentes usadas para resolver problemas envolvendo méximos e minimos, que certamente
serao utilizadas por alunos secundaristas. No decorrer do trabalho, foi necesséario re-
correr a varias bibliografias, o que proporcionou a organizacao e desenvolvimento dos
topicos de forma segura e confiante.

Foram resolvidos proplemas antigos sobre méximos e minimos, como o Problema
Classico Isoperimétrico (Problema de Dido), e para isto foi necessario pesquisar e re-
correr as Teorias de Zenodoro. A Desigualdade Triangular foi necessaria para resolver
o Problema de Heron, e tais componentes sao tuteis para resolver diversos tipos de
problemas. Por ser bastante interessante, foi definido Médias e provado suas desigual-
dades, pois se trata de um topico pouco explorado no Ensino Médio e, no entanto a
desigualdade das médias aritmética e geométrica é bastante tutil para resolver diversos
tipos de problemas de valores extremos. Por ser um assunto bem conhecido na Edu-
cagao Basica, foi explorado a Funcao Quandratica e, por fim, algumas ferramentas do
Calculo Deiferencial para funcoes de uma variavel que sao também tteis na resolucao
de problemas de otimizacao e, apesar de pouco explorado no Ensino Médio, tais ferra-
mentas foram apresentadas de forma simples, sendo possivel alunos do Ensino Médio
compreendé-las, bastando apenas um pouco de esforco e dedicacao.

J& na parte de aplicagoes, foram selecionados alguns problemas praticos, sendo a
maioria retirados do material elaborado para o PROFMAT, e até exercicios de ves-
tibular. Neste momento foi possivel tranformar um problemas pratico em modelos
matematicos, organizar estratégias de resolugao, utilizar técnicas e as teorias apre-

sentadas e, por fim, chegar de forma simples aos resultados. Esta foi a parte mais
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interessante do trabalho, pois mostra como relacionar e utilizar as teorias em proble-
mas contextualizados, sendo tal correlacao necessaria para levar aos alunos uma boa
aprendizagem.

Observa-se, por fim, que a proposta deste trabalho foi inovadora, pois proporcionou
a fazer algo bem diferente do que é feito nas escolas e do que é apresentado em livros
didaticos da Educagao Basica. O Trabalho Final de Curso foi uma das partes mais
importantes de todo o curso, pois foi o momento em que pode ser organizado algo
diferente para ser levado a pratica e contribuir, de alguma forma, para melhorar a

Educacao Basica do nosso Pais, que é o objetivo principal do PROFMAT.

52



Referéncias

[1] AVILA, Geraldo. CALCULO das Func¢oes de uma varidvel, Volume I, 7% Edicao
[reimpresao| Rio de Janeiro: LTC, 2008.

[2] BLASCHKE, W. Griechische und anschauliche Geometrie, miinchen, 1953.
[3] BLASCHKE, W. Kreis und Kugel, Leipzig, 1916, Berlim, 1956.

[4] DOLCE, Osvaldo; POMPEQO, José Nicolau. Geomatria Plana, Fundamentos de
Matemaética Elementar, 8% Edicao, Sao Paulo: Atual, 2005.

[5] TEZZI, Gelson; MURAKAMI, Carlos. Conjuntos e Fungoes, Fundamentos de Ma-
tematica Elementar, 8% Edicao, Sao Paulo: Atual, 2004.

[6] LIMA, Elon Lages. Meu Professor de Matemdtica e outras historias, Cole¢ao do
Professor de Matematica, Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matemaética,

1998.

[7] MORGADO, Augusto César; et alit. A Matemdtica do Ensino Médio, Volume 1,
6* Edicao, Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matemaética, 2006.

[8] MORGADO, Augusto César; et alii. A Matemdtica do Ensino Médio, Volume 2,
6* Edicao, Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2006.

[9] NETO, Antonio C. Muniz. Tépicos de Matemdtica Elementar - Geometria Fucli-

diana Plana, Volume 2, Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matemaética.

[10] OLIVEIRA, Krerley I. M.; FERNANDEZ, Adan J. C.. Inicia¢io & Matemdtica:
Um Curso Com Problemas e Solucoes, Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de

Matematica.

[11] STEWART, James. Cdlculo, Vol. I, 5* Edi¢ao, Sao Paulo: Thomson Learning,
2006.

[12] TIKHOMIROV, V. M.. Stories about Mazima and Minima, Vol. I, American
Mathematical Society, 1986.

53



