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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar o Principio Bijetivo como método de contagem e usé-lo
para demonstrar a formula da Cayley sobre a quantidade de arvores rotuladas com um dado
conjunto de veértices. Esse € um método interessante de contagem que consiste em observar
que a existéncia de uma bijecdo entre dois conjuntos finitos implica que tais conjuntos
possuem a mesma quantidade de elementos. Para entende-lo melhor, faremos um breve
revisao sobre fungdes e, sem seguida, apresentamos vérias aplicacGes. E para entender a
formula de Cayley precisamos apresentar alguns conceitos introdutorios sobre Teoria dos
Grafos. A prova dessa formula é feita usando o chamado Cddigo de Prifer, que também sera

apresentado aqui.

Palavras-chave: Teorema de Cayley. Arvores. Grafos. Principio bijetivo.



ABSTRACT

The goal of this thesis if to present the Bijective Principle as a method for counting and use it
to prove Cayley’s formula about the number of labeled trees on a given set of vertices. This
method is an interesting counting technic that relies on the fact that whenever there is a
bijection between two finite sets, they must have the same number of elements. To understand
this in details, we will first briefly review the concept of function and we shall present various
applications. And to understand Cayley’s formula we will need to present some introductory
concepts from Graph Theory. The proof that Cayley’s formula hold uses the so called Prifer’s

Code, that we will also present here.

Keywords: Cayley's theorem. Trees. Graphs. Bijective principle.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho visa apresentar uma prova do teorema de Cayley sobre a quantidade de
arvores geradoras de um grafo rotulado, assim como a resolucdo de outros problemas que
envolvem o método do principio bijeitvo. Para isso, revisamos 0s conceitos de fungdo, com
foco em definir o conceito de bijecdo para depois, introduzirmos o principio bijetivo. Ao
longo do estudo, abordaremos cada um destes temas em capitulos diferentes, para enfim,
introduzirmos o chamado Cdédigo de Priifer e utiliza-lo para provar o teorema de Cayley.

No segundo capitulo serdo introduzimos conceitos essenciais relacionados a funcdes,

com énfase na apresentacdo do conceito de bijecéo.

No terceiro capitulo escreveremos sobre o Principio Bijetivo como método de
contagem. Este método é apresentado por meio de aplicacBes, e também é utilizado na

resolucdo de situacGes problema.

No quarto capitulo introduziremos as principais definicdes e propriedades sobre
grafos, para que possamos entender o enunciado do Teorema de Cayley. Grafos sdo estruturas
combinatdrias que possuem inimeras aplicagdes, por exemplo, na ciéncia da computacdo e no
estudo de redes complexas, inclusive redes sociais. O objetivo aqui é apresentar apenas 0s
conceitos basicos, como a definicdo de arvore geradora e grafo rotulado, haja vista que esse

conhecimento é essencial para o estudo aqui apresentado.

No quinto capitulo, faremos uma apresentacdo do Cédigo de Prifer, que é usado para
codificar a estrutura de uma arvore com n vértices em uma sequéncia de n-2 naturais de 1 até
n. Mostramos como codificar e decodificar tais arvores para, enfim, utiliza-lo juntamente com
todos 0s conhecimentos obtidos nos capitulos anteriores para provar a formula de Cayley.

Apresentamos também algumas variacdes e generalizacdes do Teorema de Cayley.



10

2 FUNCAO BIJETIVA

Neste capitulo, admitiremos que o leitor possui conhecimento prévio de teoria dos

conjuntos e suas operagdes elementares. Introduziremos a linguagem de funcéo.

Uma fungdo f é uma lei que para cada elemento x em um conjunto A chamado
dominio, faz corresponder exatamente um elemento, chamado de imagem de x por f e
denotado por f(x), em(pertencente) um conjunto B, chamado contradominio. A formalizagéo

matematica para a definicdo de funcéo é dada da seguinte maneira.

Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, uma fungéo f: A — B (Ié-se f de Aem B) é

uma lei que associa a cada elemento x € A, um Unico elemento y = f(x) € B.

Também podemos pensar em um fungdo como o conjunto de pares ordenados (x, y)
pertencentes a A X B, tais que y € o elemento associado a x. Em simbolos, em toda funcdo, as

duas condicdes abaixo devem ser satisfeitas:

@Oy)efey)ef = y1=yz;
(ii)Vx€eA; 3y €B: (x,y) €f.

Uma func¢do f é denominada injetiva quando, para todos x; € A e x, € A, temos que
se f(x1) = f(xy) entdo x; = x,. Isso € equivalente a dizer que se x; # x, entdo f(x;) #
f(x2).

Uma funcdo f é denominada de sobrejetiva quando, para qualquer y € B existe pelo
menos um x € A tal que f(x) = y.

Quando uma funcdo f é sobrejetiva e injetiva a0 mesmo tempo a chamamos de
funcdo bijetiva e também dizemos que ha uma relagdo biunivoca entre o dominio e o
contradominio da funcao.

Em outras palavras, todo elemento pertencente ao dominio de uma funcéo bijetiva
esta relacionado a um Unico elemento de seu contradominio e vice-versa.

Um exemplo de funcdo bijetiva ¢ a funcdo f:A — A, que tem como sua lei de
formacdo f(x) = x, onde A é um conjunto ndo vazio qualquer. Nesta funcdo, a imagem de
cada elemento é o proprio elemento. Ela € chamada de fungéo identidade.

Como exemplo de func¢do ndo bijetiva temos a fungdo f: R — R, onde R é conjunto
dos nGmeros reais e f(x) = x? para todo x em R. Em particular temos f(—1) = (—1)? =
1 e f(1) = 1% = 1. Ou seja, existem dois valores, tais que suas imagens sdo iguais, logo a

funcdo ndo é injetiva e, portanto, ndo é bijetiva. Note que usamos f(—1) e f(1) como
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exemplo particular e isso é suficiente para justificar o fato da funcéo nédo ser injetiva. Porem,
neste caso, existe uma infinidade de valores que evidenciam o fato da funcéo nao ser injetiva

(e portanto, ndo ser bijetiva).

Vejamos a funcdo f:N — Z onde f(x)=x. Observe que esta funcdo ndo é
sobrejetiva, haja vista que ndo ha valor em N associado a valor negativo em Z. E, portanto, ela
ndo é sobrejetiva. Apesar de sua lei de formacdo ser igual a da funcdo identidade, aqui o

contradominio nédo é igual ao dominio.

Vamos mostrar, em seguida, que se f:A — B é bijetiva entdo existe g:B - A
bijetiva.

De fato, como f é bijetiva, em particular f é sobrejetiva. Logo, dado qualquer
elemento b de B, existe algum a de A tal que f(a) = b. Como f e também injetiva, a é
Unico; isto é, a é o Unico elemento de A com a propriedade de que f(a) = b. Ou seja, ndo
existe ambiguidade. Esse elemento a ser4 chamado g(b), ou seja, definimos g(b) = a. Essa
regra associa cada elemento de B a um Unico elemento de A, em outras palavras, define uma

funcdo g: B — A. Esta funcio é chamada inversa de f e é comumente denotada por f 1.

Sempre que uma funcdo for bijetiva, existe uma fungdo que faz exatamente o
contrario da funcdo original, levando os elementos do conjunto B aos elementos do conjunto
A, e a esta funcdo damos o nome de funcdo inversa. Podemos dizer que se uma fungdo f é
bijetiva, se somente se, é invertivel.

Para aprofundar-se um pouco nos estudos de funcdes, recomendamos a leitura do

capitulo inicial do livro Curso de andlise vol. 1, do brasileiro Elon Lages Lima (1919 —
2017).
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3 PRINCIPIO BIJETIVO

Neste trabalho, o conceito de bijecdo serd aplicado na contagem de elementos de um
conjunto. A contagem teve seu inicio, praticamente quando surgiu a humanidade, pois desde
entdo, se fez necessario uma contagem, embora primitiva, de algumas coisas. O exemplo das
pedrinhas para contar carneiros, foi uma maneira encontrada de contar fazendo comparacoes.
Havia ali uma bijecdo entre o conjunto das pedrinhas e o conjunto dos carneiros. Eis 0
principio bijetivo. Isso porque, usamos como postulado que a existéncia de uma funcédo
bijetiva entre dois conjuntos finitos implica que esses dois conjuntos possuem a mesma
guantidade de elementos. Em geral, a existéncia da bijecdo entre dois conjuntos quaisquer

implica que eles possuem a mesma cardinalidade. Vejamos a seguinte situagéo.

Em uma sala de aula, hd um determinado nimero de assentos. Um grupo de
estudantes entra na sala e o instrutor pede para todos sentarem. Depois de uma rapida olhada
ao redor da sala, o instrutor declara que ha uma bijecdo entre o conjunto de alunos e o
conjunto de assentos, onde cada aluno estd emparelhado com o assento onde esta sentado. O

que o instrutor observou para chegar a essa concluséo foi o seguinte:
1. Cada aluno esta em algum assento (ndo havia ninguém em pé);
2. Nenhum aluno esta em mais de um assento;
3. Cada assento tem alguém sentado nele (ndo havia assentos vazios); e
4. Nenhum assento tem mais de um aluno.

O instrutor concluiu que a quantidade de assentos € igual a quantidade de alunos,

sem ter que contar nenhum dos conjuntos.

Se houver uma bijecao entre dois conjuntos finitos entdo eles tém o mesmo numero

de elementos.

Muitos conjuntos, para os quais parece ser dificil contar a quantidade de seus
elementos diretamente, podem ser facilmente analisados e terem seus elementos contados,
mapeando-os de forma bijetiva para outro conjunto que pode ter seus elementos contados de
forma mais simples. Esta € uma ideia muito usada e sugere que: “se parece dificil contar o
namero de elementos de um conjunto, tente encontrar uma representacdo dele que seja mais
simples”.

Uma bijecdo também pode ser referida como uma mudanca de variavel, pois uma

mudanca de varidvel é uma técnica basica usada para simplificar problemas nos quais as
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varidveis originais sdo substituidas por outras varidveis. A intencdo é que, quando expresso
em novas variaveis, o problema possa se tornar mais simples, ou equivalente a um problema
ja estudado anteriormente ou melhor compreendido.

Como um segundo exemplo, podemos imaginar que, em uma situacdo, temos um
determinado ndmero de chaves e também de cadeados. Se cada chave abre exatamente um
cadeado do grupo e cada cadeado é aberto por exatamente uma dessas chaves, entdo ha uma
bijecdo, pois a cada chave esta associada a um e apenas um cadeado e vice-versa. Logo, pelo

principio bijeitvo, o nimero de cadeados é igual ao nimero de chaves.

Usando uma linguagem técnica, podemos enunciar o principio bijetivo da maneira
descrita a seguir. Para um conjunto qualquer A, usaremos a notacdo |A| para representar o

numero cardinal que expressa o tamanho do conjunto A.

Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Temos que |A| = |B| se, e somente se, existe
f:A — B, tal que f é bijetiva.

Lembramos também que um conjunto A € dito finito se A é vazio (conjunto que nao
possui elementos) ou existe uma funcéo f:1,, — A que é bijetiva onde I,, é o conjunto dos

nameros naturais de 1 até n, para algum natural n. Neste caso, teremos |A| = |I,,| = n.
Vejamos alguns exemplos de aplicacdo do principio bijetivo para contagem.

Exemplo 1:

Quantas sequéncias de 5 algarismos podem ser feitas com os digitos 1, 8, 9 em que
o digito 1 aparece exatamente trés vezes e 0s demais aparecem uma vez?

Para solucionar este problema, vamos estabelecer uma funcdo que associe a cada
sequéncia que satisfaz o0 enunciado a uma outra sequéncia de (apenas) dois digitos distintos do
conjunto {1, 2, 3, 4, 5}, onde o primeiro digito indica a posicdo do 8 na sequéncia original e 0
segundo digito indica a posigdo do 9.

Vejamos a sequéncia (1,8,1,1,9). Veja que o numero 8 ocupa a posicao 2, e 0
numero 9 ocupa a posi¢cdo 5. Portanto a sequéncia (1,8,1,1,9) esta associada a sequéncia
(2,5). Assim definimos uma fungdo f:A — B onde A é o conjunto formado por todas
sequéncias que satisfazem o enunciadoe B = {(a,b) : a # b, a,b € {1,2,...,5}}.

Para concluirmos que existe uma bijecdo entre A e B, basta mostrarmos que a fungéo

f:A — B ¢ invertivel. Para isso basta perceber que, a0 mesmo tempo em que cada sequéncia


https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/Variable_(mathematics)&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700186,15700190,15700201,15700208&usg=ALkJrhiOXOKi5zI1lgNVLpK4MXQyi8GU8g
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de 5 digitos estd associada a uma Unica sequéncia de 2 digitos, cada sequéncia de 2 digitos
estd associada a uma Unica sequéncia de 5 digitos. Pois sabendo as posic¢des dos digitos 8 e 9,
os demais digitos da sequencia original sdo iguais a 1. Assim, uma sequéncia do enunciado
ndo pode gerar duas ou mais sequéncias de 2 digitos diferentes, assim como uma sequéncia de
2 digitos ndo pode gerar duas ou mais sequéncias diferentes de 5 digitos que satisfazem o

enunciado. Portanto, a funcdo € invertivel, sendo assim, bijetiva.

Como a quantidade de elementos do conjunto B é facil de ser contada, tendo ele
exatamente 5 -4 = 20 elementos, pelo principio bijetivo, o conjunto A possui a mesma

quantidade de elementos do conjunto B, totalizando 20 elementos.

Logo concluimos que existem 20 sequéncias que satisfazem o enunciado. O

Observacdo: uma maneira alternativa que resolver o problema acima é usando a
formula de permutacfes com elementos repetidos. A vantagem da solucdo acima é que nédo
requer este conhecimento, mas ela ndo funciona a todos os problemas de permuta¢do com

elementos repetidos.

Outro exemplo de aplicacdo direta do principio bijetivo € mostrado a seguir.
Exemplo 2:

Em um torneio de futebol, 1500 equipes competem entre si. Os organizadores
informam as equipes que cada jogo deve ter um vencedor (ou seja, ndo ha empates) e que a
equipe que perde um jogo é imediatamente excluida do torneio. Quantos jogos serdo jogados

até o campedo ser conhecido?

Queremos concluir que o nimero de jogos neste campeonato nao depende da ordem
ou da maneira em que acontecem os confrontos. Vamos considerar dois conjuntos. Um
conjunto A, cujos elementos séo todos os jogos em uma determinada edicdo do campeonato
(até o campedo ser conhecido) e um conjunto B, que contém todos os perdedores até fim do
ultimo jogo. Veja que a escolha do conjunto B ndo foi arbitraria, pois queremos mostrar que o

numero de elementos nos conjuntos A e B séo iguais. Vejamos um exemplo com 4 times.

Se temos quatro times, X, Y, Z, W entéo teremos 3 times que perderdo em algum dos
jogos pois apenas um time é campedo. Digamos que X foi 0 campedo ap0s a seguinte
sequéncia de jogos. O time X ganha no jogo X contra Y. O time Z ganha no jogo Z contra W.
O time X ganha no jogo X contra Z. Neste caso, aconteceram exatamente 3 jogos, logo A =
(X, Y}, {Z,W},{X,Z}} e ha 3 times que perderam em algum jogo, logo B ={Y,Z,W}. E

temos uma funcdo bijetiva f: A — B, que indica o perdedor de cada jogo.
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Agora, argumentamos que temos uma bijecdo entre A e B em qualquer campeonato.
Dessa forma, o nimero de jogos sera igual ao nimero de times perdedores. De fato, considere
a funcdo f: A — B que associa cada jogo ao perdedor daquele jogo. Temos que cada jogo
apresenta um Uunico perdedor, e jogos distintos apresentam perdedores distintos pois o
perdedor de um jogo néo participa de nenhum outro jogo do campeonato. Do mesmo modo, a
cada perdedor estd associado um unico jogo (aquele em que o perdedor foi eliminado do
campeonato), ou seja, um time ndo pode ser perdedor em dois jogos diferentes. Portanto,

f é bijetiva.

Como temos 1500 times, e apenas 1 serd o vencedores, teremos 1499 perdedores.
Essa é quantidade de elementos do conjunto B. Como f € bijetiva, pelo principio bijetivo, o
conjunto A também possui 1499 elementos. Logo, chegamos ao fim do problema, e

concluimos que serdo realizados 1499 jogos até o campedo ser conhecido. O

A seguir vejamos um problema da Olimpiada Brasileira de Matematica, como mais

um exemplo de utilizag&o do Principio bijetivo.
Exemplo 3:

Quantos nimeros inteiros positivos entre 10 e 1000 possuem seus digitos em ordem

estritamente crescente? (Por exemplo, 47 e 126 sdo nimeros desse tipo; 52 e 566 ndo).
Solucéo:

Como ndo precisamos nos preocupar com o nimero 1000, pois ele ndo satisfaz as
condi¢des do problema, vamos considerar 2 grupos, nimeros de 10 a 99 e numeros de 100 a
999. Repare que os algarismos deverdo ser distintos, e que ao escolher dois algarismos
distintos existe somente um numero com digitos em ordem crescente que pode ser formado

por algarismos distintos.

Vamos contar primeiro os numero de 10 a 99 que satisfazem o enunciado. Para isso,
observe que existe uma bijecdo entre dois conjuntos: o conjunto formado pelos nimeros em
questdo e o conjunto formado pelos conjuntos de dois algarismos distintos. A bijecdo é a
funcdo que associa cada nimero ao seu conjunto de algarismos e o fato disso ser uma bijecéo
é consequéncia imediata da discussdo do paragrafo anterior. Assim concluimos que existem
tantos nameros de 10 a 99 satisfazendo o enunciado quanto as formas de escolher dois

algarismos distintos.
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Analogamente, existem tantos numeros de 100 a 1000 satisfazendo o enunciado
quanto as formas de escolher 3 algarismos distintos. Portanto, pelo principio bijetivo, a

resposta é
(2) + (2) =36 + 84 = 120. .

Exemplo 4:

Seja P(n) o numero de maneiras de expressar n como uma soma de inteiros
positivos, e P(n,m) o nimero de maneiras de expressar n como a soma de exatamente m
inteiros positivos. Prove que P(n) = P(2n,n). Observacdo: aqui a ordem em que as

parcelas aparecem na soma deve ser ignorada.
Solucéo:

Vamos definir P'(n,m) como o nimero de maneiras de expressar n COmo uma soma
de exatamente m nimeros que podem ser inteiros positivos ou zeros. Assim P'(2,2) = 2, ja

quel + 1 =2e0+ 2 =2 sdo as duas Gnicas maneiras possiveis.

Vamos provar primeiro que P(n) = P’(n,n). Primeiro veja que se escrevermos n =
a; +a,+ -+ ay; k <n, entdo € sd acrescentar n — k zeros que ele se tornara uma das
maneiras que sdo contadas em P’(n,n). Assim existe uma funcdo que tem como dominio o
conjunto que contem todas as maneiras de expressar n como uma soma de inteiros positivos,
e contradominio o conjunto que contém todas as maneiras de expressar n como uma soma de

exatamente n nimeros que podem ser inteiros positivos ou zeros.

Observe que essa lei é invertivel, pois nas P’'(n,n) maneiras de expressar n como
uma soma de exatamente n ndmeros que podem ser inteiros positivos ou zeros € so retirar
todos os zeros da soma para obter um correspondente entre as P(n) maneiras, e portanto tal
lei é bijetiva. Pelo principio bijetivo, os dois conjuntos tem a mesma quantidade de elementos,

P(n) = P'(n,n), como gqueriamos.

Assim basta mostrar P'(n,n) = P(2n,n). Observe que P(2n,n) é a quantidade de
maneiras de expressar 2n como a soma de (exatamente) n inteiros positivos, ou seja, que Sao
maiores ou iguais a 1. Considere uma de tais maneiras e subtraia 1 de cada um dos n nUmeros.
Obtemos, entdo, n nmeros maiores ou iguais a zero cuja soma € igual a n. E este processo

também é invertivel. Em outras palavras P(2n,n) = P'(n,n). O
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Observe que na situacdo acima, foi usado bijecdo duas vezes, ndo para contar
diretamente, mas para garantir que P’'(n,n) = P(n) e, depois, que P(2n,n) = P'(n,n).

Contudo, ndo obtemos um formula direta para nenhum desses valores.

Continuamos com mais um exemplo.
Exemplo 5:

Uma rua possui um estacionamento em fila com N vagas demarcadas junto ao
meio-fio de um dos lados. Os N automoveis sdo numerados de acordo com sua ordem de
chegada ao estacionamento, sendo que o primeiro carro é denominado de carro 1, o segundo
de carro 2 e assim por diante, até o carro N. Os carros devem ser acomodados,
sucessivamente, pela ordem em que chegam no estacionamento. Cada carro deve justapor-se
a um carro ja estacionado, ou seja, uma vez estacionado o carro 1 em qualquer uma das
vagas, 0s seguintes vdo se colocando imediatamente a frente do carro mais avancado ou
atras do carro mais recuado. Quantas configuracgdes finais distintas podem ser obtidas desta

maneira, apos terem sido estacionados todos os carros?
Solucéo:

Veja que quando estacionamos o carro 1, restringimos quantos carros estacionardo a
frente e quantos atras dele. Da mesma forma, se sabemos quantos carros pararam a frente do
carro 1, sabemos também em qual vaga o carro 1 estacionou. Contudo, ignorando a posicao
do carro 1, vamos argumentar que a configuracdo dos carros é determinada de forma Unica
apos identificarmos, para cada carro diferente do carro 1 se ele estacionou a frente ou atras do

carro 1.

Mais precisamente, chamaremos de configuracdo uma sequéncia de n algarismos
distintos representando 0s numeros dos carros na ordem em que aparecem na rua
(satisfazendo o problema). Digamos que as vagas também sejam numeradas de 1 até n, do
inicio (frente) ao fim (tras) da rua, temos. Dai, por exemplo, se ha 3 carros estacionados de
forma que o carro 1 ocupe a vaga 2, 0 carro 2 ocupe a vaga 3 e 0 carro 3 ocupe a vaga 1,
entdo temos a configuracdo (3, 1, 2). Veja que, pelas restricbes do problema, nem toda

permutacdo dos numeros 1, 2,...,n é uma configuracgdo valida.

Observe um exemplo com 4 carros. Se ao final do processo a fila de carros estiver

com a configuragdo (2, 1, 3, 4), onde cada algarismo representa cada carro numerado, temos
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que o carro 1 parrou na segunda posicao da rua, em seguida o carro 2 parou a sua frente (na
primeira posicdo da fila), depois o carro 3 parou atras do carro 1 (na terceira posicdo) e, por
fim, o carro 4 parrou atras de 3 (na Ultima posicao da fila). Podemos, entdo, transformar essa

configuracdo na sequéncia (frente, atras, atras).

De modo geral, definiremos uma funcdo entre o conjunto das configuracbes e o
conjunto das sequéncias de palavras compostas pelas palavras “frente” e “atras”, com

n — 1 termos. Em seguida mostraremos que essa funcéo é uma bijecao.

Dada uma configuracdo, vamos comecar ignorando a posi¢cdo em que o carro 1
estacionou. E, depois, a escolha de cada carro com nimero de 2 até n determina cada palavra
da sequéncia, dependendo se ele est4 a frente ou atrds do carro 1, sendo a primeira palavra
associada & escolha do carro 2, a segunda palavra associada & escolha carro 3 e assim

sucessivamente até o n-ésimo carro.

Para provar que a funcdo definida acima é bijetiva, encontraremos sua inversa e para
isso, basta perceber que dada uma sequencia de n — 1 palavras “frente/atras”, ¢ possivel

encontrar uma Unica configuracdo dos carros que corresponde a tal sequéncia.

Para isso, basta observar que, existindo k palavras "frente”, entdo o carro de nimero
1 ocupa a (k+ 1)-ésima vaga. E depois de identificar a vaga ocupada pelo carro 1,

preenchemos em ordem as posi¢Oes dos outros carros.

Agora basta contar a quantidade das sequéncias acima, que claramente é igual a
2"~1 onde 2 corresponde as possibilidade, "atras" ou “frente”, para cada palavra e n — 1
corresponde ao numero de palavras na sequéncia. Concluimos assim a solucdo deste

problema. Pelo Principio Bijetivo, o nimero de configurages também é 2™~1, O

Alternativamente, podemos resolver este problema sem utilizar o Principio Bijetivo,

caso tenhamos estudado a nogao de “combinagdo” e o tridngulo de Pascal.

Consideramos para cada numero m de 1 até n, 0 caso em que O primeiro carro
estacionou na vaga de nimero m e iremos determinar o nimero de maneiras de estacionar 0s
m — 1 carros nas n — 1 vagas anteriores. Usando combinacgdo chegamos ao valor €%, pois

bais escolher quais carros irdo estacionar a frente do carro 1. Somando isso sobre os possiveis
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valores de m teremos um total de Y7, _, C™* configuracGes. Essa soma corresponde a soma

dos elementos da linha n — 1 do triangulo de Pascal, e é igual a 2"~1. O

Outro problema interessante é o seguinte. Embora bastante simples, se utiliza com

clareza do principio bijetivo.
Exemplo 6:
De quantas maneiras podemos ordenar n objetos?

Este problema poderia ter o seguinte enunciado: existem quantas permutacgdes de um

conjunto com n objetos?
Solucéo:

Imaginemos inicialmente dois conjuntos. Um conjunto P que contém todas as

permutacdes possiveis dos n objetos e 0 conjunto
A={1,2,..,n} x{1,2,..,.n—1}x{1,2,..,n—2} x .. x {1,2} x {1}.

Vamos concluir que existe uma bijecdo entre os conjuntos P e A e, portanto, pelo

principio bijeivo, eles possuem a mesma quantidade de elementos. E como A possuli
n-n—-1)-n—-2):..-1=nl,
elementos. Segue que P também possui n! elementos.

Perceba que cada elemento do conjunto A é formado n “coordenadas”. Considere
agora, um elemento de P, ou seja, uma enumeracdo dos objetos de 1 a n, € vamos associa-lo a
um elemento de A. A primeira coordenada do elemento de A é a posi¢do do objeto 1 na
enumeracdo. Feito isso, exclua o objeto 1 da lista, e observar a posi¢édo do objeto 2 entre os
que sobraram. Essa serd a segunda coordenada do elemento de A. Depois exclua o objeto 2 e
continue esse processo até restar apenas o objeto n na lista. Esta correspondéncia € bijetiva.

Assim, chegamos a solucdo deste problema. O

Outro problema bastante recorrente em trabalhos nesta area é o problema das

permutac0es circulares.
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O Conceito de Permutacdo Circular consiste em permutar elementos que estdo
organizados sobre um circulo. Esse tipo de permutacdo ¢ um pouco diferente, pois para
algumas disposicoes dos elementos, mesmo trocando todos eles de lugar, as posic¢des relativas

entre eles no circulo ndo se alteram.

Exemplo 7:

Quantas permutacdes circulares de n objetos existem?

Solucéo:

Baseado no problema anterior, agora basta mostrarmos que cada permutacéo circular
corresponde a exatamente n permutacdes, e para isso devemos escolher um elemento para
ocupar a primeira posicao da permutacao.

Agora, iremos determinar dois conjuntos. Um que possui todas as permutacGes
circulares que possui um elemento fixo na primeira posi¢do e outro que possui as sequéncias
possiveis geradores pelos valores que representam a posi¢do de cada objeto em relacdo ao
objeto fixo. Observe que ha uma bijecdo entre esses conjuntos, pois cada permutacédo circular
esta associada & uma Unica sequéncia de valores. E vice-versa. Assim, pelo principio bijetivo,
esses conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos.

Como a sequéncia é gerada a partir de n—1 elementos, pois ndo precisamos
permutar o elementos fixo, basta permutarmos os n — 1 elementos que restaram. Portanto,

p = (n — 1)! é a solucgdo deste problema. O

Mostraremos a seguir, uma prova de um resultado que envolve nimeros binomiais.

Por isso, daremos agora a definicdo de um numero binomial.

O namero binomial, de um namero natural n, na classe k, com k também natural,
consiste no numero de combinacdes de n termos, k a k. O numero binomial de um nimero n,

na classe k, pode ser escrito como:

n n!
(k) T k-(n—k)

A prova que iremos mostrar é sobre a simetria dos niUmeros binomiais.

Exemplo 8: Mostre que para todo natural » e todo k tal que 1 < k < n temos:


https://pt.wikipedia.org/wiki/Combina%C3%A7%C3%A3o_(matem%C3%A1tica)
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Prova:

De maneira geral, notamos que os dois valores contam o numero de subconjuntos de
tamanho k e n — k, respectivamente, de qualquer conjunto de elementos n.

Note que, em um processo de escolha de k objetos de um conjunto, ao escolhermos
k elementos de um conjunto com n elementos, deixariamos de escolher n - k elementos, de
modo que cada quantidade de elementos escolhidos esta associado a uma Unica quantidade de
elementos que n&o foi escolhida, notabilinando assim, uma bijegdo entre os dois conjuntos.
Assim, pelo pricipio bijeitvo, esse conjuntos possuem as mesmas quantidades de elementos, e

portanto provamos que

n n
(k) - (n — k)'
O
As aplicacbes do Principio Bijetivo citadas nos mostram que, por muitas vezes,

tomamos decisdes corretas em determinados problemas sem saber que, de maneira intuitiva,

estamos nos aproveitando deste principio.

No nosso contexto, o Principio Bijetivo serd ferramenta importante para entendermos

a prova do Teorema de Cayley usando Cddigo de Prufer.
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4 GRAFOS

Neste capitulo serdo introduzidos alguns conceitos basicos de Teoria de Grafos, com
uma introducdo histérica e posteriormente com a exposi¢do das principais definigdes que nos
serdo Uteis para a compreensdo da prova do Teorema de Cayley sobre arvores usando Cédigo

de Prifer.

4.1 Histéria dos grafos

Os grafos foram usados pela primeira vez como uma maneira matematica de modelar
e solucionar um problema curioso e divertido. Em uma cidade da antiga Prassia de nome
Kdnigsberg, situada na regido onde hoje se localiza a cidade de Kaliningrado, na Russia, ha

quatro ilhas. Havia interligando essas ilhas, sete pontes, como na imagem abaixo:

A

-1
=

Figura 1: Esboco do problema de Konigsberg

O problema consistia em saber se era possivel ou ndo atravessar cada uma das sete

pontes passando por cada ponte uma Unica vez.

Em 1735, o matemaético suico Leonhard Euler (1707-1783) solucionou o problema e
estabeleceu seu nome como pioneiro no estudo de teoria dos grafos. Na solucéo apresentada,
Euler percebeu inteligentemente que as particularidades e as caracteristicas geométricas das
ilhas eram irrelevantes, e assim, determinou que cada ilha, ficaria representada simplesmente
por um ponto (cuja posicdo no espaco também ¢é irrelevante). Estes pontos sdo chamados de

veértices.
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Figura 2: Leonhard Euler

Com essa percepcdo, Euler reduziu o problema a simplesmente seguir percursos
entre vértices, que representavam as ilhas, e passando pelas arestas, que representam as
pontes, exatamente uma vez. Veja a seguir, a representacdo grafica do problema da ponte de

Konigsberg:

Figura 3: Grafo do problema de Konigsberg

Embora simples, uma imagem estabelecida através de vértices e arestas, tornou-se
uma maneira atil de resolver problemas que, a principio, seriam potencialmente muito

complicados.

Com essa estratégia Euller resolveu um problema-geral: para qualquer que seja o grafo
decidir se existe uma trilha que saia de um vértice, passe por todas as arestas exatamente uma

vez e retorne ao Vvértice inicial, e encontrar tal trilha caso ela exista.



24

Um grafo composto por dois conjuntos: um conjunto constituido por vertices e outro
conjunto constituido de arestas; cada aresta esta associada a um par ndo orientado de vértices.

Os dois vértices representam as duas extremidades da aresta.

Ao analisar o problema da ponte de Konigsberg, Euler observou que para haver um
percurso que nos possibilitasse atravessar cada ponte uma Unica vez, todo vértice deveria ter
um ndmero par de arestas incidentes a ele, quantidade essa que posteriormente viria a ser
denominado grau de um vértice. Detectado isso, Euler olhou para a representacdo do
problema das pontes de Konigsberg em forma de grafo e notou que existem vértices de grau
impar (de fato, a situacdo € mais grave ainda pois, neste caso, todos 0s veértices possuem grau
impar). Assim, Euler concluiu o problema da ponte de Konigsberg, e determinou que nao

existe caminho que satisfazia as condigdes iniciais.

O termo grafo foi introduzido pelo matematico inglés James Joseph Sylvester em um

artigo publicado em 1878 na revista britanica Nature sobre diagramas moleculares.

Figura 4: James Joseph Sylvester

O matematico hingaro judeu Dénes Konig escreveu o primeiro livro texto no campo

de Teoria dos Grafos, em 1936.


https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700173,15700186,15700189,15700201&usg=ALkJrhggtZty0oZtGbv4alFGRE7n_xWSRA
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/Nature_(journal)&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700173,15700186,15700189,15700201&usg=ALkJrhjrnB67eqjtWunahoJUPt8k3l_vMw
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700173,15700186,15700189,15700201&usg=ALkJrhggtZty0oZtGbv4alFGRE7n_xWSRA
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/D%25C3%25A9nes_K%25C5%2591nig&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700173,15700186,15700189,15700201&usg=ALkJrhh2iDQ6jqIcr3YpSqDuiJsRrxxlHQ
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Figura 5: Dénes Konig

Porém, em 1969, o americano formado no Brooklyn College, Frank Harary, publicou

aquela que foi considerada a grande obra do assunto para a época, intitulada Teoria dos
Grafos, a obra permitiu que matematicos, quimicos, engenheiros eletricistas e cientistas
sociais se utilizassem de técnicas uteis as suas respectivas areas. Um aspecto interessante
sobre o livro é que Harary doou todos os royalties para financiar o Prémio P6lya. Este prémio
é mantido pela Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), e tem como primeiro

homenageado o matematico hiingaro George Pdlya. E atualmente concedido em anos pares.

o WM X

(L. 4

Figura 6: Frank Harary

De 1735 ao século XXI, varios avangos ocorreram no campo da teoria dos grafos, e

muitas ciéncias se desenvolveram com esse avanco.

Ao longo dos anos, os grafos se mostraram ser mais que uma ferramenta util a
resolucéo de problemas. As redes sociais, dentro de seus interesses veem nessa area, a grande
aliada no desenvolvimento de suas estruturas, facilitando na capitagéo de clientes, baseando-
se no interesse do individuo. Equipados com esse conhecimento, sabendo ndo apenas do que

VOCé gosta e do que ndo gosta, mas tambeém do que seus amigos gostam e do que nao gostam,


https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/D%25C3%25A9nes_K%25C5%2591nig&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700173,15700186,15700189,15700201&usg=ALkJrhh2iDQ6jqIcr3YpSqDuiJsRrxxlHQ
https://www.google.com/search?client=firefox-b-ab&q=Brooklyn+College&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LUz9U3MC0qS85TAjMNy9INjbWks5Ot9AtS8wtyUoFUUXF-nlVqSmlyYklmfh4A-lxuWTUAAAA&sa=X&ved=0ahUKEwikvezLzvzaAhUBIpAKHfpVCtcQmxMImgEoATAP
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/Frank_Harary&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700173,15700186,15700189,15700201&usg=ALkJrhjJ0kGEsbnVHMKkXXgXwrQYmBfPnQ
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/George_P%25C3%25B3lya_Prize&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700173,15700186,15700189,15700201&usg=ALkJrhgB9VTbqRfEGVlLSxm0ZbWwZPCudg
https://pt.wikipedia.org/wiki/Society_for_Industrial_and_Applied_Mathematics
https://pt.wikipedia.org/wiki/George_P%C3%B3lya
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=search&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/Frank_Harary&xid=17259,15700022,15700124,15700149,15700168,15700173,15700186,15700189,15700201&usg=ALkJrhjJ0kGEsbnVHMKkXXgXwrQYmBfPnQ
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as empresas podem personalizar 0s anincios que apresentam para seus clientes por meio de

seus “feeds”, Facebook, Twitter ou qualquer rede similar.

Na engenharia de transito e logistica, 0 uso de teoria dos grafos é essencial. Uma rede
de transporte permite fluxos de pessoas, cargas ou informagdes, que estdo ocorrendo. A teoria
de grafos oferece possibilidades de representar os deslocamentos de transportes como
ligacOes, que podem ser consideradas em varios aspectos como conexdes, caminhos e ciclos

urbanos.

Certamente, a computacdo foi o campo da ciéncia que mais se utilizou e se utiliza da
teoria dos grafos, porém, sdo inimeras as areas de aplicacdo dessa teoria. Ao longo dos anos,
mais situacbes e acontecimentos nos remetem ao uso da teoria por oferecer a base de
estruturas de representacdo, para diversos problemas como listas, arvores, pilhas, filas e

outras.

4.2 Definicéo e conceitos basicos de grafos

De maneira formal, um grafo, G = (V, E) , consiste de um conjunto finito e ndo vazio,
V =V(G), de elementos chamados vértices e de um conjunto finito, E = E(G), de pares nao

ordenados de elementos distintos de V (G), chamados arestas.

Figura 7: Imagem de um grafo simples

A Figura 7 mostra um grafo cujo conjunto de vértices é formado pelos
elementos a, b, ¢, d, e, f. Alguns desses vértices estdo ligados, formando arestas. Deste modo,

temos que este grafo é constituido dos conjuntos:
V={ab,cdef}e

E={ab},{b,c}{b,f} {c e} {c f}{e d}{e f}{f, a}}.
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Por simplicidade, vamos representar uma aresta {x, y} simplesmente por xy. O grafo
da Figura 7 € um exemplo de grafo simples, pois ndo possui mais de uma aresta ligando dois

vertices e também nao possui um laco, ou seja, uma aresta que liga o vértice a ele mesmo.

Um multigrafo pode possuir mais de uma aresta ligando dois vértices, pois o
conjunto de arestas é substituido por um multiconjunto. Na Figura 8 a seguir, além, de possuir
essa caracteristica, a representacdo possui um laco no vértice A e no vértice D, ou seja, uma

aresta ligando esses vértices a ele mesmo.

A

C

Figura 8: Imagem de um grafo lago

Dados dois grafos G e T, um isomorfismo serd4 uma bijecdo f de G (V) em T(V), tal
que dois vértices quaisquer v e u sdo adjacentes em G se, e somente se, f(v) e f(u) sdo
adjacentes em T. Assim, podemos dizer que dois grafos serdo isomorfos se for possivel alterar
os nomes de um deles de modo que os dois grafos fiqguem iguais. Para verificar se dois grafos

G e T séo isomorfos, basta analisar todas as bijecoes de G(V) em T (V).

Um grafo simples no qual para todos os pares de veértices existe uma aresta os ligando
é denominado de grafo completo. Veja na Figura 8 que o vértice B apresenta seis arestas 0
ligando a outros Vvértices, enquanto o vértice C possui apenas duas arestas. Dizemos que 0

graude Bé 6 eograude Cé 2.

Um passeio é uma sequéncia de veértices que apresenta a seguinte propriedade: se u
e v S30 Vértices consecutivos desta sequéncia, entdo uv é uma aresta do grafo. Uma aresta de

um passeio é qualquer aresta uv do grafo, onde u € o sucessor de v no passeio.

Uma trilha € um passeio sem arestas repetidas, ou seja, um passeio que apresenta
todas as arestas diferentes entre si. Um caminho € uma trilha que, adicionalmente, nédo

apresenta em sua estrutura, veértices repetidos.

Um ciclo é a unido de um caminho com uma aresta unindo o Ultimo vértice ao

primeiro do caminho, e que tenha pelo menos duas arestas. Entende-se por comprimento ao


http://www.ime.usp.br/~pf/algoritmos/aulas/footnotes/sequence.html
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numero de aresta do caminho ou ciclo. Dizemos que um arco vw pertence a um dado ciclo se

0 Vvértice v é o sucessor de u no ciclo, ou vice-versa.
Uma floresta é um grafo que ndo contém ciclos.

Observemos agora o grafico da Figura 9.

Figura 9: Imagem de uma &rvore

O grafo acima é conexo, o que significa que ha pelo menos um caminho ligando cada
par de vértices deste grafo. Um grafo conexo sem ciclos é chamado de arvore. Cada vértice

de grau 1 de uma arvore é chamado de folha.

Dado um grafo, podemos selecionar alguns vértices e formar uma arvore. Uma
arvore que possui todos os vértices de um grafo é dita arvore geradora. Essa definicdo sera

muito importante para o préximo capitulo.
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5 TEOREMADE CAYLEY

Arthur Cayley (1821-1895), foi um matematico professor na Universidade de
Cambridge, Inglaterra. Considerado um dos grandes matematicos do século XIX, contribuiu
em diversas areas para o desenvolvimento da matematica. Obteve destacados trabalhos no
ramo da teoria das funcgdes elipticas, geometria analitica e algebra. Seu trabalho sobre as

arvores apareceu em 1889.

Figura 10: Imagem de Arthur Cayley

Em seu teorema sobre arvores e grafos, Cayley afirma que se apresentado um grafo
completo rotulado de n vértices, ele possui n™~2 arvores geradoras distintas. Quando dizemos
qgue um grafo é rotulado, nos referimos ao fato que cada vértice possui um rétulo Unico
associado a ele. Em problemas de contagem, o termo rotulado enfatiza que estamos

distinguindo grafos isomarficos na contagem.

Abaixo temos um exemlo de gréafico rotulado.

e

Figura 11: Imagem de um grafo rotulado
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O termo rotulado enfatiza que ndo estamos identificando graficos isomorficos. Nés
fixamos o conjunto de Vértices, e duas arvores sdo contadas como iguais, se somente se, 0S
mesmos pares de vértices forem adjacentes. Uma arvore geradora de um grafo conectado G é
um subgrafico de abrangéncia de G que é uma arvore. O teorema poderia ter sido enunciado
da seguinte maneira: um grafo completo K,, tem n™~2 arvores de abrangéncia.

Aqui estdo as 16 arvores rotuladas em quatro vértices.

—
—

/IXN
NXZL
/ AV

N XN

Figura 12: Imagem das 16 arvores rotuladas em quatro vértices.

Iremos provar esse teorema usando o Codigo de Prifer, que consiste em associar um

cddigo, ou seja, um nome Unico, para cada uma dessas arvores.

5.1 O Cddigo de Prifer

A prova que iremos apresentar ndo € a prova original de Cayley, mas uma que se
utiliza do codigo de Priifer. O codigo recebe esse nhome em homenagem a Heinz Prifer
(1918). O cdédigo de Prifer é uma sequéncia gerada a partir de uma arvore cujos vértices sdo
numerados com valores distintos, removendo todas as folhas da &rvore uma a uma, numa
ordem pré-determinada, até restarem apenas dois vértices. Especificamente, considere, sem
perda da generalidade, uma arvore rotulada T em que os rotulos dos vértices formam o
conjunto {1,2,...,n }. Vamos a codificacdo, ou seja, como obter a sequéncia a partir dessa
arvore. A codificagdo mapeia a arvore T em uma sequéncia de n - 2 numeros inteiros onde

cada nUmero varia de 1 a n.

DefinaT; =T e paracada i,com1 <i <n—1, no passo i defina v; como a folha
de menor rétulo de T;, defina s; como o rétulo do vizinho de v; e T;,; = T; — {v;} como a
arvore obtida removendo-se o Vvértices v; e (consequentemente) a aresta {v;,s;} de T;. A

sequéncia S = (s4, Sy, ..., Sp—2) € 0 codigo de Prifer. Veja que, em cada passo, o valor que
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adicionamos na sequéncia S é s; que € vizinho de v; e nunca o proprio valor de v;. Veja
também que, apesar de termos definido s,,_,, este valor ndo faz parte do codigo de Prifer.
Fazemos isso porque s,_; sempre sera igual a n, logo essa informacdo é redundante. 1sso
ocorre porque toda arvore (com pelo menos dois vértices) tem pelo menos dois vértices de
grau 1, como ja enfatizamos nesse trabalho, de modo que o vértice n nunca sera 0 menor

veértice de grau 1, e portanto, nunca sera eliminado.

Por exemplo, considere a seguinte arvore:

Figura 13: Imagem da arvore geradora de um cédigo de Prifer.

Primeiro removemos a folha 1, por ser o menor valor (dentre as folhas e,
coincidentemente, neste caso, dentre todos os vértices), e adicionamos 4 a sequéncia, por ser
vizinha da folha retirada. Depois removemos a folha 2 e adicionamos 4 (novamente). Entdo
nos removemos a folha 4 e adicionamos 3. Agora gue estamos apenas com as folhas 3 e 5. Se
removermos 3 ficamos com apenas 5 mas este 5 ndo serd adicionado ao codigo, entdo

paramos com a sequéncia (4, 4, 3).

Esse método nos d& uma funcdo f que associa cada arvore com vértices {1, 2,...,n}
a uma sequéncia de n — 2 termos onde cada termo pertence ao conjunto {1, 2,...,n}. Veja que
os valores da sequéncia ndo precisam ser distintos, como no exemplo acima. O fato de que a
partir de uma arvore como acima o codigo de Priifer esta bem definido é consequéncia do fato
mencionado no capitulo anterior de que toda arvore tem pelo menos duas folhas. Veja que,
como os rotulo séo distintos, em cada passo da codificacdo, o vértice vizinho a folha de menor

rétulo estd unicamente determinado.

Para mostrar que tal func&o é bijetiva nos resta provar que existe uma funcédo inversa
que associa cada sequéncia com n - 2 valores no conjunto {1, 2,...,n} a uma unica arvore de
vertices {1, 2,...,n} (cujo cddigo de Priifer € tal sequéncia). Ao processo de obter a arvore a
partir da sequéncia, chamamos de decodificagéo.
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Considere uma sequéncia S = (sq, ...,S,—2) onde 1 <s; < n, para todo i. Defina
S,—1 = n e considere a sequéncia S; = (Sq, ..., Sp—2,Sp,—1). Vamos construir a arvore com
vertices 1,2,...,n, adicionando uma arestas de cada vez (de modo que nos passos
intermediarios teremos florestas Fi, ..., F,,_;. No primeiro passo, definimos V; como o
subconjunto dos numeros {1, 2,...,n} que ndo é usado na sequéncia S e x; como 0 menor
elemento de V;. Incluimos em F; apenas a aresta {s;, x;}. Em cada passo seguinte, para 2 <
i <n-—1,definas; = (s;, ..., S,—1), defina V; como o subconjunto dos numeros {1, 2,...,n}
que ndo sdo usados em S; e nem estdo no conjunto {xy,...,x;_1}, defina x; como o menor
elemento de V; e seja F; a floresta obtida adicionando-se a aresta {s;, x;} a F;_;. Veja que, em
cada passo, também podemos obter o conjunto V; a partir de V;_;: basta remover x;_;
(sempre) e acrescentar s;_; N0 caso em que este nao aparece novamente entre s, ...,S,.

Finalmente, seja T = F,_;. Afirmamos que o codigo de Prifrer da arvore T é S.

Como exemplo, vamos encontrar a arvore associada ao cddigo Prufer (7,4,4,1,7,1).
(Exemplo extraido de um trabalho do professor Edson Prestes, da Universidade Federal do
Rio Grande do Sul).

Inicialmente temos S = (7,4,4,1,7,1). Como S tem 6 termos, temos que n — 2 =
6, logo n = 8. Logo, S_1=(7,4,4,1,7,1,8) e V; ={2,3,5,6,8}. Temos que 0 primeiro
elemento de S é 7, e 0 menor elemento de V é 2, esse valores formardo a aresta {s;,x;} =
{7,2}. No segundo passo, procuramos o menor rotulo diferente de x, e que ndo pertence na
subsequéncia S_2 = (4,4,1,7,1,8). Temos entdo que V, = {3,5,6,8} e x, = 3, a aresta

adicionada seré {4, 3}. Continuando da mesma forma, teremos a tabela abaixo.

i S; V; X; Nova arestas de F;
1 (7,4,4,1,7,18) | {2,3,5,6,8} 2 {7,2}
2 (4,4,1,7,1,8) {3,5,6,8} 3 {4, 3}
3 (4,1,7,1,8) {5, 6, 8} 5 {4,5}
4 (1,7,1,8) {4, 6, 8} 4 {1,4}
5 (7,18) {6, 8} 6 {7,6}
6 (1,8) {7,8} 7 {1.7}
7 ®) {1} {81}

Logo, de acordo com as arestas obtidas, temos a seguinte arvore.
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Figura 14: Imagem de um grafo obtido de uma decodificacdo de uma sequencia de Prifer.

Como exercicios, sugerimos que o leitor aplique o método de codificagdo na arvore

acima e verifique que a sequéncia obtida é a sequéncia S acima.

Nos resta justificar, de modo geral, porque o processo de decodificacdo nos da a
funcgéo inversa da funcdo de codificagdo. Para isso, usando a notagédo definida acima, vamos
primeiro verificar alguns fatos sobre v;, s; e T;. Veja que vy, Vi41, ..., Up—1 € 1 S0 0S VErtices
da arvore Tj,. E que o conjunto formado pelos pares {v;, s;}, k < i <n — 1, é o conjunto das

arestas de Tj.

O numero de vezes que um vértice m ocorre entre vy, vy,. . ., V,_, € grau(m) — 1.
Isso acontece porque m ocorre grau(v) — 1 vezes entre as arestas {v;,s;},1 < i < n —
1 e exatamente uma vez em vy, vy,. . . , Vp_1, Sp—1. Similarmente, 0 nimero de vezes que um
vértice m ocorre entre sy, Si41, .-, Sp—2 € 0 Seu grau subtraido de uma unidade. Em particular,

0s vértices de grau 1 sdo aqueles elementos de V que ndo estdo em

{vi, V2., -1} U Sk Skv1s- -0 Sn-ads

e isso significa que vy, 0 vertice de menor grau, € o menor elemento de {1,2,...,n} ndo
contido no conjunto acima. Em particular, v; € o menor elemento de V que ndo pertence a S, e

podemos determinar exclusivamente v, de S e vy, vy, ..., Vp_q.

Assim, provamos que existe bijecdo entre o conjunto de todas as arvores com vértices
cujos rotulos estdo no conjunto dos inteiros {1, 2, ..., n} e 0 conjunto de todas as (n — 2)-uplas

formadas por esses inteiros.

A prova do terorema de Cayley a seguir, se utilizara dessa bijecéo.
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5.2 Prova do Teorema de Cauley usando Cédigo de Prifer

Teorema de Cayley: Dado um grafo completo rotulado de n vértices, ele possui n"2

arvores geradoras distintas.

Prova: Como demonstrado anteriormente, o codigo de Prufer nos fornece uma bijecéo
entre o conjunto de todas as arvores com Vértices cujos rotulos estdo no conjunto dos inteiros
{1,2,...,n} e o conjunto de todas as (n — 2)-uplas formadas por esses inteiros. Como hd n
possibilidades de escolha para ocupar cada posicdo na (n — 2)-upla, onde n é o rotulo de grau
n—1, e ha (n—2) posicdes no Codigo, entdo, ha n™ 2 distintas n-uplas e, portanto,

arvores. O



35

5.3 Outros resultados

Também podemos adaptar a formula de Cayley para contar florestas enraizadas.

A diferenca entre arvore e floresta é que a primeira é conexa e a segunda ndo precisa
ser conexa (mas poderia). Observe que toda floresta € uma unido disjunta de arvores, o que

justifica a nomenclatura.

Uma arvore € denominada enraizada se um vértice é escolhido como especial. Esse

vertice é chamado raiz. Uma arvore que ndo é enraizada é denominada livre.

Se quisermos contar arvores enraizadas rotuladas com n vértices, podemos apenas
multiplicar por n o total de arvores rotuladas, para as possiveis escolhas da raiz. Assim, o

namero de arvores enraizadas rotuladas em n vértices é n - n"* =2 = n* 1,

O numero de florestas rotuladas em n vértices com exatamente k componentes onde

cada componente € enraizada é dado por (Z:i) -n™ ¥, Note que, se k = 1 temos
n-1\, n-k — (M-1\, . n-1 _ (Mm-1\ _n-1 _ .,h—1 — n-1
(k_l)n —(1_1)n —(O)n =1'n =n"""

Além disso, temos outro resultado interessante. O nimero total de florestas rotuladas
em nvértices é dado por (n+ 1)"*"1, pois cada floresta enraizada rotulada pode ser
transformada em uma arvore rotulada com um Vvértice extra, adicionando um vértice com o

rétulon + 1 e conectando-o a todas as raizes das arvores na floresta.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, observamos uma interessante maneira de provar o teorema de
Cayley, um teorema simples matematicamente falando, mas que seria muito dificil de ser
provado sem 0 uso do principio bijetivo, ou seja, através de outros métodos de contagem
usualmente apresentados no Ensino Médio. Apresentamos alguns dos conceitos fundamentais
sobre a teoria dos grafos. Foi feito um estudo sobre a formula de Cayley para a contagem de
arvores geradoras de um grafo completo. Para um grafo completo com n vértices, constatou-
se que o nimero de arvores geradoras rotuladas é dado pela formula n™~2. A demonstracéo
proposta por Priifer em 1918, para essa contagem, é dada por um algoritmo que se baseia na
construcdo de sequéncias numéricas de acordo com uma numeragdo dos Vvértices do grafo
dado, estabelecendo uma bijecdo entre o conjunto de sequéncias e o0 nimero de arvores

geradoras do grafo completo.

A utilizacéo de funcdo, principio bijetivo, grafos e codigo de Prifer nos mostra como
a matematica € coesa e interligada entre seus ramos. Essa ligacdo nos faz ter a certeza de que

a matematica nos oferece ainda, muitos caminhos a serem desvendados.

Estudar funcdes é sempre um caminho de novas aprendizagens, ja que praticamente
toda a matemaética fala em linguagens de conjuntos, que nos levam as fungfes. Revisar
conceitos e nos apropriar formalmente de conceitos ja definidos, anteriormente de maneiras

ndo solidas, nos enriquece.

O presente trabalho também nos fez inteirar-se sobre o principio bijetivo, de
entendimento simples, mas muito Util na contagem de elementos de conjuntos de uma forma

interessante e inteligente, haja vista que se utiliza de outro conjunto.

Em teoria dos grafos, que iniciamos no problema tradicional sobre as pontes de
Konigsberg, com o matematico suico Leonard Euler, o trabalho mostrou a importancia de
uma teoria relativamente recente. Foi abordada a relacdo desta ferramenta com a realidade
atual e um pouco do seu desenvolvimento historico, assim como defini¢cBes basicas e suas
aplicacbes. Vimos, no estudo de grafos, conceitos que partiram desde a sua definigéo,
passando por ciclos, nos, por exemplo, até chegarmos ao conceito o qual utilizariamos para o
objetivo final deste trabalho, a prova do teorema de Cayley. Lembrando que isso é apenas a

ponta do icebergue, uma vez que ha livros inteiros sobre Teoria dos Grafos.

O cadigo de Prafer, que se utiliza de uma técnica acessivel, sistematica e de facil

compreensdo, se apresentou neste trabalho como algo muito interessante, curioso e util.
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Apresentados algo pouco estudado no Ensino Médio e desconhecido por muitos.

Diante do apresentado, este trabalho, além de mostrar defini¢es basicas de funcdo e
grafos, mostrou também a utilizagdo dessas areas para uma maneira elegante e interessante de

provarmos o teorema de Cayley.
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