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�In most s
ien
es one generation tears down what another has built and what onehas established another undoes. In mathemati
s alone ea
h generation adds a new storyto the old stru
ture.�1 Hermann Hankel1�Na maior parte das 
iên
ias, uma geração põe abaixo o que a outra 
onstruiu, e o que a outraestabele
eu a outra desfaz. Somente na Matemáti
a é que 
ada geração 
onstrói um novo andar sobre aantiga estrutura.�



Resumo
Vieira, M. A.. Construções Geométri
as e os Problemas de Apol�-nio, 2013. Dissertação de Mestrado. Departamento de Matemá-ti
a, Instituto de Matemáti
a e Estatísti
a, Universidade Federalde Goiás.Este trabalho tem 
omo objetivo prin
ipal apresentar os dez problemas de Ap�-lonio. Os problemas de Ap�lonio en
ontram-se 
omo 
itações nos trabalhos de Pappusda seguinte forma: Dados três elementos, 
ada um dos quais pode ser pontos, retas ou
ir
unferên
ias, 
onstruir uma 
ir
unferên
ia que passa pelo(s) ponto(s) e seja tangentea 
ada uma das linhas dadas. Todas as 
onstruções são realizadas 
om o re
urso 
ompu-ta
ional da Geometria Dinâmi
a, Geogebra. Esse trabalho 
ombina elementos históri
osdo problema de Apol�nio e o desenvolvimento de vários 
on
eitos matemáti
os impor-tantes para a 
ompreensão deste. Neste estudo indi
a-se a importân
ia da resolução deproblemas para o ensino da Geometria 
omo uma metodologia que estimule a linha depensamento, a 
riatividade, a argumentação, a 
onstrução e a práti
a das demonstrações.Palavras-
have

<Construções Geométri
as, Régua, Compasso, Problemas de Apol�nio>



Abstra
t
Vieira, M. A.. Geometri
 Constru
tion and the Problem of Apol-lonius, 2013. Masters Dissertation. Departamento de Matemá-ti
a, Instituto de Matemáti
a e Estatísti
a, Universidade Federalde Goiás.This paper aims to present the ten main problems of Apollonius. The problemsof Apollonius are as 
itations in the work of Pappus as follows: three data elements, ea
hof whi
h may be points, lines or 
ir
les, 
onstru
t a 
ir
le passing through the point andbeing tangent to ea
h given line. All 
onstru
tions are made with the 
omputationalresour
e of Dynami
 Geometry, Geogebra. This work 
ombines histori
al elements of theApollonius' problems and the development of a range of mathemati
al 
on
epts importantto understand it. This study indi
ates the importan
e of problem solving for tea
hinggeometry as a methodology that fosters line of thought, 
reativity, reasoning, 
onstru
tionand pra
ti
al demonstrations.Keywords

<Geometri
 Constru
tions, Ruler, Compass, Apollonius' Problems>
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Capítulo 1IntroduçãoA palavra �geometria� vem do grego �geometrien� onde �geo� signi�
a terra e �metrien�medida. A Geometria surgiu 
om a ne
essidade do homem de efetuar medições da terra;ver [1℄.Atualmente o interesse dos professores pela geometria tem aumentado. Existe um
onsenso 
oletivo sobre a importân
ia dessa área para a formação a
adêmi
a dos alunos.Entretanto em vários momentos o estudo da geometria é renegado ou mesmo deixadoapenas para o �nal do ano letivo no ensino bási
o.O ensino tradi
ional da geometria deixa la
unas no 
onhe
imento, pois esse ensino édado basi
amente em aulas expositivas 
om 
on
eitos e fórmulas. As aulas 
ausam aindaalguns problemas 
on
eituais, 
omo por exemplo, um quadrado desenhado no quadro deforma rota
ionada deixa de ser quadrado e passa a se 
hamar losango para a maioria dosalunos. Essas 
onfusões 
on
eituais são o
asionadas por muitos motivos, entre eles peloslivros didáti
os, pois abordam os temas 
om �guras sempre nas mesmas posições. Alémdisso, raramente trazem exempli�
ações 
om 
onstruções geométri
as.Algumas 
orrentes da edu
ação matemáti
a a�rmam a grande importân
ia da utiliza-ção da resolução de problemas 
omo forma de ensino no 
ampo da geometria. Para taisresoluções 
onven
ionou-se o uso de 
onstruções 
om régua e 
ompasso. Essa metodologiapropor
iona que o aluno se habitue a 
riar uma linha de ra
io
ínio para 
ada problema,
ontendo a interpretação, a resolução, a análise, a justi�
ativa e a veri�
ação do númerode soluções. Além disso, um problema matemáti
o é, por si só, desa�ador e propor
ionauma 
uriosidade natural dos alunos para solu
ioná-lo.Analisando os problemas existentes sobre 
onstruções geométri
as histori
amente, osproblemas de Ap�lonio foram es
olhidos 
omo questão 
entral desse trabalho. Abordaresse 
onjunto 
lássi
o de problemas permite explorar uma grande riqueza de 
on
eitosmatemáti
os e uma diversidade de 
onstruções.As 
onstruções geométri
as já apare
em na Gré
ia antiga. Os �lósofos gregos já tinhamfas
ínio por resolver problemas de geometria por meio de 
onstruções geométri
as. Desdea es
ola pitagóri
a en
ontram-se problemas que envolvem régua e 
ompasso, 
omo porexemplo, a 
onstrução do pentagrama ou pentágono estrelado e dos polígonos regulares;ver [2℄. Na épo
a de Eu
lides, as grandezas passaram a ser asso
iadas a segmentos deretas, nas
e então à álgebra geométri
a onde a palavra resolver era sin�nimo de 
onstruir;ver [4℄. Para os gregos as 
onstruções são realizadas 
om régua e 
ompasso, a régua era
apaz de traçar uma reta e o 
ompasso para 
onstruir uma 
ir
unferên
ia 
om 
entro e1



raio dados.Os três problemas 
lássi
os da antiguidade são a quadratura da 
ir
unferên
ia, dupli-
ação do 
ubo e a trisse
ção do ângulo. Mais de 2200 anos depois seria provado que todosos três problemas são impossíveis de serem 
onstruídos 
om régua e 
ompasso. Entre-tanto, a maior parte da matemáti
a grega e muito da matemáti
a posterior, foi motivadapor essas 
onstruções; ver [2℄.Pode-se veri�
ar a não 
onstrutibilidade da trisse
ção do ângulo na referên
ia [3℄.Manae
mus, dis
ípulo de Eudoxo, bus
ou 
urvas que pudessem satisfazer a dupli
açãodo 
ubo. Ele deparou-se 
om 
urvas que mais tarde re
eberiam os nomes de elipse,parábola e hipérbole.Apol�nio de Perga, nas
eu em Perga uma 
idade no sul da Ásia menor. Devido suasobras sobre as 
�ni
as e tangên
ias e trabalhos de outros matemáti
os, o período de 300a.C. à 200 a.C. foi denominado idade áurea da matemáti
a grega. Os livros de Apol�niosobre as 
�ni
as são 
omparados aos Elementos de Eu
lides por serem as melhores obrasem seus 
ampos. Outro trabalho importante é o tratado sobre tangên
ias que hoje é
onhe
ido 
omo O Problema de Apol�nio, supostamente esse estudo perdeu-se, felizmentefoi traduzido por Pappus.O problema de Apol�nio é de�nido 
omo dados três elementos entre pontos, retas ou
ir
unferên
ias traçar 
ir
unferên
ias tangentes a esses elementos. O problema é subdivi-dido em 10 
asos, entre eles têm-se 
onstruções fá
eis 
omo 
onstruir uma 
ir
unferên
iaque passe por três pontos dados, até 
onstruções difí
eis 
omo 
onstruir uma 
ir
unfe-rên
ia tangente a três dadas. Os problemas �
aram esque
edidos até que no período dorenas
imento Vieté em 1600 publi
ou o trabalho L' Apollonius Français que 
ontém so-luções para os dez problemas de Apol�nio. A 
onstrução do 
aso mais difí
il dadas três
ir
unferên
ias foi uma das mais belas 
ontribuições de Viète para a matemáti
a. Outrosmatemáti
os 
omo Rene De
artes e Issa
 Newton também estudaram este problema.Devido a grande importân
ia dos problemas de Apol�nio para o desenvolvimento dageometria, 
om este trabalho espero 
ontribuir 
om a valorização do ensino de DesenhoGeométri
o.O objetivo desse trabalho é refazer os dez problemas de Apol�nio, usando apenasrégua e 
ompasso. Como são problemas de tangên
ia usamos um programa de geométriaDinâmi
a, Geogebra1, para fazer todas as 
onstruções, o que impossibilita falhas nas
onstruções. Todos esses problemas são resolvidos e demonstrados no Capítulo 4. O
apítulo 4 foi organizado da seguinte forma : problema - 
onstrução - justi�
ativa.Como esses problemas exigem um 
onhe
imento matemáti
o prévio para o pleno en-tendimento de todas as justi�
ativas, então os 
apítulos anteriores são dedi
ados a esses
onhe
imentos.O ter
eiro 
apítulo 
ontem de�nições, proposições e as respe
tivas provas dos temas
omo homotetia, potên
ia de um ponto e eixo radi
al. Esses 
on
eitos são fundamentaispara as 
onstruções dos 
in
o dos dez problemas de Apol�nio.No Capítulo 2 apresentam-se 
onstruções fundamentais utilizadas ao longo do estudo.Depois de um grande estudo sobre Apol�nio e seus trabalhos, não podia deixar de 
itaro seu 
élebre trabalho sobre as 
�ni
as, assim o Capítulo 5 será dedi
ado as 
onstruçõesaproximas dessas 
urvas. E no último 
apítulo são apresentadas às 
on
lusões dessetrabalho e os possíveis estudos futuros de
orrentes desse.1http://www.geogebra.org 2



Uma apli
ação direta para os problemas de tangên
ia são as engrenagens tão usadasna físi
a. Alguns tipos de engrenagens são: engrenagens de 
remalheira e de dentes retos.As engrenagens tipo 
remalheira podem envolver tangên
ia entre reta e 
ir
unferên
ia; verFigura 1.1. Os portões eletr�ni
os são uma apli
ação 
omum desse tipo de engrenagem,
omo exempli�
ado na Figura 1.2.

Figura 1.1: Apli
ação de tangên
ia entre reta e 
ir
unferên
ia.

Figura 1.2: Engrenagem tipo 
remalheira em portão eletr�ni
o.As engrenagens tipo de dentes retos, ver Figura 1.3, pode envolver tangên
ia entreduas ou mais 
ir
unferên
ias. En
ontra-se engrenagem de dente reto no fun
ionamentode um relógio; ver Figura 1.4.

3



Figura 1.3: Apli
ação de tangên
ia entre duas 
ir
unferên
ias.

Figura 1.4: Engrenagem tipo dente reto em relógio.
4



Capítulo 2Construções ElementaresAs 
onstruções 
om régua e 
ompasso apare
eram na épo
a dos pitagóri
os na antigaGré
ia, no sé
ulo V a.C., e 
om grande prestígio no desenvolvimento da matemáti
agrega. Havia di�
uldades nas medidas das grandezas, já que só se 
ontava 
om númerosinteiros. A noção de número real estava ainda muito longe de ser 
on
ebida, mas, noperíodo de Eu
lides, 300 a.C., as grandezas passaram a ser asso
iadas a segmentos dereta e, então eram 
onstruídas, no lugar de serem 
al
uladas ou medidas.As 
onstruções geométri
as que seguem tratam da resolução grá�
a de problemas queenvolvem a geometria plana elementar. Nas 
onstruções serão usados 
omo instrumento arégua e o 
ompasso. Para as 
onstruções serem possíveis, ou seja, 
onstrutíveis, utilizandoapenas esses dois instrumentos serão permitidos:
• Traçar uma reta, 
onhe
endo dois de seus pontos;
• Traçar uma 
ir
unferên
ia, 
onhe
endo o seu 
entro e um ponto dela;
• Determinar as interseções de retas ou 
ir
unferên
ias 
om retas ou 
ir
unferên
iasjá 
onstruídas.2.1 Métodos para as Construções Geométri
asAlguns problemas de 
onstruções são apli
ações diretas de proposições 
onhe
idas e suassoluções são imediatas 
omo, por exemplo, a 
onstrução de um triângulo equilátero.Se a solução de um problema é mais so�sti
ada, mas a solução é 
onhe
ida, ela podeser representada ini
iando por uma operação que sabemos 
omo realizar, seguida poruma série de operações desse tipo, até que a solução seja al
ançada. Esse pro
edimentoé 
hamado de método sintéti
o de soluções de problemas. É usado para apresentarsoluções de problemas em livros didáti
os.Entretanto, esse método não pode ser seguido quando enfrentamos um problema 
ujasolução não é aparente, uma vez que não ofere
e pista de qual primeiro passo deve serdesenvolvido e os possíveis primeiros passos são muito numerosos para serem tentadosaleatoriamente. Por outro lado, sabe-se de�nitivamente qual é o problema, uma vez quea �gura que se quer obter ao �nal do método é 
onhe
ida. Saber qual resultado se queren
ontrar 
onfere grande auxílio. Por um estudo 
uidadoso e atento da �gura que se5



deseja en
ontrar 
omo resultado, um 
aminho pode ser en
ontrado e 
onsequentementelevado à solução desejada.Esse pro
edimento, 
onhe
ido 
omo método analíti
o de solução de problemas 
on-siste, em linhas gerais, dos seguintes passos, ver [5℄:Análise: Assumindo que um problema dado foi solu
ionado, 
onstrua uma �gura queaproximadamente satisfaça as 
ondições do problema e investigue 
om as partesdadas e as partes des
onhe
idas da �gura rela
ionam-se umas 
om as outras, até quevo
ê des
ubra a relação que pode ser usada para a 
onstrução da �gura requerida.Construção: Utilizando a informação obtida na análise, desenvolva a 
onstrução.Prova: Mostre que a �gura 
onstruída satisfaz todos os requisitos do problema.Dis
ussão: Dis
uta o problema quanto as 
ondições de possibilidades, ou seja, o númerode soluções; ver [5℄.2.2 Construções FundamentaisNesse tópi
o serão apresentadas e analisadas algumas 
onstruções bási
as e elementares,essen
iais para o desenvolvimento deste trabalho.2.2.1 Transporte de segmentosTransportar um segmento para uma reta dada 
onsiste em 
onstruir um segmento 
on-gruente ao segmento dado; ver Figura 2.1.Construção 1. Transporte o segmento AB para a reta r.

Figura 2.1: Transporte de segmentosPara transportar o segmento AB para reta r, 
onstrua a 
ir
unferên
ia β 
om 
entro
E e raio igual a AB. A interseção entre β e a reta r são os pontos F e G, portanto ossegmentos EF e EG são 
ongruentes a AB.Para 
onstrução da �gura anterior é 
onveniente traçar apenas um ar
o ao invés da
ir
unferên
ia β, para �ns de melhor legibilidade da 
onstrução. Este pro
edimento seráadotado para as próximas 
onstruções. 6



2.2.2 Transporte de ângulosTransportar um ângulo para uma semirreta dada 
onsiste em 
onstruir um ângulo 
on-gruente ao ângulo dado em um dos semiplanos determinados pela reta que 
ontém talsemirreta, e tendo esta semirreta 
omo um de seus lados; ver Figura 2.2.Construção 2. Transporte o ângulo AÔB para a semirreta −→Y Z.

Figura 2.2: Transporte de ânguloTra
e uma 
ir
unferên
ia β de 
entro O e raio r arbitrário, essa 
ir
unferên
ia inter-
epta as semirretas −→OA e −−→OB nos pontos C e D, respe
tivamente. Com mesmo raio r,tra
e uma 
ir
unferên
ia α de 
entro em Y , 
ongruente a β, essa 
ir
unferên
ia inter-
epta −→Y Z no ponto E. Tra
e agora uma 
ir
unferên
ia 
om 
entro em E e raio CD, essa
ir
unferên
ia inter
epta α nos pontos F e F ′. Portanto, os ângulos EŶ F e EŶ F ′ são
ongruentes ao ângulo AÔB dado.Justi�
ativa: Podemos veri�
ar que OC ∼= Y E, CD ∼= EF e OD ∼= Y F , logo ostriângulos COD e EY F são 
ongruentes, pelo 
ritério L.L.L. de 
ongruên
ia detriângulos. Portanto, os ângulos CÔD e EŶ F são 
ongruentes.2.2.3 Mediatriz de um segmentoA mediatriz de AB é a reta perpendi
ular pelo seu ponto médio. Essa reta equidista de
A e B; ver Figura 2.3.Construção 3. Construa a mediatriz do segmento AB.Construa as 
ir
unferên
ias α e β 
om raios iguais a x (x > AB

2
) e arbitrários, e 
entronos pontos A e B, respe
tivamente. As 
ir
unferên
ias se inter
eptam nos pontos C e D,portanto a mediatriz é a reta CD. 7



Figura 2.3: Mediatriz de um segmentoJusti�
ativa: Podemos veri�
ar que o quadrilátero ACBD é um losango pois AC ∼=
AD ∼= DB ∼= BC. As diagonais AB e CD são perpendi
ulares e en
ontram-se noseu ponto médio, portanto a mediatriz é perpendi
ular à AB, pelo seu ponto médio.2.2.4 Perpendi
ular a uma retaCaso 1. Sejam uma reta r dada e um ponto P perten
ente a ela; ver Figura 2.4.Construção 4. Construa uma reta perpendi
ular a r que passe por P .

Figura 2.4: Perpendi
ular a uma reta - Caso 18



Determinar o segmento AB tal que P seja seu ponto médio. Em seguida tra
e a retamediatriz de AB. Essa reta é perpendi
ular a reta r dada.Caso 2. Sejam uma reta r dada e um ponto P não perten
ente a ela; ver Figura 2.5.Construção 5. Construa uma reta perpendi
ular a r que passe por P .

Figura 2.5: Perpendi
ular a uma reta - Caso 2Traçamos uma 
ir
unferên
ia 
om 
entro no ponto P que inter
epta a reta r nos pontos
A e B. Em seguida traçamos a mediatriz do segmento AB. A reta r, mediatriz de AB, éa reta perpendi
ular a r que passa por P o ponto dado.Justi�
ativa: O ponto P equidista de AB.2.2.5 Paralela a uma retaCaso 1. Sejam uma reta r e a distân
ia d entre as retas paralelas; ver Figura 2.6.Construção 6. Construa uma reta paralela a r, a uma distân
ia d.

Figura 2.6: Paralela a uma reta - Caso 1Marque os pontos A e B na reta r, arbitrariamente, e 
onstrua uma reta perpendi
ulara r passando por A. Faça o mesmo pelo ponto B. Em seguidam, transporte a medida da partir de A sobre a reta perpendi
ular obtendo o ponto C. À partir de B obtemos oponto D. A reta ←→CD é a reta paralela à r desejada.Caso 2. Seja uma reta r dada e um ponto P não perten
ente a ela; ver Figura 2.7.9



Figura 2.7: Paralela a uma reta - Caso 2Construção 7. Construa uma reta perpendi
ular a r que passe por P .Com 
entro em P, tra
e um ar
o de raio arbitrário de tal forma que inter
epte r noponto A. Com mesmo raio e 
entro em A tra
e outro ar
o, esse ar
o inter
eptará a reta
r no ponto B. Com uma abertura igual a medida de BP , tra
e um ar
o de 
entro em A,esse ar
o de�nirá o ponto C. A reta ←→CP é a desejada.Justi�
ativa: O quadrilátero ABPC é um paralelogramo, pois possui lados opostos
ongruentes e paralelos.2.2.6 Média Geométri
a ou Propor
ionalA média geométri
a de dois segmentos p e q dados é o segmento x, tal que x2 = p · q; verFigura 2.8.Análise. Dados dois segmentos de medidas p e q queremos determinar um ter
eiro seg-mento de tamanho x2 = p · q. Observando o resultado pro
urado pode-se fazeruma 
orrelação 
om as relações métri
as em um triângulo retângulo. Observe que

x2 = p · q.

Figura 2.8: Média Geométri
a10



Construção 8. Vamos assumir que os segmentos q e p possuem tamanhos diferentes e qé o maior deles.1. Construa o segmento AC de tamanho q2. Construa o segmento HC de tamanho p.3. Determine o ponto médio M de AC.4. Construir uma 
ir
unferên
ia de 
entro M e raio AM .5. Construir uma perpendi
ular a AC por H .6. Determine B interseção entre a 
ir
unferên
ia e a perpendi
ular.7. Construa o segmento BC.Portanto, o segmento BC é solução, pois BC = x2 = p · q; ver Figura 2.9.
Figura 2.9: Média Geométri
a ou Propor
ional2.3 Lugar Geométri
oDe�nição 1. Um 
onjunto de pontos 
onstitui um lugar geométri
o quando satisfaz umadeterminada propriedade P 
om as seguintes 
ondições:a) Todo ponto que perten
e ao lugar geométri
o possui a propriedade P ;b) Todo ponto que possui a propriedade P perten
e ao lugar geométri
o.Em muitos 
asos a solução de um problema geométri
o depende de se en
ontrar umponto que satisfaça 
ertas 
ondições, por exemplo, para 
onstruir uma 
ir
unferên
ia quepassa por três pontos dados, é ne
essário en
ontrar um ponto, o 
entro da 
ir
unferên
ia,equidistante aos três pontos dados. Portanto, o 
onhe
imento sobre os lugares geométri-
os, pode fa
ilitar a resolução de um problema de geometria plana. Os prin
ipais lugaresgeométri
os são apresentados nos tópi
os a seguir.2.3.1 Lugar Geométri
o 1O lugar geométri
o dos pontos no plano a uma distân
ia d 
onhe
ida do ponto O dado, éuma 
ir
unferên
ia 
om 
entro nesse ponto e raio igual à distân
ia forne
ida; ver Figura2.10. Todos os pontos da 
ir
unferên
ia são equidistantes do seu 
entro.11



Figura 2.10: Lugar Geométri
o 12.3.2 Lugar Geométri
o 2O lugar geométri
o dos pontos tangentes a uma distân
ia d dada de uma 
ir
unferên
ia
C ′ é uma 
ir
unferên
ia C ′′ 
on
êntri
a a 
ir
unferên
ia ini
ial; ver Figura 2.11.

Figura 2.11: Lugar Geométri
o 2Construção 9. Dados um segmento de tamanho d e uma 
ir
unferên
ia C ′, 
onstruasegmentos tangentes de tamanho d à 
ir
unferên
ia C ′.Justi�
ativa Os triângulos ABO e CDO são triângulos retângulos e observe que
CD = AB = d,

Â = Ĉ = 90◦.Logo,
OD = OB.Portanto, C ′′ é uma 
ir
unferên
ia 
on
êtri
a à C ′.2.3.3 Lugar Geométri
o 3O lugar geométri
o dos pontos equidistantes a dois pontos dados é uma reta perpendi
ularao segmento determinado pelos dois pontos dados. Esse lugar geométri
o é 
hamado dereta mediatriz. A mediatriz foi 
onstruída e justi�
ada na seção 2.2.3 desse trabalho.12



2.3.4 Lugar Geométri
o 4O lugar geométri
o dos pontos do plano a uma distân
ia d de uma reta r dada é um parde retas paralelas a r; ver Figura 2.12. O par de retas paralelas à r, s e t, foi 
onstruídoe justi�
ado na seção 2.2.5 desse trabalho.

Figura 2.12: Lugar Geométri
o 42.3.5 Lugar Geométri
o 5O lugar geométri
o dos pontos equidistantes a duas retas 
on
orrentes é o par de bissetrizesdos ângulos formados por essas retas; ver Figura 2.13. Dadas as retas r e s, o par debissetrizes são as retas t e u.

Figura 2.13: Lugar Geométri
o 5
13



2.3.6 Lugar Geométri
o 6O lugar geométri
o dos pontos em que a diferença dos quadrados das distân
ias a doispontos �xos A e B é 
onstante e é uma reta perpendi
ular a AB.Análise. Pre
isamos demonstrar que um ponto que satisfaz essa propriedade perten
e auma reta perpendi
ular a AB. Em seguida, demonstrar que todo ponto perten
entea perpendi
ular satisfaz a propriedade.Seja P um ponto que possua a propriedade enun
iada, PA2 − PB2 = k2, onde k éuma 
onstante, e D a projeção ortogonal de P sobre AB; ver Figura 2.14. Pelo teoremade Pitágoras, temos que
PA2 = PD2 + AD2 e PB2 = PD2 +DB2.Subtraindo as equações,

PA2 − PB2 = AD2 −DB2.Por hipótese, PA2 − PB2 = k2, e resolvendo o produto notável temos
(AD −DB)(AD +DB) = k2. (1)Seja, M ponto médio de AB, es
revendo AD e DB em função de M, temos

AD −DB = 2MD. (2)Observe, que
AD +DB = AB. (3)Substituindo (2) e (3) em (1), temos

AB · 2MD = k2.Logo, o segmento MD também é 
onstante. Portanto, a reta desejada é perpendi
ularà AB. Agora, para provarmos que todo ponto perten
ente a perpendi
ular satisfaz essapropriedade, segue de imediato pelo uso do teorema de Pitágoras.

Figura 2.14: Análise do Lugar Geométri
o 614



Construção 10. Dados os pontos A e B e um segmento de tamanho d, temos que1. Construa um triângulo retângulo XY Z, 
om um dos 
atetos 
om medida igual a d.2. Construa uma 
ir
unferên
ia de 
entro em A e raio XZ.3. Construa uma 
ir
unferên
ia de 
entro em B e raio Y Z.4. Determine os pontos P e P ′ sendo a interseção das 
ir
unferên
ias 
onstruídas.5. Tra
e a reta r que passa por P e P ′.6. Portanto, a reta r é o lugar geométri
o desejado; ver Figura 2.15.

Figura 2.15: Lugar Geométri
o 62.4 Elementos da 
ir
unferên
iaCir
unferên
ia é o lugar geométri
o dos pontos de um plano equidistantes de um ponto�xo, 
hamado 
entro; ver Figura 2.16.
Figura 2.16: Cir
unferên
iaConsidere um ponto O do plano. Todos os pontos P , Q e R deste mesmo plano situadosa uma igual distân
ia de O determinam uma 
urva fe
hada. Os elementos prin
ipais deuma 
ir
unferên
ia são: 15



• O ponto O se denomina 
entro da 
urva, 
ir
unferên
ia de 
entro O.
• Os segmentos 
ongruentes OP , OQ, OR são raios dessa 
ir
unferên
ia.
• Outros segmentos importantes são os que unem pontos quaisquer de uma 
ir
unfe-rên
ia, denominados 
ordas.
• As 
ordas que passam pelo 
entro re
ebem nome espe
ial de diâmetro.
• Os pontos extremos de uma 
orda determinam duas porções ex
ludentes do 
ir
un-ferên
ia que denominam-se ar
os.Fixando um 
entro e o tamanho do raio pode-se fa
ilmente 
onstruir uma 
ir
unferên-
ia. A 
onstrução a seguir pode ser en
ontrada no livro III dos Elementos de Eu
lides;ver [6℄.Problema 1. Determinar o 
entro de um 
ir
unferên
ia.Construção 11. Seja C a 
ir
unferên
ia dada, temos:1. Tra
e uma 
orda AB qualquer.2. Determine o ponto médio M de AB.3. Tra
e uma perpendi
ular por M . Essa reta interse
ta a 
ir
unferên
ia em P e Q.4. O ponto médio de PQ é o 
entro desejado.Essa 
onstrução é fa
ilmente justi�
ada pelas 
onstruções bási
as justi�
adas no item2.2.3.2.4.1 Cir
unferên
ias por dois ou mais pontosPodemos observar que por dois pontos passam in�nitas 
ir
unferên
ias. Agora já portrês pontos não 
olineares passa uma úni
a 
ir
unferên
ia, pois todo triângulo é ins
ri-tível em uma 
ir
unferên
ia. Entretanto se esses três pontos forem 
olineares não existe
ir
unferên
ia que os 
ontenha.Proposição 2.4.1. Todo triângulo é ins
ritível em uma 
ir
unferên
ia.Demonstração.Seja ABC um triângulo.Para demonstramos essa proposição basta determinar um ponto que seja equidistante de

A, B e C.Seja a reta mediatriz r de AB e s a mediatriz de BC e P o ponto de interseção entre asretas r e s.Como P é equidistante de A e B pela reta r, de B e C pela reta s e P perten
e a ambasas retas então P é equidistante dos ponto A, B e C 
omo queríamos demonstrar.Portanto, P é equidistante de A, B e C; ver Figura 2.17 �16



Figura 2.17: Triângulo ins
rito em uma 
ir
unferên
iaA Proposição 2.4.1 também pode ser enun
iada 
omo a Proposição 2.4.2, sem perdade generalidade.Proposição 2.4.2. Três pontos não 
olineares determinam uma úni
a 
ir
unferên
ia.Por quatro pontos não 
olinerares apenas existirá uma 
ir
unferên
ia que os 
ontenhase esses pontos formam um quadrilátero 
ir
uns
ritível. Observe que para um quadriláteroseja 
ir
uns
ritível é ne
essário que a soma das medidas ângulos opostos seja igual 180◦.Proposição 2.4.3. Se em um quadrilátero os pares de ângulos opostos são suplementares,então esse quadrilátero é ins
ritível.Demonstração.Seja ABCD um quadrilátero.Como todo triângulo é ins
ritível, pela Proposição 2.4.2, então por ABC traçamos uma
ir
unferên
ia. Existem três lo
alizações para o ponto D: exterior a 
ir
unferên
ia, in-terior ou perten
ente à 
ir
unferên
ia. Assumindo que D não perten
e à 
ir
unferên
ia,pre
isamos analisar os outros dois 
asos.Caso 1 Suponha que D perten
e à região interior. Então o prolongamento de AC inter-
epta a 
ir
unferên
ia em M ; ver Figura 2.18.

Figura 2.18: Proposição 2.4.317



No quadrilátero ins
rito ABCM , temos AB̂C + CM̂A = 180◦.Por hipótese, AB̂C + CD̂A = 180◦.Logo, CD̂A = CM̂A são 
ongruentes. (1)Pelo o triângulo AMD, temos que o ângulo externo CD̂A é maior que CM̂A. (2)Por (1) e (2) veri�
amos que o ponto D não pode estar no interior da 
ir
unferên
ia.Portanto, D perten
e à 
ir
unferên
ia.Caso 2 De modo análogo podemos demonstrar que D não pode ser exterior.Portanto, se a soma dos ângulos externos são suplementares então o quadrilátero é ins-
ritível. �Caso o número de pontos não 
olineares seja maior do que quatro para que exista uma
ir
unferên
ia que os 
ontenha é ne
essário que esses pontos formem um polígono regular.Um Polígono regular é um polígono equiângulo e equilátero.Proposição 2.4.4. Todo polígono regular é ins
ritível em uma 
ir
unferên
ia.

Figura 2.19: Proposição 2.4.4Demonstração.Seja A1, A2, A3, A4,...,An um polígono regular.Tra
e a mediatriz de A1A2 e A2A3, as quais se interse
tam em O. Pela de�nição demediatriz, OA1 = OA2 = OA3 = r. Assim 
om 
entro em O e raio igual a r podemostraçar uma 
ir
unferên
ia, que ne
essariamente passará pelos pontos A1, A2 e A3. Serealizarmos o mesmo pro
edimento para mais três vérti
es 
onse
utivos, pela natureza dopolígono, esses pontos devem estar situados em relação ao ponto O 
omo os vérti
es A1,
A2 e A3. Logo, todos os vérti
es são equidistantes do ponto O.Portanto, todo polígono regular é ins
ritível em uma 
ir
unferên
ia;ver Figura 2.19 �18



Problema 2. Construir um 
ir
unferên
ia que passe por três pontos A, B, e C, não
olineares, dados.Construa a mediatriz de AB e BC. A interseção entre essas duas retas é o ponto
O, o 
entro da 
ir
unferên
ia; ver Figura 2.20. Basta agora 
onstruir uma 
ir
unferên
ia
entrada em O e raio OA.

Figura 2.20: Problema 2Observe que o ponto O é de fato o 
entro da 
ir
unferên
ia, pois perten
e à mediatrizde A e B, portanto OA = OB. E de modo análogo, o ponto O perten
e à mediatriz de
B e C, logo OB = OC. Assim, o ponto O é o 
entro da 
ir
unferên
ia desejada.2.5 TriângulosEsse tópi
o é dedi
ado às 
onstruções de triângulos devido a grande importân
ia no es-tudo do desenho geométri
o. Entretanto, serão realizados pou
os problemas, mas nãopoderíamos deixar de 
omentá-los. Construir um triângulo equivale a determinar trêspontos.De�nição 2. Triângulo é um polígono 
om três lados.Problema 3. Construir um triângulo dados seu perímetro 2p e as medidas de dois deseus ângulos; ver Figura 2.21.

Figura 2.21: Perímetro 2p e as medidas de dois ângulos do triângulo19



Figura 2.22: Triângulo 
om perímetro e dois ângulos dadosConstrução 12. Seja ABC o triângulo desejado, de modo que DE é o perímetro dadoe os ângulos B̂ e Ĉ também de medidas 
onhe
idas; ver Figura 2.22.1. Construa o triânguloDAE de modo queDE = 2p, D̂ = B̂

2
e Ê = Ĉ

2
, para determinaros ângulos D̂ e Ê realize as bissetrizes de B̂ e Ĉ.2. Determine os pontos B e C sobre DE, traçando as mediatrizes de AD e AE, res-pe
tivamente.Justi�
ativa: O vérti
e B do triângulo DAB foi determinado pela mediatriz então essetriângulo é isós
eles 
om os ângulos da base medindo B̂

2
. Pelo teorema do ângulo externo,o ângulo AB̂C tem medida B̂ dada. De modo análogo, temos para o ângulo Ĉ dado.Logo,

AB +BC + AC = DB +BC + CE = 2p.Portanto o triângulo ABC é o desejado.Problema 4. Construa um triângulo dados seu perímetro, o ângulo oposto a base, e aaltura relativa a base.Análise. Pre
isamos, ini
ialmente, 
onstruir o triângulo DAE de modo que DE = 2p,
AH seja a altura dada e o ângulo DÂE seja de medida 
onstrutível, analisadaposteriormente; ver Figura 2.23.Sejam ABD e ACE triângulos isós
eles tais que AB ∼= BD e AC ∼= CE, observe que

D̂ = 1

2
· AB̂C e Ê = 1

2
· AĈB.Logo,

DÂE = D̂ + Â + Ê =
1

2
· B̂ + Â+

1

2
· Ĉ =

1

2
· (B̂ + Â+ Ĉ) +

1

2
· Â = 90◦ +

1

2
· Â.Portanto, o triângulo DAE pode ser 
onstruído, pois 
onhe
emos a medida do ângulo

DÂE, a medida do lado DE e a altura desse triângulo é 
ongruente a do triângulo
ABC dada.Dessa maneira, o triângulo desejado é o triâgulo ABC.20



Figura 2.23: Dados o perímetro, o ângulo oposto à base, e a altura relativa à base de umtriânguloConstrução 13. Dados o perímetro 2p e as medidas de dois de seus ângulos de umtriângulo, temos1. Construa um segmento DE = 2p e o ar
o 
apaz do ângulo 90 + 1

2
Â sobre essesegmento; ver Figura 2.24.2. Construa uma reta paralela à DE 
om a distân
ia igual à altura dada, a interseçãoda reta paralela 
om o ar
o 
apaz determina dois pontos, esses dois pontos geraduas soluções simétri
as para esse problema.3. Tra
e a mediatriz de AD, a interseção da mediatriz 
om DE é o ponto B. Façatransporte de ângulo dado a partir do segmento AB, 
om isso determinamos otriângulo ABC desejado.Portanto, o triângulo ABC é solução do problema.

Figura 2.24: Triângulo dados o perímetro, o ângulo oposto à base, e a altura relativa àbasePara resolver o problema a seguir será ne
essário apresentar algumas de�nições im-portantes e uma proposição.De�nição 3. Ceviana é qualquer segmento de reta que une um vérti
e do triângulo 
omum ponto qualquer do lado oposto ou do seu prolongamento.21



De�nição 4. Mediana é a 
eviana 
om uma extremidade no ponto médio de um lado. Oen
ontro das medianas é 
hamado de bari
entro.Proposição 2.5.1. O bari
entro, ponto G, de um triângulo divide 
ada mediana na pro-porção de dois para um a partir do vérti
e.Demonstração. Seja AE e CD medianas do triângulo e G o bari
entro; ver Figura 2.25.

Figura 2.25: Propriedade da medianaComo D e E são pontos médios então BE = EC e AD = DB.Construa o ponto H perten
ente ao prolongamento de BG tal que GF = FH .No triângulo ABH , 
omo D e G são pontos médios, então os segmentos DG e AH sãoparalelos e DG = AH

2
= x.Da mesma forma, analisando o triânguloBCH , então os segmentosGE e CH são paralelose GE = HC

2
= y.Observe que AH e GC são paralelos, da mesma forma que AG e HC. Então AGCH éum paralelogramo e as diagonais se inter
eptam no ponto médio.Portanto, BH é mediana do triângulo ABC.Assim, CG = AH = 2x e DG = AH = x.Logo,

CG

DG
= 2.Portanto, de modo análogo para as outras medianas,

CG

GD
=

AG

GE
=

BG

GF
= 2.

�Problema 5. Construa um triângulo dadas as três medianas.Seja AA′ = ma, BB′ = mb e CC ′ = mc as três medianas dadas. Queremos 
onstruirum triângulo ABC que possua essas três medianas; ver Figura 2.26.
22



Figura 2.26: Triângulo 
om três medianas dadasAnálise. Construa um ponto K sobre a reta ←−→C ′B′ tal que B′K = B′C ′.Observe que AC e C ′K se inter
eptam nos respe
tivos pontos médios, portanto,
AKCC ′ é um paralelopgramo.Logo, AK = CC ′ = mc.Note que A′BB′K também é um paralelogramo, pois A′B = B′K e paralelo.Assim, A′K = B′B = mb.Então, o triângulo AA′K possui os três lados 
onhe
idos sendo 
ada um deles umamediana e é fa
ilmente 
onstruído. Pre
isaremos 
onstruir esse triângulo auxiliar.Para passar do triângulo auxiliar para o triângulo desejado, per
eba que C ′B′K éinter
eptado por AA′ em L. E L é o ponto médio de AA′.Logo, KL é mediana do triângulo AA′K e, portanto 
onhe
ida.Além disso,

C ′L = LB′ =
1

3
KL.Então, B′ é bari
entro de AA′K.Assim os pontos B′ e C ′ podem ser determinados e o triângulo ABC 
onstruído.Construção 14. Sejm AA′ = ma, BB′ = mb e CC ′ = mc as três medianas dadas.1. Construa o triângulo AA′K sendo as medidas dos lados as medianas.2. Determine o ponto médio de AA′.3. Construa as medianas e o bari
entro de AA′K, o ponto B′.4. Determine o ponto C ′ sobre a reta ←→LB′ tal que C ′L = LB′.5. Sobre a reta ←→AC ′ determine um ponto B, tal que AC ′ = C ′B.6. Sobre a reta ←→AB′ determine um ponto C, tal que AB′ = B′C.Portanto, o triângulo ABC é solução do problema.
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Capítulo 3Cir
unferên
iaNesse 
apítulo serão apresentadas de�nições e proposições importantes para as 
onstruçõesdos dez problemas de Apol�nio realizadas no Capítulo 4.3.1 Cir
unferên
ia por três pontos não 
olinearesSabe-se pela Proposição 2.4.1 que três pontos não 
olineares determinam uma úni
a
ir
unferên
ia. Para 
onstruir uma 
ir
unferên
ia que 
ontenha três pontos dados, bastadeterminar a interseção entre as retas equidistantes desses pontos dois a dois, essas retasequidistantes são as mediatrizes. O ponto de interseção entre as mediatrizes é o 
entro da
ir
unferên
ia desejada. Portanto, se sabemos o 
entro e o seu raio a 
ir
unferên
ia estádeterminada.3.2 HomotetiaDe�nição 5. Homotetia 
om 
entro O e razão 
onstante k, um número real e diferentede zero, é uma transformação que asso
ia a 
ada ponto P do plano um ponto P ′ sobre asemirreta −→OP , de origem O, tal que OP ′ = k · OP .O ponto P ′ é 
hamado de ponto homotéti
o de P na homotetia 
om 
entro O e razão
k. Existem dois tipos de homotetia, a direta e a inversa.De�nição 6. Homotetia direta é aquela em que k é um número positivo. Se k > 1 então
P está entre O e P ′. Se 0 < k < 1 então P ′ está entre O e P .De�nição 7. Homotetia inversa é aquela em que k é um número negativo. Se k < 0então O está entre P e P ′.Em uma homotetia, se k = 1, então o ponto homotéti
o P ′ 
oin
ide 
om o ponto P .Proposição 3.2.1. Dois pares de pontos homólogos, A e A′ ou B e B′, determinam retasparalelas; ver Figura 3.1.Demonstração. 24



Figura 3.1: Pares de pontos homólogos.Seja A′ o homotéti
o de A e B′ o homotéti
o de B 
om 
entro O.Considere os triângulos AOB e A′OB′.Temos que, OA′ = k · OA e OB′ = k · OB.Pelo 
ritério L.A.L, o triângulo AOB é semelhante ao triângulo A′OB′.Portanto, os segmentos AB e A′B′ são paralelos. �Corolário 3.2.2. Se A′ é o homotéti
o de A e B′ de B 
om 
entro O então
A′B′ = k · AB.Segue dessa proposição e desse 
orolário, que duas 
ir
unferên
ias são sempre homo-téti
as.Problema 6. Construa os 
entros de homotetia direto e inverso de duas 
ir
unferên
iasdadas.Construção 15.Dadas duas 
ir
unferên
ias C, 
entro O, e C ′, 
entro O′, temos1. Construa uma reta que passe por O e O′, pois o 
entro de homotetia e os pontoshomotéti
os são 
olineares por de�nição.2. Construa um diâmetro AB em C.3. Construa um diâmetro CD paralelo á AB.4. Construa as retas ←→BD e ←→BC.5. Determine a interseção Hd das retas ←→BD e ←−→OO′. O ponto Hd é 
entro da homotetiadireta.6. Determine a interseção Hi das retas ←→BC e ←−→OO′. O ponto Hi é 
entro da homotetiainversa.Portanto, Hd é o 
entro da homotetia direta e Hi da homotetia inversa; ver Figura 3.2.Essa 
onstrução é importante, pois a homotetia entre 
ir
unferên
ias fa
ilita a resolu-ção de problemas de tangên
ia. 25



Figura 3.2: Centros de homotetia direto e inversoProblema 7. Construa tangentes interiores e exteriores a duas 
ir
unferên
ias dadas.Construção 16.Dadas duas 
ir
unferên
ias C e C ′, temos que1. Construa os 
entros de homotetia direta e inversa.2. Determine o ponto médio M de OHi.3. Construa a 
ir
unferên
ia de 
entro em M e raio MHi. Essa 
ir
unferên
ia inter-
epta C em T1 e T2. Os pontos T1 e T2 são pontos de tangên
ia, pois os triângulos
OT1Hi e OT2Hi são ins
ritos em uma semi 
ir
unferên
ia.4. Determine o ponto médio M ′ de O′Hi.5. Construa a 
ir
unferên
ia de 
entro em M ′ e raio M ′Hi. Essa 
ir
unferên
ia inter-
epta C ′ em T3 e T4. Os pontos T3 e T4 são pontos de tangên
ia, pois os triângulos
O′T3Hi e O′T4Hi são ins
ritos em uma semi 
ir
unferên
ia.6. Construa as retas ←−→T1T4 e ←−→T2T3.

Figura 3.3: Tangentes interioresPortanto, as retas←−→T1T4 e←−→T2T3 são tangentes internas as 
ir
unferên
ias C e C ′; ver Figura3.3. 26



1. Determine o ponto médio M de OHd.2. Construa a 
ir
unferên
ia de 
entro em M e raio MHd. Essa 
ir
unferên
ia inter-
epta C em T1 e T2. Os pontos T1 e T2 são pontos de tangên
ia, pois os triângulos
OT1Hd e OT2Hd são ins
ritos em uma semi-
ir
unferên
ia.3. Determine o ponto médio M ′ de O′Hd.4. Construa a 
ir
unferên
ia de 
entro em M ′ e raio M ′Hd. Essa 
ir
unferên
ia inter-
epta C ′ em T3 e T4. Os pontos T3 e T4 são pontos de tangên
ia, pois os triângulos
O′T3Hd e O′T4Hd são ins
ritos em uma semi 
ir
unferên
ia.5. Construa as retas ←−→T1T3 e ←−→T2T4.

Figura 3.4: Tangentes exterioresPortanto, as retas←−→T1T3 e←−→T2T4 são tangentes externas as 
ir
unferên
ias C e C ′; ver Figura3.4.Portanto, as retas ←−→T1T4, ←−→T2T3, ←−→T1T3, ←−→T1T3 e ←−→T2T4 são tangentes às 
ir
unferên
ias C e C ′.3.3 Potên
ia e Eixo Radi
alOs 
on
eitos de potên
ia e eixo radi
al fa
ilitam bastante a resolução dos problemas deApol�nio. Antes de de�nir sobre potên
ia de um ponto é ne
essário analisar algumasproposições sobre as relações métri
as em uma 
ir
unferên
ia e só assim formular um
on
eito sobre potên
ia.Proposição 3.3.1. Sejam AB e CD duas 
ordas de uma 
ir
unferên
ia que se interse
-tam no ponto P , então
AP · PB = CP · PD.27



Demonstração.Considere os triângulos PAC e PBD; ver Figura 3.5.

Figura 3.5: Cordas 
on
orrentesObserve que os ângulos AP̂C e DP̂B são opostos pelo vérti
e, então 
ongruentes. E osângulos AĈP e DP̂B também são 
ongruentes, pois são ângulos ins
ritos que subtendemo mesmo ar
o.Logo, os triângulos PAC e PBD são semelhantes.Então,
AP

PD
=

CP

PD
.Portanto,

AP · PB = CP · PD.

�Proposição 3.3.2. Sejam AB e CD duas retas se
antes a uma 
ir
unferên
ia que seinterse
tam no ponto P , então
AP · PB = CP · PD.Demonstração.Considere os triângulos PAD e PBC; ver Figura 3.6.Observe que o ângulo AP̂C é 
omum a ambos os triângulos e os ângulos CB̂P e AD̂P ,ângulos ins
ritos que subtendem o mesmo ar
o. Logo, os triângulos PAD e PBC sãosemelhantes.Então,

CP

AP
=

PB

PD
.Portanto,

AP · PB = CP · PD.

�28



Figura 3.6: Retas se
antesProposição 3.3.3. Sejam AP tangente a uma 
ir
unferên
ia e BD se
ante que se inter-se
tam no ponto P , então
AP 2 = PB · PC.Demonstração.Considere os triângulos APB e ACP ; ver Figura 3.7.

Figura 3.7: Interseção entre tangente e se
anteObserve que o ângulo AP̂C é 
omum a ambos os triângulos e os ângulos PÂB e PÂC,ângulos ins
ritos que subtendem o mesmo ar
o. Logo, os triângulos ABP e ACP sãosemelhantes.Então,
PA

PB
=

PC

PA
.Portanto,

PA2 = PB · PC.

�Agora, podemos de�nir o 
on
eito de potên
ia de um ponto.De�nição 8. Sejam uma 
ir
unferên
ia C, de 
entro O e raio r, e um ponto P , ambos
ontidos no mesmo plano então a potên
ia de P em relação à C é
Pot(P ) = (PO)2 − r2.29



O valor da potên
ia de um ponto depende de sua posição em relação à 
ir
unfeên
ia.Proposição 3.3.4. A potên
ia de um ponto P em relação à uma 
ir
unferên
ia C éa) Se P perten
e à C, então
Pot(P ) = 0.b) Se P é interior à C e a reta 
onduzida por P inter
epta C em A e B, então

Pot(P ) = −PA · PB.
) Se P é exterior à C e a reta 
onduzida por P inter
epta C em A e B, então
Pot(P ) = PA · PB.Demonstração.a) Se P perten
e à 
ir
unferên
ia, então PO = r. Portanto,

Pot(P ) = 0.b) Se P perten
e ao interior, então pela Proposição 3.3.1, temos
AP · PB = CP · PD.Logo,

AP · PB = CP · PD = (r + PO)(r− PO) = r2 − (PO)2.Portanto,
Pot(P ) = −PA · PB.
) Se P perten
e ao exterior, então pela Proposição 3.3.2, temos
AP · PB = CP · PD.Logo,

AP · PB = CP · PD = (PO + r)(PO − r) = (PO)2 − r2.Portanto,
Pot(P ) = PA · PB.

�Corolário 3.3.5. Se o ponto O é o 
entro da 
ir
unferên
ia de raio r, então
Pot(O) = −r2.Agora, pode-se de�nir eixo radi
al porque esse 
on
eito está diretamente ligado ao depotên
ia de um ponto.De�nição 9. Eixo radi
al é o lugar geométri
o dos pontos que possuem a mesma potên
ia
om relação a duas 
ir
unferên
ias não 
on
êntri
as, ou seja,

Potc(P ) = Potc′(P ).30



Proposição 3.3.6. O eixo radi
al de duas 
ir
unferên
ias é uma reta perpendi
ular àreta 
onduzida pelos seus 
entros.Demonstração. Sejam as 
ir
unferên
ias C de 
entro O e raio r e 
ir
unferên
ia C ′ de
entro O′ e raio r′. Se X é um ponto do lugar geométri
o tem-se, por de�nição:
(XO)2 − r2 = (XO′)2 − r′2, ou (XO)2 − (XO′)2 = r2 − r′2 = constante.Pela última igualdade, mostra que todo ponto P equipotente possui a diferença dos qua-drados a O e O′ 
onstante, sendo o lugar geométri
o 2.14. Logo, P perten
e a uma retaperpendi
ular a reta ←−→OO′. �Corolário 3.3.7. As potên
ias em relação as duas 
ir
unferên
ias dadas, de um ponto
omum a essas duas 
ir
unferên
ias são iguais, pois ambas são zero.Pode-se 
on
luir que o eixo radi
al de duas 
ir
unferên
ias que se inter
e
tam é a retadeterminada por seus pontos de interseções.Corolário 3.3.8. O eixo radi
al de duas 
ir
unferên
ias se
antes é a reta que passa pelosseus pontos de interseções.Proposição 3.3.9. Se de um ponto P qualquer do eixo radi
al de duas 
ir
unferên
iasfor traçadas tangentes as essas 
ir
unferên
ias, então os segmentos tangentes possuem asmesmas medidas.Demonstração. Sejam as 
ir
unferên
ias C(O, r) e C ′(O′, r′) e um pontoQ do eixo radi
al;ver Figura 3.8.

Figura 3.8: Segmentos tangentesConsidere o segmento QM tangente á 
ir
unferên
ia C e QN tangente à C ′.Logo,
Potc(Q) = Potc′(Q).Então,
(QM)2 = (QN)2.Portanto,

QM = QN.

�Problema 8. Construa o eixo radi
al de duas 
ir
unferên
ias não 
on
entri
as.31



a) Se as duas 
ir
unferên
ias são se
antes.b) Se as duas 
ir
unferên
ias são tangentes em T .
) Se as duas 
ir
unferên
ias são exteriores.d) Se as 
ir
unferên
ias são interiores.Construção 17.a) Se as duas 
ir
unferên
ias são se
antes, então o eixo radi
al é a reta que une seus pontos
omuns.b) Se as duas 
ir
unferên
ias são tangentes em T , então o eixo radi
al é a reta tangente 
o-mum 
onduzida pelo ponto T. Lembre que o eixo radi
al é perpendi
ular à reta 
onduzidapelos 
entros.
) Se as duas 
ir
unferên
ias são exteriores, temos1. Construa uma 
ir
unferên
ia de 
entro e raio arbitrário que seja se
ante as 
ir
un-ferên
ias C(O, r) e C ′(O′, r′) dadas.2. Determine os pontos A e B de interseção entre a 
ir
unferên
ia arbitrária e C.3. Determine os pontos C e D de interseção entre a 
ir
unferên
ia arbitrária e C ′.4. Determine o ponto R de interseção entre as duas 
ir
unferên
ias.5. Construa a reta 
onduzida por ←−→OO′.6. Construa a reta r perpendi
ular a ←−→OO′ passando por R.Portanto, a reta r é o eixo radi
al; ver Figura 3.9.

Figura 3.9: Eixo radi
al de duas 
ir
unferên
ias exterioresJusti�
ativa Observe que o eixo radi
al é perpendi
ular a reta 
onduzida pelos pontos Oe O′, logo basta determinar um de seus pontos e por ele traçar a reta perpendi
ular à OO′.Analisando as potên
ias dos pontos A, B, C e D em relação a 
ir
unferên
ia arbitrária,temos 32



Pot(R) = RB · RA = RD · RC. (1)Entretanto,
Potc(R) = RB · RA e Potc′(R) = RD · RC.Por (1),

Potc(R) = Potc′(R).Logo, o ponto P perten
e ao eixo radi
al. Portanto, a reta r é o eixo radi
al.d) Se as duas 
ir
unferên
ias são interiores então a 
onstrução é feita da mesma forma quepara o 
aso das 
ir
unferên
ias serem exteriores. E a justi�
ativa é feita de modo análogo.
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Capítulo 4Os Problemas de Apol�nioOs problemas de tangên
ias de Apol�nio dividiram-se em dez 
asos determinados pela
ombinação de três elementos entre 
ir
unferên
ias, retas e pontos. O 
onhe
imentodesses problemas en
ontram-se na introdução do livro II da obra Coleção Matemáti
aes
rita por Pappus, ver [7℄, essa obra 
ita alguns 
asos do tratado Tangên
ias de Apol�niode Perga. Segundo Boyer, ver [2℄, os dois 
asos mais fá
eis ( três pontos ou três retas)apare
em em Os Elementos de Eu
lides e os outros seis no livro I e II de Tangên
ias.Sabe-se que Apol�nio 
onstruiu os noves primeiros e a
redita-se que foi Newton o primeiromatemáti
o a resolver o último usando apenas régua e 
ompasso. Segundo Pappus, ver[7℄, os problemas apare
iam 
om o seguinte enun
iado: Dados três elementos, 
ada um dosquais pode ser pontos, retas ou 
ir
unferên
ias, 
onstruir uma 
ir
unferên
ia que passapelo(s) ponto(s) e ser tangente a 
ada uma das linhas dadas.Os dez 
asos são:Problema 1: Construir uma 
ir
unferên
ia que passe por três pontos dados (PPP);Problema 2: Construir uma 
ir
unferên
ia tangente a três retas dadas (RRR);Problema 3: Construir uma 
ir
unferên
ia que passe por dois pontos dados e tangentea uma reta dada (PPR);Problema 4: Construir uma 
ir
unferên
ia que passe por dois pontos dados e tangentea uma 
ir
unferên
ia dada (PPC);Problema 5: Construir uma 
ir
unferên
ia que passe por um ponto dado e tangente aduas retas dadas (PRR);Problema 6: Construir uma 
ir
unferên
ia que passe por um ponto dado e tangente aduas 
ir
unferên
ias dadas (PCC);Problema 7: Construir uma 
ir
unferên
ia tangente a duas retas dadas e a uma 
ir
un-ferên
ia dada (CRR);Problema 8: Construir uma 
ir
unferên
ia que passe por um ponto e tangente a umareta dada e uma 
ir
unferên
ia dada (PRC);Problema 9: Construir uma 
ir
unferên
ia tangente a uma reta dada e a duas 
ir
unfe-rên
ias dadas (RCC); 34



Problema 10: Construir uma 
ir
unferên
ia tangente a três 
ir
unferên
ias dadas (CCC).As soluções desses problemas exigem apenas o uso de régua e 
ompasso.4.1 Problema 1 (PPP)O problema 1 
onsiste na 
onstrução de uma 
ir
unferên
ia que passe por três pontosdados.Construção 18. A 
onstrução é para pontos não 
olineares, pois 
aso os fossem não teriasolução. Esse problema já foi resolvido no seção 2.1.14.2 Problema 2 (RRR)Tem-se para esse problema 
in
o sub
asos, são eles: as três retas serem paralelas, ou
oin
identes, ou 
on
orrentes duas a duas, ou 
on
orrentes no mesmo ponto, ou duasparalelas e uma se
ante a ambas. Para o sub
aso de serem ambas paralelas entre si ou
on
orrentes em um ùni
o ponto não existe solução, entretanto 
aso sejam 
oin
identesteríamos in�nitas soluções.Agora para retas 
on
orrentes duas a duas temos quatro soluções, uma 
ir
unferên
ia
C1 ins
rita ao triângulo formado pelos pontos de 
on
orrên
ia e as outras três C2, C3 e
C4 são externas a esse triângulo 
omo ilustrado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Problema 2: Duas retas 
on
orrentesPara 
onstruir C1 basta 
onstruir a 
ir
unferên
ia interna ao triângulo ABC, vamosanalisar a 
onstrução de C2 e de modo análogo temos as 
onstruções de C3 e C4. Para a35




onstrução de C2 é ne
essário determinar seu 
entro, bissetrizes dos ângulos externos aotriângulo, e o raio, perpendi
ular a reta b passando por O2; ver Figura 4.2.

Figura 4.2: Problema 2: Solução externa ao triângulo.O último sub
aso sendo duas retas paralelas e uma ter
eira se
ante a ambas gera duassoluções as 
ir
unferên
ias C1 e C2, ilustrada na Figura 4.2.

Figura 4.3: Problema 2: Duas retas paralelas.Observe que o ra
io
ínio para a 
onstrução das 
ir
unferên
ias C1 e C2 são análogos,e para tal basta determinar o 
entro e o raio de ambas. O 
entro O1 de C1 é equidistantede ambas as retas dadas, logo, é o ponto de interseção entre a reta equidistante das duasretas paralelas a e b e entre a reta equidistante das duas retas 
on
orrentes b e c, e o raioé a metade da distân
ia entre as duas retas paralelas.4.3 Problema 3 (PPR)Tem-se para esse problema três sub
asos, são eles: os pontos estão em semiplanos distintosda reta dada, os pontos perten
em ao mesmo semiplano ou perten
em à reta dada. Caso36



os pontos estejam em semiplanos distintos ou pertençam à reta dada não existe solução.Para o mesmo semiplano temos duas ou uma solução dependendo da posição dos doispontos, 
omo ilustrado a seguir:Caso 1. Existe uma úni
a solução, a 
ir
unferên
ia C1, se os pontos dados estão 
ontidosem uma reta paralela à reta dada.Construção 19. Faça a mediatriz, a reta d, de P e P ′, pois o 
entro da 
ir
unferên
iaé equidistante de ambos os pontos. Essa reta inter
epta a reta a dada no ponto T .Como o ponto T é outro ponto perten
ente a 
ir
unferên
ia, pre
isa-se 
onstruir uma
ir
unferên
ia que passe por três pontos P , P ′ e T , portanto a 
onstrução é feita peloprimeiro problema de Apol�nio (PPP) resolvida anteriormente no problema 1 (Figura4.4).

Figura 4.4: Problema 3: Os dois pontos dados 
olineares e paralelos a reta dada.Caso 2. Têm-se duas soluções, as 
ir
unferên
ias C1, 
entro O1, e C2,
entro O2, quandoos dois pontos não perten
em a uma reta paralela; ver Figura 4.5.Construção 20. Dados os pontos P e P ′ e a reta a, temos1. Construa uma reta por P e P ′, essa reta inter
epta a reta a no ponto R.2. Construa a média propor
ional RX de PP ′ e PR, pois,
Pot.(R,C1) = (RT )2 = RP · RP ′,

P ot.(R,C2) = (RT ′)2 = RP ·RP ′.Logo, RT = RT ′ =
√
RP · RP ′ = RX .3. Construa uma 
ir
unferên
ia de 
entro R e raio RX , essa 
ir
unferên
ia inter
eptaa reta a dada nos pontos T e T ′.4. Construa uma 
ir
unferên
ia C1 que 
ontenha os pontos P , P ′ e T , esse pro
edi-mento é dado pelo problema 1 de Apol�nio (PPP).5. Construa uma 
ir
unferên
ia C2 que 
ontenha os pontos P , P ′ e T ′, esse pro
edi-mento é dado pelo problema 1 de Apol�nio (PPP).37



Figura 4.5: Problema 3: Os dois pontos dados não são paralelos a reta dada.4.4 Problema 4 (PPC)Tem-se para esse problema três sub
asos, são eles: Os pontos dados P eQ estão em regiõesdistintas da 
ir
unferên
ia dada, os pontos ambos no interior ou ambos no exterior. Se
P e Q estejam em regiões distintas da 
ir
unferên
ia não existe solução. Se ambos ospontos estão no exterior ou no interior têm-se duas soluções, as 
ir
unferên
ias C1 e C2,ilustradas na Figura 4.6.Construção 21. Dados os pontos P e Q e a 
ir
unferên
ia c de 
entro C, temos1. Construa a mediatriz b do segmento PQ.2. Es
olha um ponto Y , sobre a mediatriz de PQ tal que a 
ir
unferên
ia de 
entro Y
ontenha P e Q e seja se
ante a 
ir
unferên
ia de 
entro c.3. Construa uma 
ir
unferên
ia de 
entro Y que passe por P e Q. Essa inter
epta a
ir
unferên
ia dada nos pontos M e N . Observe que a reta ←−→MN é o eixo radi
aldas 
ir
unferên
ias de 
entro em Y e C.4. Determine o ponto R 
omo a interseção entre as retas ←−→MN e ←→PQ. Note que

Pot(R,C) = Pot(R, Y ) = RP · RQ e PQ é o eixo radi
al de qualquer 
ir
unfe-rên
ia solução, pois estas pre
isam 
onter P e Q.5. Determine o ponto médio, M ′, do segmento RC.6. Construa uma 
ir
unferên
ia de 
entro M ′ e raio M ′C. Essa inter
epta a 
ir
un-ferên
ia de 
entro C em E e E ′. Esses pontos determinados são os pontos detangên
ias, pois Pot(R,C) = RP ·RQ = RE2 = RE ′2.38



Figura 4.6: Problema 4: Os pontos são exteriores ou interiores à 
ir
unferên
ia dada.7. Construa as retas ←→CE e ←−→CE ′.8. Determine a interseção O da reta ←→CE 
om a mediatriz do segmento PQ, pois O, Ce E são 
olineares.9. Determine a interseção O′ da reta ←−→CE ′ 
om a mediatriz do segmento PQ, pois O′,
C e E são 
olineares.10. Construa as 
ir
unferên
ias C1 e C2, 
entros em O e O′, respe
tivamente, ambas
ontendo P e Q.Portanto, C1 e C2 são soluções do problema; ver Figura 4.6.4.5 Problema 5 (PRR)Tem-se para esse problema 
in
o sub
asos, são eles: duas retas paralelas e o ponto per-ten
em à região externa a ambas, duas retas paralelas e o ponto no interior a ambas,duas retas paralelas e o ponto perten
e a uma delas, duas retas 
on
orrentes e um pontonão perten
ente a elas ou duas retas 
on
orrentes e um ponto perten
ente a uma delas.O problema é impossível quando o ponto perten
e a uma região externa a ambas retasparalelas. Note que independente do sub
aso o 
entro da 
ir
unferên
ia, a solução, éequidistante as duas retas. Analisa-se a seguir o sub
aso de duas retas 
on
orrentes e umponto não perten
ente a elas, para tal existe duas soluções as 
ir
unferên
ias C1 e C2,
omo ilustrado na Figura 4.7.Construção 22. Dadas às retas a e b e o ponto P , temos,39



Figura 4.7: Problema 5: Duas retas 
on
orrentes e um ponto não perten
ente a ela.1. Construa a bissetriz do ângulo formado pelas retas 
on
orrentes.2. Determine o simétri
o P ′ de P 
om relação a bissetriz.3. Construa a 
ir
unferên
ia que passa por P , P ′ e tangente a reta a. Para essa
onstrução deve-se fazer o problema de Apol�nio (PPR). Assim, obtém-se duassoluções, as 
ir
unferên
ias C1 e C2.Os demais sub
asos a seguir apresentam apenas uma exempli�
ação do número desoluções.Sejam duas retas paralelas e um ponto no interior a ambas. Nesse 
ontexto existemduas soluções, C1 e C2; ver Figura 4.8.Para duas retas paralelas e um ponto perten
ente a uma delas existe apenas umasolução, C1; ver Figura 4.9.Finaliza-se 
om o sub
aso de duas retas 
on
orrentes e um ponto perten
ente a umadelas, nesse 
enário, existem duas soluções C1 e C2; ver Figura 4.10.Para os Problemas 6 à 10 apresenta-se apenas uma 
onstrução e suas respe
tivasjusti�
ativas, ou seja, não serão apresentas todas as situações possíveis.4.6 Problema 6 (PCC)Dados duas 
ir
unferên
ias não se
antes e um ponto P exterior a ambas, temos para talsituação quatro soluções, as 
ir
unferên
ias, C1, C2, C3 e C4.Construção 23. Sejam as 
ir
unferên
ias de 
entros C e C ′ e o ponto P , temos40



Figura 4.8: Problema 5: Duas retas paralelas e um ponto no interior a ambas.

Figura 4.9: Problema 5: Duas retas paralelas e um ponto perten
ente a uma delas.1. Construa os 
entros de homotetia inversa e direta, os pontos Hi e Hd, respe
tiva-mente. Lembre que os 
entros de homotetia e os 
entros das 
ir
unferên
ias dadassão 
olineares.2. Construa a reta que passa por C e C ′; ver Figura 4.11.Vamos dividir essa 
onstrução em duas etapas e em 
ada etapa en
ontram-se duassoluções, 
ada uma delas irá tomar um 
entro de homotetia.1a Parte:3. Determine as interseções M e N da reta ←−→CC ′ 
om as 
ir
unferên
ias de 
entros C e
C ′, respe
tivamente. Esses pontos são pontos inversos um do outro 
om relação aoponto Hd e a potên
ia é a mesma que a razão de homotetia de 
entro Hd.41



Figura 4.10: Problema 5: Duas retas 
on
orrentes e um ponto perten
ente a uma delas.

Figura 4.11: Problema 6: Centro de homotetia direto e inverso.4. Construa uma 
ir
unferên
ia que passa por P , M e N . Esta 
ir
unferên
ia deter-mina 
om as 
ir
unferên
ias dadas os eixos radi
ais.5. Determine o ponto P ′, esse ponto é dado pela interseção entre a reta ←−→PHd e o eixoradi
al.6. Determine os pontos de tangên
ia T1 e T ′

1
, dados pela interseção entre 
ir
unferên
iade diâmetro C1P

′ e a 
ir
unferên
ia dada. Os pontos T1 e T ′

1
são de tangên
ia, pois

P ′T 2

1
= P ′M · P ′N.7. Determine os pontos T2 e T2′ , de modo análogo, pelo outro eixo radi
al.8. Construa a 
ir
unferên
ia c1 que passe pelos pontos T1, P e T2. Essa 
onstrução édada pelo 
aso (PPP). 42



9. Construa a 
ir
unferên
ia c2 que passe pelos pontos T ′

1
, P e T ′

2
. Essa 
onstrução édada pelo 
aso (PPP).Portanto, c1 e c2 são as duas primeiras soluções en
ontradas; ver Figura 4.12.

Figura 4.12: Problema 6: 1a Parte.2a Parte:10. Construa de forma semelhante, outras duas 
ir
unferên
ias 
onsiderando 
omo 
en-tro de homotetia inversa, o ponto Hi.Portanto, C3 e C4 também são soluções do problema; ver Figura 4.13.Finalizando as duas etapas en
ontram-se 4 soluções C1, C2, C3 e C4; ver Figura 4.14.Essas quatro soluções são as úni
as, pois as soluções devem 
onter o ponto P ′, ou P ′′,e o ponto P , logo para 
ada 
entro de homotetia há apenas duas 
ir
unferên
ias que sãotangentes a 
ir
unferên
ia dada.4.7 Problema 7 (CRR)Esse 
aso não possui solução se as retas são paralelas e exteriores à 
ir
unferên
ia ou seuma das retas está entre a outra reta e a 
ir
unferên
ia.Analisa-se o sub
aso em que as duas retas são 
on
orrentes e exteriores à uma 
ir
unfe-rên
ia, temos para tal situação quatro soluções, as 
ir
unferên
ias, C1, C2, C3 e C4. Comoa solução desejada é tangente a duas retas 
on
orrentes então seu 
entro é equidistantea ambas. Essa 
ir
unferên
ia também é tangente à 
ir
unferên
ia dada, logo a distân
iaentre os 
entros é a soma ou a diferença entre os raios. Ao longo da 
onstrução iremos
air no 
aso (RRP). 43



Figura 4.13: Problema 6: 2a Parte.

Figura 4.14: Problema 6: 1a Parte e 2a Parte.Construção 24. Sejam duas retas 
on
orrentes, t e t′, e a 
ir
unferên
ia de 
entro C,temos que1. Construa a perpendi
ular t passando por C.2. Determine o ponto D, interseção entre essa perpendi
ular e a 
ir
unferên
ia de44




entro C. Observe que o segmento CD é o raio da 
ir
unferên
ia de 
entro C, tome
CD = r.3. Construa o par de retas paralelas a t a uma distân
ia r. Essas retas são g e h.4. Construa o par de retas paralelas a t′ a uma distân
ia r, essas retas são d e e.Observe que as quatro retas e, g, h e d formam dois pares de retas (e e g; d e h),tal que a distân
ia entre elas é, respe
tivamente, igual a x+ r ou x− r; ver Figura4.15.

Figura 4.15: Problema 7: Retas auxiliares.Vamos dividir essa 
onstrução em duas etapas e em 
ada etapa en
ontram-se duassoluções.1a Parte:5. Construa 
ir
unferên
ias auxiliares tangentes às retas d e h passando pelo ponto C,para tal 
onstrução re
aímos ao 
aso (RRP).6. Determine os 
entros das 
ir
unferên
ias auxiliares, os pontos O e O′. Note que
O e O′ também são os 
entros das soluções desejadas, pois seu raio é r unidadesmenores.7. Construa perpendi
ulares a t passando pelos pontos O e O′.8. Determine as interseções F e F ′ das perpendi
ulares 
onstruídas, no passo anterior,
om a reta.9. Construa 
ir
unferên
ias, C1 e C2, de 
entros O e O′ passando, respe
tivamente,pelos pontos F e F ′.Logo, C1 e C2 são soluções desse sub
aso; ver Figura 4.16.45



Figura 4.16: Problema 7: 1a Parte.2a Parte:10. Repita o mesmo pro
edimento para as retas g e e. Com isso existem mais duassoluções, as 
ir
unferên
ias C2 e C3; ver Figura 4.17.

Figura 4.17: Problema 7: 2a Parte.Todas as soluções são C1, C2, C3 ou C4; ver Figura 4.18.4.8 Problema 8 (PRC)Esse problema possui vários sub
asos e 
om isso varia o número de soluções. Se o pontoé 
omum à 
ir
unferên
ia e a reta então existe in�nitas soluções. Se o ponto perten
e ao46



Figura 4.18: Problema 7: 1a Parte e 2a Parte.interior da 
ir
unferên
ia e a reta não é se
ante a ela logo não possui solução. No sub
asoa ser analisado os três elementos não se inter
eptam.Construção 25. Sejam um ponto P , uma 
ir
unferên
ia de 
entro C e uma reta t, temosque1. Construa a perpendi
ular a t passando por C.2. Determine o ponto M , interseção entre a perpendi
ular e a reta t.3. Determine as interseções H e K da perpendi
ular 
om a 
ir
unferên
ia de 
entro
C; ver Figura 4.19.Vamos dividir essa 
onstrução em duas etapas e 
ada etapa en
ontram-se duassoluções.1a Parte:4. Construa uma 
ir
unferên
ia auxiliar que 
ontenha os pontos K, M e P .5. Construa a reta ←→HP .6. Determine P ′ interseção da reta ←→HP 
om a 
ir
unferên
ia auxiliar. Observe que apotên
ia de H 
om respeito a 
ir
unferên
ia auxiliar é igual a qualquer potên
ia que
ontenha os pontos P e P ′.7. Construa a 
ir
unferên
ia que passe por P , P ′ e tangente a reta t. Para essa 
ons-trução realize o 
aso (PPR).São duas soluções obtidas, as 
ir
unferên
ias C1 e C2; ver Figura 4.20.47



Figura 4.19: Problema 8.

Figura 4.20: Problema 8: 1a Parte.2a Parte:8. Repita o mesmo pro
edimento desenvolvido na 1a Parte substituindo o ponto H por
K.En
ontram-se duas soluções, as 
ir
unferên
ias C3 e C4; ver Figura 4.21.Ao �nal das duas etapas temos as soluções C1, C2, C3 e C4; ver Figura 4.22.
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Figura 4.21: Problema 8: 2a Parte.

Figura 4.22: Problema 8: 1a Parte e 2a Parte.4.9 Problema 9 (RCC)Como nos 
asos anteriores o número de soluções varia 
om a posição dos três elementos.Não possui solução em dois sub
asos, se as 
ir
unferên
ias estão em semiplanos distintosem relação à reta ou se uma das 
ir
unferên
ias é interior a outra e a reta é exterior a am-49



bas. O sub
aso em que duas 
ir
unferên
ias disjuntas 
ontidas em um mesmo semiplanopossui oito soluções, o qual será objeto de estudo.Construção 26. Sejam uma reta t e duas 
ir
unferên
ias c(C,m) e c′(C ′, m′), temos que1. Construa um par de retas paralelas a t, b e d, 
om distân
ia igual a m.2. Construa a reta ←−→CC ′.3. Construa uma 
ir
unferên
ia W de 
entro C ′ e raio r = m′−m. Essa 
ir
unferên
iaé auxiliar de forma que aumentamos ou 
ontraímos seu raio obteremos as soluçõesdesejadas e a 
oroa 
ir
ular tem raio m.4. Construa uma 
ir
unferên
ia W ′ de 
entro C ′ e raio r = m′+m. Essa 
ir
unferên
iaé auxiliar de forma que aumentamos ou 
ontraímos seu raio obteremos as soluçõesdesejadas; ver Figura 4.23.

Figura 4.23: Problema 9: Cir
unferên
ias auxiliares.Essa 
onstrução será dividida em quatro etapas e 
ada uma terá duas soluções.1a Parte:5. Construa 
ir
unferên
ias auxiliares que 
ontenham o ponto C, tangente a reta b e a
ir
unferên
ia W . Veri�que que se deve realizar o pro
edimento (PRC).6. Determine os 
entros O1 e O2 dessas 
ir
unferên
ias.7. Construir perpendi
ulares a t passando por O1 e O2.8. Construir interseções E e E ′ destas perpendi
ulares 
om a reta t.9. Construir 
ir
unferên
ia c1 de 
entro O1 e raio OE.50



10. Construir 
ir
unferên
ia c2 de 
entro O2 e raio OE ′.As 
ir
unferên
ias c1 e c2 são de fato soluções do problema, pois, a reta b é paralelaa t e dist(O1, t) = dist(O1, b) + m e dist(O2, t) = dist(O2, b) + m. Em relação a
ir
unferên
ia c temos dist(O1, C) = x, logo a 
ir
unferên
ia c1 de 
entro O1 e raio
x + m é tangente à c, de modo análogo será tangente a c′. O mesmo ra
io
íniojusti�
a a tangên
ia das demais soluções en
ontradas; ver Figura 4.24.

Figura 4.24: Problema 9: 1a Parte.2a Parte:11. Realize o mesmo pro
edimento na 1a parte, tro
ando a reta b por d; ver Figura4.25.3a Parte:12. Faça a mesma 
onstrução da 2a parte tro
ando a 
ir
unferên
ia auxiliar por W ′; verFigura 4.26.4a Parte:13. Faça a mesma 
onstrução da 1a parte tro
ando a 
ir
unferên
ia auxiliar por W ′; verFigura 4.27.Portanto, C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7 e C8 são soluções; ver Figura 4.28.4.10 Problema 10 (CCC)Atualmente, esse último 
aso, é 
onhe
ido 
omo o problema de Apol�nio. Existemvários métodos de solução para esse problema e o que os diferen
iam é o número de inter-seções. Um importante trabalho foi realizado por MAFALDA em sua tese de doutorado51



Figura 4.25: Problema 9: 2a Parte.em 2007 utilizando apenas feixes de 
ir
unferên
ia e transformações geométri
as de in-versão. Esse método possui bastante apli
abilidade na engenharia. Essa solução não seráanalisada nesse trabalho, pois a qual não está voltada para o ensino bási
o.Como nos 
asos anteriores o número de soluções varia 
om a posição dos elementos.Iremos analisar o sub
aso em que as três 
ir
unferên
ias c1(C1, r1), c2(C2, r2) e c3(C3, r3)são disjuntas e exteriores, para essa situação existem oito soluções. Para a 
onstruçãoserão utilizadas 
ir
unferên
ias auxiliares 
on
êntri
as 
om duas 
ir
unferên
ias dadas,sendo a 
oroa 
ir
ular 
om raio igual a ter
eira e posteriormente realiza-se o 
aso (PCC')quatro vezes.Construção 27. Sejam três 
ir
unferên
ias c1(C1, r1), c2(C2, r2) e c3(C3, r3) disjuntas eexteriores, 
om raios diferentes e suponha r1 o menor deles, temos1. Construa as retas ←−→C1C2 e ←−→C1C3.2. Construa 
ir
unferên
ias 
on
êntri
as a c2, w1 e w2, 
om raios iguais a r2 + r1 e
r2 − r1, respe
tivamente.3. Construa 
ir
unferên
ias 
on
êntri
as a c3, w3 e w4, 
om raios iguais a r3 + r1 e
r3 − r1, respe
tivamente; ver Figura 4.29.Este sub
aso será dividido em quatro etapas, e para 
ada uma delas será determi-nado duas soluções. 52



Figura 4.26: Problema 9: 3a Parte.1a Parte:4. Construa 
ir
unferên
ias auxiliares, s′
1
e s′

2
, que 
ontenha o ponto C1 e são tangentesàs 
ir
unferên
ias w2 e w4. Realize o 
aso (PCC), observe que essas 
ir
unferên
iassão en
ontradas pela homotetia direta.5. Determine os 
entros das 
ir
unferên
ias auxiliares, O1 e O2.6. Marque o ponto T , ponto de interseção entre a reta ←−→O1C1 e a 
ir
unferên
ia c1.7. Marque o ponto T ′, ponto de interseção entre a reta ←−→O2C1 e a 
ir
unferên
ia c1.8. Construa a 
ir
unferên
ia s1 de 
entro O1 que passe por T .9. Construa a 
ir
unferên
ia s2 de 
entro O2 que passe por T ′; ver Figura 4.30.As 
ir
unferên
ias s1 e s2 são soluções do problema. Note que s1 tem o mesmo
entro de s′

1
e raio menor r1 unidades e s′

1
é tangente a w2 e w4, por 
onstrução,53



Figura 4.27: Problema 9: 4a Parte.então s1 é tangente a w2 e w4. Como s′
1

ontém o 
entro C1 então s1 também étangente a w2. E para w2, temos que ela possui mesmo 
entro de s′

2
e raio maior r1unidades e s′

2
é tangente a w2 e w4, por 
onstrução, então s2 é tangente a w2 e w4.Como s′

2

ontém o 
entro C2 então s2 também é tangente a w2.2a Parte:10. Realize a mesma 
onstrução da 1a parte, entretanto as 
ir
unferên
ias auxiliaresserão tangentes às 
ir
unferên
ias w1 e w3. Realize o 
aso (PCC), observe que essas
ir
unferên
ias são en
ontradas pela homotetia direta.As soluções são as 
ir
unferên
ias s3 e s4; ver Figura 4.31.3a Parte:11. Realize a mesma 
onstrução da 1a parte, entretanto as 
ir
unferên
ias auxiliaresserão tangentes às 
ir
unferên
ias w1 e w4. Realize o 
aso (PCC), observe que essas
ir
unferên
ias são en
ontradas pela homotetia inversa.As soluções são as 
ir
unferên
ias s5 e s6; ver Figura 4.32.4a Parte:12. Realize a mesma 
onstrução da 1a parte, entretanto as 
ir
unferên
ias auxiliaresserão tangentes às 
ir
unferên
ias w2 e w3. Realize o 
aso (PCC), observe que essas
ir
unferên
ias são en
ontradas pela homotetia inversa.As soluções são as 
ir
unferên
ias s7 e s8; ver Figura 4.33.Então, temos oito soluções s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7 e s8; ver Figura 4.34.Ao longo desse 
apítulo resolvemos os dez problemas de Apol�nio.54



Figura 4.28: Problema 9: 1a Parte, 2a Parte, 3a Parte e 4a Parte.

Figura 4.29: Problema 10: Cir
unferên
ias auxiliares.
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Figura 4.30: Problema 10: 1a Parte.

Figura 4.31: Problema 10: 2a Parte.
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Figura 4.32: Problema 10: 3a Parte.

Figura 4.33: Problema 10: 4a Parte.
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Figura 4.34: Problema 10: 1a Parte, 2a Parte, 3a Parte e 4a Parte.
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Capítulo 5C�ni
as e Construções por pontosMenae
mus, um �lósofo grego dis
ípulo de Eudoxo, há mais de dois mil anos, bus
andouma solução para a dupli
ação do 
ubo, esbarrou em 
urvas 
om propriedades adequadaspara esse problema, que mais tarde se 
hamariam elipse, parábola e hipérbole. O �lósofo
hegou a duas soluções 
om as 
�ni
as: uma determinada pela interseção de uma hipérbolee uma parábola e a outra pela interseção de duas parábolas. Essas 
urvas eram seções deum 
one 
ir
ular reto.Vários �lósofos gregos, entre os quais Menae
mus e Eu
lides, haviam estudado e es
ritoexposições gerais sobre as 
�ni
as, mas o tratado sobre C�ni
as de Apol�nio de Perga,em oito livros, substituiu todos os textos anteriores. O tratado de Apol�nio é 
omparadopela sua importân
ia e generalidade aos Elementos de Eu
lides, ambas as obras foram asmelhores em seus 
ampos.Apol�nio, aparentemente pela primeira vez, provou que as 
�ni
as podem ser obtidasatravés de um 
one de base 
ir
ular qualquer, não ne
essariamente reto. Foi o �lósofoque introduziu os nomes elipse, hipérbole e parábola entretanto esses nomes não foraminventados por ele, provavelmente inventados pelos pitagóri
os, na solução de equaçõesquadráti
as por apli
ação de áreas. Essas três 
ondições eram designadas, �Ellipsis� -falta, �Hyperbota�- ex
esso e �Parábola� - 
omparação. Nota-se que os pitagóri
os nãousavam esses termos 
om referên
ia a seções 
�ni
as.Essas 
urvas voltaram a ser estudas nos sé
ulos XVII e XVIII, depois de um longoperíodo esque
idas. Atualmente, apesar da grande importân
ia do estudo das 
�ni
as noestudo da físi
a e suas apli
ações, no ensino bási
o se estuda apenas o grá�
o da funçãopolinomial de grau dois. O objetivo a seguir é fazer algumas 
onsiderações bási
as sobre as
�ni
as e 
onstruir por pontos essas 
urvas. Observe que existe diferença entre 
onstruir etraçar uma 
urva, o autor Carlos M. B. Marmo, ver [12℄, faz essa distinção no livro Cursode Desenho, vol. 4.�Traçar� é exe
utar um traço 
ontinuo representando a 
�ni
a. É impossível�traçar� uma 
�ni
a 
om régua e 
ompasso, todavia existem pro
essos me
âni-
os para o traçado das 
�ni
as. �Construir� é obter 
om régua e 
ompasso ousó pontos , ou só tangentes ou ainda pontos e tangentes e a seguir a 
�ni
a é�traçada� à mão livre, passando pelos pontos e ins
rita nas tangentes. Eviden-temente, obtendo pontos e tangentes ao invés de só pontos ou só tangentes, a
�ni
a resultará muito mais pre
isa e bem traçada.59



Essas 
urvas serão tratadas e de�nidas 
omo lugares geométri
os, entretando, não estão
ontidas no Capítulo 2, lugares geométri
os, pois não podem ser 
onstruídas 
om réguae 
ompasso e sim uma 
onstrução aproxima determinando vários pontos perten
entes a
ada 
urva.5.1 ElipseElipse é o lugar geométri
o dos pontos P de um plano, 
uja soma das distân
ias a doispontos �xos, os fo
os F1 e F2, é 
onstante e igual a 2a; ver Figura 5.1.Todo o ponto P que satisfaz a 
ondição PF1 + PF2 = 2a perten
e à elipse.

Figura 5.1: ElipseAlguns elementos da elipse:
• Fo
os: F1 e F2.
• Distân
ia fo
al: F1F2 = 2c.
• Diâmetro maior: o segmento A1A2 = 2a.
• Diâmetro menor: o segmento B1B2 = 2b.
• Centro: o ponto O, ponto médio de F1F2.
• Vérti
es: São os pontos A1, A2, B1 e B2, extremidades do diâmetro maior e menor.
• Eixo de simetria: os segmentos A1A2 e B1B2.Problema 9. Construir uma elipse por pontos, dados os fo
os e o diâmetro maior, verFigura 5.2.Construção 28. Sejam F1 e F2 os fo
os e A1A2 o diâmetro maior dados.1. Sobre uma reta arbitrária, transporte o segmento A1A2 e F1F2.2. Sobre o segmento A1A2 determine um ponto arbitrário R1, sejam A1R1 = b1 e
A2R1 = c1. 60



Figura 5.2: Fo
os e diâmetro maior de uma elipse3. Construa 
ir
unferên
ias 
om 
entros em F1 e F2 de raios b1 e c1. Determinam-se assim quatro pontos de interseção D, E, F e G. Observe que esses pontosdeterminados perten
em à elipse, pois
DF1 +DF2 = b1 + c1 = A1R1 + A2R1 = A1A2 = 2a.Repita o pro
edimento tomando os pontos R2, R3, R4... sobre o segmento A1A2,determinando o número de pontos da elipse que desejar; ver Figura 5.3.

Figura 5.3: Elipse por pontos5.2 HipérboleHipérbole é o lugar geométri
o dos pontos P de um plano, 
ujo o módulo da diferençaentre as distân
ias a dois pontos �xos, os fo
os F1 e F2, é 
onstante e igual a 2a; verFigura 5.4.Todo o ponto P que satisfaz a 
ondição |PF1 − PF2| = 2a perten
e à hipérbole.Alguns elementos da hipérbole:
• Fo
os: F1 e F2.
• Distân
ia fo
al: F1F2 = 2c.
• Diâmetro prin
ipal: o segmento A1A2, seja A1A2 = 2a.61



Figura 5.4: Hipérbole
• Diâmetro imaginário: o segmento B1B2, seja B1B2 = 2b. Observe que esse segmentoé a mediatriz de F1F2.
• Centro: o ponto O, ponto médio de F1F2.
• Vérti
es: São os pontos A1 e A2, extremidades do diâmetro prin
ipal.
• Eixo de simetria: os segmentos A1A2 e B1B2.Problema 10. Construir uma hipérbole por pontos, dados os fo
os e o diâmetro prin
ipal;ver Figura 5.5.

Figura 5.5: Fo
os e diâmetro prin
ipal de uma hipérboleConstrução 29. Sejam F1 e F2 os fo
os e A1A2 o diâmetro prin
ipal dados.1. Sobre uma reta arbitrária, transporte o segmento A1A2 e F1F2.2. Sobre o prolongamento do segmento A1A2 determine um ponto arbitrário R1, sejam
A1R1 = c1 e A2R1 = b1.3. Construa 
ir
unferên
ias 
om 
entros em F1 e F2 de raios b1 e c1. Determinam-se assim quatro pontos de interseção D, E, F e G. Observe que esses pontosdeterminados perten
em à hipérbole, pois

|DF1 −DF2| = c1 − b1 = A1R1 − A2R1 = A1A2 = 2a.Repita o pro
edimento tomando os pontos R2, R3, R4... sobre o segmento A1A2,determinando o número de pontos da hipérbole que desejar; ver Figura 5.6.62



Figura 5.6: Hipérbole por pontos5.3 ParábolaParábola é o lugar geométri
o dos pontos P de um plano equidistantes de uma reta d,diretriz, e de um ponto F , não perten
ente a ela; ver Figura 5.7.Todo o ponto P que satisfaz a 
ondição PF = d(P, d) perten
e à parábola.

Figura 5.7: ParábolaAlguns elementos da parábola:
• Fo
o: Ponto F .
• Diretriz: Reta d.
• Vérti
e: Ponto V . Observe que V é ponto médio de FH por de�nição.
• Eixo: reta perpendi
ular d que passa pelo ponto F .
• Parâmetro: Distân
ia entre o fo
o e à diretriz.63



Problema 11. Construir uma parábola por pontos, dados os fo
os e a diretriz; ver Figura5.8.
Figura 5.8: Fo
os e diretriz de uma parábolaConstrução 30. Sejam F o fo
o e d a reta diretriz.1. Construa a reta e perpendi
ular a d passando pelo ponto F . Seja H o ponto deinterseção entre e e d.2. Determine o vérti
e V . Lembre que V é ponto médio de FH . Para isso bastartraçar a mediatriz desse segmento.3. Tra
e uma reta a1 paralela à diretriz d. Seja H1 o ponto de interseção entre a1 e e.4. Construa uma 
ir
unferên
ia 
om 
entro F e raio HH1. Sejam P e M os pon-tos de interseção entre essa 
ir
unferên
ia e a reta a1. Observe que esses pontosdeterminados perten
em à parábola, pois

PF = d(P, d).Repita o pro
edimento tomando as retas a2, a3, a4... paralelas à diretriz, determinandoo número de pontos da parábola que desejar; ver Figura 5.9.

Figura 5.9: Parábola por pontos
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Capítulo 6Considerações FinaisEste trabalho foi de grande valia para minha práti
a em sala de aula, melhorando sig-ni�
ativamente a minha do
ên
ia. Permitiu-me fazer links sempre que ne
essário entrea geometria e as 
onstruções geométri
as. Per
ebi 
laramente 
omo o uso de problemas
omo práti
a metodológi
a melhora o ra
io
ínio lógi
o-dedutivo dos alunos. Adotei depoisdesse trabalho as 
onstruções geométri
as 
omo re
urso pedagógi
o nas aulas de geome-tria, 
ontribuindo para fa
ilitar o al
an
e dos objetivos dentro do 
urrí
ulo de matemáti
a.As 
onstruções geométri
as auxiliam na observação, na 
ompreensão, na 
riatividade,na formulação de estratégias de resolução de problemas, na análise das soluções e naformulação de propriedades geométri
as, e prin
ipalmente 
om uma ini
iação da práti
ade demonstrações matemáti
as.Neste trabalho foi proposto 
omo objetivo prin
ipal refazer os dez problemas de Apol�-nio 
omo uma metodologia que poderia ser apli
ada em sala de aula. Esse objetivo foidevidamente 
umprido, pois foram utilizados apenas 
on
eitos que são aprendidos noensino bási
o.Todos os 
apítulos apresentam 
onhe
imentos que podem ser apli
ados no ensino degeométri
a. No Capítulo 2, têm-se 
on
eitos bási
os e fundamentais para o entendimentoda geometria, 
omo por exemplo, paralelismo, perpendi
ulares, lugares geométri
os. NoCapítulo 3, são trabalhados 
on
eitos 
omo potên
ia de um ponto, eixo radi
al e ho-motetia. E no Capítulo 5, apresenta-se as 
onstruções aproximadas das 
�ni
as e suasprin
ipais 
ara
terísti
as.Como sugestão de trabalho a ser desenvolvido, sugere-se estender a metodologia dainserção das 
onstruções geométri
as dentro do ensino de geometria e fazer análises dentrodas salas e es
olas do Distritito Federal. E também, fazer estudos para o melhor ensinoe práti
a da geometria 
om o uso das 
onstruções geométri
as e o uso de programas dageometria dinâmi
a.
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