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RESUMO

O trabalho tem como base a teoria criada por David Tall e Shlomo Vinner, para
investigacao dos processos cognitivos inerentes ao estudo de matematica. Para tal,
foi realizada uma pesquisa de campo exploratéria, com estudantes de uma das turmas
do segundo ano do ensino médio do Instituto Federal Baiano — Campus Guanambi,
no ano de 2017, com o objetivo de identificar imagens conceituais sobre o conteudo
Sistemas Lineares, para entender como ocorre o processo cognitivo desses
estudantes apods estudarem o assunto pelos métodos convencionais e analisar os
conflitos cognitivos gerados por elas. A participacao da turma se deu por meio da
realizacdo de uma prova sobre o conteudo, que serviu como instrumento de coleta de
dados. Na anadlise dos dados as imagens conceituais evocadas foram listadas e
discutidas, obtendo assim, um panorama que possibilitou apontar a relevancia dessas
imagens no aprendizado dos estudantes e a importancia de que o professor as
identifique e as utilize como elementos a serem considerados em seu planejamento
para aumentar a eficacia do processo de aprendizagem ao evitar a ocorréncia dos

conflitos cognitivos.

Palavras — Chave: Imagem conceitual, Definicdo conceitual, Conflitos cognitivos e
Sistemas Lineares.



ABSTRACT

The work is based on the theory created by David Tall and Shlomo Vinner, to
investigate the cognitive processes inherent to the study of mathematics. To do this,
an exploratory field research was carried out, with students from the second year high
school class of the Instituto Federal Baiano - Campus Guanambi, who taught in the
year 2017, with the objective of identifying conceptual images about the content linear
systems to understand how the cognitive process of these students happens after
studying the subject by conventional methods and analyzing the cognitive conflicts
generated by them. The participation of the class took place through the
accomplishment of a test on linear systems, that served as instrument of data
collection. In the analysis of the data, a qualitative approach was used in which the
conceptual images evoked were listed and discussed, thus obtaining a panorama that
allowed to point out the relevance of the conceptual images in the students' learning
and the importance of the teacher knowing them and using them as elements to be
considered in their planning to increase the effectiveness of the learning process by
avoiding the occurrence of cognitive conflicts.

Key Words: Conceptual Image, Conceptual Definition, Cognitive Conflicts and Linear
Systems.
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INTRODUCAO

A precisao, o rigor l6gico e a abstragao sado caracteristicas da matematica que fazem
com que as pessoas tenham que pensar em assuntos relacionados a ela de maneira

diferente da que pensam em coisas do cotidiano.

Ao se pensar em uma arvore, por exemplo, ndo se busca na mente o seu conceito
como descrito num dicionario (Vegetal lenhoso, em geral de porte alto, que apresenta
um caule principal ereto, ou tronco, fixado no solo com raizes, e que se ramifica em
galhos carregados de folhas que se constituem em copa; madeira.) (ARVORE, 2018).
A nossa mente se utiliza de imagens mentais relacionadas as experiéncias como é

salientado por Tall e Vinner (1981, p. 151)

Muitos conceitos que usamos felizmente ndo sdo formalmente definidos em
tudo, aprendemos a reconhecé-los pela experiéncia e sua utilizagdo em
contextos apropriados. Mais tarde, esses conceitos podem ser refinados em
seu significado e interpretado com o0 aumento da sutileza com ou sem o luxo

de uma definigdo precisa. (fradugéo nossa)’
Esse modo de se pensar é suficiente para a compreensado de varias informacoes
transmitidas a respeito de temas cotidianos, porém, na matematica, os conceitos

precisam ser trabalhados com maior rigor e precisao devido a sua natureza légica.

Para exemplificar um caso em que as imagens mentais associadas podem ser
insuficientes na matematica, pode ser usado o losango, que que é definido como um
quadrildtero que possui todos os lados iguais. No entanto, ao se ouvir a palavra
losango, provavelmente virdo a mente imagens de losangos com angulos diferentes
de noventa graus e, em uma posigdo em que uma das diagonais fique na vertical,

como 0s que aparecem na bandeira do Brasil e nas cartas de ouro do baralho.

Esse tipo de associacao pode induzir os estudantes a erros como o de nao considerar
quadrados como losangos, ou até de pensar que, um losango que esteja com um par
de lados na horizontal, ndo o seja, devido a posi¢cao que se costuma encontra-lo no
cotidiano. Conforme afirma Tall, “Pode ser que uma defini¢ado formal seja apresentada

ao estudante no inicio de um curso de matematica, mas ser suas imagens conceituais

! Many concepts which we use happily are not formally defined at all, we learn to recognise them by
experience and usage in appropriate contexts. Later these concepts may be refined in their meaning
and interpreted with increasing subtlety with or without the luxury of a precise definition.
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serem embasadas nos exemplos e exercicio utilizados no curso” (TALL, 1980, p.73).2
Se fazendo necessario a apresentacdo de exemplos e contraexemplos que
evidenciem as mais diversas formas que um conceito pode ser representado ou
trabalhado.

No decorrer da vida, aprendemos os conceitos a partir de exemplos e comparagdes
para formarmos definicbes a respeito deles. Por exemplo, quando uma pessoa
pergunta o que € uma casa, nao se costuma ter a resposta (edificio de formatos e
tamanhos variados, geminado de um ou dois andares, quase sempre destinado a
habitagdo). Em geral, sdo dados exemplos de casa que o individuo possa conhecer,

ou de caracteristicas inerentes a uma casa.

Apesar da definicdo do dicionario estar muito bem constituida, caso a pessoa que
receba essa informacao e nao conhega nenhum exemplo de casa, as imagens que
ela formara poderéao ser de algo diferente de uma casa. E, se além da definicao, essa
pessoa receber exemplos de casas que ndo abrangem determinadas caracteristicas,
como modelos que apresentam apenas um pavimento, pode acontecer dela nao
considerar um sobrado de dois pavimentos como casa, mesmo com a quantidade de
pavimentos citada na definigdo, as imagens mentais que o individuo possui podem

leva-lo a ignorar detalhes da defini¢ao.

Algo similar acontece no ensino de matematica, como citam Vinner e Dreyfus (1989),

Muitas definicbes s&o introduzidas em estudantes de ensino médio ou
universitario em um momento ou outro. O aluno, por outro lado, ndo usa
necessariamente a definicdo ao decidir se um determinado objeto matematico
€ um exemplo ou um contraexemplo do conceito. Na maioria dos casos, ele
ou ela decide com base em uma imagem conceitual, ou seja, o conjunto de
todas as imagens mentais associadas na mente do aluno com o nome do
conceito, juntamente com todas as propriedades que os caracterizam. (p.356,
tradugao nossa) @

De acordo com a teoria, quando um estudante se depara com um conceito 0 que vem
a sua mente é considerada uma parte da imagem conceitual que 0 mesmo tem

formada acerca do conceito em questao e, o natural, € que ele se utilize dela para

2 It may well happen that a formal definition is given early on in a mathematics course but the examples
and work which follows creates quite a different concept image in the individual students.

3 Many of these definitions are introduced to high school or college students at one time or another. The
student, on the other hand, does not necessarily use the definition when deciding whether a given
mathematical object is na example or nonexample of the concept. In most cases, he or she decides on
the basis of a concept image, that is, the set of all the mental pictures associated in the student's mind
with the concept name, together with all the properties characterizing them.
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elaborar suas conjecturas a respeito do conceito. Mas, ndo sio raras as vezes em que
essas imagens nao se alinham corretamente com a definicdo formal do conceito,

mesmo que 0 mesmo esteja bem definido teoricamente.

Na matematica, o esperado é que as definicdbes sirvam de sustento para as
conjecturas, diferente do que acontece no cotidiano. Essa variagao € apontada por
Tall e Vinner (1981) como uma das razdes pelas quais estudantes sentem tanta

dificuldade em aprender matematica.

Nesse sentido, em Vinner (1991) sédo citadas varias pesquisas realizadas com
professores e estudantes realizadas com o intuito de analisar as imagens e definicbes
conceituais, onde ele observa que “a maioria dos alunos nao usam definicdes quando
se trabalha em tarefas cognitivas em contextos matematicos” (VINNER,1991, p.73). E
a partir de suas imagens conceituais acerca do conceito que esta sendo discutido que

eles fazem as suas inferéncias e resolvem essas tarefas.

Isso aumenta a importancia que o professor deve dar as imagens conceituais que 0s
estudantes formarao ao se apresentar uma definicdo. De acordo com Vinner (1991,
p. 80) “[...] deve-se fazer mais do que introduzir a definicdo. Deve-se apontar para os
conflitos entre a imagem conceitual e a definicao formal e discutir profundamente os

exemplos excéntricos”.

Vinner e Dreyfuss (1989) ressaltam qu&o importante é identificar as imagens
conceituais que os estudantes provavelmente criardo acerca do tema, principalmente
as que forem equivocadas, para que o professor, com base nas mesmas, tenha
condicdes de planejar atividades providas de contextos em que o conjunto de imagens
conceituais do estudante seja formado por relagdes e propriedades corretas sobre o

conteudo.

Seguindo essa recomendacgao, a presente pesquisa foi realizada com o intuito de
identificar imagens conceituais sobre o conteudo sistemas lineares, para entender
como acontece o processo cognitivo dos estudantes do ensino médio do Instituto
Federal Baiano apds estudarem o assunto pelos métodos convencionais e analisar os

conflitos cognitivos gerados por elas.

Nos dois capitulos seguintes serdo apresentados a teoria utilizada no trabalho, bem

como, uma abordagem acerca do conteudo sistemas lineares. Em seguida, serao
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descritos o processo de criacdo do instrumento de coleta de dados e a analise

realizada acerca da coleta, finalizando com as consideragdes sobre a pesquisa.
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1. REFERENCIAL TEORICO

A teoria que sobre Imagem conceitual e definicado conceitual desenvolvida por David
Tall e Shlomo Vinner proposta no artigo Concept image and concept definition in
mathematics, with special reference to limits and continuity (TALL e VINNER, 1981),
procura compreender como acontecem 0s processos cognitivos realizados na
aprendizagem de matematica, com o intuito de identificar os caminhos que o cérebro

humano percorre ao tentar entender determinado conteudo.

Nela, entende-se que, ao conhecer os rumos que podem ser tomados pelo estudante
para aprender determinado conteudo, se torna mais facil para o professor identificar

os problemas no seu aprendizado e compreender suas causas.

De acordo com Vinner (1983) essas informagdes sao de extrema importancia para o
professor, pois servem como orientagcéao para escolha dos pontos que necessitam de
uma mediacdo mais contundente durante as aulas, criando a possibilidade do
professor mostrar, ndo s6 os caminhos a serem seguidos pelo estudante, como

também, os que devem ser evitados através de exemplos e contraexemplos.

Ao longo da formagao da teoria alguns termos foram criados para descrever seus
componentes, como imagem conceitual e definicdo conceitual e outros reestruturados
como imagem mental, todos eles sado descritos no decorrer do capitulo para uma

melhor compreensao da pesquisa.
1.1- Imagem conceitual

Em Vinner (1975) se da o inicio a criagdo da definicdo do termo imagem conceitual
nos moldes da teoria, por meio de uma descrigdo da imagem mental em um formato
ainda n&o concebido anteriormente, pois ela é feita com foco no pensamento
matematico. Vinner (1975, p.339) caracteriza a imagem mental da seguinte maneira:
“Se um conceito for denotado por C e uma pessoa por P. Entdo, a imagem mental de
P sobre C é o conjunto de todas as imagens que ja foram associadas com C na mente
de P”.
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E em Tall e Vinner (1981) que a imagem conceitual é definida, sendo formada pelas
imagens conceituais descritas em Vinner (1975) acrescidas de todos os processos e
propriedades atribuidos ao tema pelo individuo. Segundo Tall e Vinner (1981, p.152),
a Imagem Conceitual
[...] descreve toda a estrutura cognitiva que esta associada ao conceito, inclui
todas as imagens mentais, os processos e propriedades a elas associadas.
E desenvolvida ao longo dos anos por meio de experiéncias de todos os tipos,

mudando tanto quando o individuo encontra novos estimulos, quanto quando
ele se aperfeigoa. (Tradugéo nossa).*

Eles ainda salientam que, a cada conceito podem ser atribuidas varias imagens
conceituais podendo ser corretas ou ndo. Por exemplo, associadas ao conceito de
funcdo, podem existir imagens mentais, como as de diagramas de Venn, ligados por
setas ou de graficos, além de propriedades, como a exigéncia de que cada elemento
do conjunto dos quais a setas saem (dominio) esteja relacionado com um unico
elemento do outro (contradominio) e procedimentos como a construgdo de tabelas

para ordenar os pontos para se tracar os graficos.

De modo geral, ao interagir com um determinado conceito, tudo que vem a mente faz
parte do conjunto de imagens conceituais que o individuo possui acerca desse
conceito. Esse conjunto ndo € rigido, ele vai se moldando as experiencias que o
individuo passa ao longo da vida, a cada estimulo as imagens conceituais podem

surgir, desaparecer ou se adaptar.

E quando o cérebro é instigado a trabalhar com um tema que ja possui um conjunto
de imagens conceituais associadas a ele, e alguns de seus elementos sdo ativados,
esse subconjunto das imagens conceituais que é ativado, Tall e Vinner (1981)
classificam como imagem conceitual evocada. Ainda salientam que, em momentos
distintos, diante de um mesmo estimulo, as imagens conceituais evocadas podem ser

diferentes das evocadas anteriormente.

Caso o assunto em foco seja o conjunto dos numeros irracionais, podem surgir
imagens de numeros representados por raizes com resultados ndo inteiros, ou

dizimas nao periddicas, ou irracionais como o pi (=) ou o numero de Euler (e), podendo

* describe the total cognitive structure that is associated with the concept, which includes all the mental
pictures and associated properties and processes. It is built up over the years through experiences of
all kinds, changing as the individual meets new stimuli and matures
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existir também imagens que foram estabelecidas de forma incorreta como por

exemplo uma raiz quadrada e um numero negativo.

Em Vinner (1991), sdo apresentados resultados de pesquisas sobre imagens
conceituais que mostram a forte influéncia que as experiéncias do individuo tém
acerca dos caminhos tomados para se responder alguns questionamentos sobre
determinado conteudo. Um deles é a respeito da definicao de reta tangente a curva

nos cursos de calculo.

Vinner (1991) destaca que, o primeiro contato do estudante com a nogao de reta
tangente acontece em geometria ao estudar as posi¢cdes relativas entre uma reta e
uma circunferéncia, até entdo a imagem conceitual predominante é a de uma reta que
o ‘toca’ a circunferéncia em apenas um ponto, conforme figura 1. E que no curso de
calculo a inclinagédo da reta tangente a curva é definida para os alunos, porém, ainda
assim, € comum que eles evoquem a imagem conceitual construida em geometria,

para se trabalhar com a reta tangente a uma curva.

Figura 1: Reta tangente a um circulo

Fonte: Adaptado de Vinner (1991)
Em situacées como a da figura 2 ndo fica nitido se o estudante utiliza a imagem
conceitual adquirida na geometria plana ou a definicao conceitual formal, pois as duas
se adequam bem ao caso por haver apenas um ponto de intersec¢ao entre a reta
tangente e a curva, como no caso da reta tangente a circunferéncia, nao afetando a

adaptacao da imagem conceitual utilizada na figura 1 para a figura 2.

Figura 2: Reta tangente a uma curva qualquer

/

Fonte: Elaborada pelo autor
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Mas, quando o estudante se vé perante situagdes em que € necessario tracar uma
reta tangente a uma curva como a da figura 3, que intersecta a curva em mais de um
ponto, ele pode acabar tentando forgar o grafico a satisfazer a imagem conceitual

inicial, deslocando a reta ou tracando apenas uma parte dela.

Figura 3: Reta tangente a uma curva qualquer

=T

\/

Fonte: Elaborada pelo autor
Essa e outras falhas causadas pela imagem conceitual obtida no estudo da geometria
plana, sdo relatadas por Vinner (1991), ao apresentar os resultados da pesquisa
realizada por David Tall, onde é solicitado aos sujeitos da pesquisa (estudantes
universitarios que tinham cursado célculo) que tragassem uma reta tangente a cada

curva apresentada no ponto dado.

Figura 4: Curvas utilizadas na Pesquisa de Tall.
1. 2. 3

Fonte: Adaptado de Vinner (1991)

Nos trés casos, a maioria dos estudantes, ou ndo respondeu, ou tragcou uma reta que
tentava intersectar a reta em apenas um ponto como pode ser visto na figura 5. As
respostas do tipo 1 e 3 Tall chamou de tangente genérica (generic tangent) e a do tipo

2 de tangente balanca (balance tangent,
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Figura 5: Respostas dadas por parte dos sujeitos da pesquisa de Tall

1. 2. 3.

Fonte: Adaptado de Vinner (1991)
Essas respostas denotam influéncia da imagem conceitual da geometria no curso de
calculo, reforcando a ideia de que o estudante utiliza as imagens conceituais para

resolucao dos exercicios mesmo quando a definicio é apresentada a ele.

1.2- Definigao conceitual

De acordo com Tall e Vinner (1981, p.152) a definicdo conceitual é delineada e

caracterizam como:

[..] o modo que as palavras foram usadas para descrever o conceito. Ele pode
ser aprendido pelo individuo de uma forma rotineira ou aprendido de forma
mais significativa relacionado, em maior ou menor grau, com o conceito.
Também pode ser uma reconstrugdo pessoal de uma definicdo formal
(Tradug&o nossa).®

Para melhor compreensao do texto é necessario que fique claro que o termo definicao
conceitual pessoal faz referéncia a definicao formada pelo individuo, embasada em
suas imagens conceituais ou na definicdo conceitual formal, que é o termo que

caracteriza a definicdo aceita pela comunidade cientifica.

As duas podem estar em acordo entre si ou ndo, a depender do processo de formacéao
da definicdo conceitual pessoal. Se forem utilizadas imagens conceituais condizentes
a definicdo conceitual formal, a pessoal pode chegar a ser bem proxima ou até igual

a definicdo conceitual formal.

Tall e Vinner (1981) ressaltam ainda que a definicdo conceitual pessoal tem trés

formas diferentes de ser construida. Ela pode ter origem nas imagens conceituais

5 form of words used to specify that concept. It may be learnt by an individual in a rote
fashion or more meaningfully learnt and related to a greater or lesser degree to the
concept as a whole. It may also be a personal reconstruction by the student of a
definition.
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obtidas através da experimentacéao, ser apenas uma descricdo da definigao conceitual

formal ou a unido das anteriores.

No primeiro caso ela se da de maneira mais significativa, pois parte de experiéncias
vividas acerca do tema, contudo, ela pode nao estar em concordancia com a definicao
conceitual formal, pois essas experiencias podem nao ser suficientes para obter todas
as informacdes necessarias a uma boa elaboracao da definicao conceitual pessoal e,
mesmo quando existem as informagdes necessarias, ainda ha o risco de serem mal

interpretadas gerando imagens conceituais erradas.

No segundo modo, ha um grande risco de ser desprovida de imagens conceituais
significativas para o estudante, pois ele pode estar apenas repetindo a informacéo que
recebeu, sem compreender o sentido das palavras utilizadas, apesar de

provavelmente estar correta.

A terceira forma é a ideal, uma vez que as experiencias vivenciadas dardao um
significado ao conceito que serd validado, ou nado, pela definicdo formal

proporcionando a ele seguranc¢a na escolha das palavras a serem utilizadas.

De acordo com Giraldo (2004), nas pesquisas seguintes, David Tall e Shlomo Vinner
passa a ter a nogao de definicdo conceitual pessoal formulada com pequenas

diferengas. Ele afirma que:

Tall passa a considerar a definigdo de conceito como parte da imagem de
conceito; enquanto Vinner trata definicdo de conceito e imagem de conceito
como estruturas excludentes, ou seja, a imagem de conceito €, de acordo
com a formulagéo de Vinner, a estrutura cognitiva que inclui todos os atributos
associados ao conceito, exceto a propria definicdo de conceito. Entretanto,
segundo os proprios autores (comunicagdo pessoal), tal distingdo é de
natureza meramente formal, ndo acarretando em quaisquer diferengas
relevantes para a teoria em si. (GIRALDO, 2004, P. 9)

No texto sera considerada a linha tomada por Tall considerando a definicao conceitual

pessoal como elemento do conjunto das imagens conceituais do sujeito.
1.3- Fatores de conflito cognitivo

No conjunto de imagens conceituais sobre um conteudo podem existir algumas que
estejam em desacordo entre si, ou até com a definicao conceitual formal. Essas

divergéncias sdo tomadas por Tall e Vinner (1981) como fator de conflito potencial.

O estudante nao tem consciéncia da existéncia de fatores conflitantes até que duas

ou mais das imagens conceituais incoerentes entre si sejam evocadas
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simultaneamente. Quando isso acontece, o fator de conflito deixa de ser potencial e
passa a ser real. Também seréo considerados fatores de conflitos reais, incoeréncias
que surgem quando uma imagem conceitual evocada entra em atrito com as

definicbes conceituais formal ou pessoal.

Tall (1980) ainda afirma que o individuo pode ativar fatores conflitantes sem perceber
a origem do conflito, devido a sutileza da incoeréncia, nesses casos ele pode até sentir
um certo desconforto, mas sem identificar sua razdo. Casos como esse, sao
classificados por ele como fator de conflito subconsciente. Nos casos em que, ao
perceber algo errado, o estudante determine a raz&o do conflito, 0 mesmo passara a

ser consciente.

E importante que o professor tenha uma ideia de quais sdo as imagens conceituais
conflitantes que podem surgir em cada conteudo, para que, a partir delas, sejam
escolhidos exemplos e contraexemplos que estimulem o estudante a evocar as
imagens conceituais conflitantes. Ao fazer isso, o estudante tera consciéncia desses
conflitos cognitivos, podendo confronta-los conseguindo compreender e corrigir essas
falhas no aprendizado, como afirmam Tall e Vinner “Quando o professor esta
consciente das imagens conceituais possiveis, pode ser possivel para trazer imagens
incorretas a tona e, por discusséao, racionalizar o problema” (TALL; VINNER; 1981, p.
168).

Vinner (1983) cita alguns cenarios em que os exemplos apresentados em livros
didaticos podem levar o estudante a criar imagens conceituais que entrardo em
conflito entre si, ou com a definicdo conceitual formal por ndo apresentarem
caracteristicas suficientes para que o estudante tenha consciéncia do conflito e o

resolva.

Em um deles, Vinner relata como alguns livros didaticos apresentam a definigdo de
tridngulos isdsceles, afirmando que estes sao definidos como tridngulos que possuem
dois lados iguais e, em seguida uma série de exemplos € apresentada, mas todos

posicionados com uma base horizontal e abaixo do vértice oposto como na figura 6.
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Figura 6: Triangulos is6scele com base na horizontal

Fonte: Elaborada pelo autor
A suposicao de Vinner (1991) é de que apenas a definigdo apresentada no livro aliada
a exemplos limitados, como os da figura 6, leve o estudante a criar imagens
conceituais que considerem que a posi¢ao da base como uma condigdo para que o
tridangulo seja classificado como isésceles, pois a imagem mental mais provavel é a
de tridngulos que estejam na mesma posi¢ao dos exemplos compondo duas imagens

conceituais:
(a) Os triangulos is6sceles possuem dois lados iguais;
(b) A base dos tridangulos isésceles fica na horizontal.

Em situagbes que o estudante se depare com tridngulos posicionados como nos
exemplos da figura 6, mesmo se evocar as imagens conceituais (a) e (b) a falha na
imagem conceitual sera imperceptivel, compondo um fator de conflito potencial. Mas
guando os tridngulos estiverem com as bases em outras diregdes, como na figura 7,
as imagens conceituais se as imagens (a) e (b) forem evocadas elas entraram em
desacordo, fazendo que o conflito cognitivo deixe de ser potencial e passe a ser real,
podendo fazer com que o estudante ndo reconhega os tridngulos como isosceles,
mesmo apresentando dois lados com mesma medida, devido a imagem mental

associada ao conceito.

Figura 7: Triangulos is6scele com bases em diregdes diferentes

Fonte: Elaborada pelo autor
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Esse tipo de situagao reforga a opiniao apresentada por Vinner (1991) de que o ideal
seria que os estudantes tivessem, além da oportunidade de conhecer a definicao
formal, ter acesso a exemplos e contraexemplos que poderiam causar conflitos de
modo que esses fatores possam guia-los no processo de formagao de suas imagens
conceituais da forma mais coesa possivel para que possam ter um melhor
entendimento e aproveitamento do conteudo conseguindo assim descrever o conceito

de forma significativa e coerente.

Entéo, a teoria pode ser organizada de acordo com esquema apresentado na figura 8
em que o contato do individuo com a matematica faz com que surjam imagens
conceituais. Caso essas imagens nao estejam de acordo com a definicao conceitual

formal, ou entre si, elas serdo convertidas em conflitos cognitivos potenciais ou reais.

Os conflitos potenciais serao sempre subconscientes, ja que o estudante n&do tem
conhecimento de sua existéncia, enquanto os reais podem ser divididos em
conscientes, quando o estudante tem percepgao de sua presenga, ou subconscientes,
nos casos em que, mesmo ao evocar imagens conceituais conflitantes, ele ndo
percebe o erro. Nesses casos, 0 maximo que pode ocorrer € uma sensagao de que

ha algo incorreto, sem conseguir definir o que é.

Figura 8: Estrutura da imagem conceitual

Imagem conceitual

Conflitos cognitivos

Potenciais

Subconscientes Consientes x Subconscientes

Fonte: Elaborada pelo autor

A matematica é estruturada seguindo um diferente do descrito, partindo da definigéo
conceitual formal como recurso que deve ser utilizado pelo estudante para validar

suas conclusoes.
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Quando os estudantes sdo confrontados em um contexto do cotidiano, Vinner (1991)
ressalta que, mesmo que o estudante conheca a definicao conceitual formal, € mais
comum que eles ndo a utilizem, dando atencédo apenas a suas imagens conceituais.
E ainda argumenta que, “é dificil treinar um sistema cognitivo a agir contra a sua
natureza e forca-lo a consultar definicdes, tanto ao formar uma imagem do conceito

qguanto ao se trabalhar em uma tarefa cognitiva” (Vinner, 1991, P. 73).

Mas, ressalta que a definicdo conceitual formal tem um papel muito importante no
processo cognitivo, tanto para servir de fonte de validagdo do pensamento quanto na
formacdo de imagens conceituais consistentes a serem utilizadas no processo,
inclusive afirmando que para alguns conteldos ela é necessaria para implementagao

dos exemplos usados para o enriquecimento da imagem conceitual.

E sugere que o professor, sempre que possivel, utilize exemplos e contraexemplos
para introduzir um conteudo, fazendo com que as definicdes conceituais pessoal e
formal coincidam e sejam conclusdes dos estudantes, obtidas a partir de suas

imagens conceituais.
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2. SISTEMAS LINEARES

2.1- Equagbes lineares

Antes de definir o sistema linear, € importante que fique claro o que € uma equacéao

linear. Uma equacao sera dita linear se for do tipo
a;xq +azx, +--+ayx, =b,cOmMneN |,

em que xy,x,,..,X,, SA0 as incégnitas; a,a,,..,a, sao os coeficientes reais das

incognitas; e b é o termo independente. Sdo exemplos de equagdes lineares:

2%, +3x, = 1 (1)

3x, +4x, —x5s =0 (2)

= — 3y + 0,45 + V73 = 2 (3)
4x +3y—z=-5 (4)
2x1 — X3 = X5 ()

De acordo com a estrutura em que a matematica € apresentada nos livros didaticos
atualmente, ao apresentar a definicdo conceitual formal e alguns exemplos, espera-
se que o estudante seja capaz de reconhecer ou citar exemplos de equacgdes lineares,
em contraponto a esse pensamento, a teoria de imagens conceituais defende que,
apenas essa definicdo pode nao ser suficiente para alguns individuos, devido a
linguagem que se utiliza na definigcdo e as limitagbes dos exemplos, razdo pela qual

algumas observacoes se fazem necessarias.

A primeira delas diz respeito a quantidade de termos de uma equacgao linear. Nos
exemplos, pode ser notado que a quantidade de termos varia dado que na definicao
o termo com maior indice é denotado por x,, com n um numero natual, mas o estudante
pode entender que a quantidades n de termos é fixa caso os exemplos tenham todos

a mesma quantidade.

Outra ponderacao importante se refere a ordem dos termos. Na definicao, os termos
vém ordenados de x, a x,, apenas para aumentar a clareza com que os termos estao
apresentados, nos exemplos pode ser observado que alguns termos deles estao
desordenados, o que nao faz com que deixem de ser equacdes lineares. Como a

propriedade comutativa da adigao pode ser utilizada, fica garantida a mesma solugéo
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independentemente da ordem empregada, mesmo que a equagao apresente
coeficientes negativos, pois os termos podem ser escritos na forma de adigao,
conforme pode ser observado ao reescrever a equagao (2) da seguinte maneira 3x; +

4-x2 + (—xS) =0.

O fato dos coeficientes serem numeros reais também deve ficar bem claro, nio
existindo problema algum em estar na forma decimal, fracionaria ou qualquer outra

representacado de um numero real, como os termos da equacéo (3).

Na equacédo (4) os termos x; foram substituidos por x, y e z que € uma opgéao de
representacédo geralmente utilizada com uma quantidade pequena de termos, pois se
limita a 26 opcodes, diferente da forma apresentada na definicdo que nao limita a

guantidade maxima de termos que podem ser utilizados.

Quando o termo independente é nulo, a equacdo linear é chamada de equagao
homogénea. Sao exemplos desse tipo as equacdes (2) e (5), que no caso da equagao

(5) pode ser reescrita na forma
2x1 —x3 —x5=0.

Tao importante quanto as consideragdes sobre os aspectos que tornam uma equacao
linear, sdo as que a fazem com que uma equacgao nao seja linear, como por exemplo,
os expoentes diferentes de um em alguma incégnita e a quantidade de incognitas em
cada termo, que deve ser apenas uma, como pode ser observado nos casos

apresentados nas equagoes (6), (7) E (8).

612 + 4x; — \Jx3 =1 (6)
2 4 4x, —5x3=0 (7)
X2

6x1 + 3x5.x3 + 5x3 = 3 (8)

Dois termos encontrados na equagao (6) e um na equagao (7) apresentam expoentes

diferentes de um. Em (6) o termo 6x,? tem o expoente dois explicito, ja o termo —./x3, s6

1
. N . = 2
tem o seu expoente revelado ao ser escrito na forma de poténcia, —x32 € o termo o de (7),
2

quando escrito com a incognita do numerador assume a forma 2x,~1. Na equacéo (8) o
problema é a existéncia do termo misto 3x,.x;, que apresenta as incognitas x, e x;

sendo multiplicadas.
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2.2- Solugao de uma equacgao linear

A solugao de uma equacgao linear é o conjunto formado pelas énuplas de numeros
reais (ay,a,,...,@,) para os quais a substituicdo x; = ay,x, = a5, ..., x, = @, garanta a

veracidade da igualdade
a;x; + azx, + -+ ayx, = b,

como exemplo, podemos verificar que a terna ordenada (2,1,10) é solugao da equagao
3x;, + 4x, — x5 = 0 pois, ao substituir os valores da énupla pelas incognitas obtemos
32+4.1—-10=6+4—10 = 0 validando a equacao.

No processo de substituicdo dos termos, € necessario que se dé énfase a necessidade
de substituir os termos respeitando a correspondéncia entre a ordem que os valores
se apresentam na énupla e os indices dos termos correspondentes, pois a énupla
(2,1,10) indica que x; =2, x, =1 e x3 = 10, independentemente da ordem que os

termos aparegam na equacéo.

Esse € um momento oportuno para se apresentar as representagdes graficas das
equagdes com um numero de incégnitas menor que quatro, como a equagao 2x; +

3x, = 1 (1) que tem como representagao grafica a figura 9.

Figura 9: Representagéo grafica da equacgéo (1)

Fonte: Elaborada pelo autor

Além da reta, estdo apresentados os pontos A(2,—1), B (1, —é) C G O) e D(—1,1) que séo

solugdes da equagéo por pertencerem a ela, assim como o ponto E(—1,1) que nao € solugéo

da equagdo por n&o estar na reta.

A partir da representagao grafica da figura 9, podem ser discutidos a quantidade de solugdes
de uma equacéo linear e verificado que, mesmo tendo uma quantidade infinita de solugdes,

nem todo par ordenado é solugcdo da equagdo, além do comportamento das solugcbes da
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equacao escrevendo-os segundo um parametro real. No caso da equagéo (1), quando tomado

y =k com k pertencente aos reais, os pares ordenados da solugdo estardo na seguinte

configuragdo S = {(1_2—3kk)}
2.3- Sistema de equagoes lineares

Um sistema de equacdes lineares, ou sistema linear, de m equacdes e n incognitas,
comm,n € N , €& um conjunto de equacgdes lineares do tipo:
allxl + alzxz + -4 alnxn = b1

alel + azzxz + -+ aann = bz
Az1Xq1 + AzpXp + -+ AzpXn = b3,

Am1X1 + QaXy + -+ QpnXn = by

em que xq,x,,..,X,, SA0 as incognitas das equacgdes, a;1,a12, -, An1, e Amn SA0 OS

coeficientes reais e by, by, ..., b,,, 80 0s termos independentes.

Para que o sistema seja linear, ele deve ser composto apenas por equacgoes lineares.
O sistema §; , por exemplo, ndao é um caso de sistema linear, pois apresenta a
equacdo 2x — y3 = 10 que nao é linear por apresentar o expoente 3.
_ {Zx —-y3=10

! dx+y=2

Como ¢é apresentado na defini¢cao, as quantidades de equacdes e incognitas sdo, m e
n respectivamente, ndo sendo obrigatério que esses valores sejam iguais, podendo
existir sistemas com mais equagdes que incégnitas ou o inverso, como no sistema

linear S, abaixo.

{ 2X2+6X3=3
=

2
_le + 9x2 - §X3 = _1

Se um sistema linear é formado apenas por equagdes lineares homogéneas, ou seja,
se todos os seus termos independentes forem nulos, o sistema sera chamado de

sistema homogéneo, como o S;.

x1—5X2=0

3x1—x2+4X3=0
S3={
4xZ—X1+X3=0

Aos sistemas lineares também pode ser dada uma abordagem vetorial. Nesse caso,

o sistema linear de m equacgdes e n incognitas é escrito como uma equagao vetorial
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formada v,.x; + v,.x, + - + v,.x,, = b, sendo os vetores-coluna v, = (a1, dzq, ) Ap1),
vy = (A12, A2, vy Amz)s ov s Vp = (Qiny Aoy oo Q) € b = (by, by, ..., by) € MUltiplos escalares
dos vetores x4, x,, ..., x,,, @s variaveis podendo ser representado também explicitando

os vetores da equagao tomando a seguinte forma:

aj a2 A1n by
a1 azz Qon b,
a3y |.xq +| Q32 |. x5 + -+ | A3n |. X, = | b3
am1 Am2 Amn bm

Para a converséao, o sistema deve ser escrito com todos os seus termos ordenados e
aparentes em todas as equacdes, ou seja, nas equagdes onde um ou mais deles nado
aparecam deve-se apresentar o termo acompanhado do coeficiente e em sua posicao.
Seguindo a recomendacédo o sistema S; deve ser reescrito como o sistema S;°, de

modo que cada vetor seja formado pelos coeficientes de cada x;.

xl_st+OX3:0

3x1—x2+4X3=0
53’ ={
—x1+4x2 +X3=O

Ja ordenado e completo, basta organizar os coeficientes em vetores que séao

multiplicados pelas incégnitas e iguala-los ao vetor coluna composto pelos termos

independentes.
3 -1 4 0
1 . X1 + |-5 X + 10 X3 = 0
-1 4 1 0

Além das representagcdes anteriores, ha mais duas formas importantes de se
representar um sistema linear utilizando uma notacédo matricial. O sistema pode ser
representado por uma matriz associada a ele denominada matriz aumentada do
sistema linear. A formagao dela se da através da organizacao dos coeficientes do
sistema de modo que formem uma matriz em que as colunas, até a pendultima,
correspondam aos valores dos coeficientes de x;,x,,..,x, € a Ultima, aos termos

independentes como pode ser visto na figura 10.

Figura 10: Matriz aumentada associada ao sistema linear
Q11 Gy Qg3 Qip b,
Az1 Az Az3  Oap b,
31 @32 A33  QA3n by

Am10mz2ams3 amnbm_
Fonte: Elaborado pelo autor
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O outro modo de representagao, € por meio de uma equagao matricial na forma
AX=B,

sendo A, a matriz incompleta do sistema, formada apenas pelos coeficientes das
incognitas, X uma matriz coluna das incégnitas e B a matriz coluna dos termos

independentes como na figura 11.
Figura 11: Sistema representado por multiplicagdo matricial
11 Q13 Q43 - A1n ] X1 by
Az App Ap3 Ay | | X2 b,
Q3q Q33 Q33+ Azp |.| X3 |=| bs
Xm bm

Am1m2Am3z - Amn
Fonte: Elaborado pelo autor

Para as representacdes matriciais, o sistema deve estar ordenado e completo caso
existam termos nulos, assim como na representacio vetorial. O sistema S;” ao ser

convertido nessas representagdes toma os formatos seguintes:
Matriz aumentada
3 -1 40
S3’ = 1 —5 00
-1 4 10
E multiplicagdo matricial

3 -1 4] ™
53, =11 -5 0].[*2
11 [X3

-1 4

L

2.4- Solugao de um sistema de equacgoes lineares

O conjunto solugdo de um sistema linear € composto pelas énuplas ordenadas de
numeros reais (a4, a,, ..., a,) que sejam solucdo de todas as equagdes do sistema
simultaneamente. Uma atencido especial deve ser dada ao fato de que todas as
equacdes devem ser satisfeitas, a partir do momento em que a énupla nao seja
solucdo de qualquer uma das equagdes, ja € descartada a possibilidade de sua

pertinéncia ao conjunto solugao.
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Para as representacdes por equagdes matriciais e vetoriais 0 conjunto solucéo € dado
X1
X2

pela matriz | x3 | e pelos multiplos escalares x;, x,, ..., x,,, que satisfazem as equagdes
xm

respectivamente.

Cada énupla do conjunto solugdo do sistema linear deve pertencer ao conjunto
solucdo de cada uma das suas equacoes. A interseccao entre as solugdes das

equagdes pode resultar em trés tipos de conjuntos:

(a) Conjunto vazio, caso nao exista nenhum elemento na intersecgao.

(b) Conjunto unitario, com apenas uma énupla na intersecgao.

(c) Conjunto infinito, formado por um namero infinito de énuplas com determinadas
caracteristicas.

2.5- Classificagdao de um sistema de equagodes lineares

De acordo com a quantidade de solugdes, o sistema linear recebe uma classificacao,
sendo considerado possivel ou compativel, caso existam solugées. Caso contrario sao
categorizados como impossiveis ou incompativeis. Os sistemas possiveis sao
divididos em determinados, quando possuem apenas uma Uunica solucdo, e

indeterminados, caso existam infinitas solucdes.

Sob a ética vetorial um sistema possui solugéo S = {(x;, x5, ..., x,)} S€, € somente se, 0
vetor b = (by, by, ..., b)) € combinacgao linear dos vetores-coluna v, = (a1, d21, ) A1),
vy = (A42, 052, o) Amz)y oo 5 Vp = (Qqn, Aoy -, Amy). COM a combinagdo linear sendo
configurada, caso o conjunto V = {v,v,,...,1,,} seja linearmente independente o
sistema tera uma unica solugao, e, se for linearmente dependente, as solugbes serao

infinitas.

Numa perspectiva matricial, o sistema A, Xnx1 = Bmx1, t€M @ sua quantidade de
solugdes e classificagdo através da comparagdo do numero n de incégnitas com o
posto da matriz aumentada [A; B] e o posto de A que é determinado pela quantidade
de linhas n&o nulas apos a realizagdo do escalonamento. A comparacéo se da da

seguinte forma:
Possui uma unica solugao: Posto[A; B] = PostoA = n;

Possui infinitas solugdes: Posto[A; B] = PostoA < n;



31

Nao possui solugdes: Posto[A; B] > PostoA.

Sistemas com duas incognitas podem ter a solugdo verificada geometricamente
através do ponto de interseccao entre as duas retas no plano. Nos sistemas com trés
incégnitas, o mesmo pode ser feito se diferenciando pela solugéo ser o ponto de
interseccgao trés planos no espaco.

No sistema possivel e determinado (SPD), uma unica énupla ordenada fara com que
todas as equagdes do sistema sejam validadas. Isso pode ser verificado na

representacao grafica (figura 12).

Em sistemas com duas incognitas, se os graficos equagdes forem representados no
mesmo plano, temos um ponto como interseccao das duas retas. Esse par ordenado

sera a solucao do sistema.

Figura 12: Representacao grafica da solugao unica do sistema no plano

j\5x+y=3

2

2x-y=4

1

O T A T e T TSI BT
-4

-2

-3

Fonte: Elaborado pelo autor
A esse tipo de representagao é importante ter a consciéncia de que por um mesmo
ponto podem ser tragadas infinitas retas, implicando na existéncia de infinitos sistemas

lineares com a mesma solucao, pois cada reta € a representacao de uma equacao.

Nos sistemas com trés incégnitas, a intersec¢éo entre os planos também é um unico

ponto, solugao do sistema como pode ser visto na figura 13.

Figura 13: Representacao grafica da solugado Unica do sistema no espago.

Fonte: Elaborado pelo autor
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A mesma consideragéo sobre a infinidade de sistemas com essa mesma solugéo é

feita aqui com cada plano representando uma das equacgoes.

No sistema possivel e indeterminado (SPI), existem infinitas énuplas ordenadas
validando o sistema, em sistemas com duas ou trés incognitas. Esse fato é facilmente

perceptivel geometricamente como sera mostrado.

Na figura 14 pode ser observada a representagao grafica de um sistema com duas
incognitas. Ele é composto por duas retas coincidentes que tém infinitos pontos em

comum entre as retas, sendo cada um deles uma solugao do sistema.

Figura 14: Representagédo grafica das infinitas solu¢des do sistema no plano

3

2

Fonte: Elaborado pelo autor
No sistema com trés incognitas, a intersecg¢ao que resulta em infinitos solugdes podem
acontecer de trés formas diferentes. Os trés planos podem ser coincidentes como a

figura 15.

Figura 15: Representacéo grafica das infinitas solugdes do sistema no espago

Fonte: Elaborado pelo autor

Ou dois planos coincidentes e o terceiro intersectando-os formando uma reta como

na figura 16.
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Figura 16: Representagéo grafica das infinitas solugdes do sistema no espago

Fonte: Elaborado pelo autor

E o ultimo caso, em que trés planos nao coincidentes, se intersectam numa mesma

reta que pode ser observada na figura 17.

Figura 17: Representacéao grafica das infinitas solugdes do sistema no espacgo

Fonte: Elaborado pelo autor

Nesse tipo de solucao deve se atentar ao fato de que, apesar de existirem infinitos
pontos de intersecgao caracterizando uma solugao, também existem infinitos pontos
que nao pertencem a intersecc¢ao, fazendo com que o conjunto solugao seja diferente

do conjunto universo.

No sistema impossivel (Sl), que ndo possui énuplas validando o sistema quando as
equacodes sao representadas graficamente no mesmo plano, nao ha interseccéo, pois

serao retas paralelas, como pode ser observado na figura 18.
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Figura 18: Representacao do sistema impossivel
3

; -5
Fonte: Elaborado pelo autor

No espaco, existem quatro formas possiveis de um sistema com trés equacgdes e trés
incdgnitas que a solugdo é vazia ser representado. Podem ocorrer trés planos

paralelos como a figura 19.

Figura 19: Representacao do sistema impossivel no espago: trés planos paralelos

g
.

Fonte: Elaborado pelo autor

Também podem ser dois planos coincidentes, e o terceiro paralelo a eles, como na

figura 20.

Figura 20: Representacéo do sistema impossivel no espaco: dois planos coincidentes e o terceiro
paralelo a eles

SN

Fonte: Elaborado pelo autor
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Ou dois planos paralelos com o terceiro intersectando-os como na figura 21.

Figura 21: Representacéo do sistema impossivel no espaco: dois planos paralelos com o terceiro
intersectando-os

Fonte: Elaborado pelo autor

E o ultimo caso onde trés planos que se intersectam dois a dois em retas paralelas

entre si como na figura 22.

Figura 22: Representacao do sistema impossivel no espaco: trés planos que se intersectam dois a
dois em retas paralelas entre si

Fonte: Elaborado pelo autor

Em sistemas homogéneos, o fato dos termos independentes serem nulos, fazem com
que as representagdes graficas passem pela origem, garantindo a intersecgéo, ao
menos a intersecgdo entre as representagdes graficas das equagdes na origem e, por
consequéncia, a solugao nula, porém, a intersec¢ao pode ndo ser apenas na origem
resultando em infinitas solugdes. Por isso, os sistemas homogéneos sempre serao

possiveis, podendo ser determinados ou indeterminados.

Se analisarmos matricialmente, é notavel que a equagao A, Xnx1 = Omxr POSSUI UMA
solugéo ftrivial, pois uma das propriedades das matrizes afirmam que se A, ,n- Oz =
010U Seja a multiplicagdo de uma matriz qualquer pela matriz nula, tem como

resultado outra matriz nula.
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A existéncia de infinitas solugdes ja exige um pouco mais de experiéncia com as
operagcdes matriciais, ja que, diferente das operagdes entre numeros, a equagao
matricial A,m- Xnx1 = Omax1 COM Aan # Oppa, NAO garante X,,,; = 0,41, POIS podem existir
infinitas operagdes A, n Xnx1 = 0mx1COM Apxn # Oman € Xnx1 # Onx1, Para isso basta
que uma linha da matriz 4,,,, seja nula. Apenas quando isso acontece que o sistema

homogéneo é possivel e indeterminado.
2.6- Resolucgao do sistema linear

Sobre os métodos de resolugcédo de um sistema linear Lages afirma que:

O método de eliminagéo, embora simples e ingénuo, € a maneira mais eficaz
de resolver um sistema de m equagdes lineares, com n incognitas,
apresentado sob a forma matricial ax =b, ondeae M(m x n), x e M(n x 1) e
b € M(m x 1).

[..] O processo de eliminacgao se baseia na observagao de que ao efetuar uma
operagao elementar sobre as linhas da matriz aumentada [a;b] obtém-se uma
matriz [a’; b] que e a matriz aumentada de um sistema a'x = b’, equivalente
ao sistema original ax = b.(Lima, 2014, p. 106)

Dois sistemas lineares que possuem o mesmo conjunto solugdo sdo chamados de
sistemas equivalentes. Em posse de um sistema linear, para se obter um equivalente

a ele, podem ser realizadas as seguintes operacdes elementares no sistema:

(i) Multiplicar uma equacéo inteira por uma constante nao nula.
(i) Trocar a ordem das equacoes.
(iif)  Substituir uma equagéo pela soma dela com outra multiplicada por uma

constante ndo nula.

O método basico de se resolver um sistema de equacdes lineares é efetuar essas
operacoes, quantas vezes se fizerem necessarias, de modo que seja encontrado um
sistema equivalente ao inicial em que a obtenc&o dos valores das incégnitas se da de
maneira mais facil. Esse formato do sistema que possui melhor resolugao € chamado

de Forma escalonada.

Para um sistema estar na forma escalonada, todas as equagoes devem apresentar as

incdgnitas na mesma ordem e apresentar as seguintes propriedades:

e Toda equacao, que nao tem todos os coeficientes iguais a zero, tem como
primeiro nimero nao-nulo o 1, que sera chamado de elemento lider ou pivé.
e As equagbes em que todos os coeficientes sado nulos, caso existam, estao

abaixo das demais,
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e O elemento lider, de cada equagdo nao nula, estd a esquerda das que a

sucedem.

O processo de escalonamento deve ser feito utilizando as operagdes algébricas
citadas sobre o sistema ou a matriz completa associada a ele. Por exemplo, a

resolugao, por escalonamento, se da de acordo com os seguintes passos:

Dado o sistema linear

2x—3y—3z=5

{x—Zy—z=3
3x—y—5z=10

Para anular os coeficientes da primeira incognita, da segunda e terceira equacgoes,
sao realizadas as seguintes operagdes: (-2) vezes a primeira equag¢ao mais a segunda
e (-3) vezes a primeira equagao mais a ultima, obtendo o sistema

x—2y—z=3
{0x+y—z=—1,
Ox+5y—2z=1

equivalente ao anterior.

O passo seguinte € anular o coeficiente da segunda incdgnita da terceira equagao do
sistema obtido, nesse momento, o primeiro coeficiente ndo nulo da segunda equacgao
qgue deve ser tomado como referéncia. Para tal, se faz (-5) vezes a segunda equacgao

e se soma o resultado a terceira. Obtendo-se o sistema escalonado

x—2y—z=3
Ox+y—z=-1.
Ox+0y+3z=6

As resolucdes das equacdes do sistema escalonado sdo bem simples, assim,
determinar os valores das incognitas se torna facil, partindo sempre da ultima equagao
para a primeira. Entao, da terceira equacao temos z=2, depois de conhecido o valor
de z ele é substituido na segunda equacéo para se determinar y=1 e substituindo y e

Z na primeira obtém-se x=7 e a solucao do sistema s = {(7,1,2)}.

Esse sistema apresentou uma unica solucao para todas as equagdes, fato que nao

ocorre sempre, como sera observado na resolucao dos demais exemplos.

Para se resolver o proximo sistema, além das operacdes utilizadas no exemplo
anterior, também sera usada a troca na ordem das equacgdes. Esse procedimento ndo

€ obrigatério, mas sempre que houver a possibilidade de usar o 1 como elemento
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lider, € aconselhavel que se faga essa opgéao, pois as operagdes com o numero 1 sdo

mais faceis de se realizar.

Para escalonar o seguinte sistema, a primeira coisa a se fazer, é trocar a posigcao entre

a primeira e a segunda equagao.

x+y—2z=3

{3x—y—182=0
2x+3y—z=7

Apos a troca o sistema toma a seguinte forma:

3x—y—18z=0

{x+y—22=3
2x+3y—z=7

Anulando os coeficientes da primeira incégnita da segunda e terceira equagdes se faz
(-3) vezes a primeira equagao mais a segunda e (-2) vezes a primeira linha mais a
terceira.

Ox—4y—12z=-9

{ x+y—2z=3
Ox+y+3z=1

Pela mesma razao da troca anterior, serdo trocadas as posicées das duas ultimas equacgdes,

obtendo-se.

Ox+y+3z=1

{ x+y—2z=3
Ox—4y—12z=-9

Fazendo (4) vezes a segunda equacao mais a terceira o sistema fica escalonado e

pronto para resolucéo.

Ox+y+3z=1

{ xX+y—2z=3
0x+0y+0z=-5

Como feito anteriormente, bastaria determinar os valores das incognitas da terceira
equacao para a primeira. Quando todos os coeficientes de uma equagéo sao anulados
menos o termo independente, ndo ha possibilidade de resolucao da equacao, fazendo
com que o sistema ndo tenha solucdo, pois para existir uma solugcdo ela deve
satisfazer todas as equacgdes. Nesse caso, o conjunto solugéo é representado pelo

conjunto vazio.
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Existem casos que no processo de escalonamento o sistema zera toda uma equacéo.
Quando isso acontece, ela deve ser passada para a ultima posigdo. Um exemplo

desse tipo de situagao sao os sistemas equivalentes:
3x+2y+2z=-1 x+y+z=0
2x—y—z=-3 e y+z=1
x+y+z=0 0z=0

Nesses casos, o conjunto solugao é descrito em forma paramétrica. O primeiro passo
€ identificar os elementos lideres das equacdes, as incognitas que estdo sendo
multiplicadas por eles serdo tratadas por variaveis dependentes, e as que nao sao
lideres, chamadas de variaveis livres. A cada variavel livre é atribuido um valor real e

resolvidas as equacdes em funcao desse parametro.

No caso do sistema
x+y+z=0
y+z=1
0z=0

as variaveis x e y séo as dependentes e z sera a livre, a essa € atribuidoum ke R e

resolvido o sistema em funcao dele da seguinte maneira:
Fazendo z=k e substituindo o0 mesmo na segunda equacéo do sistema tem-se:
y+k=1
y=1-k
Substituindo z=k e y=1-k na primeira equagao o valor de x é ‘o:
x+y+z=0
x+(1-k)+k=0
x==-1+k—-k
x=-1

Logo a solugédo do sistema € o conjunto S = {(—1,1 —k, k), comk € R}. Esse tipo de
sistema possui infinitas solugbes, porem nem toda terna ordenada faz parte dessa

solucao.
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3. CAMINHO METODOLOGICO

A escolha da teoria foi resultado de uma busca por algo que discutisse como acontece
o aprendizado da matematica sob a perspectiva do estudante, tema que sempre me
trouxe curiosidade. Durante a busca entre estudiosos de educacdo matematica, a
teoria que aborda as imagens conceituais se faz presente e se destaca, por tratar do

processo cognitivo do estudante, exatamente o que buscava.

A partir desse momento, da inicio ao levantamento bibliografico sobre o tema, para
maior conhecimento da teoria desenvolvida por David Tall e Shlomo Vinner (1981),

por meio da leitura de artigos, teses e dissertagdes que abordassem o tema.

Vinner (1991) comenta algumas pesquisas de campo realizadas por ele e Tall, que
buscam levantar imagens conceituais acerca de conceitos existentes em alguns
conteudos de matematica, como fungdes, limites e derivadas. Para tal, eles utilizam

questionarios que foram aplicados no local de estudo dos participantes.

Como o intuito foi de seguir a mesma linha, o proximo passo foi definir o conteudo a
ser trabalhado. No periodo da pesquisa, estava trabalhando com turmas do segundo
ano do ensino médio e com uma turma do curso Licenciatura em Quimica, mas a
escolha ficou somente entre os conteudos do ensino médio, pois o0 programa de

mestrado PROFMAT exige que as pesquisas sejam direcionadas ao ensino basico.

Sistemas lineares foi o conteudo considerado mais adequado, devido a sua
importancia, por ser utilizado em varios outros, e o periodo programado para ministra-
lo, que dava condicbes a um maior aprofundamento na teoria a ser utilizada na

pesquisa.

O conteudo foi ministrado de acordo com as recomendagdes do livro didatico, partindo
das definicdes e exemplos fornecidos e realizacdo dos exercicios para que houvesse
a menor interferéncia possivel da teoria, pois o objetivo & identificar as imagens
conceituais evocadas no estudo de sistemas lineares, seguindo a estrutura
recomendada pelos livros didaticos e analisar os conflitos cognitivos que podem surgir

a partir de imagens mal concebidas.
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3.1- Tipo de pesquisa

Apds a realizagdo do levantamento bibliografico sobre imagens conceituais, as
caracteristicas da pesquisa foram definidas, levando em consideragao a forma com
que as pesquisas comentadas por Vinner (1991) foram realizadas. Essas pesquisas
sao caracterizadas por utilizarem a técnica de documentacéao direta que “constitui-se,
em geral, no levantamento de dados no proprio local onde os fenbmenos ocorrem”
(LAKATOS; MARCONI, 2003, p.186) e tem como opgdes para coleta o laboratério ou

ira campo.

Na pesquisa, a sala de aula foi o local escolhido para a coleta dos dados, tipo de coleta
que caracteriza uma pesquisa de campo que “consiste na observagao de fatos e
fendmenos tal como ocorrem espontaneamente, na coleta de dados a eles referentes
e no registro de variaveis que se presume relevantes, para analisa-los.” (LAKATOS;
MARCONI, 2003, p.186).

Lakatos e Marconi (2003) dividem esse tipo de pesquisa em trés fases: a primeira é o
levantamento bibliografico, para conhecer os trabalhos ja realizados sobre o tema e
elaboragdo do plano geral da pesquisa, a segunda define a escolha da técnica
empregada na coleta de dados e a determinacao da amostra, a terceira para definir a

forma de registro e analise dos dados.

Como a primeira fase ja havia sido realizada, a etapa seguinte foi a definicdo da
técnica exploratéria, quanto a natureza da pesquisa, que tem como “principal
finalidade desenvolver, esclarecer e modificar conceitos e ideias, tendo em vista a
formulacao de problemas mais precisos ou hipéteses pesquisaveis para estudos
posteriores” (GIL, 2008, p. 27). Mostrou-se a mais adequada a pesquisa, que procura

esclarecer como se da o processo cognitivo.

A Ultima fase da definicdo dos aspectos da pesquisa foi a escolha da técnica a ser
utilizada no registro dos dados e analise posterior dos mesmos, como em pesquisas
exploratérias o “procedimentos de amostragem e técnicas quantitativas de coleta de
dados nao sado costumeiramente aplicados” (GIL, 2008, p. 27) foi escolhida uma

abordagem qualitativa.

Apesar da técnica qualitativa ter sido a definida para a analise dos dados, alguns deles

foram quantificados na pesquisa, fazendo com que em alguns momentos ela
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apresente aspectos quantitativos, fato que nao prejudica o resultado, pois as técnicas

nao sao excludentes entre si como afirma Morse (1991)

Morse observou que um projeto principalmente qualitativo pode incorporar
alguns dados quantitativos para enriquecer a descricdo dos participantes da
amostra. Da mesma forma, ela descreveu como os dados qualitativos podem
ser usados para descrever um aspecto de um estudo quantitativo que nao
pode ser quantificado”. (apud Creswell, 2007, p.220)

3.2- Sujeitos da pesquisa

A amostra foi formada por uma turma do segundo ano do ensino médio do Instituto
Federal Baiano — Campus Guanambi, composta por 30 alunos, dos quais 29

aceitaram participar da pesquisa, assinando o termo de livre consentimento.

Para a captacdo dos dados foram utilizadas provas realizadas pelos estudantes no
ano letivo de 2017. Como o instrumento de coleta foi uma das provas realizadas pelos
estudantes, foi garantida uma amostragem mais heterogénea, pois, os estudantes que
costumam se voluntariar a pesquisas relativas a matematica, geralmente sdo os que

tem mais afinidade com a area.

Em contrapartida a essa vantagem, nem todo o instrumento foi voltado a coleta por
ter que se adequar a avaliacdo, com apenas cinco das seis questdes sendo utilizadas
na coleta, pois a quarta questao foi descartada por nao ter caracteristicas adequadas

a coleta.

A existéncia da questao 4 e o tempo para realizagao da mesma foram condicdes que
se estabeleceram devido a utilizacdo da prova como instrumento avaliativo da turma
e de coleta de dados da pesquisa. Na elaboracao foi observado o tempo de duas
horas referentes ao horario de aula da turma, fato que nao acarretou transtornos por

ser suficiente.

Como a intencao foi identificar as imagens conceituais evocadas no estudo do

conteudo, ndao houve a necessidade da identificacdo dos estudantes.
3.3- O Instrumento de coleta de dados

O instrumento foi produzido com a intengdo de evidenciar as imagens conceituais
evocadas pelos estudantes ao resolver questdes que envolvem conceitos

encontrados no conteldo sistemas lineares.
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Vinner (1991) relata pesquisas realizadas com objetivos semelhantes, onde apresenta
alguns questionarios utilizados nas mesmas. Esses questionarios serviram como guia
para constru¢cao do instrumento aqui descrito. Sobre o método recomendado para a

coleta dos dados Vinner (1991, p. 73-74) afirma que:

Um método natural para aprender sobre a definigdo conceitual de alguém é
de uma pergunta direta (o que é uma fungdo? O que é uma tangente? E assim
por diante). Isso ocorre porque as definicdes sao verbais e explicitas. Por
outro lado, a fim de aprender sobre imagem do conceito, geralmente
perguntas indiretas devem ser colocadas, devido a imagem do conceito poder
ser ndo-verbal e implicita. Assim, a principal tarefa do pesquisador é inventar
perguntas que tém o potencial para expor imagem do conceito do
entrevistado. (Tradugéo nossa).b

A intencao de identificar as imagens conceituais dos entrevistados pode ser percebida
nos questionamentos feitos em suas pesquisas, sempre com algumas questdes que
remetem a situacbes em que a imagem conceitual evocada possa ser notada,

inclusive os provaveis conflitos cognitivos relativos ao conceito trabalhado.

Cada questionario apresentado em Vinner (1991) era composto por varias perguntas
indiretas, que procuravam exibir as imagens conceituais dos estudantes e uma unica

direta com o intuito de identificar a definicdo conceitual pessoal do estudante.

Figura 23: Questionario sobre fungao

Questionario
1. Existe uma fungdo em que cada numero diferente de 0 corresponda ao
seu quadrado e o 0 corresponda a-17

2. Existe uma fung@o em que, cada nimero positivo corresponde a 1, cada
numero negativo corresponde a -1, e 0 corresponde a 07

3. Existe uma funcédo cujo grafico € o seguinte?

4.  Na sua opinido o que € uma funcdo?

Fonte: VINNER (1991)

6 A natural method to learn about somebody’s concept definition is by a direct question (what is a function?
what is a tangent? and so on). This is because definitions are verbal and explicit. On the other hand, in order to
learn about somebody’s concept image usually indirect questions should be posed, as the concept image might
be non-verbal and implicit. Thus the main task of the researcher is to invent questions that have the potential
to expose the respondent’s concept image.
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Em todos questionarios apresentados, péde ser esse padrdo, como por exemplo, o
que foi utilizado em uma investigacao sobre fungdes (figura 23), € composto por quatro
guestionamentos, onde os trés primeiros visam identificar imagens conceituais, com
perguntas indiretas e, apenas o ultimo solicitando diretamente a definicdo conceitual

pessoal.

A auséncia da pergunta direta € mais um limitante causado pela utilizagdo da prova
como instrumento de coleta, pois como nao tenho o costume de perguntar definicbes
em avaliagbes, optei por ndo fazer a pergunta para que ndo houvesse risco de

prejudicar os estudantes no que diz respeito as notas.

Na prova utilizada na pesquisa, as questoes foram elaboradas com o intuito de revelar
quais imagens conceituais seriam evocadas sobre o conceito trabalhado, solicitando
que as respostas fossem devidamente justificadas, para que essas imagens
pudessem ser identificadas. As justificativas aceitas poderiam ser feitas em forma de

texto ou calculos, desde que explicitassem a razao da resposta dada.

O ideal seria que, ao analisar as respostas dos estudantes, todas as imagens
conceituais que o estudante tem sobre aquele conceito fossem identificadas, porém,
nao existe a ilusdo de que isso acontega pois, como aponta Vinner (1991, p.73) “Em
uma tarefa cognitiva especifica, lidamos apenas com a imagem conceitual evocada.
Nao afirmamos que, em circunstancias diferentes, a mesma imagem sera evocada
novamente”. Dai a necessidade de haver mais de uma questao tratando do mesmo

conceito em situagdes diferentes.

Os conceitos presentes no estudo tratam de sistema linear, solucdo de uma equagao
linear, solucdo de um sistema linear, classificagcdo quanto ao numero de solucdes e
sistema linear homogéneo. Em cada questdo, um ou mais desses assuntos s&o
investigados, para que imagens conceituais que os estudantes possuem sobre esses

assuntos sejam reveladas.
3.4- Construgao do instrumento de coleta

Na primeira questao (figura 24) foi apresentado um sistema linear composto por trés
incognitas e trés equacgdes, com quatro ternos ordenadas como opgdes de possiveis
solugdes para o0 mesmo, solicitando ao estudante que identifique quais opgcdes eram

solucdes do sistema, sendo duas delas pertencentes ao conjunto solugio.
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Figura 24: Questao 01

1. (Valor 1,0) Determine se cada um dos ternos ordenados ¢, ou ndo solugdo do sistema linear
2x —4y—z=1
x—3y+z=1
3x —5y—3z=1

a) (2,1,-1) b) (3,-1,1) c)(3,1,1) d) (17,7,5)

Fonte: Elaborado pelo autor
As ternas ordenadas foram escolhidas de forma que fossem solugao de pelo menos
uma das equagoes, por exemplo (2,1,-1) € solugéo apenas da primeira equagao dando
condicdes ao pesquisador de perceber se o estudante conhece o fato de que, uma
solugcao de uma equacao linear nao é necessariamente a solugao do sistema que ela
faz parte. Diante desse cenario, fica mais facil de perceber quais imagens conceituais

serdo evocadas sobre a solugao de uma equacao linear e de um sistema linear.

A segunda tem o mesmo principio da anterior com algumas peculiaridades como a
quantidade de equagdes e incégnitas, no caso apenas duas. Outra peculiaridade é a
forma como as opgdes de solugao sdo dadas, pois cinco solugdes a serem analisadas
sdo representadas graficamente pela intersecgdo entre duas retas no plano (figura
21).

Figura 25: Questao 02

2. (Valor 0,5) Dentre as opgdes, qual grafico melhor representa a solugdo do sistema linear
6x +2y =10 _—
?
{Zx _3y=—4 Justifique sua resposta.
a) b) c) d) e)
2 \ 1 e \ 3 3 T 1/ ], 1
) e + 2 & <t -
L~ ){\\ 1 - 1 \ 2 -|f' 1. % m 1
=% _
’2-"')_‘ ! f “3 2 10 e 3 Af/ 10 1 \2 I 4 ’/%_;4//- -4/.. o ‘H'j' L
1 \ 1 \ =01 1 -

. Fonte: Elaboradé pelo autor
A utilizagdo de mais de uma questao atrelada a um mesmo conceito, se da em razao
da possibilidade da existéncia de varias imagens conceituais vinculadas a ele, além
do fato de nem todas serem evocadas simultaneamente quando o estudante resolve
um exercicio que tem como requisito o dominio de um conceito. Como Vinner (1991)
salienta, o uso de mais de um tipo de abordagem do mesmo tema possibilita a

observacao de uma gama maior de imagens do conceito.

Além de identificar qual é a solugao do sistema linear, procedimento realizado também

na questao anterior, agora o estudante deve reconhecer como se da graficamente a
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solucao do sistema, tanto o ponto de interseccido entre as retas como também as

posicdes das mesmas.

Os pontos de interseccao entre as retas foram escolhidos de forma que, recaissem
sobre os pontos (1,2), (2,1) (-1,-2) e (-2,1), para que exista a possibilidade de verificar
se ha alguma imagem conceitual acerca da ordem ou dos sinais dos valores da

solucao.

Além disso, como a solugao do sistema € o ponto (1,2), que se apresenta em dois
graficos, é necessario que se saiba que, a intersecgao entre as retas nao deve ser o
unico aspecto a se considerar para definir qual grafico representa um sistema linear,
pois por um ponto passam infinitas retas com cada agrupamento delas formando um

novo sistema de mesma solucéo.

As imagens que abordam conceitos sobre as definicdbes de equagbes e sistemas
lineares sao o foco da terceira questao, nela foram apresentados cinco sistemas para

que os estudantes determinem quais deles s&o lineares, justificando as respostas.

Os sistemas foram escolhidos de modo que variassem a quantidade de equacbes e
incégnitas. Dentre as equagdes nao lineares, uma apresenta termos com o produto
de duas incognitas e o outro uma incégnita no denominador, que geraria um expoente

diferente de 1, conforme figura 22.

Figura 26: Questéo 03

3. (Valor 0,5) Justificando a resposta indique quais dos sistemas abaixo ndo s3o formados por equagdes
lineares:

Ix—y+2z=3 2x +8z=3 x _
) izl b)12x+xy—3z=—3 c){—x+y=—3 d){ 2t V2y =10 e){
Y —3x+2y+yz=0 x+7=0 2x+7y+8z=35

Fonte: Elaborado pelo autor

6x + 2y =10
2x—3=—4
y

A questido 4 é um problema envolvendo sistemas lineares que teve como objetivo a
montagem do sistema linear que nao foi considerada na pesquisa por nao exigir que
os conceitos fossem utilizados de forma explicita, impossibilitando a identificacao de

imagens conceituais.

Na questdo 05 sido apresentados trés sistemas lineares e é solicitado que os
estudantes apresentem o conjunto solugédo e classificagdo quanto ao numero de
solugdes. Os sistemas foram criados de forma que cada um apresentasse uma das
classificagbes existentes, o primeiro com impossivel, o segundo possivel e

determinado e o ultimo possivel e indeterminado.
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Figura 27: Questao 05

5. (Valor 1,5) Resolva e classifique quanto a quantidade de solugbes os sistemas lineares:
2x+7y+8z=3

a) {x+y=_4 b)]—x+y+3z=-3 c){
x+2y+z=0

x; — 5x,=2
—3x1 + ISX2 = -6

Fonte: Elaborado pelo autor

Para o sistema letra (a) ndo existem pares ordenados que satisfagam as duas
equagdes simultaneamente, fazendo com que o conjunto solugao seja vazio e que ele
seja classificado como impossivel. Na (b) existe uma Unica terna ordenada que atende
as equagbes fazendo que o conjunto solugao do sistema seja S ={(7,-5,3)},
classificando-o como possivel e determinado. No ultimo, apds efetuados os calculos
devidos, uma das equacdes se anulara, de modo que o sistema equivalente a ele,
tenha a quantidade de equagdes menor que a de incégnitas, fato que o configura
como possivel e determinado, onde suas infinitas solugdes estdo representadas no

conjunto S = {(5k + 2, k), comk € R}.

A ultima questao trata da definicdo de um sistema homogéneo e de caracteristicas de

seu conjunto solugao.

Figura 28: Questao 06

X — Sxp4+2x3—x,=0
X1 +x,+x3+3x, =0

4x; +5x, —8x3 —x, =0
—X1 —2X, —x3+x, =0

6. (Valor 0,5) Determine uma solugio do sistema linear

Fonte: Elaborado pelo autor

Como é um sistema homogéneo formado por quatro equagdes e quatro incognitas,
nao é desconsiderada a possibilidade de o estudante resolvé-lo por escalonamento.
Mas o esperado é que ele domine os conceitos acerca de sistemas homogéneos
sendo principal a garantia de que seu conjunto solugdo néo é vazio, que pode ser

melhor compreendido quando representado na forma de uma equacgao matricial.

O sistema pode ser representado por Ays.Xsq =04 €, de acordo com as
propriedades da multiplicagdo matricial, tem-se que Apn.04xp = Oy OU S€jA, O

resultado da multiplicacdo de uma matriz qualquer por uma matriz nula tem como
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resposta outra matriz nula, garantindo a existéncia de pelo menos uma solugéo, a S =
{(0,0,0,0)}.

Como questdo solicita que seja apresentada apenas uma solugdo do sistema, a
expectativa é de que o estudante nio realize calculos, evidenciando essa propriedade

dos sistemas homogéneos como uma de suas imagens conceituais relativas ao tema.

Ao final da realizagdo da coleta de dados, espera-se que as imagens conceituais
evocadas pelos estudantes em cada questdo estejam relacionadas aos conceitos

trabalhados conforme listados na tabela 1

Tabela 1: Conceitos inseridos nas questbes

Questodes
Conceitos

01 02 03 05 | 06
Sistema linear X
Solugao de uma equacao linear X X X
Solugao de um sistema linear X X X X
Classificagao quanto ao numero de solucdes X
Sistema linear homogéneo X

Fonte: Elaborado pelo autor
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4. ANALISE DOS DADOS

A analise teve como objetivo identificar imagens conceituais sobre o conteudo
sistemas lineares, para entender quais os conflitos cognitivos sdo mais recorrentes

nos estudantes.

As questdes foram analisadas individualmente e agrupadas de acordo com a
apresentagao da resposta. As que estavam sem registro algum foram separadas, por
nao haver possibilidade de investigacao, e as que restaram foram divididas entre as

que apresentaram respostas corretas e as que continham erros.

Em meio as questdes sem resposta, é provavel que existam algumas que nao tenham
sido respondidas devido a inexisténcia ou insuficiéncia de imagens conceituais acerca

do tema, fato de dificil comprovacao por ndao haver possibilidade de analise.

Tanto nas respostas corretas, quanto nas incorretas, os estudantes evidenciaram
processos e propriedades que atribuidas aos conceitos empregados nas questdes,
que, de acordo com a definicdo de imagem conceitual apresentada por Tall e Vinner

(1981), sdo algumas das imagens conceituais evocadas pelo individuo.

Entre as respostas corretas, além das imagens conceituais em conformidade com a
definicdo formal, foram identificadas algumas que apresentavam caracteristicas
contrarias as da definicao formal. Esses casos demandam uma maior atengao, pois,
apesar de nao causarem prejuizo na nota, fazem com que o estudante tenha uma

falsa impresséo de aprendizado, consolidando a imagem conceitual inadequada.

O caso da imagem conceitual apresentada no capitulo 1 que considera a reta tangente
a uma curva como a que intersecta a curva em apenas um ponto € um exemplo de
imagem conceitual que, mesmo em desacordo com a definicdo formal, pode levar o
estudante a acertar a questdo, caso a curva seja uma parabola por exemplo. Apesar
do estudante acertar a questéo, o objetivo maior, que é a compreenséo do conceito,

nao é alcangada.

Em seguida, foram analisadas as justificativas das repostas incorretas e identificadas
as imagens conceituais responsaveis pelos erros. E importante frisar que nem todos
0s erros sao causados por questdes conceituais, podem acontecer, por exemplo, por

um descuido ao realizar operagdes elementares.
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4.1- Anadlise da questao 01
As imagens conceituais encontradas na primeira questao foram:

1.1- A solugdo de um sistema deve servir para todas as equacdes pertencentes a ele.
1.2 - Se a solugao satisfaz uma uUnica equacgao, entao ela é solugao do sistema.

1.3 - Se uma solugao nao satisfaz uma equacgao, entdo ela ndo é solugao do sistema.
1.4 - O conjunto solugdo de um sistema possivel e indeterminado é o conjunto

universo.

Em (1.1) pode ser notado que 10 estudantes utilizaram dessa imagem conceitual, pois
durante os calculos, ao perceberem que a terna ordenada a ser testada ndo era
solugdo de uma equagao, eles ja partiam para o proximo sistema linear. Nesse tipo
de comportamento, é nitida a utilizacdo da imagem conceitual (1.1). Mesmo com a
imagem conceitual estando condizente com a definicao formal, dentre os estudantes
em que se utilizaram dessa imagem conceitual, 03 erraram a questdo por erros de
calculos. Um desses, apesar de errar a questdo, descreveu em suas palavras, o
conceito de solugdo de um sistema linear de forma correta, como pode ser visto na

figura 29.

Figura 29: Justificativa do estudante que evidencia a imagem conceitual (1.1)

1. (Valor 1,0) Determine se cada um dos ternos ordenados €, ou ndo solucdo do sistema linear
2x—4y—z=1 4 d Loluccd & wem SGen dove
P L

X ytamd Seadon pone Jades 9> equuotey
3x—-5y—-3z=1 . : : ]
) (2,1,-1) b) (31,1 3 o T, Coho, &
a o 1Ty 1,1 17,75 of N
) 9By YWarzs) : X

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa
Em dois casos, a imagem conceitual (1.2) foi notada durante a observagdo das
solucdes dessa questdo. No primeiro caso, ao testar se a terna ordenada era solugao
das equacdes de um sistema, mesmo quando uma equacao nao era satisfeita o
estudante continuava a verificacido nas outras e, ao obter uma equagao na qual a
terna ordenada era solugéo, ele afirmava que ela era solugdo do sistema linear,
ficando evidente que o estudante evocou a imagem conceitual (1.2), causando um

conflito cognitivo, por ela estar em desacordo com a definicdo conceitual formal.

No segundo caso, o estudante optou por avaliar se a terna ordenada era solugéo
apenas da primeira equacio, desconsiderando as demais, assumindo assim que o

resultado encontrado seria valido também para o sistema. Diante desse fato, fica claro
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que ele evocou as imagens conceituais (1.2) e (1.3) sem perceber que sao
contraditérias entre si, pois no caso em que a terna ordenada atende apenas parte
das equacdbes pela imagem (1.2) ela é solugado do sistema e pela (1.3) néo é, por
existir uma que nao seja satisfeita pela terna ordenada. Como pode ser visto na figura
30.

Figura 30: Resolugéo que evidencia a utilizagao das imagens conceituais (1.2) e (1.3)
simultaneamente

G S TR
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b B W — O 1=
ST 9y WD 01° " am
ix it Yu
T*n hy3o
dl m-3y+ =4
1 -3345"
-34S -
bed B B s e I
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Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa
Como a imagem conceitual (1.3) é condizente com a definicao formal, a utilizagao dela
nas letras a e b fizeram com que o estudante as acertasse, mas o uso da imagem
conceitual (1.2) nas seguintes poderia causar o erro das demais, caso uma das

equacdes seguintes dessas letras ndo fossem satisfeitas pela terna ordenada.

Quando imagens conceituais conflitantes entre si sdo evocadas e, por alguma razao,
a divergéncia entre elas nao é notada, um conflito cognitivo que era potencial, passa
a ser real, apesar do estudantes n&o ter consciéncia dele e, apesar da falha na
imagem conceitual, o estudante apresenta a resposta correta da questado, fazendo
com que ele ndo perceba a falha no aprendizado impossibilitando a correcdo do

problema por parte dele, podendo assim ocasionar problemas futuros.

A (1.4) é identificada em uma avaliagao que apds o estudante resolver o sistema linear
e o classificar como possivel e indeterminado, ele afirma que todas as op¢des sao

solugdes do sistema devido a sua classificagdo, como pode ser visto na figura 31.

Figura 31: Justificativa do estudante que evidencia a imagem conceitual (1.4)
Samds e SPL , J0® e

Forvagn maLaJmc_lg., {0 {:b;\j;
b neliaceh ds ntawa -

Teadl

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa
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Essa resposta apresenta um conflito cognitivo, no qual o estudante considera que
todas as infinitas ternas ordenadas do espago séo solugcao do sistema de equacgdes
lineares, devido ao fato dele ser indeterminado, evidenciando a confusdo entre um

conjunto solucéo infinito e o conjunto universo.

Do total da amostra, foi possivel identificar imagens conceituais na questao 01, em 21
avaliagdes, sendo que, das restantes, 02 ndo tinham respostas e 06 cometeram erros
ao tentar resolver o sistema impossibilitando a identificacdo de imagens conceituais

evocadas por eles, como a resolugao apresentada na figura 32.

Figura 32: Justificativa impossibilitou a identificagdo de imagens conceituais

(,}-, il E)Y & Z_ = { " . &
L T A-y Y+ z= 1 Yo7 = ’{
B Ly 1318 (e
Lz;—»‘tfy /_ ?AL«* 1P S i S SRR S or-2f 57_;-! by k) ; fa) i
J1-01- 3= n-5f-3%= 1 gty -62° bre0kfaz=""

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa
A frequéncia em que cada uma das imagens conceituais € evocada esta na tabela 2.

Tabela 2: Imagens conceituais evocadas na questao 01

Imagem conceitual evocada Frequéncia
1.1- A solucdo de um sistema deve servir para todas as equagodes 17
pertencentes a ele.
1.2 - Se a solugao satisfaz uma equagao ¢é solugao do sistema. 02
1.3 - Se a solugédo nao satisfaz uma equagao entdo ela nao é 01
solugao do sistema.

1.4 - O conjunto solugédo de um sistema possivel e indeterminado & 01

0 conjunto universo

Nao foram identificadas imagens conceituais 08

Fonte: Elaborado pelo autor

4.2- Anadlise da questao 02
Na questao 02 as duas imagens conceituais evocadas e identificadas foram:

2.1- A solugédo de um sistema linear formado por duas equagdes e duas incégnitas, é
representado pela intersecgdo entre duas retas no plano, ignorando se as retas
representam ou ndo as equacdes.

2.2 - A solucdo do sistema linear é representada pela intersecgao das retas que

representam as equagdes.
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Em todas as questdes que apresentaram registro os estudantes resolveram o sistema
linear corretamente, obtendo a solugdo. A partir desse resultado eles descartaram as
opgdes a, d e e sobrando apenas as opgdes de graficos em que as retas se
intersectam no ponto correspondente a solugao encontrada, que podem ser vistos na

figura 33.

Figura 33: Opc¢des graficas com mesma interseccao entre retas.

b)

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

Ainda assim, 10 deles erraram a questao, escolhendo a opcéo b, evidenciando a
imagem conceitual (2.1), pois ao verificarem que existe a interseccao entre duas retas
no ponto que € solugcado do sistema linear ja optaram por aponta-la como verdadeira,

mesmo sem verificar se as retas correspondiam as equacgodes do sistema linear.

Os demais optaram pela letra ¢, porém apenas 08 deixaram registrado como fizeram
para verificar qual dos dois graficos apresentavam a correspondéncia correta entre as
retas e o sistema linear, mostrando a utilizagdo da imagem conceitual (2.2), que tem

afinacdo com a definicao conceitual formal.

Duas estratégias para a escolha da opgéo ¢ foram as mais utilizadas pelos estudantes,
uma foi através da observacao da inclinagao das retas, pois o grafico de uma das

equacdes do sistema linear era uma reta crescente (Figura 34).

Figura 34: Justificativa do estudante que evidencia a imagem conceitual (2.2)
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Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa
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Ainda assim, é possivel que exista uma imagem conceitual conflitante, pois ao dizer
“grafico é crescente”, ele ndo considera que uma das equacgdes tem a representacao
grafica crescente. A existéncia do conflito ndo pode ser confirmada por existir a

possibilidade de que o estudante tenha cometido o erro na forma de se expressar.

A outra foi verificar se os pontos das retas eram solugdo das equagdes do sistema

linear expressa na figura 35.

Flgura 35: Justificativa do estudante que evidencia a |magem conceitual (2.2)

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa
Dentre os 17 estudantes que acertaram a questdo 09 nao justificaram a opcéao pela
letra ¢ fazendo com que a imagem conceitual (2.2) ficasse aparente apenas em 08

das repostas analisadas como mostra a tabela 3.

Tabela 3: Imagens conceituais evocadas da questao 02

Imagem conceitual evocada Frequéncia
2.1 - A solugédo de um sistema linear formado por duas
equagbdes e duas incognitas é representado pela 10
interseccao entre duas retas no plano, ignorando se
as retas representam ou ndo as equacgdes.
2.2 - A solugdo do sistema linear € representada pela
interseccao das retas que representam as equacoes. 08
N&o foram identificadas imagens conceituais 11

Fonte: Elaborado pelo autor

4.3- Analise da questao 03
Na terceira questao foram detectadas as seis imagens conceituais listadas:

3.1 - Um sistema linear deve seguir o padrao ax+by+cz=d.
3.2 - Se existirem incognitas que ndo aparecam em todas as equagdes, ndo € um
sistema linear.

3.3 - Sistemas com incognitas em ordem diferente nas equacdes, ndo sao lineares.
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3.4 - Sistemas lineares ndo podem ter quantidade diferente de incognitas nas
equacdes do sistema.
3.5 - Se existirem coeficientes irracionais, o sistema nao é linear.

3.6 - Se existirem coeficientes fracionarios, o sistema nao é linear.

A imagem conceitual (3.1) possui mesmo sentido da definicdo formal pecando apenas
em sua representacdo, por limitar a quantidade de termos da equacido em trés
incognitas. Como na questao haviam equagdes com diferentes numeros de incdgnitas
e o estudante a acertou, é mais provavel que ele tenha compreendido o conceito como

pode ser visto na figura 36.

Figura 36: Descrigdo da imagem conceitual (3.1) realizada pelo estudante
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Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

As demais imagens conceituais detectadas e apresentadas acima sdo todas
inadequadas ao processo cognitivo do estudante, por serem a causa dos erros

cometidos por eles na resolucdo da questao.

De (3.2) a (3.4) as imagens se concentram na disposicao e na quantidade das
incognitas, provavelmente geradas pelo modelo utilizado na definicdo conceitual
formal onde as equagbes do sistema linear sdo descritas de forma genérica e tem
todas as incognitas a vista e ordenadas. A justificativa apresentada na figura 37 mostra

de forma explicita a utilizagado dessas imagens conceituais por eles.

Figura 37: Justificativa do estudante que apresenta caracteristicas das imagens conceituais (3.2),

(3.3) e (3.4)
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Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa
Esse tipo de resposta expde a necessidade de se dar uma maior énfase ao fato de
que, as incégnitas que ndo aparecem, estdo multiplicadas por zero e somadas aos
outros termos. Outra observacdo importante € que a propriedade comutativa da
adicdo se aplica aos termos de uma equacédo linear, porém, mesmo quando os
estudantes conhecem essa propriedade, a imagem conceitual (3.4) pode ser evocada

e se sobressaia aos seus conhecimentos algébricos, imputando esse tipo de erro.
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Essa situacdo nédo é impossivel, pois, como afirma a teoria, imagens conceituais
conflitantes podem coexistir sem que o individuo perceba se forem evocadas em
momentos diferentes. A pessoa so6 tera consciéncia da incompatibilidade delas se
forem evocadas simultaneamente, ocasionando um conflito cognitivo ou se o

professor o ajudar a identificar esse conflito cognitivo em potencial.

Aparentemente, os autores de livros didaticos perceberam a existéncia de uma
imagem conceitual divergente a definicdo conceitual formal de equacgao linear, que é
quando estudantes considerarem equacdes, com expoentes nao naturais, como
lineares. Essa imagem parece ser tdo recorrente que a maioria dos autores, ao
apresentar a definicdo de equacao linear, apresentam exemplos de equagdes com

expoentes nao naturais reforcando a ideia de que nao sao lineares.

Esse fato fez com que ficasse notavel a eficacia da apresentacdo de exemplos e
contraexemplos que apresentam para a construgdo de um bom conjunto de imagens
mentais sobre o conceito, pois, na pesquisa ndo houve nenhuma ocorréncia dessa
imagem conceitual. Mas, apesar de louvavel essa iniciativa, os exemplos dados n&o
foram suficientes para a compreensdo do conceito, pois acabaram acarretando a
criacao de mais duas imagens conceituais inadequadas (3.5) e (3.6), como pode ser
observado nas figuras 38 e 39, que mostram erros ocasionados pela imposi¢ao das

regras existentes para as incégnitas aos coeficientes.

Figura 38: Justificativa com caracteristicas da imagem conceitual (3.5)

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

Figura 39: Justificativa com caracteristicas da imagem conceitual (3.6)

A g wegn ﬁc‘myws i ,(Q%.(pw ash el . W i

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

E provavel que essas imagens (3.5) e (3.6) pudessem ser evitadas, caso juntamente

aos exemplos das equagdes nao lineares fossem apresentadas equacgdes lineares
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com coeficientes irracionais e fracionarios, salientando as diferengas entre os casos

apresentados.

A frequéncia que as imagens conceituais citadas na questdo 3 se deu esta

apresentada conforme a tabela 4.3.

Tabela 4: Imagens conceituais evocadas na questao 03

Imagem conceitual evocada Frequéncia

3.1 — Um sistema linear deve seguir o padrao ax+by+cz=d 01
3.2 - Se existirem incognitas que ndo aparecam em todas as 0

equacgdes ndo € um sistema linear. >
3.3 - Sistemas com incognitas em ordem diferente nas equagdes 01

nao sao lineares.
3.4 - Sistemas lineares ndo podem ter quantidade diferente de

incdgnitas nas equacgdes do sistema. 06
3.5 - Se existirem coeficientes irracionais o sistema néo é linear. 07
3.6 - Se existirem coeficientes fracionarios o sistema nao € linear. 01

Nao foram identificadas imagens conceituais 08

Fonte: Elaborado pelo autor

4.4- Analise da questao 05

A quinta questao, apesar de composta por trés letras, em duas delas (a e b), ndo foi
possivel identificar imagens conceituais. Isso nao significa que o processo de
resolugao realizado pelos estudantes nédo tenha se baseado em imagens conceituais
evocadas, simplesmente a identificacdo delas foi impossibilitada pela forma com que
as respostas foram apresentadas. Apesar da justificativa ter sido solicitada, eles

deixaram apenas os calculos e a classificagcdo como registro.

Ja a letra ¢, mesmo sem uma justificativa devida, as relagdes que os estudantes
fizeram entre os calculos, a solucao e a classificagao do sistema linear foram uma

fonte de dados consideravel, expondo algumas imagens conceituais.

Ao final do processo de resolucéo do sistema linear, a maioria dos estudantes obteve
a equacgao, mas, dos 25 que tentaram resolver a questdo, cinco conseguiram descrever
corretamente as solugdes do sistema e os outros 20 emitiram solu¢des erradas ou
nenhuma solugao, mesmo classificando corretamente como possivel e indeterminado,

como mostra a tabela 5.
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Tabela 5: Tipos de solugéo da letra ¢ da questao 05

Tipo de solugéo apresentada Frequéncia
Solugao correta 05
Inexistente 10
S={(0,0)} 06
S=R? 02
Outros tipos 02
Em branco 04

Fonte: Elaborado pelo autor
Com base nos dados tabulados as imagens conceituais identificadas foram:

5.1— O conjunto solugdo de um sistema possivel e indeterminado é o conjunto
universo.
5.2 - O sistema possivel e indeterminado ndo apresenta solugoes.

5.3 - O sistema possivel e indeterminado admite apenas a solug¢ao nula.

A imagem conceitual (5.1) foi detectada em resolugdes que os estudantes apontaram
como solugéo o R?, ou o par ordenado genérico como solugao do sistema linear como

pode ser visto na figura 40.

Figura 40: Resposta com caracteristicas da imagem conceitual (5.1)

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa
Esse tipo de erro certamente se deu por se pensar que a equacao 0x + 0y = 0, obtida
apos a resolugdo do sistema da letra (c), tem solugéo igual tem solugao igual a do
sistema que deu origem a ela. A adigdo de equagdes, apresentada no ensino
fundamental como método de resolugcdo de sistemas lineares, pode ser o maior
causador desse tipo de erro, pois o estudante acaba nao percebendo que essa adicao
€ apenas uma etapa do processo de escalonamento do sistema linear. A resolugcao
em paralelo pelas duas formas seguida de uma comparagéao entre elas pode ser uma
forma de possibilitar que o estudante molde suas imagens conceituais mais préximo

da definicdo conceitual formal.
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As imagens conceituais (5.2) e (5.3) mostram uma certa confusdo em relacéo a
quantidade de solugdes que um sistema indeterminado possui. Na (5.2) alguns
estudantes deixaram sem uma solugdo definida e outros apresentaram o conjunto

vazio como solugéo do sistema conforme resolugao da figura 41.

Figura 41: Resolugdo com caracteristicas da imagem conceitual (5.2)

{5(; - S-)(ag_': s& w7 X5
"3}/1 4’15}:"2 G .
F3x1 - 1312 =6 S,RI 5:{15
L— 3x1 4154226

O+ 0¥y = 0O L R e O

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

Também foi encontrado o conjunto como solugdo do sistema caracterizando aimagem

conceitual (5.3) como indica a figura 42.

Figura 42: Resolugédo com caracteristicas da imagem conceitual (5.3)

C} (3@5_ - 53’~QJ: o 5 (3)
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Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

A dificuldade em entender que um sistema possivel e indeterminado possui infinitas
solugcdes e como sao essas solugdes, foi a maior causadora de erros nesse caso. Um
simples detalhe que poderia ser sanado com uma discussado mais aprofundada sobre
os conceitos aplicados ao conteudo, mostrando que, elementos do conteudo que sdo

Obvios ao professor podem ser confusos sob a 6tica do estudante.

A distribuicdo das imagens conceituais que foram identificadas na questao 5 podem
ser vistas na tabela 6.
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Tabela 6: Imagens conceituais evocadas na questao 05

Imagem conceitual evocada Frequéncia
5.1 - O conjunto solugao de um sistema possivel e indeterminado & 02
0 conjunto universo.
5.2 - O sistema possivel e indeterminado ndo apresenta solugdes. 10
5.3 - O sistema possivel e indeterminado admite apenas a solugao 06
nula.
Nao foram identificadas imagens conceituais 11

Fonte: Elaborado pelo autor

4.5- Analise da questao 06

A questédo seis solicita apenas uma unica solugéo de um sistema homogéneo, néo
exigindo a quantidade de solugdes existentes. Dezoito dos estudantes apresentaram

a solucao nula, cinco erraram a questao e seis a deixaram sem resposta.

Apos analise dos dados obtidos, nessa ultima questdo, quatro imagens conceituais

sobre sistemas homogéneos foram identificadas.

6.1 - Todo sistema homogéneo admite a solugao trivial.
6.2 - Todo sistema homogéneo é possivel e determinado.
6.3 - Todo sistema homogéneo é possivel e indeterminado.

6.4 - Todo sistema homogéneo é impossivel e admite infinitas solugdes.

Dos 18 que apresentaram a solugédo nula como resposta, 11 deixaram registrado a
classificagdo do sistema como homogéneo como justificativa para solugao

apresentada, como pode ser percebido no registro da figura 43.

Figura 43: Resolug&o onde a imagem conceitual (6.1) foi identificada.

S= 4% 0,0, 0)f

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

Esse tipo de solugdo, que serviu de base para a identificagdo da imagem conceitual

(6.1), é coerente aos conceitos ligados ao sistema homogéneo.
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Ao utilizar as imagens conceituais (6.2) e (6.3), o estudante admite a existéncia da
solucdo de um sistema apenas por ele ser homogéneo, o que é verdade, mas, além
disso, fazem afirmacdes a espeito da quantidade de solugdes do sistema que nao
podem ser confirmadas apenas por ele ser homogéneo. Na (6.2) por exemplo, o
estudante conclui que, apenas a solugcado nula pode ser solugdo de um sistema linear
homogéneo, podendo leva-lo a cometer erros em questdes que solicitem a resolucéo

de um sistema linear homogéneo que seja indeterminado.

Figura 44: Resolugéo onde a imagem conceitual (6.2) foi identificada.

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

A informacgao referente a imagem conceitual (6.3) foi apresentada de forma explicita
por um dos estudantes, ao fazer a classificacdo do sistema quanto ao numero de

solugdes, baseando-se apenas no fato dele ser homogéneo como mostra a figura 45.

Figura 45: Resolugéo onde a imagem conceitual (6.3) foi identificada.

Selucdo | Dol 3 nm\;ﬂwmwoho
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Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

Nesses conflitos os estudantes classificaram o sistema linear como determinado
(figura 44) ou indeterminado (figura 45) devido ao fato dele ser homogéneo, ficando
evidente que n&o entenderam que a unica garantia que ha € que ele é possivel. Essas
imagens conceituais equivocadas poderiam ser reparadas com a apresentagao de
dois sistemas homogéneos, um de cada caso, seguido de uma discussao sobre as

suas solucoes.

Ja a imagem conceitual (6.4) mostra uma imagem conceitual equivocada a respeito
de um sistema homogéneo, pois o estudante o classifica como impossivel e ainda

conclui afirmando que o mesmo sistema admite infinitas solugdes conforme figura 46.
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Flgura 46: Resolugao onde a imagem conceitual (6.4) foi identificada.

4/ SN

;’p' P : X; — S5x+2x3—x,=0
X +x+x3+3x,=0

4x, + 5%, —8Bxz3— %, =0
2% < x3+x, =0

JQJ- S R
% M\% i\%«&ﬁ%ﬁ e Oy

Fonte: registros do instrumento de coleta da pesquisa

6. (Valt;fw(‘l P) Deterrhmc uma solugdo do sisterna linear
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Esse caso mostra imagens conceituais confltantes sendo evocadas
simultaneamente, gerando um conflito subconsciente, pois, por mais que possa ter
causado um desconforto ao estudante, ele ndo percebeu a razdo e manteve sua

resposta.

A frequéncia das imagens conceituais que foram identificadas na questdo 6 podem

ser vistas na tabela 7.

Tabela 7: Imagens conceituais evocadas na questao 06

Imagem conceitual evocada Frequéncia
6.1 - Todo sistema homogéneo admite a solucao trivial. 17
6.2 - Todo sistema homogéneo ¢ possivel e determinado. 01
6.3 - Todo sistema homogéneo € possivel e indeterminado. 01
6.4 - Todo sistema homogéneo é impossivel e admite infinitas 02
solugoes.
N&o foram identificadas imagens conceituais 07

Fonte: Elaborado pelo autor
Das dezenove imagens conceituais listadas, 5 sdo consistentes ao conceito
relacionado a elas, mesmo ndo apresentando todos os detalhes das defini¢cdes
encontradas nos livros. As 14 demais que devem ter uma maior atencao, pois estado
em descordo com a definicdo conceitual formal, gerando conflitos no entendimento do

conteudo quando evocadas.

Os conflitos provenientes dessas imagens conceituais tratam das relagdes entre o
conjunto solugao e o conjunto universo, das classificagées dos sistemas lineares e da
representacdo dos sistemas lineares, tanto no que diz respeito a composicao das

equagdes e seus termos, quanto a organizagdo dos mesmos.

Esses tipos de conflitos podem passar de problema a solugdao se o docente souber
que podem acontecer, pois mesmo que nao sejam conflitos comuns a todos os
estudantes da turma, se o docente cria essas situagdes conflitantes durante as aulas,

€ provavel que boa parte dos estudantes consigam corrigi-los. Fato que mostra a
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importancia de se conhecer processo de construgcdo do conjunto de imagens

conceituais acerca dos conceitos a serem trabalhados.

De acordo com a teoria, se os estudantes tivessem contato com situagdes em que as
imagens equivocadas fossem confrontadas, através de exemplos ou exercicios onde
elas aparecem, eles poderiam moldar melhor o conjunto de imagens conceituais sobre
o tema, melhorando o processo de aprendizagem e, por consequéncia, acabariam

reduzindo a quantidade de erros nas avaliagcbes ou em exercicios comuns.

Esse fato so reforga a importancia de se conhecer as principais imagens conceituais
pessoais que podem ser evocadas em cada conteudo, para que possam ser utilizadas
como norteadoras da escolha de exemplos e observacdes a serem utilizados durantes

as aulas.
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5. CONCLUSAO

Ao analisar as resolucdes das avaliagcdes dos estudantes do Ensino Médio do Instituto
Federal Baiano — Campus Guanambi, foram listadas quatorze imagens conceituais
com inconsisténcias e cinco que apresentaram caracteristicas da definicdo formal a

que se referem.

Essas imagens evidenciaram falhas no processo de aprendizado do conteudo
apontando onde elas devem ter ocorrido, possibilitando assim, a analise de conflitos
cognitivos decorrentes dessas inconsisténcias, fazendo com que o objetivo da

pesquisa fosse alcancado.

A pesquisa se mostrou bastante reveladora quanto ao processo cognitivo dos
estudantes no ensino de sistemas lineares, pois revelou imagens conceituais e
conflitos que ndo sédo tdo evidentes sob a otica do professor de matematica,
apontando diversos aspectos que poderiam ser melhorados nas aulas ministradas a

eles.

Nog¢des como a existéncia de um conjunto solugao infinito, diferente do universo ou a
necessidade da validagdo de todas as equagdes por uma énupla para que ela
pertenca ao conjunto solugao do sistema aparentemente faceis de serem entendidas,
se mostraram grandes causadoras conflitos cognitivos, proporcionando a
possibilidade de futuramente se realizar um planejamento de aula ou sequéncia

didatica, em que os estudantes se confrontem com essas situagoes.

Acbes como essas fazem com que o entendimento do conteudo se dé com mais
naturalidade, resultando em imagens conceituais semelhantes as definicbes formais,
reduzindo assim os conflitos cognitivos causados por imagens conceituais incoerentes

como afirma Vinner (1983, p. 297):

[..Jrevelar as imagens conceituais dos nossos alunos se torna muito
importante para o ensino; n&o s6 pode isso dar-nos uma melhor compreenséo
dos nossos alunos (saber o que os levou a agir como agiram), mas também
pode sugerir algumas melhorias para o nosso ensino que formaram essas
imagens conceituais erradas. (tradugéo nossa)’

Como imaginado, o ndo conhecimento dessas imagens conceituais conflitantes

aliadas a metodologia encontrada na maioria dos livros didaticos, onde s&o

7 “revealing the concept images of our students becomes very important for teaching; notonly might it
give us a better understanding of our students (knowing what caused them to actasthey acted) but also
it might suggest some improvements to our teaching which formed such wrong concept images”
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apresentadas definicdes e alguns exemplos em seguida, se mostrou pouco eficaz no
processo de construgao das imagens conceituais, ficando evidente a necessidade das
melhorias no ensino, tanto nos exemplos a serem apresentados, quanto nos

comentarios sobre as defini¢coes.

E provavel que, se houvesse uma maior discussdo sobre as representacdes dos
sistemas lineares e as relagdes existentes entre suas solugoes e as classificagdes, a

quantidade de imagens conceituais conflitantes reduzisse consideravelmente.

Conflitos causados por imagens conceituais que se contradizem sozinhas poderiam
ser desconstruidos simplesmente analisando as frases que os descrevem. Um
exemplo, € uma imagem que considera a possibilidade de um sistema possivel e
indeterminado ndo apresentar solugdes, s6 pelo termo possivel estar presente na

classificacdo o estudante ja pode perceber a falha na afirmacgao.

Outra acao que pode ser tomada para redugao dos conflitos é a utilizagao de sistemas
lineares com termos desordenados com maior frequéncia, pois em geral esse formato
s6 é utilizado ao definir o sistema linear, como ressalta Vinner (1983, p. 305)
“Elementos da imagem conceitual, que nao sao constantemente reforcados tém uma

boa chance de ser esquecidos e, assim, o conceito ser distorcido.” (Tradugédo nossa)

Como ainda ndo ha uma lista das imagens conceituais que surgem com maior
frequéncia no estudo de cada conteudo, cabe ao docente ter um olhar mais
observador em relagdao a forma como os estudantes abstraem cada definicao
apresentada e tentar proporcionar a ele situagdes que tornem suas imagens
conceituais mais consistentes, resultando em uma compreensdo adequada do

conteudo.

Ao compreender melhor o processo cognitivo que ocorre no aprendizado da
matematica, minha pratica docente evoluiu consideravelmente, pois, mesmo n&o
conhecendo as imagens conceituais a serem evocadas em outros conceitos, durante
o planejamento das aulas sempre ha uma tentativa de prever quais imagens
conceituais serdo elencadas pelos estudantes, procurando fornecer subsidios
suficientes para que o aprendizado seja 0 mais consistente possivel. Para tal, além
de uma escolha minuciosa dos exemplos a serem utilizados, também deve ser
observado quando, como e quantos exemplos que abordam cada tematica devem ser

apresentados.
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Outra forma de se identificar imagens conceituais conflitantes, € aumentar o tempo
dedicado a discutir as definicdbes formais observando as falas dos estudantes e
indagando-os sobre os conflitos que surgirem, além de conduzi-los a situacbes em

gue os conflitos mais recorrentes ocorrem, usando essa oportunidade para corrigi-los.

Diante da variagdo do processo cognitivo de cada individuo, é provavel que sempre
existam conflitos cognitivos numa turma, gerados por imagens conceituais
inconsistentes. O que nos resta € toma-los como aliados do processo, fazendo com
que sejam revelados para que se tornem instrumentos de aprimoramento das imagens

conceituais.

Em meio as conclusdes obtidas na pesquisa, fica claro o tamanho do trabalho a ser
realizado nesse sentido, pois cada conteudo tem seus proprios conceitos que geram
conjuntos de imagens conceituais relativas a ele. Além disso, imagens conceituais

diferentes podem surgir em cada grupo de estudantes com que se trabalha.

Nesse sentido, a pesquisa ja deixa evidente a necessidade de sua continuidade, seja
por meio do levantamento das imagens conceituais, que surgem em outros conteudos
ao serem apresentados aos estudantes, podendo gerar um catalogo composto por
imagens conceituais a serem combatidas, ou encorajadas em cada topico do ensino
medio, ou até na construgcdo de material didatico para o ensino de sistemas lineares

considerando as imagens conceituais.

Para a construgcdo desse material, o ideal é que fossem realizadas mais pesquisas
sobre as imagens conceituais relativas aos sistemas lineares, evitando as limitagdes
presentes nesse trabalho, como a utilizacdo de mais de um instrumento de coleta de
dados, de preferéncia, utilizando uma pergunta direta sobre cada conceito pesquisado
para identificacao das definigdes conceituais pessoais dos estudantes, que sao parte

importante do conjunto de imagens conceituais.

Mesmo com as limitagdes apresentadas, a pesquisa foi um divisor de aguas em minha
carreira, pois possibilitou uma reflexdo sobre as inUmeras vezes que estive errado ao
imaginar que meus alunos estivessem entendendo com facilidade informacdes
apresentadas, por considera-las de facil compreensao, enquanto imagens conceituais

inconsistentes surgiam em suas mentes.
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Além da constatagao dessas falhas, a pesquisa também me fez perceber que, boa
parte dos conflitos causados por imagens conceituais inconsistentes podem ser
resolvidos apenas com uma dose extra de empatia em relagdo aos alunos, pois ao
tentar enxergar o conteudo pelos olhos deles, parte das imagens conceituais
coerentes e incoerentes, que podem surgir em suas mentes, serao identificadas,
possibilitando a condugao da formacgédo de um conjunto de imagens conceituais nao

conflitantes.
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