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Resumo

A presente dissertacdo tem por objetivo principal, apresentar uma proposta de ensino da légica
matemadtica no ambito do Ensino Médio, elencando fatores que baseados nos principais docu-
mentos oficiais que regem a educacao no Brasil, mostram a importancia da insercdo da légica na
grade curricular do Ensino Médio.

O trabalho esté dividido em 4 partes, nas quais estdo apresentadas a histéria da légica propo-
sicional, a teoria, aplicacoes da légica nas demonstracoes matemadticas e atividades propostas a

serem aplicadas em sala de aula.

PALAVRAS-CHAVE: Logica Matemética, Ensino de légica, Ensino Médio.



Abstract

This work has as main objective to present a proposal for logic teaching mathematics in the
high school, listing factors based on key documents official governing education in Brazil, show
the importance of logic integration in curriculum of high school .

The work is divided into 4 parts, which are presented in the history of propositional logic, the-
ory, logic applications in mathematical demonstrations and activities proposed to They are ap-

plied in the classroom.

KEYWORDS: Logic Math, Logic education, High scholl.
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Introducao

E notéria e histérica a dificuldade e fracasso escolar que os alunos apresentam na disciplina de
matemdtica. Em Maia Cruz, 2016 diz que o fendmeno do fracasso escolar em matemadtica tem
sido foco de muitos estudos da educacdo matemadtica, na busca de argumentos que expliquem
melhor as altas e persistentes taxas de retencao na disciplina, apontada como um dos vetores da

descontinuidade da escolarizacao.

‘A medida que comecamos estudar mais profundamente o fracasso escolar,
percebemos que, no Brasil, esse problema adquire caracteristicas de feno-
meno de massa, ou seja, atinge a maior parte da populacdao em idade esco-

lar” (DORNELES, 1990 apud MARQUEZAN, 2001,P115).

Os PCNEF(Parametros Curriculares para o Ensino Fundamental) (1998b) corroboram ao dizer
que em nosso pais o ensino de Matemadtica ainda € marcado pelos altos indices de retencao, pela
formalizacdo precoce de conceitos, pela excessiva preocupacdo com o treino de habilidades e me-
canizacado de processos sem compreensao.

Levando em consideracao o cardter complexo e multivaridvel do processo de ensino- apren-
dizagem , muitos autores apresentam suas hipé6teses na tentativa de responder ou pelo menos
explicar o porqué que os alunos vao tdo mal na disciplina. Dentre tantos fatores um é especial-
mente notavel : a dissociagdo da l6gica matematica(l6gica de predicados ou de 12 ordem) com a
grade curricular das escolas, muitas vezes respaldadas pela falta de tais contetidos em alguns livros
didaticos que sdo hoje utilizados tanto na rede publica quanto na rede particular de ensino, a ti-
tulo de exemplo podemos citar os livros: Matemética Contexto e Aplicacdo da editora Atica, o livro
Matematica Ciéncia, Linguagem e Tecnologia da editora Scipione e o livro Novo Olhar Matemaética
da editora FTD.

A légica matemadtica se faz presente desde uma operacao simples de aritmética como a adi¢do
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entre dois niimeros quaisquer, até nas mais refinadas e complexas demonstragdes de teoremas.
Nas Orientacdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio de 2006, diz que embora a Légica
ndo se constitua como um assunto a ser tratado explicitamente, alguns de seus principios po-
dem e devem ser integrados aos conteudos, desde os ciclos iniciais, uma vez que ela é inerente a
Matematica. No contexto da construcdo do conhecimento matematico é ela que permite a com-
preensdo dos processos; € ela que possibilita o desenvolvimento da capacidade de argumentar e
de fazer conjecturas e generalizacoes, bem como o da capacidade de argumentar e de fazer con-
jecturas e generalizacdes, bem como o da capacidade de justificar por meio uma demonstracao
formal.

O grande problema é que experiéncias proprias e vividas por alguns colegas de profissao em
sala de aula apontam que os alunos ndo conseguem por muitas vezes organizar em seus pensa-
mentos um raciocinio dedutivo na forma de encadeamento de ideias a fim de chegarem a uma
conclusdo plausivel na resolucao de problemas, deficiéncia essa que poderia muito bem ser solu-
cionada com a insercdo da légica de 12 ordem como contetido obrigatério na grade curricular dos
alunos do ensino médio.

De acordo com as Orientacoes Curriculares do Ensino Médio(2006)

“A forma de trabalhar os contetidos deve sempre agregar um valor formativo
no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matemdtico. Isso
significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize
o0 raciocinio matemdtico - nos aspectos de formular questoes, perguntar-se
sobre a existéncia de solucdo, estabelecer hipoteses e tirar conclusoes, apre-
sentar exemplos e contra-exemplos, generalizar situagoes, abstrair regulari-

dades, criar modelos, argumentar com fundamentagdo logico-dedutiva ".

Essa forma de trabalhar os contetidos nos aspectos de argumentar, inferir conclusoes, abstrair,
torna-se muito dificil quando o aluno ndo tem um conhecimento minimo de légica matematica,
uma vez que podemos de maneira bem singular definir a l6gica como sendo a “ciéncia do racio-
cinio” dividido em duas vertentes: o raciocinio dedutivo e o raciocinio indutivo. E segundo Mor-
tari, 2001, basicamente, raciocinar, ou fazer inferéncias consiste em “manipular” a informacao
disponivel - aquilo que sabemos, ou supomos, ser verdadeiro, aquilo em que acreditamos - e ex-

trair consequéncias disso, obtendo informacdo nova. Isso é exatamente uma sintese do que estd
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presente no texto das Orienta¢des Curriculares para o ensino de matemaética, podemos encon-
trar referéncias que relacionam a matemadtica diretamente com a l6gica nos PCNEM (Parametros

Curriculares Nacionais para o Ensino Médio)

“A Matemdtica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estru-

turar o pensamento e o raciocinio dedutivo...”

O estudo da légica no ensino médio auxilia no desenvolvimento da matemaética enquanto lin-
guagem, e em seu cardter semantico, dessa forma podemos considerar a l6gica contemporanea
como o principal pilar da matemdtica enquanto ciéncia axiomatica, que tem um rigor sintéxico
e semantico, para que nao haja ambiguidades em sua estrutura. Mais uma vez fazendo mencao
ao texto dos PCNEM que diz que € preciso que o aluno perceba a Matemadtica como um sistema
de codigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicacao de ideias e permite modelar a
realidade e interpreté-la.

Contudo, a Matemadtica no Ensino Médio nao possui apenas o cardter formativo ou instrumen-
tal, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas caracteristicas estruturais especificas. E
importante que o aluno perceba que as definicdes, demonstraces e encadeamentos conceituais
e logicos tém a funcdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem

para validar intui¢Oes e dar sentido as técnicas aplicadas.

E com base nos documentos oficiais que tratam sobre educacdo matematica no Brasil, em re-
visdo bibliografica e principalmente nas experiéncias docentes vivenciadas que este trabalho estd
fundamentado.

A presente dissertacdo tem como publico alvo professores do ensino bésico e superior e estd
dividida em 4 capitulos e mais as consideracdes finais.

No Capitulo 1, é apresentada uma concepcao inicial sobre o objeto de estudo da presente dis-
sertacdo que é a l6gica matemadtica e um escor¢o da histéria da légica proposicional, passando
pela légica de 12 ordem até chegar a l6gica contemporanea, que é de fato o objeto principal de
estudo desse trabalho.

No Capitulo 2 sdo apresentadas as primeiras defini¢coes da légica proposicional, tais como:
proposicdo, verdade e validade. E ainda nesse capitulo que sdo apresentados os principais conec-

tivos da logica de 12 ordem, seus significados e a maneira correta de utiliza-los.
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No Capitulo 3 tratamos sobre a argumentacao l6gica, fundamentados nas concepg¢oes de RUS-
SEAL, ALMOULOUD, FARJADO, AVILA entre outros autores. O capitulo em questio traz de fato a
esséncia do trabalho que € a utilizacao das técnicas da légica proposicional e de primeira ordem
no encadeamento de raciocinio légico dedutivo como auxilio para o aluno em argumentagdo ma-
tematica, principalmente no que diz respeito as demonstracoes de teoremas.

No Capitulo 4 apresentamos uma série de sequéncias didaticas, a titulo de sugestdes para abor-
dagem do conteudo da légica proposicional nas séries finais do Ensino Fundamental e em qual-

quer série do Ensino Médio.



Capitulo 1

Introducao a Logica Matematica

1.1 Como definir légica?

A légica pode ser definida informalmente como sendo a ciéncia do raciocinio dedutivo. Ocupa-
se, dentre outras coisas, em estudar as relacoes de dedugao e inducao tratando das inferéncias
validas, ou seja, inferéncias cujas conclusdes sdao necessariamente verdadeiras quando suas pre-
missas o0 sdo. Nao é objetivo da logica estudar os processos mentais e psicolégicos envolvidos no

desenvolvimento de um argumento, mas estudar os resultados desse processo.

“Pensamentos, raciocinios, inferéncias e conhecimentos, enquanto processos
psicolégicos, que se passam na mente do individuo, ndo podem ser objeto de
investigagdo. O que se pode investigar sdo os frutos de tais processos, ou seja,

expressoes linguisticas.” (HEGENBERG, 1977 apud TASINAFFO, 2008, p.3)

A légica contemporanea tem o nobre propésito de fundamentar a matemadtica em termos de
linguagem, uma vez que ndao podem ser admitidas ambiguidades ou paradoxos nessa ciéncia tao
complexa, completa e exata. Vamos aqui compreender linguagem como sendo um conjunto de
simbolos que quando agrupados de determinadas maneiras(regras) passam a ter um significado.
Segundo Fajardo, 2012, o conjunto de simbolos e a maneira que os agrupamos é chamado de
sintaxe, e a forma como esses simbolos, palavras e frases adquirem um significado € denominado

semantica.

18



CAPITULO 1. INTRODUCAO A LOGICA MATEMATICA 19

1.2 Breve historia dalégica

O inicio da histdria da l6gica encontra-se na Grécia, mais precisamente em Atenas com a escola
de IsOcrates e a escola de Platao por volta do século IV a.C, movidos principalmente pela politica.
Enquanto Isécrates seguia os principios dos sofistas! aqueles que propunham o desenvolvimento
da arte de emitir opiniGes provaveis sobre coisas Uteis, a escola de Platdao defendia a hipotese de
que a base para acao politica, deveria ser pautada sobre a investigacao cientifica de preceitos ma-

tematicos.

“Na Academia, que fundara em 387 a.C,[Platdo] mostrava a seus discipu-
los que a atividade humana, desde que pretendesse ser correta e responsdvel,
ndo poderia ser norteada por valores instdveis, formulados segundo o rela-
tivismo e a diversidade das opinioes; requeria uma ciéncia (episteme) dos
fundamentos da realidade na qual aquela acéo estd inserida.” (PESSANHA,

1987, p.3)

Aos 18 anos de idade Aristoteles ingressa na escola de Platdo, e alguns anos depois propoe o
que vem a ser conhecida como a primeira sistematizacdo para classificacdo das proposicoes e
argumentos, verdadeiro ou falso para as proposicoes , vélido ou invélido para os argumentos.

De acordo com Gomes, 2015, Aristiteles considerava a légica como um método de demons-
tracdo norteada por trés operagdes bem definidas,: o conceito , o juizo e o raciocinio. O conceito
seria a representacao do objeto no plano da mente. O juizo seria o ato de afirmac¢do ou negacdo
de dada ideia e o raciocinio tratava da articulagdo dos vérios juizos.

Essa sistematiza¢do rende até os dias de hoje o titulo de pai da légica cldssica para Aristoteles,
vale lembrar que o termo dado para o estudo e classificacao na época de Arist6teles nao eralégica
e sim Analytica. O termo légica tal qual usamos hoje, provém do latim da palavra logos que quer

dizer razdo e s6 passou a ser utilizada no século II a.C. . O principal objetivo de Aristételes era

ISofistas foram um tipo especifico de professor na Grécia antiga e no império romano, que deveriam ensinar a
arete, termo grego que traduz o conceito de “exceléncia” ou “virtude”, aplicado a dreas como musica, politica, mate-
madtica e atleticismo. Entre os principais sofistas conhecidos estdo Protdgoras, Gorgias, Prédico, Hipias, Trasimaco,
Antifonte e Crélico.

AN

O termo “sofista” tem sua origem no idioma grego, a partir da palavra “sofistés”, derivada de “sophia” e “sophos”,
significando “sabedoria” e “sdbio” respectivamente. O termo sophistés foi originalmente utilizado por Homero, para

descrever alguém abilidoso em uma determinada atividade.
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estabelecer um conjunto de regras para reger a argumentacao cientifica e politica da época, no
entanto ha registros de que bem antes de Aristoteles, por volta dos séculos V e IV a.C., os sofistas
e alguns fil6sofos dentre eles Platao(mestre de Aristoteles), j4 mostravam preocupac¢do em estru-
turar a légica para uséd-la como ferramenta em seus argumentos e discursos politicos, estudando

por exemplo conceitos como: faldcias, verdades, linguagem, entendimento e conviccao.

No periodo da antiguidade destacam-se pelo menos trés escolas com concep¢oes complemen-
tares no estudo da légica, sdo elas: a Escola Aristotélica ou Paripatética fundada por Aristételes,
a Escola Megadrica fundada por Euclides e a Escola dos Estoicos fundada por Zenon. Inclusive o
termo légica que usamos hoje foi adotada inicialmente pelos estoicos, acredita-se que por motivos

puramente religiosos.

“Para o estoicismo, uma tendéncia latina de origem romana, o universo se-
ria governado por um “logos’, uma razdo universal que poderia ser definida
como Deus, permitindo ao mundo atingir o “kosmos’, harmonia.

Um conceito, obviamente, influenciado pelo cristianismo que, por sua vez,
fomentou o termo logica aristotélica, nomeando todas as teorias na drea até

o aparecimento da logica formal ou matemdtica.”(RAMOS, 2013, p.1)

Aristoteles escreveu 6 trabalhos que depois de sua morte foram organizados em um s6 denomi-
nado Organon que significa instrumento. Dentre suas obras as que mais especificamente tratam
sobre a formalizac¢do da légica sdo: Analytica Priora e o De Interpretatione. E atribuida também
a Aristoteles a teoria dos silogismos, considerada por muitos filésofos e historiadores, a maior e

mais importante “descoberta” em toda histéria da 16gica formal.

Para melhor compreendermos a historia da légica podemos fragmenta-la em trés partes:

* Periodo(Grego) Aristotélico(+ 390 a.C. a + 1840 d.C.) - Periodo no qual surgiram as escolas
fundadas por Aristételes, Euclides e Zendo. O principal nticleo de estudos dessas escolas
cléssicas era a valoracdo das proposi¢oes em verdadeiras ou falsas. A logica proposta por

Aristételes fundamenta-se em trés principios bem definidos:

- Principio da Identidade: Se uma coisa é verdadeira, ela é verdadeira.
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- Principio da nao-contradicdo: Uma coisa ndo pode ao mesmo tempo ser e ndo ser,
sob uma mesma perspectiva. Em outras palavras ndo € aceitavel admitir com a mesma

valoracgdo l6gica uma proposic¢do e sua contradicao.

- Principio do terceiro excluido: S6 ha duas op¢des para uma proposicao, ou ela é ver-
dadeira ou falsa ndo havendo uma terceira valoragdo. Mais a frente discutiremos o que

aqui tratamos por proposicao.

Na transicao do periodo Grego para o periodo da légica moderna(Booleana), destaca-se o
grande matematico Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716) que em sua época ja apresentava
em seu sistema tracos da l6gica contemporanea e sua maneira de operar com simbolos, si-
milar a forma do cdlculo algébrico. Leibniz introduziu a légica simbdélica para intervir em
um dos maiores problemas da légica do periodo grego que eram as contradi¢oes e ambigui-
dades geradas pela inconsisténcia da linguagem ordindria que geravam muitos paradoxos.
Uma escola classica que propos alguns desses paradoxos foi a escola megdrica, um dos mais
conhecidos é o paradoxo do mentiroso: Se uma pessoa diz “Eu estou mentindo”, enuncia
algo verdadeiro ou falso? Suponhamos que a frase seja verdadeira, mas se ela for verdadeira
entdo é falsa uma vez que a mesma ja afirma isso. Por outro lado se supormos que a frase é
falsa, isso significa que nao é verdade o que a frase diz, sendo assim a frase torna-se verda-

deira.

* Periodo Booleano(+ 1840 a + 1910)- Esse periodo foi um dos mais férteis no estudo das 16-
gicas. Apos Aristoteles e as escolas(estoicas, megdricas) nao havia tido um crescimento tao
significativo quanto nesse periodo que come¢ou com George Boole(1815-1864) e Augustus
de Morgan(1806-1871), com a publicacdo do trabalho Mathematical Analysis of logic e for-

mal logic -1847 Nesse trabalho eles desenvolveram o que chamaram de Algebra da l6gica.

Uma outra figura notavelmente importante desse periodo foi o filésofo alemdo Friedrich
Ludwing Gottlob Frege(1845-1925). Suas principais obras foram publicadas em 1879 e 1893,
tratavam exatamente do cdlculo proposicional na sua forma moderna. Em suma, seus es-
forcos sempre foram a fim de encontrar um sistema capaz de transformar em raciocinios

dedutivos todas as demonstracoes matematicas.

* Periodo Contemporineo(+ 1910 até os dias atuais) - O marco zero desse periodo foi a pu-
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blicacdo do Principia Mathematica em trés volumes nos seguintes anos 1910, 1912 e 1913,
da autoria do britanico Alfred North Whitehead(1861-1947) juntamente com o também bri-
tanico Bertrand Russeal(1872-1970). Outra publicacdao do mesmo periodo foi On the consis-
tency of arithmetic sendo esse fruto da colaboragdo de alguns matematicos, entre eles Fran-
ces Jaques Herbrand(1908-1931) e Jan Lukasiewicz(1878-1956) que tentaram transformar a
légica em uma nova ciéncia. Foi exatamente nesse periodo que a légica passa para uma
perspectiva linguistico-formal, a légica como estudamos hoje, como uma estrutura linguis-
tica completa, dotada de uma sintaxe e uma semantica. Desde entao a légica tem evoluido
e com isso aumentado seu campo de aplicac¢do, transcendendo a matemadtica e sendo utili-

zada em dreas como Engenharia, Robotica, Economia, Fisica e muitas outras.



Capitulo 2

Logica Proposicional e de Primeira Ordem

No capitulo anterior hd uma definicdo informal do que é alégica. Neste capitulo trataremos acerca
dalégica proposicional sob aluz da légica aristotélica, ndo discutiremos apenas formalizacao, mas

alinguagem dotada de simbolos, semantica e sintaxe prépria.

2.1 Primeiras Definicoes

Antes de estudarmos as regras de inferéncias e técnicas para averiguar a validade ou nao de um
argumento, precisamos a priori de algumas definicdes como sentencga, proposicao, linguagem, ar-
gumento e verdade.

Durante todo esse trabalho irdo aparecer com frequéncia duas palavras, a saber: verdadeiro
e falso. Sendo assim se faz necessédrio sabermos quais eram as concep¢oes de verdade de alguns

fil6sofos precursores dessa ciéncia empirica da qual se ocupa esse texto.

Definicao 2.1 (Verdade) Para Aristoteles, verdade é o acordo ou correspondéncia do pensamento
com a realidade. Outras duas definicoes de verdade adotadas a tomam como coeréncia e como
processo. A primeira dessas concepgoes afirma que na medida em que nossas opinioes, conforme re-
veladas na nossa comunicagdo com os outros, se mostram coerentes, podemos admitir que a mesma
é em geral verdadeira. A outra concepgdo diz que verdade é um processo continuo, em que diversos
aspectos da verdade, por vezes contraditérios mas sempre necessariamente ligados entre si, se vdo

manifestando, ou seja, é uma visdo dindmica da verdade.

Definicao 2.2 (Sentenca) Para Aristoteles sentengas sdo “coisas que combinadas com outras tém

23
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uma significacdo’, essas coisas as quais Aristoteles se refere, podemos entender como simbolos ou
palavras. Uma palavra pode ser considerada uma sentenga uma vez que ela por si s6 tem um sig-
nificado. Algumas dessas sentengas sao passiveis de um julgamento em verdadeiro ou falso, outras
ndao. Por exemplo: a sentenca “Passe para a préxima pdgina!” é uma sentenca que ndo tem uma
valoragdo, jd a célebre sentenga “Socrates é mortal” é uma sentenca que possui essa propriedade de

ser verdadeira ou falsa.

Definicao 2.3 (Proposicao) Na defini¢do de Aristételes, proposi¢cdo é “o discurso que afirma ou
nega alguma coisa’, isto quer dizer que uma proposicdo é uma sentenga que possa ser julgada em

verdadeira ou falsa.

De maneira geral ndo sdo proposicgoes:

* Sentencas imperativas

Exemplo 2.1 Feche a porta!
* Sentencas interrogativas

Exemplo 2.2 Serd que vai chover amanha?
* Sentencas exclamativas

Exemplo 2.3 Caramba!

2.2 Linguagem daldgica matematica

A légica proporciona a matemadtica enquanto linguagem o status de exatidao no que diz respeito
ao rigor de suas demonstracoes e na maneira que sao definidos os objetos matematicos. Na lin-
guagem matemadtica nao hé lugar para ambiguidades, para figuras de linguagem ou para metéfo-

ras, que sao tao comuns na linguagem coloquial ou literaria.
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“A linguagem natural ganha em expressividade, e a 16gica ganha em ri-
gor.[...]

Mesmo nao sendo possivel, na comunicacao cotidiana, substituir a lin-
guagem natural pela linguagem légica, a compreensdo da tltima fortale-
cerd o dominio da primeira. Quem estudou légica sera capaz de perceber
alguns padroes onde € possivel aplicar o rigor matematico, em fragmentos

dalinguagem.” (FAJARDO, 2012, p.5)
2.2.1 C(lassificacoes e representacoes das proposicoes

Agora que temos bem definido o que é proposicdo, podemos classifica-las em simples(atdmicas)

ou compostas(moleculares).

Definicao 2.4 (Proposicao simples(Atomicas)) Aprendemos ao estudar fisica que o dtomo é a me-
nor parte da matéria, uma parte indivisivel. Assim uma proposi¢do é dita simples ou atomica
quando ela nédo contém em sua estrutura nenhuma outra proposigdo, sendo assim podemos con-
siderar que as proposigoes simples constituem a unidade minima de andlise do cdlculo sentencial.
Na linguagem logica essas estruturas geralmente sdo designadas pelas letras do alfabeto latino mi-

nusculas (a, b, ¢, d, e, ...).
Exemplo 2.4 p: Socrates é mortal.

Definicao 2.5 (Proposicao composta(moleculares)) Mais uma vez, fazendo alusdo aos conceitos
da fisica, uma molécula pode ser entendida como um agrupamento de dtomos. Sendo assim uma
proposigdo é dita composta ou molecular quando ela é formada por mais de uma proposi¢do. Em
outras palavras, sdo todas as sentengas que possuem como parte integrante de si prépria pelo me-
nos uma outra proposigdo. As proposicoes compostas serdo designadas pelas letras maitisculas do

alfabeto latino. (A, B, C, D, E, ...)

Exemplo 2.5 P: Um niuimero natural primo é divisivel apenas por 1 e por ele mesmo.

2.2.2 Conectivos Proposicionais

Como foi definido antes, a l6gica ndo se preocupa em estudar se determinada afirmacao € ver-

dadeira ou falsa (no que diz respeito ao contetido), mas com a validade ou nao de um argumento,
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prova disso é que no cdlculo proposicional poderemos trocar qualquer que seja a proposicao sim-
ples ou composta por um simbolo, geralmente letras do alfabeto latino sem se preocupar com o
conteudo de tais proposi¢coes. Na linguagem comum, usamos palavras explicitas ou ndo para in-
terligar frases dotadas de algum sentido(o que definimos como sendo sentencas), essas palavras

serdo substituidas, na l6gica matematica por simbolos denominados conectivos légicos.

Tabela 2.1: Defini¢dao dos simbolos dos conectivos

Simbolo, leitura

Operagao logica

A, e Conjuncao
Vv, ou Disjuncao inclusiva
vV, ou Disjuncao exclusiva
~ou 7, nao Negacao
—, se, entdo Condicional
—, Se, e somente se Bicondicional

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os simbolos apresentados na Tabela 2.1 sao comumente denominados conectivos sentenciais
ou proposicionais e serdao detalhados e exemplificados na Secao 2.3. Mas a proposta desse traba-
lho é mais ampla, sobrepde o estudo do célculo proposicional e entra no célculo de predicados,
isto €, sairemos da légica proposicional e enveredaremos na légica de primeira ordem.

Para que ndo haja confusao sobre qual 16gica utilizamos nesse trabalho, segue as definicoes de

l6gicas dadas por Fajardo (2012):

* Légica Proposicional(ou Cdlculo Proposicional): é o mais elementar exemplo de légica
simbdlica. Sua seméantica tem como base os principios da identidade, do terceiro excluido e

da ndo contradicdo, sendo assim, a primeira referéncia de ldgica cldssica.

Alinguagem da légica proposicional é formada por férmulas atdmicas (representadas geral-
mente por letras do alfabeto latino), parénteses e conectivos (“e", “ou", “ndo", “se, entdao",
“se, e somente se"). Mas essa simplicidade faz com que ela nao tenha forca expressiva para

formalizar a matematica.

e Légica de Primeira Ordem(ou Célculo de Predicados): é a l6gica usada para formalizar

a matemadtica. Sua sintaxe também apresenta os conectivos da légica proposicional, mas
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acrescenta os quantificadores (“para todo"e “existe") e as varidveis, além de outros simbolos

especificos que dependem do assunto que a linguagem aborda.

A presenca dos quantificadores torna substancialmente mais dificil a construcao da sintaxe

e da semantica em relagdo a logica proposicional, mas ganha muito em expressividade.

Existem muitas outras logicas, por exemplo a Légica de Segunda Ordem, a Logica Modal, a L6-
gica Descritiva, a Légica Paraconsistente e a Logica Fuzzy mais detalhes sobre cada uma dessas
l6gicas encontra-se em Fajardo, (2012).

Como o enfoque desse trabalho é exatamente apresentar argumentos para a importancia da
l6gica matemadtica nos anos iniciais do ensino médio, um dos argumentos é o papel da légica na
formalizacdo do saber matemaético, principalmente entender a matematica como uma linguagem
propria, sendo assim a légica abordada sera a ldgica de primeira ordem.

Na definicdo dada sobre logica de primeira ordem aparecem dois quantificadores, um univer-
sal e outro existencial. Esses quantificadores sdo utilizados quando queremos transformar uma
sentenca aberta(aquelas que ndo sdo consideradas proposi¢des), em uma sentenca com valora-

¢do. Segue tabela com os simbolos que os representam:

Tabela 2.2: Quantificadores

Simbolo, leitura Operagao logica
V, Para todo quantificador universal
3, Existe quantificador existencial

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como exemplo do uso dos quantificadores universais podemos citar o seguinte:

Exemplo 2.6 Considere a seguinte sentenga:
3x+3=6.

Nao h4 davidas de que essa sentenga matemadtica ndo é uma proposicdo, uma vez que para x = 1
a sentenca é verdadeira e é falsa para x # 1, indo de encontro com o principio da nao contradicdo
que diz que uma coisa nao pode ser verdadeira e falsa sob a mesma perspectiva. Sendo assim ndo

ha como validar sem conhecer o valor de x se a sentenca em questao é verdadeira ou falsa.
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Agora considere a sentenca a seguir:
Existe x € R,tal que 3x+3 =6.

Observe que quando utilizamos o quantificador existencial, a sentenca que até entdo ndo era
passivel de uma valoragdao em verdadeira ou falsa, agora pode ser avaliada. Com isso garantimos
que a sentenca passou a ser uma proposicao.

De outra maneira, poderiamos ainda utilizar o quantificador universal:
Para todo x € R,temos 3x+3 =6.

Fazendo uso do quantificador universal, acontece o mesmo que aconteceu com o uso do quan-
tificador existencial, a sentenca agora pode ser avaliada em verdadeira ou falsa. Portanto o uso do
quantificador universal transformou uma sentenca até entdo aberta em uma proposicao.

Conhecer os simbolos que formam o alfabeto de uma linguagem € apenas o primeiro passo
para aprendermos tal linguagem, o segundo passo é entendermos como funciona sua gramatica,

ou seja, como é a sintaxe dessa linguagem.

2.2.3 Regras para formacao de proposicoes compostas(fé6rmulas compostas)

Definicao 2.6 (Férmulas) Férmulas sdo sequéncias finitas de simbolos do alfabeto que gozam das

seguintes regras:
1. Proposi¢oes atdbmicas sao formulas;
2. Se A é uma férmula, (~A) é uma férmula;
3. Se A e B sdao formulas, (AAB), (AvB), (AvB), (A—B), (A—B) também sdo férmulas;
4. Se A é uma férmula e x é uma variavel, entao Vx(A) e 3x(A) sdo férmulas.
5. Nao hé férmulas além das obtidas pelo uso das regras 1 a 4.
Essas regras expdem com clareza as estruturas légicas das proposicdes e argumentos, evitando

as confusdes que podem por muitas vezes serem criadas no uso da linguagem comum, segundo

Bispo(2014)

‘A Logica Matemditica trata da relagdo entre proposicoes, considerando a

forma que essa relagdo assume e ndo o seu contetido. ".(BISPO, 2014, p.6)
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2.3 Classificacao dos conectivos

Na Tabela 2.1 foram apresentados os conectivos em sua forma simbdlica, seu significado e o
nome que se da a operacao légica que os incluem. Agora vamos ver de fato em quais situacoes

daparecem.

2.3.1 Conjuncao

E o resultado da combinacdo de duas proposicoes, sejam elas atdbmicas ou moleculares, ligadas
pela palavra “e”, que serd substituida pelo simbolo “A”, quando traduzimos para a linguagem da
l6gica. A conjuncdo também pode ser expressa por palavras como: mas, todavia, contudo, no

entanto, visto que, enquanto, além disso e embora.

Exemplo 2.7

a) O numero 2 é par e primo.
Traducao para a linguagem da légica:
P: O ntimero 2 € par.
Q: O numero 2 é primo.

Simbolicamente, temos: PAQ

b) 4 é um nimero par, no entanto nao € primo.
Traducao para a linguagem da logica:
P: 4 é um numero par.
Q: 4 é um nimero primo.

Simbolicamente, temos: PA ~Q

2.3.2 Disjuncao

E o resultado da combinacdo de duas proposicdes, sejam elas atbmicas ou moleculares, ligadas
pela palavra “ou” que serd substituida pelo simbolo “v”. Na linguagem usual, a palavra “ou” pode
ser entendida com dois sentidos: inclusivo ou exclusivo.

Isso fica evidente em matemadtica quando tratamos da operacao de unido entre conjuntos,

de maneira informal, dizemos que um elemento pertence a unido entre os conjuntos A e B se o
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mesmo pertence ao conjunto A ou pertence ao conjunto B. Nesse caso interpretamos da seguinte
maneira: para que um elemento faca parte da unido entre dois conjuntos é suficiente que faca
parte de um dos dois, mas ele pode fazer parte dos dois e ainda assim serd elemento da uniao.

Podemos exemplificar com proposicoes na linguagem usual.

Exemplo 2.8

a) Esse ano irei matricular-me em um curso de inglés ou em um curso de espanhol.
Perceba que a proposicao nao apresenta “impedimento” ao fato de matricular-me nos dois,

portanto o conectivo é uma disjuncdo inclusiva.

b) As 10 horas da manha irei para a academia ou ficarei em casa dormindo.
Nesse exemplo a proposi¢do apresenta um “impedimento” temporal, uma vez que nao posso
estar nos dois lugares ao mesmo tempo, sendo assim trata-se de uma disjun¢do exclusiva.

Em muitos casos a disjuncao exclusiva é apresentada com o uso do duplo “ou”.

2.3.3 Condicional

Vamos entender esse conectivo como o resultado da combinacao entre duas proposicdes por
uma condic¢do de suficiéncia da ocorréncia de uma para a ocorréncia da outra. Em geral utilizamos

~ ”

as palavras “se, entao” para estabelecer essa relacao, quando na linguagem légica de acordo com

a Tabela 2.1, trocaremos o “se, entdao” pelo simbolo “—.”

Sejam P e Q proposicoes. Narelacdao P — Q, 1é-se: Se P, entdo Q. A proposicao P é denominada
condicdo ou antecedente, e a proposicao Q é chamada de conclusao ou consequente.

Nota: A relacao de suficiéncia supra citada, nao diz respeito ao significado da proposi¢do, mas
a sua valoracao. Veremos melhor mais adiante, nas construcoes das tabelas-verdade, o que uma

condicional afirma é unicamente uma relacdo entre valores logicos do antecedente e do conse-

quente.

Exemplo 2.9 “Se a légica fundamenta a matemdtica, entdo o Brasil é penta campedo mundial de

futebol.”

Passando para a linguagem da légica teremos:

p: Alégica fundamenta a matematica.
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q: O Brasil é penta campedao mundial de futebol.
Simbolicamente teremos: p—q.

A condicional p—q nao afirma que o consequente q se deduz ou é consequéncia do antece-
dente p.

~ A0

Como mencionando antes, na linguagem coloquial, o “se, entdo” tem um significado de causa

e efeito, ja para a logica proposicional ndo importa se o antecedente tem relacdo com o conse-
quente, importa apenas sua valoracao. Vale também lembrar que na matemaética “o se, entao” tem
exatamente a mesma utilizacdo da linguagem literdria, isto é, o antecedente deve ser a causa do

consequente.

Exemplo 2.10

a) Se em uma matriz pelo menos uma fila(linha ou coluna) é composta apenas por zero o de-

terminante dessa matriz é zero.

b) Se um numero pertence ao conjunto dos nimeros inteiros, também pertence ao conjunto

dos ntimeros racionais.

2.3.4 Diferenca entre condicao necessaria e condicao suficiente

Existem situa¢des nas quais duas proposicoes estao relacionadas por uma condi¢do de sufici-
éncia, ja em outros casos a relacdo é de apenas necessidade. Os alunos costumam sempre fazer

confusao entre essas duas relacdes. Vamos analisar a seguinte proposic¢ao.
“Se um nuimero natural é primo, entdo sua raiz quadrada é um nimero irracional.”

Note que um ntimero ser primo é condi¢do suficiente para que sua raiz quadrada seja um nu-
mero irracional, mas ndo é necessdria, basta perceber que V15 € [, mesmo o ntimero 15 ndo sendo
primo. Da mesma maneira podemos verificar que a raiz quadrada de um niimero ser irracional
ndo é condicdo suficiente para que o mesmo seja primo, mas é condicao necessdria, pois nao ha
um nuimero primo tal que sua raiz quadrada seja racional.

Em suma, sejam p e q proposicoes da légica de 12 ordem, da relagdo p — g tiramos duas con-

clusoes:

12) p é condicdo suficiente para q.
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23) q é condicao necessdria para p.

Existe ainda casos nos quais uma proposicao é condi¢do necessdria e suficiente para ocorrén-

cia da outra, esses casos serdo analisados na préxima subsecao.

2.3.5 Bicondicional

Enquanto o conectivo ou operacao condicional denota uma situacdo de suficiéncia entre o an-
tecedente e o consequente, o bicondicional apresenta uma relacao de necessidade e suficiéncia
entre o antecedente e o consequente, e vice-versa.

As palavras da linguagem comum usadas para estabelecer essa relacdo de suficiéncia sdo: “se,
e somente se”, quando traduzimos da linguagem usual para a linguagem da légica utilizaremos o
simbolo “<".

Sejam P e Q representacdes de duas proposi¢coes, denotamos por bicondicional arelagdo P—Q,

lé-se: P se, e somente se Q, podemos interpretar essa relacao de duas maneiras:
1. P é condicdo necessdria e suficiente para Q.

2. Q é condicdo necessdria e suficiente para P.
Exemplo 2.11 “Um numero inteiro é par se, e somente se é miiltiplo de 2.”

Nesse caso temos:
Se um numero inteiro é par entdo ele é multiplo de 2.
Se um niimero é multiplo de 2 entao ele é par.
Note que um numero inteiro ser par é condi¢do necessaria para que seja multiplo de 2, mas

também é suficiente, uma vez que nao existe multiplo de 2 que nao seja par.

Exemplo 2.12 Seja A um subconjunto do dominio D de uma fungdo f, e seja xo € A. f(xp) é o valor

minimo de f em A se, e somente seV x € A, tivermos f(x) = f(xp).

Exemplo 2.13 Sendo a e b numeros reais e positivos com a # 1 chama-se logaritmo de b na base a

o0 expoente x ao qual se deve elevar a base “a” de modo que a poténcia a* seja igual a b.

Simbolicamente: log,b=x <~ a*=b
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2.3.6 Negacao

A Negacao € a operacgdo logica que muda a valoragdo inteira de uma proposi¢do. Na lingua-
gem que usamos comumente para nos comunicar, quase sempre usamos a palavra NAO quando
queremos negar uma dada afirmacao. Na linguagem da légica utilizamos um entre dois simbolos
para representar a negacdo, um sinal de acentuacao grafica, o "til"(~), o outro designado por can-
toneira (—) para exprimir tal relacao logica, assim sendo, se P é uma proposicao qualquer, NAO P

é denotada simbolicamente por ~P ou =P,

Exemplo 2.14 Se denotarmos por P a proposicdo: “A raiz quadrada de 2 é um niimero irracional
". Note que a proposi¢cdo P é atomica, sendo assim a negagdao dessa proposicdo, ou seja, ~P serd
exatamente: ‘A raiz quadrada de 2 nao é um niimero irracional". adicionamos apenas a palavra

NAO.

Mais adiante apresentamos uma sec¢ao especialmente para tratar da negacao de proposicoes

moleculares.

2.4 Tabela-Verdade

Na secdo anterior foram expostos os conectivos da légica de predicados assim como seus signi-
ficados e maneiras corretas de utilizd-las. O valor-verdade de uma proposicdao composta depende
de duas coisas: a primeira é o valor verdade de cada uma das proposi¢des atdmicas que compoem
e a segunda os conectivos utilizados.

Existem alguns dispositivos para determinar o valor-verdade de uma proposicao molecular,
no entanto uma das mais prdticas é um dispositivo denominado Tabela-Verdade. Empregamos V
para denotar o valor l6gico verdade, e a letra F, quando a proposicao em questao é falsa. Existem
muitas aplicacoes da tabela verdade, entre elas podemos citar a linguagem Dual da computacao,
circuitos elétricos e a validade da argumentacao utilizada em demonstragdes matematicas.

Como exemplo vamos construir as tabelas verdades de proposicdes compostas em sua forma

simplificada.

Definicao 2.7 (Valoracao de proposicoes compostas) Jd foi anteriormente definido pelo principio

do terceiro excluido que toda proposicdo assume um dos dois valores légicos V ou E sendo assim
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podemos definir a valoragdo de uma proposicdo como sendo uma fungdo [ que associa a cada pro-

posic¢do um dos valores logicos V ou E que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) f(~A) =Vse esomentese f(A) =F.

(i) f(AAB)=Vse esomentese f(A)=Ve f(B)=V.

(iii) f(Av B) ="V se esomentese f(A) =V ou f(B)=1V.

(iv) f(AvB) =V se, e somente se apenas um dos valores f(A) ou f(B) sejaigual a V.
(v) f(A— B)=Fse, esomentese f(A)=Ve f(B)=F.

(vi) f(A<— B) =1V se, esomente se f(A) = f(B).

2.4.1 Tabela-verdade da Conjuncao

Imagine a seguinte situacao, vocé encontra com um amigo e ele diz o seguinte para voce:

“Hoje eu vou estudar e depois vou a praia.”

Em qual(is) hip6tese(s) esses seu amigo falou a verdade para vocé? Suponha que ele tenha estu-
dado, mas nao tenha ido a praia depois, ele faltou com a verdade? Sim, ele faltou com a verdade.
Por outro lado se ele foi & praia e ndo estudou, também mentiu. E facil notar que ele s6 terd falado
a verdade se as duas proposi¢oes atdbmicas forem verdadeiras.

Para melhor analisar, vamos traduzir para a linguagem légica.
p: Hoje vou estudar.
q: Depois vou a praia.

Desse modo a proposi¢cdo composta fica:

PAg.

Para analisar todas as situacoes construimos a seguinte tabela-verdade
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Tabela 2.3: Tabela-verdade da Conjuncao

P q PAq
V|V \Y
V| F F
F|V F
F|F F

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.4.2 Tabela-Verdade da Disjuncao Inclusiva

Analogamente ao que fizemos com a conjuncao, analisemos uma situacdo. Suponha que al-

guém diga o seguinte para voce:
“Esse final de semana irei estudar ou irei a praia."

Note que a principio nao hd impedimento algum dessa pessoa fazer as duas coisas, porém
nesse caso, diferentemente da conjuncao, basta que uma das duas proposicoes seja verdadeira
para que a frase toda seja também verdadeira. Vamos construir a tabela verdade da disjuncao
para melhor visualizarmos as possibilidades. Para tanto, vamos considerar o seguinte:

p: Esse final de semana irei estudar.

q: Esse final de semana irei a praia.

A proposicao molecular na linguagem da logica proposicional fica:
pvq

Tabela 2.4: Tabela-verdade da Disjunc¢do inclusiva

P4 pPvq
V|V \%
V| F \%
F|V \%
F|F F

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.4.3 Tabela-Verdade da Disjuncao Exclusiva

A disjuncao exclusiva aparece de maneira geral na forma “ou, ou”. Lembro-me que enquanto
garoto, ainda no meu ensino fundamental, adorava ir a casa da minha v, o problema é que ela
morava em outro estado e a oportunidade que tinha de ir era nas férias do final de ano. Mas
existia sempre uma condi¢do imposta por minha mae. Lembro-me que uma dessas condicdes foi
a seguinte: vocé passou por média, portanto pode escolher, ou vocé viaja para casa de sua v6, ou
ganha uma bicicleta nova.

Nesse caso veja que ha uma impossibilidade de ganhar as duas coisas, sendo assim a minha
mae cumpriria a promessa que fez, apenas se uma das partes for verdadeira.

Segue a tabela-verdade com as valoracoes para a disjuncao exclusiva.

Tabela 2.5: Tabela-verdade da Disjunc¢ado Exclusiva

P|q Pvq
V|V F
V| F \%
F|V \Y%
F|F F

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.4.4 Tabela-Verdade da Negacao

Como visto anteriormente, a negacao muda a valoragdo atribuida a uma proposicdo. Sendo

assim sua tabela verdade fica:

Tabela 2.6: Tabela-verdade da Negacgédo

P ~P
F \Y
\Y F

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.4.5 Tabela-Verdade da Condicional

Diferentemente dos dois conectivos anteriormente apresentados, a condicional nao € tao intui-

tiva. Em atividades aplicadas nas aulas para o ensino médio, nota-se que os alunos costumam fa-

zer muita confusdo quando a questao faz uso desse conectivo. No entanto, vamos seguir a mesma

linha dos conectivos anteriores, isto é, vamos analisar uma situacao.

Suponha que um amigo seu diga o seguinte:

“Se eu conseguir estudar pela manha, irei a praia depois.”

Analisando os possiveis casos:

(1°)

(2°)

(3°)

(4°)

Ele conseguiu estudar pela manha e foi a praia depois. Nesse caso a “promessa"foi cum-

prida.

Ele conseguiu estudar, mas ndo foi a praia. Nesse caso estd evidente que a promessa nao foi
devidamente cumprida. Este é o iinico caso onde a condicional é falsa, quando o antece-

dente é verdadeiro e o consequente € falso.

Ele ndo conseguiu estudar pela manha, mas mesmo assim ele foi a praia depois. Note que ele
ainda ndo descumpriu a promessa, uma vez que a promessa era para o caso de ele ter con-
seguido estudar. A promessa ndo diz nada do que aconteceria se ele nao estudasse, sendo

assim nada impede que ele va a praia mesmo se ndo conseguir estudar.

Ele ndo conseguiu estudar pela manha e nao foi a praia. Como ele havia dito que iria a praia
se tivesse estudado, ele ndo estudou mas também nao foi a praia, logo ele ndao descumpriu

a promessa.

A frase “Se eu conseguir estudar pela manh3, irei a praia depois” pode ser entendida da seguinte

maneira: Eu conseguir estudar pela manha é condicdo suficiente para ir depois a praia, e ndo

necessdria. Da mesma maneira que podemos ainda entender como: Ir depois a praia é condi¢cdo

necessdria para que eu tenha estudado pela manha.

Traduzindo para a linguagem légica fica:

p: Esse final de semana irei estudar.

q: Esse final de semana irei a praia.
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Tabela 2.7: Tabela-verdade da Condicional

P q Pp—q
V|V \Y
V| F F
F|V \Y
F|F \Y%

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.4.6 Tabela-Verdade da Bicondicional
Podemos entender a bicondicional como sendo a conjuncao de duas proposicoes condicionais.
Exemplo 2.15 Eu irei a praia se, e somente se conseguir estudar pela manhd.

Pode ser entendida como: Eu irei a praia se conseguir estudar pela manha e irei estudar pela ma-
nha se eu for a praia.

Representacao na linguagem da logica;

p: Esse final de semana irei estudar.

q: Esse final de semana irei a praia.
(p — g)ouainda (p — q) A (g — p).

Nesse caso,€ facil perceber que a bicondicional entre p e q s6 serd verdadeirase f(p — q) =V

efl(g—p =V.

Sendo assim, construimos a seguinte tabela:

Tabela 2.8: Tabela-verdade da Bicondicional

P4 p—q
V|V \%
V| F F
F|V F
F|F \%

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.4.7 Numero de Linhas da Tabela-Verdade

Vimos que em todas as Tabelas-verdade que foram apresentadas anteriormente o nimero de
linhas foi igual a 4. O teorema a seguir prova que o numero de linhas estd relacionado com o

numero de proposicdes simples que a integram.

Teorema 2.1 A Tabela-verdade de uma proposicdo composta com n proposigoes simples compo-

nentes contém exatamente 2" linhas.

Demonstracao: Ja foi definido pelo principio do terceiro excluido que toda proposicdo seja
simples ou molecular possui um dos dois valores 16gicos mutuamente excludentes: verdade(V)
ou falsidade (F). Considere agora P(py, p2, ps3,---, Pn) Uma proposicdo composta por n proposi-
¢coes simples py, p2, ps, ..., pn. Nesse caso para cada proposicdo simples tem-se 2 possibilidades
de valoracao (V) ou (F).Usando um conceito basico de Anélise Combinatéria, pelo principio mul-

tiplicativo temos: 2 x 2 x 2 x ... x 2 = 2" possiveis valoragdes para as proposi¢des compostas.

~"
nvezes

2.4.8 Dispondo naTabela-Verdade os Valores Logicos das Proposicoes Simples

Mais uma vez considere a proposicdo composta por n proposi¢coes simples

P(Pl»Pz;p&---;pn)-

Foi demonstrado no Teorema 2.1 que a tabela-verdade de P contém exatamente 2” linhas. Sendo
assim segue um método para distribuicdo das valoracdes das proposicoes simples na Tabela-

Verdade.

1°) Para a primeira proposicao simples p; atribuem-se % = 2""1 valores légicos verdade (V), se-

guidos de 2”1 valores 16gicos falsidade (F).

20) Para a segunda proposi¢do p; atribuem-se % valores l6gicos verdade(V) seguidos da mesma
quantidade de valores de falsidade(F), seguidos da mesma quantidade de valores verda-

deiro(V). Por ultimo % valores logicos falsidade (F).

Generalizando temos que a k-ésima proposicao simples (k < n) atribuimos alternada-
mente 3—: = 2" valores 16gicos verdade(V) seguidos de igual ntimero de valores légicos

falsidade (F).
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A titulo de exemplo vamos fazer a Tabela-Verdade para n = 4.

Tabela 2.9: Distribuicdo de valoracao para as proposicoes simples

Nimerodalinha | p; | p2 | ps | pa | P(p1,p2, p3, Ps)
01 VI V|V |V
02 V|V |V ]|F
03 V|V|F |V
04 V|V ]| F|F
05 V|IF |V ]|V
06 V| F |V |F
07 V|F|F |V
08 V|F | F|F
09 F |V |V |V
10 F| V|V ]|F
11 F| V]| F |V
12 F| V]| F|F
13 F|F |V |V
14 F|F|V]|F
15 F|F|F |V
16 F|F|F|F

Fonte: Elaborada pelo autor.

40
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2.4.9 Quadro de Resumo das Tabelas-Verdade

41

Tabela 2.10: Resumo das tabelas-verdade

Estrutura légica E V quando E F quando
pPAq p e g sdo, ambas, V Uma das duas for F
pVvqg Uma das duas for V peqsao, F
pVqg p e q tiverem valores logicos diferentes p e q tiverem valores logicos iguais
p—dq nos demais casos péVeqéF
p—(q p e q tiverem valores légicos iguais p e q tiverem valores légicos diferentes
~p péF pév

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.5 Equivaléncia Logica

Definicao 2.8 Dizemos que duas proposigoes P e Q sdo equivalentes e indicaremos por P < Q (Lé-se

P implica logicamente em Q, ou simplesmente P equivale a Q) se, e somente se P e Q possuem 0s

mesmos valores logicos, isto é, quando P é verdade, Q também é verdade, valendo a mesma coisa

para a valoragdo falsa. De maneira simplificada, duas proposicoes sdo logicamente equivalentes

quando suas tabelas-verdade sdo idénticas. Utilizaremos o simbolo “<” para representar a relacéao

de equivaléncia entre duas proposicoes .

Seguem algumas equivaléncias l6gicas que podem facilmente ser verificadas utilizando a tabela-

verdade.

c(p—qg e (~pvyg
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Tabela 2.11: Exemplo de equivaléncia légica

P—q ~pVvVyqg

b < < |

b < | ™| < ||
< |T|<

< |I<|m|<

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.16 (FGV 2013) Considere a sentenga a seguir.

“Qualquer que seja o quaderildtero convexo, se ele é equildtero ou equidngulo, entdo ele é

regular.”

Assinale a alternativa que indica a sentenga logicamente equivalente a sentenga acima.

A) Qualquer que seja o quadrildtero convexo, se ele é regular entdo ele é equildtero ou equidn-
gulo.

B) Existe um quadrildtero convexo que é equildtero ou equiangulo mas que ndo é regular.

C) Qualquer que seja o quadrildtero convexo, se ele ndo é equildtero ou ndo é equidangulo en-
tao ele nao é regular.

D) Algum quaderildtero convexo ndao é regular, mas é equildtero ou equidngulo.

E) Qualquer que seja o quadrildtero convexo, ele ndo é equildtero nem é equidangulo, ou ele é
regular.

Solucgao:

Sabemos que “p — q” é logicamente equivalente d “~ p v q, e na Subseg¢do 2.5.6 foi mostrado
que a negacdo da disjuncgdo inclusiva “p v q é dada por “~ pA ~ q. Sendo assim, podemos

concluir que uma sentenca equivalente a proposicdo em questdo é:

“Qualquer que seja o quadrildtero convexo, ele ndo é equildtero nem é equidangulo, ou ele é

regular.”

Alternativa [E].

e poqge((p—=qgnig—p)
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Tabela 2.12: Exemplo de equivaléncia légica

P(q|pPp—~q|(q—p|P—q|(p—~adAr(q—p)
V| V| V \Y% Y \Y%
V|F| F \Y% F F
F|V| V F F F
F|F| V \Y% Y \Y%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.17 (ESAF - 2012 (modificada))A proposicdo “um niimero inteiro é par se e so-
mente se o seu quadrado for par” equivale logicamente a proposigdo:

A) se um numero inteiro for par, entdo o seu quadrado é par, e se o quadrado de um niimero
inteiro for par, entdo o niimero é par.

B) se um ntimero inteiro for impar, entdo o seu quadrado é impar.

C) se o quadrado de um numero inteiro for impar, entdo o niimero é impar.

D) se um numero inteiro for par, entdo o seu quadrado é par, e se o quadrado de um niimero
inteiro ndo for par, entdo o niimero ndo é par.

E) se um nuimero inteiro for par, entdo o seu quadrado é par.

Solucdo: Considere as seguintes proposicoes simples:

p: Um numero inteiro é par.

g: O quadrado de um niimero é par.

A proposigdo composta da questdo pode ser representada por p — ¢, que como vimos é equi-
valente a proposicao (p — q) A (q — p). Sendo assim a alternativa correta para essa questdo é

aletra [A].

Observacao 2.1

Da maneira que esta definida a equivaléncia entre duas proposicoes, podemos tirar algumas con-

sequeéncias diretas, sdo algumas delas:

i) Uma proposicao é sempre equivalente a conjuncao entre ela e ela mesma

pP<PAPp.
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ii) Uma proposicao é sempre equivalente a disjuncao entre ela e ela mesma
p<pVvp.

iii) Se duas proposicoes P e Q sdo ambas tautoldgicas ou ambas contradi¢coes, teremos P < Q.

2.5.1 Propriedades da equivaléncia

Sejam B, Q e R trés proposicdes. De acordo com a definicao de equivaléncia seguem algumas

propriedades:
1. Reflexiva: P PeQ © Q;
2. Simétrica: Se P < Q, entdo Q < P;
3. Transitiva: Se P Qe Q © R, entdo P © R;

4. Dupla negacao: ~ (~ P) & P.

2.6 Negacao de Proposicoes Compostas

Parte da demonstracdes de alguns teoremas se faz necessario saber negar o que queremos de-
monstrar a fim de encontrarmos uma contradi¢do e assim concluirmos que de fato o teorema é

consistente.

2.6.1 Negacao da Conjuncao
Considere a seguinte conjungao:
“O niimero 2 é primo e v/5 é um ntimero irracional."

Em minhas experiéncias em sala de aula percebo que a grande maioria dos alunos do Ensino
Médio apresenta dificuldades no que diz respeito a negacdo de proposi¢cdes compostas, exata-
mente porque pensam que negar é apenas acrescentar a palavra nao.

Lembrando que a nega¢do de uma proposi¢do, como visto anteriormente, deve mudar todos
os valores logicos de tal proposicao. Nesse caso podemos analisar da seguinte maneira: Conside-

rando que a proposicao mencionada anteriormente seja verdadeira, o que € necessario para que
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torne-se falsa? Como foi visto na tabela verdade da conjunc¢io, basta que uma das proposicoes
atdmicas seja falsa, isto quer dizer que a primeira deve ser falsa ou a segunda deve ser, ou ainda as
duas serem falsas.

De maneira geral se tivermos uma proposi¢ao P(pi, p2, P3,---, Pn) = P1AP2A...A p, anegacao

de B isto é, ~ P(p1, p2, p3,-..., Pn) serddada por ~ p1V ~pa V...V ~ pp.
Exemplo 2.18 Visto isto, a negagdo da proposicao:
“O ntimero 2 é primo e /5 é um niimero irracional.”

E exatamente:

“O niimero 2 nédo é primo ou /5 néo é um niimero irracional.”

Vamos verificar utilizando a tabela-verdade:

Tabela 2.13: Tabela-verdade negagdo da Conjuncgado

P/ q| 7P| q pArq| (pAg | (TPpVTQ)
V|V|F|F | V F F
V|F| F |V | F % v
F|V|V |F F % v
F|F|V |V | F v v

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.19 (VUNESP - 2015) A afirmagdo “canto e dango” tem como uma negag¢do a afirmagdo
contida na alternativa:

A) ndo dango ou ndo canto.

B) danco ou canto.

C) ndo canto e ndo dango.

D) canto ou ndo danco.

E) danco ou ndo canto.

Solugao:

Sejam,

p: canto
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q: dango
A proposigdo composta é dada por: p A q, que como visto tem por negagdo a proposi¢do —p V 4.

Que fica:
“Nao canto ou ndo dango.”

Alternativa [A].

2.6.2 Negacao da Disjuncao Inclusiva

Seja P a proposicdo: O ntimero 2 é primo ou v/5 é irracional. Note que considerando verdadeira
tal proposicdo, ela so serd falsa se as duas partes forem falsas como mencionado na construcao da

tabela verdade. Sendo assim a negacao da proposicao fica:
“O nimero 2 ndo é primo e v/5 ndo é irracional.”

De maneira geral teremos:

~(PvQ)=>~PA~Q.
Vejamos como fica na tabela-verdade.

Tabela 2.14: Tabela-verdade negagdo da Disjuncao inclusiva

P/ q|"P|7q|pVvq| (pVa | pPATq
V|(V| F | F % F F
VIF| F |V | V F F
F|V| V | F % F F
F|F| V |V F Y% %

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.20 (ESAF - 2009) A negacao de: Mildo é a capital da Itdlia ou Paris é a capital da Ingla-
terra é:

A) Mildo ndo é a capital da Itdlia.

B) Mildo ndo é a capital da Itdlia e Paris ndo é a capital da Inglaterra.

C) Mildo ndo é a capital da Itdlia ou Paris ndo é a capital da Inglaterra.
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D) Paris ndo é a capital da Inglaterra.

E) Mildo é a capital da Itdlia e Paris ndo é a capital da Inglaterra.

Solugao:

Sendo:

p: Mildo é capital da Itdlia.

q: Paris é capital da Inglaterra.

A proposi¢cdo composta apreciada na questdo fica: pV q, cuja negagdo é dada por ~p A—q. portanto,

a alternativa correta é a letra [B].

2.6.3 Negacao da Disjuncao exclusiva

Vamos analisar a seguinte proposi¢do composta:

“O gréfico de uma funcao quadratica tem concavidade voltada para cima ou para baixo.”

E facil notar que ndo é possivel que sejam as duas partes dessa proposicdo verdadeiras, da
mesma maneira que ndo podem também ser as duas partes falsas. Sendo assim trata de fato de
uma disjuncdo exclusiva e como foi mencionado antes a negacao de uma proposicao composta é
uma proposicao com valoragcoes opostas as valoragdes da proposicao em apreco. Sendo assim a
negacao da disjuncdo exclusiva deve ser uma proposicdo que seja verdadeira quando a disjunc¢ao
for falsa e seja falsa quando a disjuncao for verdadeira.

E fato que essa proposicao sera falsa, somente se as duas partes tiverem valoragdes iguais, que é
exatamente o contrdrio de proposi¢oes bicondicionais. Concluimos assim que a negacao de pvg

é dada por p — g. vamos conferir usando o dispositivo da tabela-verdade:

Tabela 2.15: Tabela-verdade negagdo da Disjuncao Exclusiva

P gl p|q|pyYq|(pvag |p—gq
V| V| F F F A% \Y
V|F| F \% A% F F
FlVv] V F A% F F
FIF| V \% F A% \Y

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.6.4 Negacao da Condicional

De acordo com o que foi explanado na sessdo que trata sobre construcao da tabela verdade da
condicional, vimos que se tivermos uma proposicdo do tipo P — Q, s6 hda uma maneira de tal
proposicao ser falsa, a saber: se a primeira for verdadeira e a segunda for falsa. Pois bem , assim

concluimos que a negacdo da proposicao ~ (P — Q) é dada por PA ~ Q.

Tabela 2.16: Negacao da Condicional

| q p—q| " (p—~q | PA~q
V|V F % F F
V| F Y F % %
F|V F % F F
F|F Y% Y% F F

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.21 “Se um nuimero real é decimal infinito e ndo periddico, ele é irracional.”

A negacdo dessa proposicdo fica: “Um ntimero é decimal infinito e ndo periédico, ainda assim nao

€ irracional”.

Exemplo 2.22 (FGV-TSE/SE-2015) Considere a afirmacdo: “Se hoje é sdbado, amanha ndo traba-
lharei.”

A negagdo dessa afirmagdo é:

A) Hoje é sdbado e amanhda trabalharei.

B) Hoje nao é sabado e amanhd trabalharei.

C) Hoje ndo é sdabado ou amanha trabalharei.

D) Se hoje ndo é sabado, amanhd trabalharei.

E) Se hoje ndo é sdbado, amanha ndo trabalharei

Solucdo:

Temos uma proposicao condicional p — q no enunciado, onde:
p: hoje é sabado.

q: amanha ndo trabalharei.

Sua negagdo como vimos é dada por “p A ~q’. Portanto, podemos escrever a negagdo assim:



CAPITULO 2. LOGICA PROPOSICIONAL E DE PRIMEIRA ORDEM 49

“Hoje é sabado e amanhd trabalharei”

Alternativa [A].

2.6.5 Negacao da Bicondicional

Como a bicondicional é uma “dupla condicional”, isto €, (P — Q) = (P — Q) A (Q — P), s6 serd

falsa se apenas uma das proposic¢oes for falsa. Concluimos entao que:
~P—=Q=>PA~QV(QA~P).

Uma outra maneira de negar a bicondicional, é utilizando o “duplo OU” (disjun¢do exclusiva).

Para verificarmos de fato, podemos utilizar a tabela-verdade como recurso.

Tabela 2.17: Negacao da Bicondicional

P|lq P—q ~p—q pA~q|qA~p | (PpA~qQVI(QA~p) |PVq
V|V \% F F F F F
V| F F \% \% F \Y% V
F|V F \% F \Y% \Y% V
F|F \% F F F F F

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.23 (FDRH - 2008) A negacao da proposigdo ‘Alfredo vai ao médico se, e somente se estd
doente” é a da alternativa:

A) “Se Alfredo ndo vai ao médico, entdo ele ndo estd doente’.

B) “Alfredo vai ao médico e ndo estd doente”.

C) “Ou Alfredo vai ao médico, ou Alfredo estd doente’

D) “Alfredo estd doente e néao vai ao médico’.

E) “Alfredo vai ao médico ou ndo estd doente e estd doente ou ndo vai ao médico”.

Solugao:

Na subsegdo que precede esse exemplo foram apresentadas duas formas distintas de negar uma pro-
posicdo bicondicional. No caso dessa questdo, diante do que foi exposto no texto e na tabela verdade

da negacao da bicondicional, podemos inferir que a assertiva para essa questdo é a alternativa [C].



CAPITULO 2. LOGICA PROPOSICIONAL E DE PRIMEIRA ORDEM 50

2.7 Negacao de Proposicoes com Quantificadores

A negacao de proposicdes que contém em sua estrutura os quantificadores universais e existen-
ciais geralmente causam muita confusdo por causa dos antonimos. Sempre que introduzo esse
conteido em minhas aulas pergunto qual a negacao de uma proposi¢ao com o quantificador uni-
versal “Todos", por exemplo: “Todos os alunos dessa escola serdo aprovados por média”, geral-

mente os alunos respondem “nenhum aluno dessa escola serd aprovado por média".

2.7.1 Negacao de “Todos”

Considere a seguinte proposi¢do:
“Todos os alunos da terceira série do Ensino Médio tém 17 anos.”

Mais uma vez vale lembrar que a negacao é a operacdo logica que tem por objetivo trocar a
valoracdo de uma proposicao, isto é, contradizer uma proposicdo. Sendo assim, vale sempre fazer
a seguinte pergunta: sob qual(is) hip6tese(s) a proposicao torna-se falsa? No caso da proposicao
em questdo, perceba que basta que pelo menos um dos alunos da turma nao tenha 17 anos para

que a proposicao seja falsa, logo a negacao fica:
“ Algum aluno da terceira série do Ensino Médio ndo tem 17 anos.”
Ou simplesmente,
“Nem todos os alunos da terceira série do Ensino Médio tem 17 anos.”

Note que poderiamos também trocar o quantificador universal pelo existencial, ficando:

“ Existe aluno da terceira série do Ensino Médio que ndo tem 17 anos.”

Exemplo 2.24 (FGV - 2013) Considere a sentenga a seguir.

“Qualquer que seja o candidato a uma vaga de consultor legislativo na Assembleia Legislativa do

Estado do Maranhdo, se ele foi aprovado entdo, estudou muito ou teve sorte.”
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Assinale a alternativa que indica a negagdo logica dessa sentenga.

A) Qualquer que seja o candidato a uma vaga de consultor legislativo na Assembleia Legislativa do
Estado do Maranhdo, se ele foi aprovado entdo ndo estudou muito nem teve sorte.

B) Nenhum candidato a uma vaga de consultor legislativo na Assembleia Legislativa do Estado do
Maranhdéo foi aprovado e néo estudou muito nem teve sorte.

C) Algum candidato a uma vaga de consultor legislativo na Assembleia Legislativa do Estado do
Maranhdao ndo foi aprovado ou estudou muito ou teve sorte.

D) Algum candidato a uma vaga de consultor legislativo na Assembleia Legislativa do Estado do
Maranhdo foi aprovado e ndo estudou muito nem teve sorte.

E) Nenhum candidato a uma vaga de consultor legislativo na Assembleia Legislativa do Estado do
Maranhdo ndo foi aprovado e estudou muito mas ndo teve sorte.

Solucdo:

Note que a proposi¢do é composta por um quantificador universal, uma condicional e uma disjun-
¢do inclusiva como consequente da condicional.

Perceba que a palavra “Qualquer” pode ser entendida como “todo’, sendo assim negar a proposi¢do
em questdo consiste em negar o quantificador e também negar a condicional. Nesse caso nega¢do do
quantificador “‘qualquer” é a palavra algum e as negagoes da condicional e disjungdo foram apre-

sentadas anteriormente. Portanto a negag¢dao da proposig¢do requerida é:

“Algum candidato a uma vaga de consultor legislativo na Assembleia Legislativa do Estado do

Maranhao foi aprovado e néo estudou muito nem teve sorte.”

Alternativa [D].

Exemplo 2.25 (FGV - 2010) A negacdo de “Todos viajaram e retornaram todos na terca-feira” é:

A) Ninguém viajou, portanto ndo retornaram todos na terc¢a-feira.

B) Ninguém viajou ou ninguém retornou na terca-feira.

C) Pelo menos um ndo viajou ou alguém ndo retornou na terca-feira.

D) Pelo menos um ndo viajou e alguém ndo retornou na terga-feira.

E) Pelo menos um ndo viajou ou ninguém retornou na terga-feira.

Solugao:

Nesse caso temos uma proposi¢cao composta por uma conjungao, relembrando que a negagdo da

” 2z

conjungdo “p A q”é dada por “~ pv ~ q (Subsegdo 2.5.1). Mas, observe que na primeiro parte da
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conjuncao tem um quantificador “todos” cuja negagdo discutida nessa segdo é dada por “Pelo menos

”

um.

Portanto a negagdo da proposi¢dao em questdo é dada por:
“ Pelo menos um ndo viajou ou alguém retornou na terga-feira.”

Alternativa [C].

2.7.2 Negacao de “Algum”

A negacdo de “Algum A é B"é dado por “Nenhum A é B”.
Exemplo 2.26 “Algum niimero primo é divisor de 100.”
A negacdo dessa proposicao é:
“Nenhum ntimero primo é divisor de 100.”

Exemplo 2.27 (FGV- 2013) Considere a afirmagdo: “Alguns homens sabem cozinhar’
A negagdo dessa afirmagdo é:

A) Algumas mulheres sabem cozinhar.

B) Alguns homens ndo sabem cozinhar.

C) Algumas mulheres ndo sabem cozinhar.

D) Nenhum homem sabe cozinhar.

E) Todos os homens sa bem cozinhar.

Solugado:

Dentro do que foi exposto, é fdcil perceber que a resposta é a alternativa [D].

2.7.3 Negacao de “Nenhum”

A negacdo de “Nenhum A é B"é dado por “Algum A é B” ou ainda “Existe A que também é B”.
Exemplo 2.28 “Nenhum niimero real é solugdo da equagdo x+1=3."
A negacdo dessa proposicao é:

“Existe pelo menos um niimero real que € solucao da equacao x+1=3."
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Exemplo 2.29 (FGV - 2013) Ndo é verdadeira a afirmagdo: “Nenhum motorista é maluco”. Isto
significa que

A) Hd, pelo menos, um motorista maluco.

B) Alguns malucos sdo motoristas.

C) Todos os motoristas sdo malucos.

D) todos os malucos s@o motoristas.

E) Todos os motoristas ndo sao malucos.

Solucgao:

Pelo que foi apresentado anteriormente, chegamos rdpidamente a conclusdo de que a negagdo da

proposigdo dada é:
“Hd, pelo menos, um motorista maluco.”

Alternativa [A].

2.7.4 Resumo das Negacoes de Proposicoes Compostas ou com Quantificado-

res

Tabela 2.18: Resumo das negacdes de proposi¢ées compostas

~(pNnq) é | ~pV ~ ¢q (lei de Morgan)
~(pVvQqg é | ~pA ~ q (lei de Morgan)
~(pvq) € p—q
~p—q |€ pPA~q
~(p—q € pvyq
~(~p) é p
TodoAéB é Algum Ando é B
AlgumAéB | é Nenhum A é B
NenhumAéB | é Algum A é B

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.8 Tautologia, Contradicao e Contingéncia

Existem algumas proposicdes compostas que tornam-se notaveis pelas caracteristicas de suas
valoracgoes, tais proposicoes sdo muito importantes quando tratamos a respeito das demonstra-

¢O0es matematicas, como veremos no préximo capitulo.

Definicao 2.9 (Tautologia) Seja P(pi, p2, ps,..., Pn) Uma proposi¢do composta por n proposigoes
simples, dizemos que P é uma tautologia se, e somente se P é sempre verdadeira independentemente

das valoragoes de p1, p2, p3, -, Pn-

Exemplo 2.30 Considere p e q duas proposigoes simples e P(p,q) = (p A q) — p uma proposi¢do
composta. Verifiquemos com o auxilio da tabela verdade que P(p, q) é sempre verdadeira indepen-

dentemente das valoracoes de p e q.

Tabela 2.19: Exemplo de Tautologia

pla|prg|(prAg)—p
VIivV| V \%
V |F F \Y
F |V F \Y
F | F F \Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2.10 (Contradicdo) Denominamos contradigdo as proposigcoes compostas do tipo P(py, p2,--., Pn)
tais que suas valoragoes sdo todas (F) independendo dos valores das proposigoes simples que a com-

poe.

Exemplo 2.31 O exemplo mais comum é a conjungdo p A (~ p).
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Tabela 2.20: Exemplo de Contradicao

p|~p|pA(~Pp)
V| F F
V| F F
F| V F
F| V F

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2.11 (Contingéncia) Uma contingéncia ocorre quando a proposi¢do composta ndo é tau-

tologica nem contraditoria, isto é, nem todas as valoragoes sao verdadeiras ou falsas.

Exemplo 2.32 Facamos a Tabela-Verdade da seguinte proposicao: ~ (P Vv Q) — P

Tabela 2.21: Exemplo de Contingéncia

pla|(pvg) | ~(pvq | ~(pVvg—p
VIiv| Vv F F
VIF| V F F
F |V A\ F A\
F | F F A\ F

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.9 Contrapositiva e Reciproca

Tanto na matemadtica como na prépria argumentac¢do dialética utilizamos muito a implicagdo
condicional “se, entdo”. O problema € a confusdo que existe na utilizagdo. O exemplo de erro
mais comum € o de pensar que se p implica em ¢, entdo q também implica em p. Para melhor

exemplificar considere a seguinte proposicado:

Exemplo 2.33 “Se eu beber, entdo nao dirijo.”
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Isso quer dizer que se eu ndo dirijo é porque bebi? Claro que ndo! Posso nao dirigir simples-
mente porque ndo quero e o que disse anteriormente continua sendo verdade. O que estd garan-
tido é tdo somente que nao dirigiria caso resolvesse beber. Agora suponha que resolvi que nao
vou beber, entdo quer dizer que irei dirigir? Absolutamente nao! A proposicao s6 afirma que se
eu beber, eu ndo vou dirigir. Ela ndo afirma nada caso eu resolva ndao beber, sendo assim posso
dirigir ou nao. Por outro lado, suponha que eu resolvi dirigir, e desejo cumprir o que foi prometido
na proposicdo anteriormente enunciada, entdo podemos concluir que eu nao irei beber. Vamos

deixar bem definido o que é a contrapositiva e o que € a reciproca de uma implicac3o.

Definicdo 2.12 Dadas duas proposicoes P e Q e a formula P — Q, chamamos de reciproca de P — Q

a formula Q — P.

Como vimos no exemplo que iniciou essa sessdo, nao existe uma relacao de equivaléncia entre
uma implicacgdo e sua reciproca, isto é se P implica em Q, ndo necessariamente Q devera implicar

emP.

Definicao 2.13 Dadas duas proposigoes P e Q e a formula P — Q, chamamos de contrapositiva de

P—Qaférmula~Q—~P.

Proposicao 2.1 Uma implicagdo e sua contrapositiva sao equivalentes logicamente, isto é, sendo f
a fungdo que relaciona uma proposigdo a sua valoragdo como definida anteriormente, e sendo P e

Q duas proposicoes teremos f (P — Q) = f(~ Q —~ P).

Podemos verificar isso analisando a tabela verdade das duas férmulas.

Exemplo 2.34 Considere a seguinte proposi¢cao:

“Se eu estudo légica, entdo aprendo melhor a matemdtica.”

Vamos construir uma tabela-verdade com as valoragdes dessa implicacdo, de sua reciproca e da
contrapositiva.

Em primeiro lugar vamos traduzir para a linguagem légica todas as féormulas que desejamos
construir a tabela-verdade.

l: Eu estudo léogica.
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m: Aprendo melhor a matematica.

Sendo assim as férmulas ficam: (I - m), (im— 1) e (~m —~1).

Tabela 2.22: Exemplo de reciproca e contrapositiva

Il m|l-m| m-1|~m-~1
V|V \% \Y% \Y%
V| F F \Y% F
F|V \Y% F \Y%
F| F \Y% \Y% \Y%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.35 (FGV - 2014) Considere a sentenga: “Se Geraldo foi a academia entdo Jovelina foi ao
cinema.” E correto concluir que

A) se Geraldo nao foi a academia entdo Jovelina ndo foi ao cinema.

B) se Jovelina foi ao cinema entdo Geraldo foi a academia.

C) Geraldo foi a academia ou Jovelina foi ao cinema.

D) Geraldo foi a academia e Jovelina foi ao cinema.

E) Geraldo nao foi a academia ou Jovelina foi ao cinema.

Solugado:

Perceba que na alternativa B é apresentada exatamente a reciproca da proposi¢do , que como
mostramos, ndo é equivalente a proposi¢do em questdo. Na verdade a solugdo para essa questdo é
uma proposigdo equivalente a proposi¢ao dada, que nesse caso por se tratar de uma condicional do
tipo “p — q” uma proposigdo equivalente é ~ p V q. Logo, a alternativa correta para essa questdo é

aquela que apresenta a seguinte proposi¢ao:
“Geraldo ndo foi a academia ou Jovelina foi ao cinema.”

Alternativa [E].

Exemplo 2.36 (VUNESP - 2015) Uma equivalente da afirmagdo “Se eu estudei, entdo tirei uma boa
nota no concurso” estd contida na alternativa:
A) Se eu tirei uma boa nota no concurso, entdao estudei.

B) Estudei e tirei uma boa nota no concurso.
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C) Nao estudei e ndo tirei uma boa nota no concurso.

D) Se eu ndo tirei uma boa nota no concurso, entdo ndo estudei.

E) Se eu ndo estudei, entdo ndo tirei uma boa nota no concurso.

Solucgdo: Observe que logo na primeira alternativa a proposicdo é a reciproca da sentenca em
questdo, talvez um aluno pouco atento seja levado a considerd-la como sendo verdadeira, mas noés
mostramos que uma sentenga ndo é necessariamente equivalente a sua reciproca. Na alternativa
[D] é apresentada a contrapositiva, agora sim temos uma relagdo de equivaléncia logica. Portanto

a sentenga que representa uma equivaléncia com a proposi¢do dada é:

“Se eu nao tirei uma boa nota no concurso, entdo ndao estudei.”
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2.10 Sugestoes de Exercicios

1. (FCC/ICMS-SP) Das cinco frases abaixo, quatro delas tém uma mesma caracteristica logica

€m comum, enquanto uma delas ndo tem essa caracteristica.

I) 2012 nao é um ano bissexto.
II) A quinta parte de 6 dezenas é igual a 12.
III) Leia o proximo item.
IV) Existe um niimero inteiro e ndo racional.

V) Todos os escritores sao poetas.

A frase que ndo possui essa caracteristica comum € a
AL

B) II.

C) L.

D) IV.

E) V.

2. (FCC) Considere a proposicdo “Paula estuda, mas ndo passa no concurso”. Nessa proposi-

¢ao, o conectivo légico é

A) disjuncao inclusiva.
B) conjuncao.

C) disjuncao exclusiva.
D) condicional.

E) bicondicional.

3. (CESGRANRIO) Sejam as proposicoes:
A: Ana estuda
B: Beto briga
C: Carlos canta
A linguagem corrente “Se Carlos ndo canta, entdo nao € verdade que Ana estuda e Beto nao
briga” pode ser representada, na forma simbélica, por:

A)~C—~ANB.
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B) C -~ AN ~B.

C) C—~(AvB).

D) ~C—~ (AN ~ B).
E)~C—~(AVB).

Texto para as Questoes 4 € 5

Considere as seguintes proposicoes simples: A: andar; B: beber; C: cair; D: dormir. Com

relacao a proposicao:“Se ando e bebo, entao caio, mas ndo durmo ou nao bebo."

4. (FGV) Transformando para linguagem simbdlica a proposicao composta anterior, teremos
a seguinte estrutura logica:
A) (AANB) — (CA~DvV ~B).
B) (AvB) — (Cv~D)A~B.
C) (AA~B)—CA(~DVB).
D) (AAB)— (CA~D)VB.
E) (AA~B) — (CA~DV B).

5. (FGV) O numero de linhas da tabela-verdade da proposi¢do composta anterior é igual a:
A) 2.
B) 4.
C) 8.
D) 16.
E) 32.

6. (CESGRANRIO) O nuimero de linhas da tabela-verdade da proposi¢dao “Se estudo ou ndo
compreendo, entdo é falso que ou trabalho ou ndo durmo”, é de:
A) 2.
B) 4.
Q) 8.
D) 16.
E) 32.

7. (CESPE/UnB) Observe as seguintes proposicoes compostas:
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2 +7=11o0u3 ndo é um nimero primo.

Se 2 é divisor de 15, entdo 3 ndo € divisor de 21.

Se3>5entdo7<5

e [I é racional ou -8 é um nuimero inteiro.

2,333... é uma dizima periédica e % nao é.

Nesse caso, é correto afirmar que:

A) existem 2 proposicoes falsas e 3 verdadeiras.
B) existem 3 proposicoes falsas e 2 verdadeiras.
C) existem 4 verdadeiras e 1 falsa.

D) todas sao verdadeiras.

E) todas sao falsas.

8. (CONSULPLAN) Qual das proposicoes abaixo é verdadeira?
A) O ar é necessério a vida e a 4gua do mar é doce.
B) O avido é um meio de transporte ou o aco é mole.
C)6éimparou?2 +3 #5.
D) O Brasil é um pais e Sergipe é uma cidade.

E) O papagaio fala e o porco voa.
9. (CESPE/UnB) Considere as afirmacgoes abaixo.

I) Uma proposicao pode admitir, no méximo, duas valorag¢des logicas (V ou F).
II) A proposicao “(7<6) Vv (8—3>6)"é falsa.

III) A proposicao “Se 91 é divisivel por 7 — 65 nao é multiplo de 13"é verdadeira.

E verdade o que se afirma APENAS em:
AL

B) IL.

C) 111

D)Iell

E) I elll
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10. CESPE/UnB) Considere as seguintes proposicoes.

11.

12.

13.

D 7+3=100A(5-12=7)
IT) A palavra crime é dissilaba.
III) Se “lampada"é uma palavra trissilaba, entdo “lampada"tem acentuacao grafica.
IV) 8—4=4)A(10+3=13)

V) Sex=4entao x+3<6

Entre essas proposicoes, hd exatamente:
A)umakE

B) duasE

C) trésE

D) quatro E

E) todas sao F

(CESPE/UnB) A tabela-verdade da proposi¢do:(A — B) v (B — A) apresenta, como solug¢ao:
A) apenas valoracoes V.

B) apenas valoracoes E

C) duas valoracoes V.

D) uma valoracao V.

E) uma valorac¢ao E

(CESPE/UnB) Se A, B e C forem proposi¢coes simples e distintas, entdo a solucdo da tabela-
verdade da proposicao: (A —~ B) A (C —~ A), serd formada por:

A) apenas valores V.

B) apenas valores E

C) mais valoragoes F do que V.

D) mais valoracoes V do que E

E) mesma quantidade de valoracées V ou E

(CESPE/UnB) A negacdo da proposicao A, simbolizada por ~ A serd F se AforV, e serd V se
A for E Entdo, para todas as possiveis valoragdes V ou F atribuidas as proposicoes A e B, é

correto concluir que a proposicao (~ A —~ B) — (B — A)possui exatamente
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14.

15.

16.

17.

A) 4 valores E
B) 4 valores V.
C) 1 valor Ve 3 valores E
D) 1 valor F e 3 valores V.

E) 2 valores V e 2 valores F

(CESGRANRIO) Dizer que ndo é verdade que “José é gordo e Carlos € alto” é logicamente
equivalente a dizer que é verdade que:

A) José ndo é gordo ou Carlos nao é alto.

B) José nao é gordo e Carlos ndo é alto.

C) José é gordo ou Carlos ndo é alto.

D) Se José ndo é gordo, entdo Carlos é alto.

E) Se José ndo é gordo, entdo Carlos nao é alto.

(TRT 12 Regiao/2008/CESPE) Utilizando as letras proposicionais adequadas na proposicao
composta “Nem Antonio é desembargador nem Jonas € juiz”, assinale a opc¢ao correspon-
dente a simbolizacao correta dessa proposicao.

A) ~(AAB)

B) (~ A) v (~ B)

C) (~AA(~B)

D)(~A)—B

E) ~[AV (~ B)]

(TRT-9R-FCC)Considere a seguinte proposi¢do “na eleicao para a prefeitura, o candidato A
serd eleito ou nao serd eleito”. Do ponto de vista légico, a afirmacao da proposicao caracte-
riza:

A) Um silogismo

B) Uma tautologia

C) Uma equivaléncia

D) Uma contingéncia

E) Uma contradicdo

(UFBA)A negacdo de “hoje é segunda-feira e amanha nao choverd” é:
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18.

19.

20.

21.

A) Hoje ndo é segunda-feira e amanha néo chovera.
B) Hoje nao é segunda-feira ou amanha chovera.

C) Hoje ndo é segunda-feira entdo amanha chovera.
D) Hoje ndo é segunda-feira nem amanha chovera.

E) Hoje é segunda-feira ou amanha chovera.

(AFC - ESAF) Dizer que nao é verdade que Pedro é pobre e Alberto é alto, é logicamente
equivalente a dizer que é verdade que:

A) Pedro nao € pobre ou Alberto ndo é alto.

B) Pedro ndo é pobre e Alberto nao é alto.

C) Pedro é pobre ou Alberto nao € alto.

D) Se Pedro nao é pobre, entao Alberto é alto.

E) Se Pedro nao é pobre, entdo Alberto nao é alto.

(Vunesp) Sobre as tabelas de verdade dos conectivos de disjunc¢ao (inclusiva), conjuncao e
implicacdo (material), assinale a alternativa correta.

A) As conjuncdes s6 sao falsas quando ambos os conjuntos sao falsos.

B) Nao existe implica¢do falsa com antecedente verdadeiro.

C) As disjuncdes sao falsas quando algum dos disjuntos € falso.

D) S6 hda um caso em que as implicacoes sao verdadeiras.

E) As implicac¢des sdo verdadeiras quando o antecedente é falso.

(FUNCAB) A negacao de “Arthur ou Paulo sdo agentes administrativos e Mauro mora em
Brasilia” é:

A) Arthur e Paulo ndo sao agentes administrativos e Mauro mora em Brasilia.

B) Arthur e Paulo ndo sdo agentes administrativos ou Mauro mora em Brasilia.

C) Arthur e Paulo ndo sdo agentes administrativos ou Mauro nao mora em Brasilia.

D) Arthur ou Paulo ndo sdao agentes administrativos e Mauro nao mora em Brasilia.

E) Arthur ou Paulo ndo sao agentes administrativos ou Mauro ndo mora em Brasilia.

(FUNCAB) A negacao da afirmacao condicional “Se estiver fazendo sol no feriado, eu vou ao
clube” é:

A) Esta fazendo sol no feriado e eu néao vou ao clube.
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B) Se nao estiver fazendo sol no feriado, eu vou ao clube.
C) Se estiver fazendo sol no feriado, eu nao vou ao clube.
D) Nao esta fazendo sol no feriado e eu vou ao clube.

E) Nao esta fazendo sol no feriado e eu ndao vou ao clube.
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Capitulo 3

Argumentacao Logica e Demonstracao

Matematica

“A Matemditica é uma ciéncia dedutiva: partindo de certas premissas, chega,
por um estrito processo de dedugdo, aos vdrios teoremas que a constituem.
E verdade que, no passado, as deducées matemdticas eram com frequéncia
muito destituidas de rigor; é também verdade que o rigor é um ideal difi-
cilmente alcangdvel. Ndo obstante, se faltar rigor em uma prova matemd-
tica, ela serd, sob esse aspecto, defeituosa; ndo constitui defesa a alegacdo de
que o senso comum mostra ser o resultado correto, porquanto, se tivéssemos
de confiar nisso, melhor seria abandonar completamente o argumento do
que trazer a faldcia em socorro do senso comum. Nenhum apelo ao senso
comum, ou “intui¢do” ou qualquer outra coisa que ndo a estrita logica de-
dutiva, deve ser necessdrio a Matemdtica apés estabelecidas as premissas.”
(RUSSEL, 1976 apud NAGAFUCHI, 2008, p.5)
Em todo tempo nos pegamos na tentativa de convencer alguém de que algo € legitimamente
verdadeiro, seja esse algo de fato verdadeiro ou ndao. Nesse processo de convencimento geral-

mente usa-se o seguinte esquema:

1°) Tomamos como pressuposto fatos que a pessoa a quem tentamos convencer acredite, seja

por ser 6bvio ou pelo senso comum.

66
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20) Estabelecido o primeiro passo, agora usamos o que foilevantado para tirar novas conclusoes

que por estarem baseadas nas anteriores tornam-se sem discussao verdadeiras também.

Esse processo nao é diferente da demonstracdao na matemadtica, o que acontece é que o tal
“senso comum” e 0 “6bvio”, mencionados anteriormente na concepc¢ao da argumentacao dialé-
tica, na matemadtica possuem nomes bem definidos a saber: postulados e axiomas.

Uma das recomendacdes constantes nos PCNEF (1998b), diz que é desejavel que no terceiro ci-
clo se trabalhe para desenvolver a argumentacao, de modo que os alunos nao se satisfacam apenas
coma producao de respostas a afirmacoes, mas assumam a atividade de sempre tentar justificé-
las. E ainda seguindo o texto orienta ao professor trabalhar a partir do quarto ciclo demonstracoes
de alguns teoremas singulares.

Vérios autores versam sobre o que € uma demonstracao matemadtica dentre essas concepcoes
seguem:

Fajardo(2012),

“Portanto, na matemdtica moderna, uma demonstracdo é uma sequéncia de
formulas matemdticas, em uma linguagem logica apropriada, em que cada
formula ou é um axioma ou é obtida a partir de formulas anteriores através
de uma regra de inferéncia. Um teorema é qualquer uma dessas formulas

que ocorrem em uma demonstracdo.”(FAJARDO, 2012, p. 17)

“Um dos maiores méritos educativos de Matemdtica d o de ensinar aos jovens
que toda conclusdo se baseia em hipoteses, as quais precisam ser aceitas, ad-
mitidas para que a afirmacao final seja vdlida. O processo de passar, medi-
ante argumentos logicamente convincentes, das hipoteses para a conclusdo,
chama-se demonstragdo e seu uso sistemdtico na apresentacdo de uma teo-
ria constitui o método dedutivo.” (LAGES LIMA, 1999, apud ABRIL, 2016, p
31).

A demonstracdo matemadtica tem sofrido constante processo de transformac¢do, aumentando
0 seu rigor com o passar do tempo e para isso a linguagem da légica tem contribuido de forma
acintosa. Um dos primeiros registros de demonstragdes matemaéticas de forma esquematizada

encontra-se na coletanea de livros denominada Os elementos, escrito e organizado por Euclides
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aproximadamente no ano 300a.C.. Euclides traz uma nova dimensao no que diz respeito a cons-
tru¢do da matemadtica, uma vez que introduz conceitos como axioma e postulado. No obra in-
titulada Tio Petrus e conjectura de Goldbach, Doxiadis(1953), diz que a visdo de Euclides foi a
transformacdo de uma coletanea casual de observacdes numéricas e geométricas em um sistema
bem articulado, em que partindo-se de verdades elementares aceitas a priori é possivel avancar-
se, utilizando operagoes logicas, passo a passo, até a demonstracao rigorosa de todos os enunci-
ados verdadeiros. E ainda compara de maneira fantdstica a matematica a uma arvore de raizes
fortes(Axiomas), tronco sélido (Demonstragdes rigorosas) e ramos sempre crescentes cheios de

maravilhosas flores(os Teoremas).

Anos mais tarde, ja em meados do século XIX, David Hilbert traz uma nova concepc¢ao de de-
monstracao matemadtica ao reformular as ideias de Euclides acerca de axiomas que até entdo eram
tidos como verdades absolutas e a partir de entdo sao concebidos como ideias primeiras. Hilbert

também trouxe a matemadtica um processo de demonstracdo baseado na metamatematica.

O principal aspecto que distingue a matemadtica das demais ciéncias empiricas é exatamente
o fato de que os resultados da matematica sdao demonstraveis sem precisar da experimentacao.

Vejamos o que diz a esse respeito Nagafuchi

“A possibilidade da demonstragdo no seio da Matemdtica a distingue da ne-
cessidade e do cardter empirico das ciéncias que sdo ditas naturais. Por meio
dela os matemdticos podem desenvolver e avangar em sua ciéncia, estabele-
cendo umadruvore tedrica derivada de algumas verdades primeiras, os postu-
lados e axiomas, em que cada galho e cada folha representam um resultado,
um teorema ou um coroldrio, mantendo o cardter de verdade, universal e

atemporal.” (NAGAFUCHI, 2008, p.4)

A parte mais conspicua desse capitulo trata exatamente do papel do raciocinio légico dedutivo
nas demonstracoes matemadticas, demostracoes essas que deveriam ser apresentadas aos alunos
desde os anos finais do Ensino Fundamental, dando continuidade no Ensino Médio e culminando
em um aluno melhor preparado para seguir sua vida académica e/ou profissional. Infelizmente
hd caso em que os alunos, principalmente dos anos finais do ensino fundamental, ndo veem tais

demonstra¢des na grande maioria das vezes porque o proprio professor ndao sente-se confortével,
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seja por uma formacao deficiente ou porque acha mais comodo apresentar um monte de “for-
mulas magicas” que resolvem os problemas propostos em sala de aula. Avila (2006), diz que ¢é
inadmissivel que o professor de matematica sinta-se deficiente em demonstracoes. Ja Nagafuchi
(2008),diz que demonstrar ndo € facil, mas é necessédrio. Durante o ensino médio a matemadtica
é apresentada aos alunos de uma maneira simbdlica e cheia de férmulas magicas, sem que essas
sejam explicadas ou justificadas, os alunos nao tém necessidade de uma reflexdao mais profunda
sobre o que estd fazendo, gerando uma formacao estreita e acritica.

A importancia da demonstracdo na matemadtica nao estd ligada simplesmente no ato de ve-
rificar resultados, é a partir das demonstracdes que os alunos podem refletir sobre conceitos ja
aceitos e construir outros. As demonstra¢des produzem novas visdes matematicas, novas ligacoes
contextualizadas e novos métodos para resolver problemas, dando a elas um valor muito além de

comprovar a veracidade de proposicdes (Abril 2016).

Além de formalizar os conceitos de argumentacao l6gica nesse capitulo traremos uma coletanea
das principais demonstracoes que cabem ao anos finais do Ensino Fundamental, assim como,

alguns tipos de demonstracdes (Contra-positiva, por reducao ao absurdo e por inducao).

3.1 Argumento

Segundo a Enciclopédia de termos l6gico-filosoficos, disponivel em:< http://repositorio.ul.pt/ jspuilb

Filos%C3%B3ficos.pdf >, define-se argumento como sendo:
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“Um argumento, dedutivo ou indutivo, é composto por um conjunto de fra-
ses a que chamamos premissas, por uma frase a que chamamos conclusdo
e por uma expressao que representa a relacdo que se reclama existir entre
as premissas e a conclusdo, por exemplo, a expressdo «logo» — a qual tra-
duz a expressao latina «ergo». Esta expressdo que representa a relagdo entre
premissas e conclusdo, seja ela «logo» seja outra do género, ocorre mais ti-
picamente nos argumentos dedutivos; no entanto, algo que se lhe asseme-
lhe deve de igual modo estar presente nos argumentos indutivos visto que,
nestes também, se reclama existir uma relagdo entre premissas e conclusdo”
(Enciclopédia de termos logico-Filosoficos; BRANQUINHO, MURCHO, 2006,
P 57)

De uma maneira mais formal podemos definir:

Definicdo 3.1 (Argumento) Sejam pi, p2, ps,..., Pn € Q um conjunto de proposi¢oes de maneira
que a partir das proposicoes p1, p2, Ps, - - -, Pn aS quais denominaremos premissas possamos concluir

a proposigdo Q, a essa tiltima chamaremos de conclusao.

Dado um argumento de premissas pi, p2, ps3,--., Pn € conclusdo Q, na linguagem da légica pode-

remos representa-lo das seguintes maneiras:

P1, P2, P3s--- Pn - Q.

O traco de assercao () indica que a proposicdo Q pode ser deduzida utilizando apenas as

premissas p1, p2, P3,---, Pn-

Uma outra maneira de representar um argumento, essa por sua vez bem mais comum é dada

por:

P1

p2
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Lé-se:

”

“p1,p2,..., pn acarretam Q ”, ou ainda, “Q decorre de p1, p2, ..., pn-

3.1.1 Validade de um Argumento: Silogismo e Fal4cia

Quando estudamos no capitulo anterior sobre as proposicoes, vimos que as mesmas recebem
uma valoragdo: verdadeira(V) ou falsa(F). No estudo dos argumentos, esses também recebem uma

valoracdo, sendo essas em vélido ou invdlido.

Definicao 3.2 (Argumento valido) Dizemos que um argumento é vdlido, quando é impossivel que
sendo todas as premissas verdadeiras* resultem em uma conclusdo falsa.

De uma maneira mais técnica podemos definir da seguinte forma: Um argumento é vdlido se, e
somente se, for uma implicagdo tautoldgica, em que o antecedente é a conjungdo das premissas e o

consequente,a conclusao.
Um argumento py, p2, ps3,---, Pn = Qé vdlido se, e somente se, py Ap2 A...Ap, — Q
Exemplo 3.1

P1. Se o ntmero 2 é par entdo ele é impar.
P2. O ntimero 2 € par.
Q. Logo, o numero 2 € impatr.

Note que o argumento do exemplo dado é vélido, apesar de sabermos que o nliimero 2 nao é
impar. Para verificarmos se um dado argumento € valido ou ndo, consideramos verdadeiras suas
premissas e verificamos se a conclusdo decorre corretamente das mesmas.

E evidente que os argumentos que nos interessam nao sao desse tipo, mas aqueles em que po-
deremos analisar a veracidade ou ndo de suas premissas dentro da concepcao do que é conhecido

em matematica e nao apenas considera-las verdadeiras.

Definicdo 3.3 (Argumento invéalido) Dizemos que um argumento ndo é valido somente na situa-
¢do em que, todas as premissas sao verdadeiras, mas a conclusao é falsa ou ndo decorre das premis-

sas, nesse caso o argumento é denominado uma faldcia ou sofisma.

Vale lembrar que nalégica formal uma premissa ser verdadeira nao quer dizer necessariamente que estd de acordo
com as concepcoes de verdade que temos sobre o objeto em questao, até porque o objetivo da loégica ndo é estudar a

veracidade de uma proposicao, mas as possibilidades de valoragcao para uma proposicgao.
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Exemplo 3.2

P1. Se o numero 2 é par entdo ele é impar.
P2. O nimero 2 é impar.
Q. Portanto, o nimero 2 é par.
Se houver duvida quanto a invalidade desse argumento, sugiro que retorne ao Capitulo 2 na

secdo que trata sobre contrapositiva e reciproca.

Definicao 3.4 (Silogismo) De acordo com Aristételes, silogismo é um argumento pelo qual, a partir
de um antecedente cujas premissas ligam dois termos a um terceiro, podemos concluir um conse-
quente que liga esses dois termos entre si. De maneira mais direta definimos que silogismo é um tipo
especial de argumento com duas premissas que culminam em uma conclusdo, e todas as proposi-
coes(premissas e conclusdo) sao proposicoes categoricas, isto é, proposicoes que tenham qualquer
uma das quatro formas légicas a seguir:

¢ Todos A é B.(universal afirmativa)

Utilizando-se a teoria dos conjuntos, vamos exemplificar o que significa dizer todo A é B a

luz dos diagramas de Venn.
Nesse caso temos duas situagoes.

1° caso:
Exemplo 3.3 Todo ntimero inteiro é também racional.

Se denotarmos por A o conjunto dos nimeros inteiros e por B o conjunto dos ntimeros raci-

onais, a representacdo grafica de tal proposicao seria representada pela figura que segue:

Figura 3.1: O conjunto A dentro do B

B

20 caso:
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Exemplo 3.4 Todo niimero miltiplo de 2 e de 3 simultaneamente é também miiltiplo de 6.

Sendo A o conjunto de todos os numeros que sao multiplos de 2 e de 3, e B o conjunto dos

multiplos de 6. Uma representacao da proposicao acima é dada por:

Figura 3.2: O conjunto A igual ao conjunto B

e Nenhum A é B.(universal negativa)
Exemplo 3.5 Nenhum niimero negativo é natural.

Para esse tipo de proposicao, fazendo uso dos diagramas de Venn, temos apenas uma situ-
acao: Consideremos A como sendo o conjuntos dos nimeros negativos e B o conjunto dos
numeros naturais, seguindo os preceitos da matemadtica, a interseccdo entre A e B € nula,

sendo assim fica corretamente representada por:

Figura 3.3: Os conjuntos sao disjuntos

e Algum A é B.(particular afirmativa) Para esse tipo de proposicdo analisaremos 4 casos dis-

tintos.
Nesse caso temos quatro situacdes possiveis:

1° caso:

Exemplo 3.6 Alguns miiltiplo de 3 sdo também muiltiplos de 6 .
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Segundo o mesmo padrao dos exemplos anteriores, considere A como sendo o conjunto de
todos os multiplos de trés e B o conjunto de todos os multiplos de 6, segue diagrama que

exemplifica tal proposi¢ao:

Figura 3.4: Os dois conjuntos possuem apenas alguns elementos em comum

20 caso:
Exemplo 3.7 Alguns miuiltiplos de 6 sdo pares .

Seja A o conjunto de todos os multiplos de 6 e B o conjunto de todos os nameros pares, dai

segue da proposicdo anteriormente enunciada a seguinte figura:

Figura 3.5: O conjunto A estd dentro no conjunto B

3° caso:

Exemplo 3.8 Alguns niimeros pares sao multiplos de 6 .

Agora considerando A o conjunto de os nimeros pares e B o conjunto de todos os multiplos

de 6, temos:
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Figura 3.6: O conjunto B estd dentro do conjunto A

A

40 caso:

Exemplo 3.9 Considere A como sendo o conjunto dos niimeros naturais e B o conjunto de

todos os inteiros ndo negativos, ndo é dificil notar que o conjunto A é igual ao conjunto B.

Figura 3.7: O conjunto A igual ao conjunto B

e Algum A nao é B.(particular negativa)

Ja no caso em que exite algum elemento em A que ndo seja elemento de B, temos trés situa-

coes:

1° caso:
Exemplo 3.10 Alguns tridngulos ndo sdo equildteros

considerando A como sendo o conjunto de todos os tridngulos e B o conjunto de todos os

triangulos equildteros, podemos entdo representar tal proposicado por:

Figura 3.8: O conjunto B esta dentro do conjunto A

A
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20 caso:
Exemplo 3.11 Algumas fungoes injetivas ndo sdo sobrejetivas

e de facil verificacdo que sendo A o conjunto das funcdes injetivas e B o conjunto das func¢oes

sobrejetivas, a interseccdo entre as duas funcdes é formada pelas fung¢des bijetivas.

Figura 3.9: Os dois conjuntos possuem apenas alguns elementos em comum

3° caso:
Exemplo 3.12 Algumas matrizes quadradas ndo possui determinantes

Sendo A o conjunto das matrizes quadradas e B o conjunto das matrizes que ndo possuem

determinantes, segue:

Figura 3.10: Os conjuntos sdo disjuntos

Veremos a seguir um exemplo de silogismo, assim como foi definido anteriormente:

Exemplo 3.13 Exemplo de silogismo:
1. Todos os niimeros inteiros sao racionais.
2. Todos os niimeros naturais sdo inteiros.

3. Logo, todos os naturais sdo racionais.
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3.1.2 Contrarias X contraditérias das proposicoes categoricas

Definicao 3.5 (Contrdrias) Sdo proposicoes que trocam apenas apenas o quantificador(Todo, al-
gum ou nenhum ) pelo seu antonimo, ela ndo nega a proposicdao. Duas proposigoes contrdrias ndo

podem ambas serem verdadeiras, mas ambas podem ser falsas.

Exemplo 3.14 Todo niimero composto pode ser decomposto em fatores primos de maneira unica a
menos da ordem em que os fatores aparecem.
Contrdria: Nenhum niimero composto pode ser decomposto em fatores primos de maneira tinica a

menos da ordem em que os fatores aparecem.

Definicao 3.6 (Contraditorias) Sdo proposicoes que negam o quantificador e o qualificador. Ela
é a negagdo de uma proposicao. Troca-se o quantificador e nega-se a sentenc¢a. Duas sentengas

contraditorias nunca podem ser ambas verdadeiras nem ambas falsas.

Exemplo 3.15 Todos os niimero de determinado conjunto A sdo pares.

Contraditéria: Algum elemento do conjunto A ndo é par.

3.2 Métodos para testar a validade de argumentos

Existem vérios métodos para teste de validade de argumentos, o mais utilizado para argumen-
tos “pequenos” (argumentos que envolvem poucas proposicoes atdmicas) € a tabela verdade. Uma
maneira mais rapida de verificar a validade ou ndao de um argumento quando este apresenta mui-
tas proposicoes simples é a chamada prova direta. A prova direta utiliza-se de implicacdes e equi-
valéncias tautolégica para anélise dos argumentos. E interessante notar que quando um determi-
nado argumento € valido, ndo estd tao somente determinada a validade de tal argumento, mas de

todo argumento que tenha a mesma estrutura.

Exemplo 3.16 Uma vez verificada a validade do exemplo anterior

1. Todos os nimeros inteiros sao racionais.

2. Todos os ntimeros naturais sao inteiros.
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3. Logo, Todos os naturais sao racionais.

Implica que todo argumento do tipo:

Todo A é B.
Todo C é A.
Logo, Todo C¢é B

E sempre valido independente do que seja A, B ou C.

3.2.1 Provadireta

Definicao 3.7 (Equivaléncia Tautolégica) Denominamos equivaléncia tautolégica qualquer pro-

posicdo bicondicional tautoldgica.

Exemplo 3.17 Um exemplo cldssico de uma equivaléncia tautolégica é a chamada Lei de Morgan,

vista no capitulo anterior quando tratamos sobre a negagdo das proposicoes compostas:

~(pnAg) < (~pVv~q.

Tabela 3.1: Exemplo de equivaléncia tautolégica

plqg|~p|~q|prnq|~(pArg | (~pv~q) | ~(pAq)—(~pAr~qg)
V| V| F F \Y F F \Y
VI F| F \Y F \Y \Y \Y%
F|V |V F F \Y \Y \Y%
F|F| V \Y F \Y \Y \Y%

Fonte: Elaborada pelo autor

O teste de validade, quando feito por esse método exige previamente o conhecimento de algu-

mas equivaléncias e implica¢des tautologicas. Seguem algumas:

Equivaléncias tautolégicas

Considere p, q, r e s proposicoes atbmicas quaisquer.
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1. Comutagao
(pAnq) = (gnrp)
(pvg)—(qVvp)

2. Associacao
(pAg@AT) = (pA(gAT))
(pvg)vr)—(pv(gVvr))

3. Distribuicao
(pA(@VvTr)—=(pAq@V(pAT))
(pvgnar)—(pvag A(pVr))
(p—@nr)=(p—qnrip—T))
(p—=@Vvr)=(p—-qVvip—r)

4. Equivaléncia Material
peq)—(p—qN(g—p)
(p=q)=(prg)V(gAp)

5. Implicacdao Material
(p—=q) = (~prg)
pP—=q@—(~p—~q

6. Absurdo

(p—@Gn~q)—~p

Definicao 3.8 (Implicacoes Tautolégica) Denominamos implicagdo tautolégica qualquer propo-
si¢ao condicional tautologica. Nos exemplos que seguem, a implicagdo dar-se-d entre a conjungdo

das premissas e a conclusao.

Implicacoes Tautolégicas

Vejamos apenas algumas das implicacoes tautolégicas contempladas pela légica de primeira

ordem:

1. Modus Ponens

pP—q
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p
q

de outra maneira:

(p—=aq@)Ap)—q.

Exemplo 3.18 Considere as duas premissas a seguir de um argumento e deduza a conclusdo que
segue das mesmas.

pl: Se A é uma matriz quadrada em que uma de suas filas(linha ou coluna) é composta apenas por
zeros, entdo o determinante da matriz A (det(A)) é zero.

p2: A é uma matriz quadrada tal que uma de suas filas é composta por zeros.

(Perceba que nesse caso o antecedente foi afirmado, assim podemos concluir corretamente o se-
guinte:)

q: O determinante da matriz A é zero.

2. Modus Tollens
p—q
~4q
~p

de outra maneira:

(p—=an~q)—~p

3. Dilema construtivo
p—q
r—s

pvr

qvs

4. Dilema destrutivo
p—q
r—s
~qVv ~s

~pV~r
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5. Silogismo hipotético
p—dq
q—-r
p—r

3.2.2 Método da tabela-verdade

Esse método consiste no uso da tabela-verdade para verificar se as premissas e a conclusao for-

mam uma implicac¢do tautologica.

Um argumento py, p2, p3,-..., pn b Q é vdlido se, e somente se, py Ap2 A...A p, — Q.

Exemplo 3.19 Vamos verificar através da tabela-verdade a validade ou néo do argumento que se-

gue:

pl: Jodo vai estudar ou vai a praia.

p2: Se Jodo vai a praia, entdo Maria também vai a praia.

p3: Maria nao foi a praia.

Q: Portanto, Joao foi estudar.

Se denotarmos por: E: Jodo vai estudar, P: Jodo vai a praia e por M: Maria vai a praia. Podemos
escrever o argumento na linguagem da l6gica proposicional da seguinte maneira:

pl: EVP

p2:P—- M

p3: ~M

Q:E

Vamos construir a tabela verdade para o argumento:
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Tabela 3.2: Exemplo validade de argumento usando a tabela verdade

E|P M| EvP | P->-M|~M|(EVPIN(P>MANC~M) | (EVPA(P->MAN(~M)—E
V|V |V \Y \Y F F \Y
V|V|F \Y F \% F \%
V|IF|V \Y \Y F F \%
V|F|F \Y \Y \Y \Y \%
F|V]|V \Y% \Y F F \Y
F|V|F \Y% F \Y F \Y
F|F|V F A% F F \Y
F|F|F F \Y \Y F \%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que a tabela verdade € tautolégica, o que € suficiente para afirmarmos que esse argumento
é valido.
Vejamos outro exemplo:

Exemplo 3.20 Considere o seguinte argumento:

pl: Se Jodo vai a praia, entdo Maria também vai a praia.
p2: Jodao nao foi a praia.
Q: Logo, Maria ndo foi a praia.
Considere J: Jodo vai a praia, M: Maria vai a praia. assim o argumento fica:
pl:J—-M
p2: ~J
Q:~M

Devemos construir a tabela verdade para a seguinte proposi¢do:
plAp2—Q.
O argumento serd vélido se, e somente se a tabela verdade de tal proposicao for tautolégica, caso

contrario o argumento é uma faldcia.

Vejamos a tabela verdade:
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Tabela 3.3: Exemplo invalidade de argumento uasando a tabela verdade

JI M| J-M|~]|U->Mnr~]|J—>Mnr~]—>~M
V|V \Y F F \%
V| F F F \Y \Y
F|V \Y \Y F F
F|V \Y \Y \Y \Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como podemos constatar na tabela-verdade acima, na terceira linha o valor da implicacao entre
as conjungoes das premissas e a conclusao é E Portanto o argumento do exemplo em questao é

invélido.

3.2.3 ProvaIndireta para validade de argumentos

Como dito anteriormente, a tabela-verdade é um instrumento que nos permite avaliar a vali-
dade ou nao de um argumento. No entanto, torna-se bastante complicado e enfadonho construir
a tabela verdade quando temos muitas proposi¢oes atdmicas, para esses tipos de argumentos,
torna-se mais razodvel utilizar um outro tipo de prova, que € a prova indireta.

O método da prova indireta, consiste em tomar um argumento do tipo pi, p2, ps,..-,pn F Q,
negar a conclusao, isto é supor V(~ Q) = V e deduzir logicamente uma contradi¢cao qualquer, ou
seja anegacao de alguma premissa. Essa demonstracdo também é conhecida como demonstracao
por absurdo, e é muito utilizada em demonstracoes matematicas.

De maneira formal, este método estd baseado na equivaléncia entre a condicional e a sua con-
trapositiva, isto é, (P — Q) © (~Q —~ P),assim (P AP, A... AP, - Q) (~Q—=~(P1APyA...A
Pp) e (~Q—~PiV~PyV...V~Pp).

A titulo de exemplo vamos analisar por esse método um argumento que ja comprovamos ser

valido.
Exemplo 3.21

pl: Jodo vai estudar ou vai a praia.

p2: Se Jodo vai a praia, entdo Maria também vai a praia.
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p3: Maria nao foi a praia.
Q: Portanto, Joao foi estudar.
Se denotarmos por: E: Joao vai estudar, P: Jodo vai a praia e por M: Maria vai a praia. Podemos
escrever o argumento na linguagem da l6gica proposicional da seguinte maneira:
pl: EVP
p2:P—- M
p3: ~M
Q..E
Negando a conclusao, isto é, considerando V(~ E) = V, teremos que Jodo ndo foi estudar, dai
pela premissa 1 (p1) concluimos que Joao foi a praia, de p2 concluimos que Maria também foi a

praia o que contradiz p3. Portanto concluimos que o argumento € vélido.
Exemplo 3.22 Verifiquemos o argumento a seguir:

pl: Se Jodo for ao shopping comprard um ténis ou uma camisa.
p2: Jodo foi ao shopping e comprou um ténis.
p3: Se Jodo comprou um ténis ou uma camisa entao Jodo foi so shopping.
Q: Logo, Jodo foi ao shopping e comprou uma camisa.
Vamos converter para a linguagem da l6gica proposicional:
S: Joao foi ao shopping.
T: Jodo comprou um ténis.
C:Joao comprou uma camisa.
Assim o argumento fica:
pl: S— (T v ().
p2: SAT.
p3: (TvC)—S.
Q:..SAC

Observe que ao negar a conclusao, isto é, f(Q) = F, consiste em f(~ Q) =V, mas ~Q —~ (T A
C) —~ Tv ~ C entao temos duas alternativas:
i) f(S)=Fouii) f(C)=F

Nesse caso teremos que analisar separadamente cada uma das alternativas.
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i) f(S=F
Considerando V(T)=E decorre direto uma contradi¢do em p2.
ii) f(C) = F De p2 temos que V(S)=V(T)=V, com estas valoracdes temos que V(p1)=V(p2)=V(p3)=V

e V(Q) = F o que nos faz concluir que o argumento analisado é um sofisma.

3.3 Demonstracoes matematicas

Nas se¢des que compdem esse capitulo, mostramos a relacdo que existe entre a légica de 12 ordem
e a argumentacdo matemadtica. Seguem agora alguns métodos de demonstracoes matematicas
que sdo bastante acessiveis para aplicacdo no ensino basico, relembrando que foi explanado na
introducao do capitulo o quanto as demonstragées matemadticas sdo importantes para a constru-

¢ao do saber matematico. De acordo com as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio

“A forma de trabalhar os contetidos deve sempre agregar um valor formativo
no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matemdtico. Isso
significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o
raciocinio matemdtico- nos aspectos de formular questoes, perguntar-se so-
bre a existéncia de solugdo, estabelecer hipoteses e tirar conclusoes, apresen-
tar exemplos e contra-exemplos, generalizar situagoes, abstrair regularida-
des, criar modelos, argumentar com fundamentagdo logico-dedutiva. Tam-
bém significa um processo de ensino que valorize tanto a apresentacdo de
propriedades matemdticas acompanhadas de explicagoes quanto a de for-
mulas acompanhadas de dedugdo, e que valorize o uso da Matemdtica para
a resolugdo de problemas interessantes, quer sejam de aplicagdo ou de natu-

reza simplesmente teorica.(BRASIL, 2008, p.70)
3.3.1 Provapor Reducao ao Absurdo
Alégica da reducao ao absurdo - “reductio ad absurdum”

Esse tipo de demonstracdo é uma daquelas ferramentas que possui grande valia para a mate-
matica, muito provavelmente os pitagoricos fizeram uso desse método para constatar a irraciona-

lidade da raiz quadrada de dois. A redugdo ao absurdo é sempre uma boa sugestao de método de
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prova quando o que se quer demonstrar exige duas e apenas duas situacoes distintas, por exem-
plo: provar que um dado nimero expresso por uma determinada expressao matemadtica € par ou
impar sob condicoes pré estabelecidas, provar que nimeros de determinada forma sao racionais

ou irracionais, provar que um elemento pertence ou ndo a um determinado conjunto.

“Reductio ad absurdum, que Euclides gostava tanto, é uma das armas mais
admirdveis de um matemdtico. E uma jogada mais admirdvel do que qual-
quer jogada de xadrez: um jogador de xadrez pode oferecer o sacrificio de
um pedo ou mesmo de qualquer outra pe¢a, mas o matemdtico oferece o

jogo.”(HARDY, 1993, p. 34)

Associando a “reductio ad absurdum” com a l6gica das proposicoes, vamos relembrar algumas
coisas que foram mostradas nos capitulos anteriores, como por exemplo, as negacoes de proposi-

¢Oes compostas e as equivaléncias logicas.

Definicao 3.9 Teoremas sdo proposi¢oes que podem ser demonstradas por meio de um processo 16-

gico.

Os teoremas sdo compostos de duas partes, uma € a hip6tese e a outra a tese. Informalmente
podemos dizer que a hipdtese é uma coisa que ndo é, mas imaginamos que € para ver como seria
se de fato fosse, a tese é o “como seria se de fato fosse”, em outras palavras, hipdtese é o que
admitimos ser verdade, tese é o que queremos provar com admissao de verdade da hipotese.
Note entdo que demonstrar um teorema é demonstrar do ponto de vista l6gico que a implica-

¢do entre hipotese e tese € valida.

Hip6tese > Tese

O método da reducdo ao absurdo consiste em admitir que a tese é falsa e que a hip6tese é
verdadeira e, através de um raciocinio légico, chegar a uma contradi¢do(absurdo) com a hipotese,
concluindo entdo que a tese s6 pode ser verdadeira.

Podemos ainda escrever na linguagem da légica da seguinte maneira:

H: Hipétese
T: Tese
O que queremos provar é que H — T.

As demonstragoes por reducdo ao absurdo de maneira geral seguem os seguintes passos:
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1°) Suponha que seja valido H;
2°) Suponha que seja vélido ~ T;
39) Utilizamos as definicoes e teorias desenvolvidas e aplicamos em ~ T;

4°) Encontra-se uma contradicdo(ou absurdo), isto é, algo na demonstracdo com dois significa-

dos distintos ao confrontarmos H com ~ T.

O desenvolvimento desses passos se configura da seguinte maneira: Seja f a fun¢ao definida no
Capitulo 2, que tem dominio como sendo o conjunto das proposi¢oes e contradominio o conjunto

{VE}L
* f(H)=YV,isto é, consideramos a hipotese H verdadeira.

e f(~T)=1V, consideramos verdadeira a negacdo da tese.

A partir daqui usamos conhecimentos prévios da matemdtica como axiomas, lemas e postulados
para desenvolver ~ T, concluindo uma proposicao r, de tal modo que r seja uma contradi¢do a
proposicao H(hip6tese), ou seja, ao compararmos r com H, concluimos que r é equivalente a
~ H, entdo chegamos a uma contradicdo da hip6tese a essa contradicao chamamos de absurdo.
Lembremos aindaque H — T <&~ (HA ~ T),isto é, f(H—T) = f(~(HA ~T)). Sendo f(H)=V
e f(~ T) =V, como queremos mostrar que f(H — T) = V, supomos entdo f(~ (H — T)) = F, ou
seja, f(HA ~T)=F,oquenoslevariaa f(~ (HA~T))=V.

Observemos a seguinte tabela:

Tabela 3.4: Exemplo invalidade de argumento uasando a tabela verdade

H|\T| ~T | H-T)|HA~T | ~(HA~T)
V| V| F \Y F \Y
V|IF| V F \% F
F|V| F \Y F \Y
F|V] V \Y F \Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que na linha 1 tem-se f(T) = V. Mas isso ndo pode ocorrer, uma vez que consideramos

que f(~T) =V, logo f(T) = F. Sendo assim o absurdo esta no fato de consideramos f(~ T) =V
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e pela Tabela 3.4 a tnica situacdo onde teremos f(H) = Vef(T) = V é na primeira linha, onde
f(~HA~T)=Vef(H—T)=V.

Os alunos do ensino fundamental II tém o primeiro contato com a demonstracao por reducao
ao absurdo no 8° ano quando o professor introduz o conjunto dos niimeros irracionais, o teorema

a ser demonstrado € o seguinte:

Exemplo 3.23 /26 um niimero irracional.

Demonstracdo: Suponhamos inicialmente que /2 é racional, isso quer dizer que teriamos p e q €
Z commdc(p, q) = 1, tais que /2 = g (definicdo de niimeros racinais). segue que /2 = g ©2= Z—j =
2q° = p°.
Isso nos mostra que p* é par, mas se p* é par, entdo p também é par. Sendo p um niimero par,

podemos escrevé-lo como sendo p = 2k, com k € Z. Substituindo na equagdo 2q* = p?, temos:
2k)?* =2q* & 4k* =2q° & q° = 2K°.

Isso nos mostra que q também é par, o que é um absurdo, pois consideramos que mdc(p, q) = 1.

Portanto, \/2 ndo é racional. ]

Deixamos como exercicio a demonstracdo de que qualquer raiz inexata é irracional.
Ao estudar a teoria dos conjuntos, percebe-se que muitas demonstracoes sao feitas utilizando
as regras da reducgdo ao absurdo.

Uma muito conhecida é a seguinte:

Exemplo 3.24 Seja A um conjunto qualquer, mostre que o conjunto vazio é subconjunto de A.

Demonstragao: A relacdo de inclusdo entre dois conjuntos pode ser enunciada da seguinte ma-
neira: Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A for também elemento de B, diz-se que A é um
subconjunto de B, ou ainda que A estd contido em B. Para indicar esse fato utilizamos a nota¢do
A c B. Concluimos com isso que o conjunto A ndo serd considerado subconjunto de B, se houver
pelo menos um elemento de A que nao seja elemento de B.

Sabendo disso podemos agora ir de fato a demonstragdo. Suponhamos que existe pelo menos
um conjunto para o qual o vazio ndo seja subconjunto do mesmo(negagdo da tese), ora, para que
isso acontega teriamos que ter um objeto x tal que x €  mas x ¢ A, perceba que isso é um absurdo,

uma vez que nenhum objeto x pode pertencer ao conjunto vazio. ]
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Exemplo 3.25 O conjunto dos niimeros primos possui infinitos elementos.

Demonstragdo: O primeiro registro de tal demonstragdo foi feita por Euclides no livro Elemen-
tos. O interessante sobre tal teorema é que os gregos evitavam lidar com conceitos de infinito, pe-
las dificuldades que esse conceito carrega consigo. Eles preferiam enunciar o teorema da seguinte
maneira: Dado qualquer conjunto finito de primos, é possivel mostrar que existe pelo menos um
numero primo fora desse conjunto.

Vamos de fato a demonstracdo: Assuma por absurdo que o conjunto dos niimeros primos seja
finito e que seu maior elemento é py. Entdo p;"* x py? x --+ x p,‘:k é um multiplo de todos os niimeros
primos existentes.

Considere agora um numero P tal que P = p‘fl X pgz X +ee X pzk + 1, é fdcil perceber que P ndo é
multiplo de nenhum dos niimeros primos mencionados anteriormente(o resto da divisdo entre P e
qualquer p1,i =1,2,3---k é sempre igual a 1), dai seguem duas hipoteses.

12 Hipétese: P é composto - Nesse caso para decompor o ntimero P em fatores primos, devem
existir primos diferentes de p;,i = 1,2,--- k, o que é um absurdo, uma vez que supomos inicialmente
que s6 exitem os primos mencionados.

24 hipotese : P é primo - Se P é primo entdo é maior que py, o que também é um absurdo, pois

por hipétese supomos py, como sendo o maior ntimero primo. [

3.3.2 Prova Direta

A prova direta consiste no seguinte: Se quisermos demonstrar uma proposicao do tipo “H = 17,
usando a demonstracao direta, temos que supor a hipétese H valida e usando um processo légico-
dedutivo, chegar diretamente a tese T. Existermm demonstracdes diretas que usam conceitos simples
e nada engenhosos, mas ha também demonstracdes que requerem argumentos e procedimentos
muito elaborados. Nesse tipo de demonstracao nao podemos abrir mao do rigor que matemaética

exige, portanto ndo podemos fazer uso de argumentos duvidosos.

Exemplo 3.26 Se um inteiro é divisivel por 6, entdo ele também é divisivel por 3.

Demonstragao: Escrevendo a proposi¢do acima na linguagem da logica matemdtica tem-se:
(Vx € Z) (x divisivel por 6 — x divisivel por 3.)

Inicialmente consideramos verdadeira a hipétese e trabalhando sob essa perspectiva devemos con-



CAPITULO 3. ARGUMENTACAO LOGICA E DEMONSTRACAO MATEMATICA 90

cluir que a tese no caso (x é divisivel por 3) também é verdadeira. Usando as técnicas de divisibili-
dade, temos:
Se a é divisivel por b entdo a é igual ao produto de um inteiro por b. Sendo assim, se x é divisivel

por 6 (hipotese), entdo x =6k, k€ Z.

Dex=6k=>x=k(3x2)=>x=(2k)x3=>x=3q.
~—~—
q

De onde concluimos que de fato x é divisivel por 3. [

Exemplo 3.27 A soma de dois niimeros racionais também é racional.
Demonstragdo: Sabemos que se um niimero x € Q, entdo podemos escrever x da seguinte ma-

neim:xz%,pequeq;éO.

iamP el Py _ pstar
Se]amqese(@, temos que  + 5= —¢

representam soma e produto entre inteiros, e estd garantido que qs # 0, uma vez que g #0 e s #0

, como ps+ qr e gs sdo niimeros inteiros, uma vez que

.~ - - . . . . 14 r =z
pela defini¢do de niimero ntimero racional supra citado. Com isso fica garantido que gtsé de fato

um numero racional. n

Exemplo 3.28 Considere a sequéncia 1, 11, 111, 1111, ..., 1111...11; com 2015 numeros naturais.
Mostre que pelo menos dois ntimeros dessa sequéncia, deixam o mesmo resto quando divididos por
2014.

Demonstragao: Pelo algoritmo de Euclides para a divisdo, temos:

Em uma divisdo em que D é o dividendo, d é o divisor, q é o quociente e r é o resto, tiramos a
seguinte relagdo:

D=dxqg+rcom0<r<|d|

Quando dividimos um ntimero natural por 2014, existem exatamente 2014 possibilidades para
oresto, isto é,r €{0,1,2,3,4,...,2013}. Como a sequéncia possui 2015 ntimeros naturais, ao dividir-
mos um a um por 2014 teremos um resto para cada divisdo, ndo é dificil perceber que faremos 2015
divisoes, mas temos apenas 2014 possibilidades de resto, portanto utilizando o Principio das Gave-
tas de Dirichlet (mais conhecido como Principio da Casa de Pombos) concluimos que no minimo

duas dessas divisoes terdo o mesmo resto quando dividido por 2014. [
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3.3.3 Prova por contrapositiva

Nas secOes anteriores que tratamos sobre demonstragdes matemadticas. Vimos que os teoremas
apresentam-se sempre na forma H — T, e vimos duas maneiras de demonstrar proposicoes desse
tipo, a prova direta e a prova por redu¢do ao absurdo. Ainda podemos nos utilizar da légica pro-

posicional no que diz respeito as equivaléncias tautolégicas e o principio da contrapositividade.
(H—-T)e (~T—~H).

Utilizamos esse método de prova quando for mais conveniente provar a contrapositiva do que

a propria sentenca.

Exemplo 3.29 Se2x*+x—1=0, entdo x < 1.
Demonstragdo: A contrapositiva da proposi¢cdo que queremos provar é a seguinte:
Sex =1, entdo2x*+x—1#0. Defato, sex =1, temosx—1=0e2x>>0. Logo2x>+x—1>0, 0

que significa que2x* + x—1 #0. [

Exemplo 3.30 Se n e m sdo numeros inteiros para os quais n+ m é par, entdo n e m tém a mesma

paridade.

Demonstracao: Inicialmente vamos analisar qual é a contrapositiva do teorema que queremos

demonstrar.
“Se n e m sdo dois nameros inteiros com paridade opostas, entao sua soma n+ m deve ser impar”.

Suponha que n e m tém paridades opostas, ou seja, um deles € par e o outro é impar, note que
ndo hd perda de generalidade em supor n par e m impar. Sendo assim, garantimos a existéncia de

aebeZ,de maneira que n=2a e m=2b+ 1. Calculando a soma entre m e n
n+m=2a+2b+1=2(a+b)=2(a+b) +1.

Observe que a + b é um numero inteiro, temos que 7+ m € um namero impar, por definicio. =

3.3.4 Principio da Inducao Finita

A demonstracgdo utilizando o Principio da Inducdao Matemadtica (PIM) ou Principio da Inducao

Finita(PIF) ndo estd prevista em nenhum documento oficial que versa sobre educacao no Brasil,
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mas tendo em vista a grande aplicabilidade desse principio em olimpiadas, vamos enunciar tal
principio e demonstrar alguns resultados.

Seja P(n) uma propriedade relativa aos inteiros se
i) P(n)éverdadeiraparan=1e
ii) P(k) é verdadeira implica que P(k + 1) é verdadeira, entdaoP(n) é verdadeira para todo n = 1.

Para aplicarmos a primeira forma do Principio da Inducdo Matemdtica, devemos seguir os

passos abaixo:
I) Passo inicial: verificar se P(n) é verdadeira paran=1.
I) Assumir que P(k) é verdadeira, hip6tese da inducao, e provar que P(k + 1) é verdadeira.

III) Sendo verificados os itens (I) e (II), concluir que P(n) é vdlida para todo n maior que ou igual

al.

Exemplo 3.31 Demonstrar que a soma dos cubos de trés ntimeros consecutivos é divisivel por 9

Demonstracao:

1°) Asoma 13 +23 + 3% = 36 é divisivel por 9, ou seja, a proposicéao é vdlida se o primeiro dos trés

numeros consecutivos é 1.

29) Suponhamos que a soma k> + (k+ 1) + (k + 2)3, onde k é um niimero inteiro natural, seja

divisivel por 9.

39) Devemos mostrar que a soma (k +1)3 + (k +2)® + (k + 3)3 também é divisivel por 9.
Temos,
(k+13+(k+2°+(k+3° = (k+ 13+ (k+23 + k> +9k* + 27k +27 = [K> + (k+ 1)3 + (k +2)%] +
9(k? + 3k +3).
Que também serd divisivel por 9, uma vez que consta de duas parcelas divisiveis cada uma

por 9.

Exemplo 3.32 Demonstre que2® +2! +22 +...+ 2" 1 =2" _1 VneN,

Demonstracdao:
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1°) Vamos verificar se é valido paran = 1:
20=21-1.
2°) Suponhamos vdlida para n = k, isto é,
20421422 4. 2kl ook
3°) Agora devemos mostrar que vale paran =k + 1.

20421 1224 4k Lok —pktl g

~

v~

2k—1por hipétese de inducdo
Segue que:

2k 140k okl _ 1

3.4 Deducao de férmulas

Um outro tipo de demonstracao que deve ser apresentada para os alunos do ensino basico no
Brasil é a deducao de féormulas matematicas, inclusive esta previsto nas Orientacoes Curriculares

para o ensino médio.

A forma de trabalhar os contetidos deve sempre agregar um valor forma-
tivo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matemdtico.]...]
Também significa um processo de ensino que valorize tanto a apresentacdo
de propriedades matemdticas acompanhadas de explicacoes quanto a de
formulas acompanhadas de deducdo, e que valorize o uso da Matemdtica
para a resolugdo de problemas interessantes, quer sejam de aplicagdo ou de
natureza simplesmente teorica.(BRASIL, 2008, p.70)

Muitas vezes é bem mais comodo para os professores apresentar a formula “mdagica” que re-
solve uma equagdo do 2°¢ grau por exemplo, do que deduzi-la junto com os alunos. A deduc¢do
da férmula além de fazer com que os alunos compreendam o porqué que aquela f6rmula funci-
ona sempre, também tem um cardter formativo uma vez que durante muitas demonstracoes sao

exigidas competéncias e habilidades previstas na matriz do Exame Nacional do Ensino Médio.
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A titulo de exemplo seguem demonstracdes de algumas relagées importantes que sdao apresen-

tadas no ensino fundamental.

Exemplo 3.33 (Equacdo do 2° Grau) Dedugdo da férmula de resolugdo de uma equacao do 2° grau
qualquer.

Demonstragdo: Segue na integra a demonstragdo apresentada em [14].

Utilizando a ideia de completamento de quadrado, podemos chegar a uma formula para resol-
ver equagoes do 2° grau. Considerando a equagdo genérica do 2° grau com coeficientes a, b e ¢, com
az0:

ax*+bx+c=0.

Dividindo ambos os membros por a, temos:

2 c 2
X+—-x+—=0=>x"4+—x=——.
a a a a
b

. L 2
Em seguida, completamos o quadrado do primeiro membro somando ;> a ambos os membros:

, b B B
Xt =X+ — = —s——.
a 4a’ 4a’> a

Fatorando o trinomio quadrado perfeito, obtemos:

( b)z_b2—4ac

X+ —
2a 4q?

Extraindo a raiz quadrada:

b b?—-4ac
X+—=t——.
2a 2a
Finalmente, obtemos a férmula:
—-b+Vb?-4ac
x= .
2a

Exemplo 3.34 (Soma e produto das raizes da equacao do 2° grau) Existem duas relacoes entre os

coeficientes da equagdo do 2° grau e suas raizes, sdo elas:

19) A soma das raizes de uma equagdo do 2° grau é igual ao quociente do oposto de b por a.

-b
S=x'+x"=—.
a
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29) O produto das raizes é igual ao quociente de c por a, ou seja:

P=x"-x"=

E .
Demonstragdo: A demonstragdo a seguir foi retirada parcialmente de [14].

Para provar que essas relagoes valem para todas as equagoes do 2° grau com raizes reais, devemos

usar a equacdo geral ax®> + bx+c =0, com a#0.

Os coeficientes da equagdo sdo a, b e ¢; suas raizes sao x' = %a‘/z ex' = _bz_ a\/Z, comA = b*>—4ac.

Vamos fazer a demonstragdo da 14 relagdo:

ry o ThtVA -b-VA_ -b+VA-b-VA _-2b_-b

X' +x —
2a 2a 2a 2a a
Vamos agora demonstrar a relagdo: x'- x" = <.
P=x-x= —b+vA  —b—VA _ (=b+VA)(=b-VA) _ (=b*)-(VN? _ b*-A _ b*-(b*-4ac) _ b -b*+4ac _
- ~  2a 2a 4a? - 4a® T 4a® T 4a? - 4a? -

'
S

a

a?

<
a°

'S

Portanto, x' - x" = ‘.

Exemplo 3.35 (Teorema de Pitagoras) Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado da hipote-

nusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

Demonstragdo: Existem muitas demonstragoes para esse teorema, a que escolhemos é a que

consta em [14], que estd baseada na semelhanga de triangulos.

Consideremos o tridngulo ABC, retdngulo em A, com altura AH relativa a hipotenusa.

Figura 3.11: Triangulo retangulo

|
|
|h
|
m [1]
H

a

Fonte:Elaborada pelo autor

Temos que:

a=m+n (3.1)
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Vamos considerar os tridngulos retangulos HBA e ABC. Os dois triangulos tém um angulo reto
(sdo tridngulos retdngulos) e tém o angulo B comum; logo, pelo caso (Angulo e dngulo) de seme-
lhanga de triangulos temos AABC ~ AHBA.

Se os triangulos sdo semelhantes, os lados homdlogos tém medidas proporcionais, o que nos

permite escrever:
a b ¢
c h m
Dessas proporgoes tiramos as relagoes:
¢ = am, 3.2)
ah=bce (3.3)
ch=>bm. (3.4)

Vamos, agora, considerar os triangulos ABC e HAC da figura inicial. Note que os dois tridngulos
sdo semelhantes, uma vez que possuem angulo reto e o dngulo C em comum.

Como os lados homologos sdo proporcionais, escrevemos as proporgoes a seguir:

a b _c
b n h
Dessas proporgoes tiramos:
b® = an, (3.5)
bh = nce (3.6)
ah = bc. (3.7)

Somando membro a membro as igualdades apresentadas em (3.5) e (3.2) temos:
b’ +c®=an+am= b*+c*=an+m).
Como em (3.1) temos a = m+ n, segue:
2

V+c?=a-a=b*+c*=d°

Fica assim demonstrado o teorema de Pitdgoras.
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3.5 Sugestoes de Exercicios

1. (ATA/MF - 2009) Entre os membros de uma familia existe o seguinte arranjo: se Marcio vai
ao Shopping, Marta fica em casa. Se Marta fica em casa, Martinho vai ao Shopping. Se
Martinho vai ao Shopping, Mario fica em casa. Dessa maneira, se Mdrio foi ao Shopping,
pode-se afirmar que:

A) Marta ficou em casa.

B) Martinho foi ao Shopping.

C) Mércio nao foi ao Shopping e Marta ndo ficou em casa.
D) Marcio e Martinho foram ao shopping.

E) Mércio néo foi a shopping e Martinho foi ao shopping.

2. (ANA 2009) Determinado rio passa pelas cidades A, B e C. Se chove em A, o rio transborda.
Se chove em B, o rio transborda e, se chove em C, o rio ndo transborda. Se o rio transbordou,
pode-se afirmar que:

A) choveu em A e choveu em B.
B) ndo choveu em C.

C) choveu em A ou choveu em B.
D) choveu em C.

E) choveu em A.

3. (ADMINISTRADOR - DNOCS - 2010) Considere a seguinte proposicdo: “Se uma pessoa nao
faz cursos de aperfeicoamento na sua area de trabalho, entdo ela nao melhora o seu desem-
penho profissional.” Uma proposicao logicamente equivalente a proposicao dada é:

A) E falso que, uma pessoa ndo melhora o seu desempenho profissional ou faz cursos de
aperfeicoamento na sua area de trabalho.

B) Nao € verdade que, uma pessoa nao faz cursos de aperfeicoamento profissional e nao
melhora o seu desempenho profissional.

C) Se uma pessoa ndao melhora seu desempenho profissional, entdo ela nao faz cursos de
aperfeicoamento na sua area de trabalho.

D) Uma pessoa melhora o seu desempenho profissional ou ndo faz cursos de aperfeicoa-
mento na sua area de trabalho.

E) Uma pessoa ndao melhora seu desempenho profissional ou faz cursos de aperfeicoamento
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na sua area de trabalho.

4. (ADMINISTRADOR - DNOCS - 2010)Argemiro, Belisario, Coriolano e Divina sao funciona-
rios de um mesmo setor do Departamento Nacional de Obras Contra as Secas. Certo dia,
apos a realizacdo de uma reunido em que se discutiu um projeto de irrigacao a ser implan-
tado numa regido, algumas pessoas fizeram as seguintes declaracoes sobre seus participan-

tes:

¢ Se Divina participou da reunido, entdo o Diretor também participou.
¢ Se Coriolano ndo participou da reuniao, entdao Divina participou.

* Se Argemiro participou da reunido, entdo Belisdrio e Coriolano ndo participaram.

Considerando que o Diretor ndo participou de tal reunido e que as trés declaracdes sao ver-
dadeiras, é correto afirmar que, com certeza, também ndo participaram

A) Argemiro e Belisario.

B) Argemiro e Divina.

C) Belisario e Coriolano.

D) Belisario e Divina.

E) Coriolano e Divina.

5. (Técnico da Fazenda Estadual SEFAZ-SP 2010) Considere as seguintes premissas:
p: Estudar é fundamental para crescer profissionalmente.
q: O trabalho enobrece.
A afirmacdo “Se o trabalho ndo enobrece, entdo estudar ndo é fundamental para crescer
profissionalmente” é, com certeza, FALSA quando:
A) p éfalsa e q é falsa.
B) p é verdadeira e q € verdadeira.
C) p é falsa e q é verdadeira.
D) p é verdadeira e q é falsa.

E) p é falsa ou q é falsa.

6. (TRT 12 Regido Anal. Jud. 2008 CESPE) Considere que todas as proposicoes listadas abaixo
sao V.

I Existe uma mulher desembargadora ou existe uma mulher juiza.
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IT Se existe uma mulher juiza entdo existe uma mulher que estabelece punicdes ou existe
uma mulher que revoga prisoes.

IIT Nao existe uma mulher que estabelece punicoes.

IV Nao existe uma mulher que revoga prisoes.

Nessa situacao, é correto afirmar que, por consequéncia da veracidade das proposicoes
acima, é também V a proposicao.

A) Existe uma mulher que estabelece puni¢des mas nao revoga prisoes.

B) Existe uma mulher que nao é desembargadora.

C) Se ndo existe uma mulher que estabelece punic¢des, entdo existe uma mulher que revoga
prisoes.

D) Nao existe uma mulher juiza.

E) Existe uma mulher juiza mas nao existe uma mulher que estabelece punicoes.

7. (CGU-2006) Mdrcia ndo é magra ou Renata é ruiva. Beatriz é bailarina ou Renata ndo é ruiva.
Renata ndo é ruiva ou Beatriz ndo é bailarina. Se Beatriz ndo é bailarina, entao Mércia é
magra. Assim,

A) Mércia ndo é magra, Renata ndo é ruiva, Beatriz € bailarina.
B) Mércia é magra, Renata ndo € ruiva, Beatriz € bailarina.
C) Marcia é magra, Renata ndo € ruiva, Beatriz ndo é bailarina.
D) Maércia ndo é magra, Renata € ruiva, Beatriz é bailarina.

E) Mércia nao é magra, Renata é ruiva, Beatriz ndo é bailarina.

8. (CGU-2008)Sou amiga de Abel ou sou amiga de Oscar. Sou amiga de Nara ou ndo sou amiga
de Abel. Sou amiga de Clara ou nao sou amiga de Oscar. Ora, ndo sou amiga de Clara. Assim,
A) Nao sou amiga de Nara e sou amiga de Abel.
B) Nao sou amiga de Clara e ndo sou amiga de Nara.
C) Sou amiga de Nara e amiga de Abel.
D) Sou amiga de Oscar e amiga de Nara.

E) Sou amiga de Oscar e ndo sou amiga de Clara.

9. (ESAF - TCU - 2002)0 Rei ir a caca é condicao necessdria para o duque sair do castelo, e é
condicao suficiente para a duquesa ir ao jardim. Por outro lado, o conde encontrar com a

princesa é condicdo suficiente para o bardo sorrir e é condi¢do necessdria para a duquesa ir
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10.

11.

12.

ao jardim. O Barao nao sorriu.

Logo:

A) A duquesa foi ao jardim ou o conde encontrou a princesa.

B) Se o duque nao saiu do castelo, entdo o conde encontrou a princesa.
C) O rei ndo foi a caca e o conde nao encontrou a princesa.

D) O rei foi a cacga e a duquesa nao foi ao jardim.

E) O duque saiu do castelo e o rei ndo foi a caca.

(AFC 2002 ESAF)Se Iara nao fala italiano, entao Ana fala Alemao. Se Iara fala italiano, entao
ou Ching fala inglés ou Débora fala dinamarqués. Se Débora fala dinamarqués, Elton fala
espanhol. Mas Elton fala espanhol se e somente se nao for verdade que Francisco nao fala
francés, Ora, Francisco ndo fala francés e Ching ndo fala chinés. Logo,

A) Iara nao fala italiano e Débora nao fala dinamarqués.

B) Ching nao fala chinés e Débora fala dinamarqueés.

C) Francisco nao fala francés e Elton fala espanhol.

D) Ana nao fala alemao ou Iara fala italiano.

E) Ana fala alemao e Débora fala dinamarqueés.

(BADESC-2010) Certo dia, trés amigos fizeram, cada um deles, uma afirmacao:

Aluisio: Hoje nao é terca feira

Benedito: Ontem foi domingo

Camilo: Amanha serd quarta-feira

Sabe-se que um deles mentiu e que os outros dois falaram a verdade.

Assinale a alternativa que indique corretamente o dia em que fizeram essas afirmacdoes.
A) Sabado.

B) Domingo.

C) Segunda-feira.

D) Terca-feira.

E) Quarta-feira.

(TRT 12 Regido Téc Jud 2008 CESPE) Assinale a opcao correspondente a negacdo correta da
proposicao “Os ocupantes de cargos em comissao CJ.3 e CJ.4 ndo tém direito a carteira fun-

cional”.
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13.

14.

A) Os ocupantes de cargos em comissdo CJ.3 e CJ.4 tém direito a carteira funcional.

B) Os ocupantes de cargos em comissdo CJ.3 ou os ocupantes de cargos em comissio CJ.4
tém direito a carteira funcional.

C) Nao € o caso de os ocupantes de cargos em comissdo CJ].3 e CJ.4 terem direito a carteira
funcional.

D) Nem ocupantes de cargos em comissdo CJ.3, nem CJ.4 ndo tém direito a carteira funcio-
nal.

E) Os ocupantes de cargos em comissao CJ].3 ndo tém direito a carteira funcional, mas os

ocupantes de cargos em comissdo CJ.4 tém direito a carteira funcional.

(ESAF) Se Beto briga com Gléria, entdo Gldria vai ao cinema. Se Gléria vai ao cinema, entdo
Carla fica em casa. Se Carla fica em casa, entao Raul briga com Carla. Ora, Raul ndo briga
com Carla. Logo.

A) Carla nao fica em casa e Beto nao briga com Gléria.

B) Carla fica em casa e Gloria vai ao cinema.

C) Carla nao fica em casa e Gléria vai ao cinema.

D) Gléria vai ao cinema e Beto briga com Gloria.

E) Gléria ndo vai ao cinema e Beto briga com Gléria.

. (ESAF) Se Carlos é mais velho do que Pedro, entdo Maria e Julia tem a mesma idade. Se
Maria e Julia tem a mesma idade, entao Joao é mais moco do que Pedro.

Se Jodo é mais moc¢o do que Pedro, entdo Carlos é mais velho do que Maria.

Ora, Carlos ndo é mais velho do que Maria. Entao:

A) Carlos nao é mais velho do que Leila, e Jodo é mais moc¢o do que Pedro.

B) Carlos é mais velho que Pedro, e Maria e Julia tem a mesma idade. C) Carlos e Joao sao
mais mocos do que Pedro.

D) Carlos é mais velho do que Pedro, e Jodo é mais moc¢o do que Pedro.

E) Carlos nao é mais velho do que Pedro, e Maria e Julia ndo tem a mesma idade.



Capitulo 4

Sugestoes de sequéncias didaticas

4.1 Circuitos logicos e arelacao com as Tabelas-verdade

Nesse capitulo serdo apresentados alguns métodos e estratégias para ensinar o contetido da logica
proposicional e de 12 ordem de maneira lidica e nao enfadonha para os alunos do Ensino Fun-
damental nos anos finais e para os alunos do Ensino Médio. Uma das maneiras interessantes de
ter um primeiro contato com a tabela verdade é o estudo dos circuitos l6gicos(de chaveamento ou
computacionais), uma vez que existe uma grande semelhanca entre as proposicoes e os dispositi-
vos fisicos de dois estados tais como interruptores, contatos, diodos, transistores que dependendo
do dispositivo chaveado podem tomar os estados ligado/desligado, conduzindo/ndo conduzindo,
fechado/aberto, carregado/descarregado, magnetizado/n4o magnetizado. E fato e notério o cres-
cimento da aplicacdo desse ramo da matemaética em engenharias e tecnologia da informacao, por
isso se faz tdo importante a introducao desse tipo de matematica nas séries finais do Ensino Fun-

damental e no Ensino Médio.

102
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4.1.1 AlgebraBooleana

Em 1854, George Boole! desenvolveu de maneira sistematica e formalizada uma representacao da
légica. Esse método ficou conhecido como Algebra Booleana que definindo informalmente trata
de maneira sofisticada o que foi apresentado anteriormente como tabela verdade, as operacoes
légicas que até entdo eram tratados como conectivos. S6 em 1938, C.E. Shannon aplicou a alge-
bra booleana para mostrar que as propriedades de circuitos elétricos de chaveamento podem ser
representados por tal logica.

Nao tratamos de maneira mais aprofundada sobre a dlgebra booleana, tendo em vista que o
proposito desse capitulo é tao somente apresentar estratégias sistematizadas para o ensino da
l6gica nas escolas de Ensino Fundamental e Médio. Apresentamos apenas algumas definicoes
para melhor compreensao das atividades propostas.

A principal diferenca entre a Algebra Booleana e dlgebra ordindria dos reais é que enquanto as
varidveis na dlgebra ordindria dos reais podem assumir valores no intervalo (—oo,00), na dlgebra
booleana s6 podem assumir um entre dois valores l6gicos possiveis, os quais podem ser denotados
por [EV](falso ou verdadeiro), [H,L](high or low) ou ainda o mais utilizado na literatura que trata

sobre o assunto que é [0,1], este Gltimo é muito utilizado em circuitos eletronicos de chaveamento.

Definicao 4.1 (Algebra Booleana) Podemos definir uma Algebra Booleana como sendo um con-

junto com trés operagoes bem definidas a saber:

12) Uma operacgao binéria? denominada soma, para qual empregaremos o simbolo &. Essa ope-
racao € similar ao conectivo “OU”, (v) estudado no Capitulo 2. Assim como na construcao
da tabela verdade do conectivo “OU”, uma varidvel booleana receberd valoracao 1, quando

pelo menos uma das varidveis de entrada vale 1.

!George Boole nasceu em Lincoln - Inglaterra em 2 de Novembro de 1815. Autodidata, fundou aos 20 anos de
idade a sua prépria escola e dedicou-se ao estudo da Matematica. Em 1840 publicou o seu primeiro trabalho original
e em 1844 foi condecorado com a medalha de ouro da Royal Society pelo seu trabalho sobre célculo de operadores.
Em 1847 publica um volume sob o titulo The Mathematical Analysis of Logic em que introduz os conceitos de lgica
simbdlica demonstrando que a légica podia ser representada por equacdes algébricas. Este trabalho é fundamental

para a construcdo e programacao dos computadores eletronicos iniciada cerca de 100 anos mais tarde.
2Uma operacao é dita bindria quando s6 pode ser definida se houver pelo menos duas variaveis envolvidas.
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Tabela 4.1: Tabela-verdade da soma booleana

Xy Xey
11 1
110 1
01 1
00 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

22) Uma operacdo binaria denominada produto, para a qual utilizaremos o simbolo x. Essa
operac¢do tem o mesmo efeito que o uso do “E”, (A), utilizado na légica proposicional e de 12
ordem. Sendo assim, uma variavel booleana receberd a valoracao 1 se, e somente se todas

as varidveis de entrada forem iguais a 1.

Tabela 4.2: Tabela-verdade do produto booleano

X|y XXy
11 1
110 0
0|1 0
00 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

33) Uma operacao denominada complementac¢do (ou negacao, ou inversdo) é a operagao cujo
resultado é simplesmente o valor complementar ao que a variavel apresenta. Sabendo que
uma variavel boolena pode assumir apenas um entre dois valores 16gicos|0,1], o valor com-
plementar serd 1 caso a varidvel apresente valoracao 0, e serd 0 caso a varidvel seja igual a
1. Nesse caso usaremos o mesmo simbolo que representa o complementar de um conjunto,
isto é, uma assercao em cima da varidavel. Por exemplo sendo A uma variavel booleana, entao

A serd sua complementar.
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Tabela 4.3: Tabela-verdade da complementacao logica

A A
1 0
0 1

Fonte: elaborada pelo autor.

Como ja mencionado anteriormente, hd uma correspondéncia muito grande entre logica pro-
posicional e a Algebra Booleana. Vimos que no exemplo das operacdes s6 mudaram os simbolos,

mas a operacao em si nao se alterou. Segue um quadro de resumo entre essas correspondéncias:

Tabela 4.4: Quadro resumo da correspondéncia entre l6gica proposicional e Algebra Booleana

Légica proposicional | Algebra Booleana
F 0
A% 1
v ®
A X
~A A

Fonte: Elaborada pelo autor.

As operacdes na Algebra Booleana como foram definidas apresentam algumas propriedades
facilmente demonstraveis. Nao trataremos aqui das demonstra¢des porque foge do objetivo desse

trabalho, mas segue uma tabela com um resumo das propriedades das operacdes booleanas:
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Tabela 4.5: Quadro resumo das propriedades das operacdes da Algebra Booleana

Nome Propriedade
complemento de 0 e 1 1=0e0=1
idempoténcia X®X=XexXxx=2Xx
Identidade bel=1ebx0=0
Absorcao X®(xxz)=x

xx(x®z)=x

Involucao X=x

Associatividade xe(yoz)=(x0y)®z

xx(yxz)=(xxy)xz

Leis de Morgan (x@y)=XxYy

(xxy)=x®y

Fonte: Dantas.

4.1.2 Avaliacao de equacoes Boolenas

O procedimento para avaliar como se comporta determinada equacao Booleana é através de sua
tabela verdade, que seguem as mesmas orientagdes na ordem de precedéncia dos conectivos e

operacoes logicas.

1. Criamos colunas para as varidveis de entrada e listamos todas as combinacdes possiveis.

Para isso vimos um passo-a-passo no Capitulo 2.

2. Criar uma coluna para cada varidvel que aparece complementada.(Esse segundo passo nao
é necessariamente obrigatdrio, mas ajuda bastante dependendo do niimero de entradas que

hd na equacao a ser avaliada).

3. Avaliar a equacdo seguindo a ordem de precedéncia, a partir do nivel de parénteses mais

internos:

1°) multiplicacao légica;

2°) adicao logica.
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4.1.3 Funcao Booleana

Seja B o conjunto definido como sendo uma 4lgebra Booleana, isto é, um conjunto munido das
operacgdes soma, produto e complementar légicos, e que cada um de seus elementos recebem
valoracdo 0 ou 1. Uma maneira simples de representar uma élgebra Booleana, é simplesmente
(B,®,x,5,0,1). Uma funcdo Booleana de n variaveis xj, x, ..., X, € uma funcdo f : B” — B de tal

modo que f(x1,x2,..., X;) é uma expressdao Booleana.

Exemplo 4.1 Considere uma dlgebra Booleana (B, ®, x,",0,1), vamos analisar as possiveis saidas

para a fungéo booleana W : B3 — B, definida como W (x,y,z) = x® y x Z.

Tabela 4.6: Exemplo de andlise de uma equacao Booleana

X|y|z|z|yxz|xeyxz
11010 0 1
11001 0 1
1110 0 1
1101 1 1
0/0|1]0 0 0
0/]0]0]|1 0 0
0|1(1]0 0 0
0j1]0]|1 1 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 Circuitos de Chaveamento

Em um circuito chaveado como por exemplo um circuito elétrico, uma chave é um dispositivo
ligado a um ponto de um circuito elétrico, que pode assumir um dos dois estados: fechado ou
aberto. Quando no estado fechado, a chave permite que a corrente passe através do ponto, en-
quanto que no estado aberto nenhuma corrente passa através do ponto. Os estados aberto e fe-
chado podem ser representados respectivamente por (F) e (V), mas na maioria da literatura que

trata sobre o tema da 4lgebra Booleana aplicada a circuitos chaveados usa-se (1) para o caso da
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chave fechada e (0) para a chave aberta, e por esse motivo também usaremos essa linguagem. e as
chaves podem ser representadas por letras do alfabeto latino, sendo na maioria das vezes desig-
nadas pelas letras x, y e z.

Dizemos que dois pontos P e Q de um circuito elétrico estdo ligados por um circuito de cha-
veamento se, e somente se estdo interligados por um circuito, isto é, linha no qual estd localizado

um numero finito de chaves.

4.2.1 Circuitos em série

Em um circuito em série a corrente flui de A até B somente sob a condi¢do de todas as portas

estarem fechadas.

Exemplo 4.2

Figura 4.1: Exemplo de circuito em série

% Y
Ae /Oo /O—QB

Fonte: Elaborada pelo autor

Nesse exemplo apresentamos um circuito em série com duas portas(interruptores), x e y, se
adotarmos 1 para fechada e 0 para aberta, teremos x =0 e y = 0. O circuito s6 passaria corrente
de A para B no caso em que x =1 e y = 1. Representando na algebra Booleana a corrente flui de A

para B se, e somente se a equacao x x y = 1 € satisfeita.

4,2.2 Circuitos paralelos

Funciona como o “OU” da légica proposicional, ou se preferir como a operac¢ao adicao da alge-

bra Booleana.

Exemplo 4.3
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Figura 4.2: Exemplo de circuito em paralelo

A.—n —§

Fonte: Elaborada pelo autor

Note que para a corrente fluir de A para B é suficiente que apenas uma das portas esteja fechada,
0 que na 4lgebra Booleana, é equivalente a dizer que a corrente flui de A para B quando satisfeita

a seguinte equacao: x® y = 1.

4.2.3 Circuito em série-paralelo

Esse tipo de ligacao envolve os dois tipos de ligacoes mencionadas anteriormente.

Exemplo 4.4

Figura 4.3: Exemplo de circuito em série-paralelo
e S
@ @
@ @ @
e
A®— ©

Fonte: Elaborada pelo autor
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Consideracdes importantes

* Observe que no ultimo exemplo existem algumas chaves com o mesmo nome. Chaves com
o mesmo nome operam de forma idéntica, isto €, se uma estd aberta a outra estd necessari-

amente aberta e vice-versa.

e Umaregra geral para montarmos uma expressao Booleana para os circuitos de chaveamento
é a seguinte: denotamos pelo produto l6gico duas chaves que estejam em série e pela soma
l6gica chaves que estejam em circuito paralelo(observe como foram obtidas as formulas nos
exemplos anteriores). Por exemplo, o circuito em série paralelo do exemplo anterior pode
ser denotado pela expressdo Booleana dada por: x x (y x z® x) @ y x w x z. Analogamente aos
exemplos anteriores, existird uma conducao interligando A a B se, e somente se x x (y x z®
X) ® y x w x z= 1. De maneira mais generalizada podemos dizer que uma funcao Booleana

representa um circuito e um circuito de chaveamento realiza uma funcao Booleana.

e Tendo em vista que as chaves de um circuito podem tomar apenas um dos dois estados(Aberto/
Fechado), sob a luz da légica, isto é, sem considerar questdes fisicas como voltagem, resis-
téncia, quantidade de corrente elétrica, os circuitos de chaveamento sempre poderdo ser

modelados pela dlgebra Booleana.

4.3 Circuitos logicos

Na sec¢do anterior foram detalhados alguns circuitos de chaveamento simples, como os circuitos
em série, em paralelo e em série-paralelos, agora vamos ver como esses podem ter outro trata-

mento na elaboracao de circuitos mais elaborados.

Definicao 4.2 (Portas 16gicas) Podemos definir um circuito de chaveamento em série como sendo
um dispositivo com n entradas (chaves), e uma saida que vale 1 se transmitir corrente e vale 0 caso
contrdrio. Dessa mesma forma poderemos definir cada um dos circuitos de chaveamento. A cada
um desses dispositivos simples (circuitos de chaveamento) denominamos porta légica. De maneira
informal podemos definir as portas légicas como sendo a representagdo grdfica de fungoes Boolea-

nas.

As portas légicas sdo representadas por simbolos especificos que nos permitem identificar fa-

cilmente de qual operagdo logica estamos tratando, segue ilustracao das principais portas logicas:
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Figura 4.4: Representacdo grifica de algumas portas légicas

T Sy e 3 T T

Porta E Porta OU [nversor NAO Porta XOR Porta NAO-E  Porta NAO-OU

Fonte: http://www.inf.ufes.br

Note em cada uma das portas légicas existem duas entradas excetuando a porta inversora , to-

davia podem haver mais de uma entrada,porém apenas uma saida que pode ser ou 1 ou 0.

Definicao 4.3 (Circuitos Légicos) As portas logicas podem ser agrupadas de maneira a formarem
circuitos a partir de conexoes formando expressoes Booleanas, a esse conjunto de conexoes entre

portas légicas denominaremos circuitos logicos.

As portas légicas funcionam exatamente como os conectivos da légica proposicional operadores
l6gicos da algebra Booleana.
4.3.1 PortalégicaE

Na porta légica “E” de n entradas a saida serd 1 se, e somente se as n entradas forem iguais a 1.

Figura 4.5: Representacdo grafica da porta légica E

¥ —
w
— —

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso do exemplo anterior, a corrente s6 passa pela porta légica se a equacgao x x y =1 for

satisfeita.

Figura 4.6: Tabela-verdade usando a porta légica E

11— 1— 0— 0—

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.3.2 Portalégica OU

Assim como na porta E, a porta OU precisa receber no minimo duas entradas. A porta OU segue
o funcionamento da opera¢dao Booleana soma, isto é, para que resulte em 1, basta que uma das

entradas seja igual a 1.
Figura 4.7: Representacao gréfica da porta légica OU

X
w
— >—

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos fazer a representacdo das possiveis saidas para uma porta do tipo OU da seguinte

maneira:

Figura 4.8: Tabela-verdade usando a porta légica OU

1 1 1 0 0
>~ O > o s -

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3.3 Portainversora

A porta inversora faz exatamente o papel da operacao complementar da 4lgebra Booleana que
é a negacdo da légica proposicional. Diferentemente das outras portas, a inversora possui apenas

uma entrada.

Figura 4.9: Representacao grafica da porta inversora

A_|>0J

Fonte: logisim v2.7.1

Como estd definida essa porta, o resultado € 1 se a entrada for 0 e é 0 caso a entrada seja 1.
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Figura 4.10: Tabela-verdade da porta inversora

Fonte: Elaborada pelo autor.

Essas trés portas que foram detalhadas, porta E (AND), porta OU (OR) e a porta inversora NAO(NOT)
sdo as principais e mais basicas, com elas ja é possivel aimplementacao das atividades ltidicas que

serdo apresentadas a seguir.

4.4 Primeira Atividade - Aplicativo computacional

A matematica, assim como a maioria das ciéncias empiricas, tem sua parte abstrata o que é de
certa forma um incomodo para os alunos em sala de aula, tendo em vista que muitas das vezes os
exemplos que sdo apresentados apresentam situacoes nas quais os alunos ndao podem ver na pra-
tica o que acontece. Esse fato por si s6 ja é responsavel por um grande percentual do desinteresse

do aluno em aprender matematica.

“A dificuldade [no processo de ensino-aprendizagem] pode estar no fato de
passar uma imagem de que a matemdtica é por exceléncia o lugar das abs-
tragoes, enfatizando-se seus pontos formais e distanciando-a da realidade,

tanto para quem aprende como para quem ensina.”(SILVA, 2004, p.6)

A primeira atividade que segue como sugestdo é o uso de ferramentas computacionais para
que os alunos tenham um contato direto e lidico na formacgao das tabelas-verdade, que como
vimos é fundamental para entender a logica desde proposi¢des simples até a validade de argu-

mentos.

4.4.1 Aplicativo on-line - circuito légico

Existe um nucleo de computagdo aplicada destinado ao desenvolvimento de objetos de apren-
dizagem significativa, estruturados em simulagées computacionais de fendomenos. Esse nticleo,
batizado como NOAS, oferece muitas ferramentas interessantes para o auxilio no processo mul-

tivaridvel de ensino-aprendizagem. A proposta é desenvolver objetos que contribuam para uma
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aprendizagem significativa. Esses atividades sdo baseadas em simulacdes computacionais (ap-
plets Java, animacoes em flash, realidade virtual) que permitem ao aprendiz a interacdo necessaria
a compreensao dos fenomenos estudados.

A equipe do NOAS é constituida por educadores, especialistas em softwares, engenheiros, que
se utilizam da tecnologia digital como elemento potencializador do processo de ensino e apren-
dizagem.

Uma das ferramentas apresentadas no site do NOAS é um aplicativo denominado circuito
l6gico, disponivel gratuitamente para ser utilizado na plataforma on-line no seguinte endereco:
http://www.noas.com.br/ensino-medio/matematica/logica/circuitos-logicos/.

O intuito do aplicativo € fazer uma associacao direta entre circuitos de chaveamento e as linhas

da tabela-verdade dos conectivos: conjuncdo e disjung¢do inclusiva.

Figura 4.11: Tela inicial do aplicativo

SISTEMA DE EMSING

QCNEC

GIRGUITOSIOGIGOS

-

&

Fonte: http://www.noas.com.br/ensino-medio/matematica/logica/circuitos-logicos/.

Circuito simples

Esse item do aplicativo, serve para o aluno entender o circuito de chaveamento, como s6 tem
uma chave, fica bem intuitivo o uso do aplicativo. Para a a chave mudar de estado (Aberto/Fechado),

basta clicar com o mouse na determinada chave.
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Figura 4.12: Circuito simples aberto

GIRGUINOSIVIEIES]

/ [
TABELA VERDADE

pu— . ® P | ~P
_- v | F
v

INVERSOR

CIRCUITQ DETIPO E

CIRCUITO DETIPO.OU
ARRASTE O INVERSOR
ATE O CIRCUITO.

Fonte: http://www.noas.com.br/ensino-
medio/matematica/logica/circuitos-

logicos/.

Circuito tipo E
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Figura 4.13: circuito simples fechado

GIRGUITOSIMBEES]

TABELA VERDADE
e + P | -p
—_— F

F v

INVERSOR

CIRCUITO DETIPO E

CIRCUITO DE TIPO.OU
ARRASTE O INVERSOR
ATE Q CIRCUITE,

Fonte: http://www.noas.com.br/ensino-
medio/matematica/logica/circuitos-

logicos/.

Com uso desse aplicativo é esperado que o aluno passe a compreender melhor, o que acontece

com as valoracgdes de proposicdes compostas do tipo conjuncao.

Figura 4.14: Circuito Tipo E - Quarta linha da Figura 4.15: Circuito Tipo E - Terceira linha da

tabela-verdade tabela-verdade
GIRGUITOIDENIPO] 4 GIRGUITOIDENIPO]

TABELA VERDADE E TABELAVERDADE E
Q |[Pra|~(PrQ)

a|pra|~(Pra)
v[v ERENEN - viv
FlF —_— ® vV F|F
v F

FIF| F

CIRCUITO SIMPLES INVERSOR

<

n|<|<|

<|<|<|m

i—__+ ®

INVERSOR

<|<|<|m

CIRCUITO SIMPLES

CIRCUITO DETIPO OU CIRCUITO DE TIPO.OU
ARRASTE O INVERSOR

ARRASTE O INVERSOR
ATE Q CIRCUITE,

ATE O CIRCUITO,

Fonte: http://www.noas.com.br/ensino- Fonte: http://www.noas.com.br/ensino-

medio/matematica/logica/circuitos- medio/matematica/logica/circuitos-

logicos/. logicos/.
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Figura 4.16: Circuito Tipo E - Segunda linha da Figura 4.17: Circuito Tipo E - primeira linha da

tabela-verdade tabela-verdade
GIRGUITOIDENIPG] 4 GIRGUITOIDENIPO] 4
—o’b—c/o— ———Oo—b—0— 10—
TABELA VERDADE E TABELA VERDADE E

Pl Q|PrQ|~(PrQ) Pl Q|PrQ|~(PAO)
NENERN e viv| v mEEEEE +
—_— ® — v F|F
FIV] F Flv] F

FIF| F F|F| F

<|<|<
<|<|=|m

o sim CIRCUMO SIMPLES
INVERSOR CIREVITD SMALES INVERSOR

CIRCUITG DETIPO OU CIRCUITE DETIPO OU
ARRASTE O INVERSOR ARRASTE O INVERSOR

ATEQ CIRCUITO, ATEQ CIRCUITO,

Fonte: http://www.noas.com.br/ensino- Fonte: http://www.noas.com.br/ensino-

medio/matematica/logica/circuitos- medio/matematica/logica/circuitos-

logicos/. logicos/.

Circuito tipo OU

Na construcao da tabela verdade da disjun¢do, por mais que procuremos usar proposicoes faceis
de entendimento, muitas vezes os alunos apresentam dificuldades em entender o OU inclusivo,
o aplicativo torna essa conceito bem mais simples, e o aluno ainda pode ficar fazendo testes e

tirando suas préprias conclusoes acerca do contetido apresentado.

Figura 4.18: Circuito Tipo OU - Segunda linha Figura 4.19: Circuito Tipo OU - Primeira linha

da tabela-verdade da tabela-verdade

CIRGUIOIDENIEGL. |1} GIRGUITOIENIEOL: ||

C TABELA VERDADE OU TABELAVERDADE OU
P|a|rva|~(Pva) P|Q|pPve|[-(Pva)

+ v iv] v F e viv] v F

—— VIF| v F pEEERECE v|E| v F

V| v F F

A F|F| F v

CIRCUITO SIMPLES CIRCUITO SIMPLES
INVERSOR INVERSOR
CIRCUTODETIPOE CIRCUITO DETIPO E

ARRASTE O INVERSOR ARRASTE O INVERSOR
ATE 0 CIRCUITO. ATEQ CIRCUITO,

Fonte: http://www.noas.com.br/ensino-
medio/matematica/logica/circuitos-

logicos/.

Fonte: http://www.noas.com.br/ensino-
medio/matematica/logica/circuitos-

logicos/.
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Figura 4.20: Circuito Tipo OU - Segunda linha Figura 4.21: Circuito Tipo OU - Primeira linha
da tabela-verdade da tabela-verdade
GIRGUITOIDENIPOL T GIRGUITOIDENIPOL: )

TABELAVERDADE OU TABELA VERDADE QU
P |0 |PvQ|~(PvQ) P|lQ|PvQ|~(PvQ)

v

v
FIF| F

|
I
|
+
:
8
|
|
.
:

INVERSOR INVERSOR

CIRCUITO DETIPO

ARRASTE O INVERSOR ARRASTE O INVERSOS
ATEQ CIRCUITO, ATE O CIRCUITO,

Fonte: http://www.noas.com.br/ensino- Fonte: http://www.noas.com.br/ensino-
medio/matematica/logica/circuitos- medio/matematica/logica/circuitos-
logicos/. logicos/.

4.5 Segunda atividade - Redefinindo conectivos com uso do pro-

grama de computador logisim v2.7.1

Essa segunda atividade deve preferencialmente ser aplicada quando o aluno ja tem entendido
bem o que é uma proposicdo composta, ja souber montar uma tabela verdade e ter conhecimento
do comportamento dos conectivos da légica proposicional no que diz respeito a suas valoracoes.

Para alguns resultados tedricos da logica se faz necessario que os conectivos sejam reduzidos o
maximo que pudermos, um desses resultados por exemplo é quando partindo da tabela verdade
de uma proposicdo composta desejamos chegar a fungdo Booleana que a descreve. E possivel
redefinirmos os conectivos usando apenas trés deles a saber: a conjuncao, a disjuncao e a negacao.
Como exemplo podemos utilizar o que ja foi apresentado na secdo que trata sobre equivaléncias
l6gicas, vimos que A — B é equivalente a (~ A) v B.

Feito isto fica facil notar que também é possivel redefinir o conectivo bicondicional com ou-
tros conectivos mais simples. Na Subsecao 2.3.4 ja escrevemos a bicondicional como a conjunc¢ao

entre duas implicac¢des, desse fato segue:

A—-Boe (A—-BAB—-A) < (~AVB)A((~B)VA).
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Note que ainda é possivel reduzir mais a quantidade de conectivos, uma vez que as leis de Morgan
nos permitem escrever a conjuncdao como uma disjunc¢do e vice-versa, claro com uso da negacao.
Por exemplo AA B <~ ((~ A) vV (~ B)).

Com base no exposto podemos fazer a seguinte afirmacao:

Proposicao 4.1 Para toda formula composta A da logica proposicional, existe uma férmula B equi-

valente a A, tal que os uinicos conectivos de B sGo Vv e ~.

A tabela a seguir resume a proposicao acima.

Tabela 4.7: Forma disjuntiva normal

ANB ~({(~A)Vv(~B)

A—B (~A)vB

A<B | ~(~({(~AVB)V~((~B)VA)

Da mesma forma que redefinimos os conectivos utilizando apenas a disjuncdo e a negacao
é possivel fazé-lo utilizando a conjuncdo. Quando a férmula é apresentada na forma A; v A, v
AsV...V Ay, onde cada A; = By ABy A... A By, tal que B; € uma férmula atdmica ou sua negacao,

dizemos que a mesma esta na forma disjuntiva normal.

4.5.1 Atividade utilizando o Logisim

O Logisim é uma ferramenta educacional gratuita para a concepg¢ao e a simulacao digital de cir-
cuitos légicos, disponivel no seguinte endereco eletronico: http://www.cburch.com/logisim/pt/.
A interface da ferramenta é bem intuitiva e de facil manuseio para a atividade proposta. As

ferramentas que serdo necessdrias para a atividade sao as seguintes:
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Figura 4.22: Tela inicial do software

D o o s i e

Arquive Editar Projeto Simuter—tengla Ajuda

G N\ e

Portas complementar , E e OUrespectivamente - -~~~ -~ -~~~ - 0 s e

Pino (Entradas)

, Conexdo
-~ J Distribuidor
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- (% Ponta de prova
- Tdnel

% Resistor para ajuste
Clock

-~ 1 - Constante

- 4 Fonte
AT

Circuito: main

Mome do drcuito

main

Rdtulo compartilhado

Direcéo do rdtulo compartihado

Leste

Fonte do rdtulo compartilhado

SansSerif Mormal 12

Objetivos especificos

Elaborada pelo autor.

Os objetivos especificos para essa atividade sao os seguintes:

119

4 Fonte:

* Realizar operagdes légicas reduzindo os conectivos a apenas 3 operadores: E, OU e Comple-

mentar(Negacao);

* Descrever as operac¢oes das portas AND (E), OR (OU), e NOT (Negacdo), e construir as tabelas-

verdade por observacao de circuitos criados no software Logisim em sua versdo 2.7.1;

e Implementar circuitos logicos utiliazando portas bésicas And, OR e NOT;

e Compreender de que forma as leis de DeMorgan ajudam a simplificar circuitos l6gicos com-

plexos;
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e Usar a experimentac¢do para conferir resultados antes ja mostrado utilizando-se da prética

tradicional;

e Reconhecer circuitos légicos como sendo a representacdo grafica de expressdes Booleanas.

Metodologia

Essa atividade tem como publico alvo os alunos do Ensino Médio, e pode ter a duragdo de pelo
menos 03(trés) aulas de 50 minutos e é interessante que seja realizada em grupos objetivando
proporcionar a discussao da atividade entre os préprios alunos. E ideal para ser aplicada em aulas
no laboratério de informadtica. A principio deve-se apresentar o programa aos alunos, mostrando
como dar os primeiros passos. Em um segundo momento poderemos solicitar que os alunos “tes-
tem” os conectivos bdsicos que estaremos utilizando na construcao dos circuitos l6gicos, fazendo
0 que estd representado nas figuras 4.6, 4.8 e 4.10, comparando os resultados obtidos com os re-
sultados da tabela-verdade. Para finalizar a sequéncia didética, agora que os alunos ja se “apropri-
aram” do software, o professor ja pode pedir que os alunos representes expressdes mais complexas
utilizando apenas as portas logicas AND, OR e NOT. Seguem alguns exemplos de atividades que

podem ser tomadas como base para criagdo de outras.

Exemplo 4.5 Construir um circuito logico utilizando apenas duas entradas e a porta légica comple-

mentar, Porta E e Porta OU, de maneira que as saidas sejam exatamente as mesmas da condicional.

Sabemos que a tabela-verdade da condicional é a seguinte:

Tabela 4.8: Tabela-verdade da Condicional

A|B A—-B
V|V A%
V| F F
F|V \Y
F|F \Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

E também sabemos que A — B < ((~ A) v B). Sendo assim, uma solucdo para o problema é a

seguinte:
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Figura 4.23: circuito légico - condicional

12 entrada|«1

Saida

oL

2% entrada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.24: 12 linha da tabela-verdade condici-

onal

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.26: 32 linha da tabela-verdade condici-

onal

1% entrada[@}—>c

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.25: 22 linha da tabela-verdade condici-

onal

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.27: 42 linha da tabela-verdade condici-

onal

1% entrada|@—>0——

Fonte: Elaborada pelo autor.

No exemplo anterior foi feito um circuito usando apenas a negacao e a disjuncdo para repre-

sentar a condicional. Agora fazendo uso também da conjuncao, além dos dois j& mencionados

vamos representar a bicondicional

Exemplo 4.6 Construir um circuito légico que simule a bicondicional entre duas proposigoes.

Vamos relembrar a tabela verdade da bicondicional:



12 entrada

28 entrada
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Tabela 4.9: Tabela-verdade da Bicondicional
A | B A—B
VIV \Y
V| F F
F|V F
F|F \Y
Fonte: Elaborada pelo autor.
Uma solucao € a seguinte:
Figura 4.28: circuito l6gico - bicondicional
Inversor
. ou
E LED
Inversor ol

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vejamos de fato que esse circuito comporta-se exatamente como a bicondicional

Figura 4.29: 12 linha da tabela-verdade bicondi-

cional

12 entrada[@ly

o nversar. .

22 entrada[@]- -

CTEE T Je
=

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.30: 22 linha da tabela-verdade bicondi-

cional

1a.entrada@_L. e
2.3.ent.rada.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.7 Agora, faremos um circuito logico para a disjungdo exclusiva.
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Figura 4.31: 32 linha da tabela-verdade bicondi- Figura 4.32: 42 linha da tabela-verdade bicondi-
cional cional

12 entrada[®@h

- nversar. .

1%entrada[® - oo
L oJmwersor. oo
Z?Zeﬁt:rada:

22 entrada[@]- -

s s
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.
Vejamos a tabela-verdade disjuncao exclusiva:

Tabela 4.10: Tabela-verdade da Disjun¢do Exclusiva

A|B AvB
VIV F
V| F \Y
F|V A%
F|F F

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma possivel solugdo é a seguinte:

Figura 4.33: circuito l6gico - Disjuncao exclusiva

Invearsor
12 entrada
LED
INversor |

22 entradaE .

Fonte:

Elaborada pelo autor.

Vejamos que o circuito de fato representa graficamente a disjuncao exclusiva.
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Figura 4.34: 12 linha da tabela-verdade da dis- Figura 4.35: 22 linha da tabela-verdade da dis-
juncao exclusiva juncao exclusiva

CInerSOr e
-

12 entrada[@}—————>0—

U IMWEFSOF e e
*

12 entrada[0}—+————>c—

Inversor

2° entrada[@}———>0—

2:°e:n:tra:da..— I Fa e
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 4.36: 32 linha da tabela-verdade da dis- Figura 4.37: 42 linha da tabela-verdade da dis-
juncdo exclusiva juncdo exclusiva
Inversor

12 entrada[@}————>c—

Inversor
1aentrada. N
= e

Inversor

2° entrada[@}———>0— 2* entrada[@—

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Algumas escolas, principalmente as publicas(estaduais e municipais) infelizmente ainda nao
possuem laboratério ou porque nunca tiveram de fato ou por conta do mal uso que acaba suca-
teando os laboratérios das escolas. Uma alternativa para aplicacao dessa atividade é o professor
previamente, explicar a representacdo grafica dos conectivos e auxiliar os alunos na criacao de

esbocos de expressoes booleanas.

4.6 Terceira atividade - Ainda utilizando o Logisim

Uma outra atividade que pode ser realizada fazendo uso do Logisim é o inverso da atividade ante-
rior, isto é, na atividade anterior era fornecida a tabela verdade ou uma funcao booleana e o aluno
deveria montar o circuito légico. A proposta dessa atividade é que o professor construa previa-
mente o circuito logico e determine os valores l6gicos das entradas, o aluno devera concluir se o
“LED” acenderd ou ndo. Uma outra variante dessa atividade seria a seguinte: o professor monta o
circuito tomando como ponto de partida uma funcao booleana e pede para que o aluno descubra

quais sdo as combinac¢des de entrada que fazem o LED acender.
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Uma abordagem poderia ser inicialmente dando o circuito e solicitando do aluno a expressao

algébrica da saida.

Exemplo 4.8 Dado o Circuito a seguir com 4 entradas, determine a equagdo albébrica que relaciona

a saida x com as entradas.

Solugao:

Figura 4.38: circuito l6gico 1 - Terceira atividade

5 @

C.——I

~

/

oe—

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma solugdo para essa questdo é a seguinte:

Figura 4.39: circuito légico 1 Solucdo - Terceira atividade

::3{: A

E®
Co

o—

Sendo assim a Expressdo Booleana que é solugdo para o problema é dada por:

ABC

Fonte: Elaborada pelo autor.

x=ABCx (A® D)

ABC = (.

Exemplo 4.9 Ainda utilizando a Figura 4.38, e a solugdo do Exemplo 4.8, analise o circuito e faca

uma discussao acerca das entradas e saidas do mesmo.

Solucgao:

Fazer uma discussao significa estudar quais devem ser as entradas para que a saida seja 1, e quais
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sdo as entradas que fazem a saida ser O(zero). Uma maneira de fazer tal estudo poderia ser utili-
zando a tabela verdade, uma vez que jd é conhecida a expressdo Booleana do determinado circuito.
Note que na expressio x = ABC x (A® D), o valor de x serd 1 somente se os dois conjuntos forem
iguais a 1, ou seja, ABC=1eAeD=1.

De ABC =1 concluimos quez =1,B=1eC=1,ede A& D = 1 concluimos que D necessaria-
mente deve ser 0 (zero) para que a saida seja 1, tendo em vista que A = 0.

Conclusdo: Sdo possiveis 16 combinagoes de entrada mas apenas em uma delas a saida serd 1,
nocasoemque A=0,B=1,c=1eD =0.

Podemos constatar esse fato, fazendo a tabela verdade para a expressdo booleana.

Tabela 4.11: Tabela-verdade do Exemplo 4.9

A|B|C|D|-A|ABC| AeD | ABCx(AeD)
1|1(1]1] 0 0 0 0
1|1(1]0] 0 0 0 0
1|1(o0|1] 0 0 0 0
1{1/0|l0] 0 0 0 0
1/of1]1] 0 0 0 0
1{o/1]0]| 0 0 0 0
1/0[0|1] 0 0 0 0
1/0[0/0] O 0 0 0
0[1[1]1] 1 1 0 0
0[1[1]0]| 1 1 1 1
0[1[0]1] 1 0 0 0
0[1[0]|0]| 1 0 1 0
0(0[1]1] 1 0 0 0
0(0[1]0]| 1 0 1 0
0(0[0]1] 1 0 0 0
0(0[0]|0] 1 0 1 0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.7 Resultados esperados e consideracoes finais

A presente dissertacdo foi motivada especialmente por experiéncias vividas em sala de aula
como aluno(do ensino bésico até o ensino superior), mas principalmente enquanto professor do
ensino fundamental e médio, tanto na rede privada quanto na rede publica de ensino. Um dos
principais requisitos que fundamentam a importancia da matematica escolar nos textos oficiais
que versam sobre o assunto é a resolucdao de problemas, mas para que o aluno consiga alcangar
bem essa competéncia ndo é suficiente que o mesmo saiba fazer contas, existem vérias outras
habilidades que sao inerentes a pratica de resolucao de problemas das quais os PCNEM citam al-
gumas: estabelecer hipoteses e tirar conclusoes, saber apresentar exemplos e contra-exemplos,
generalizar situacoes, conseguir abstrair regularidades, criar modelos a partir de observacdes sin-
gulares. Isso evidéncia a importancia que o estudo da légica formal tem no contexto do ensino-
aprendizagem, tendo em vista que as habilidades supra citadas sdo devidamente trabalhadas

(como mostrado no texto) na abordagem da logica formal.

“No contexto da construcdo do conhecimento matemdtico é ela[A LOGICA]
que permite a compreensao dos processos; é ela que possibilita o desenvolvi-
mento da capacidade de argumentar e de fazer conjecturas e generalizagoes,
bem como o da capacidade de justificar por meio de uma demonstragéo for-

mal.”(BRASIL, 2008)

Existe uma dificuldade para os professores em trabalhar a l6gica em sala de aula, muitas vezes
porque os mesmos nao tiveram a oportunidade de cursar essa cadeira na graduacdao ou porque
a maioria dos livros didédticos nao apresentam tal contetido, e quando o apresenta, faz isso de
maneira muito resumida e sem nenhuma proposta de atividade para nortear a pratica do profis-
sional, a presente dissertacao baseada nesses argumentos teve como escopo apresentar ndao s6
a importancia da légica no ensino bésico e toda a teoria que fundamenta essa importancia, mas
trazer também algumas sugestoes de atividades sejam como questiondrio ou como sequéncias
didaticas utilizando o lddico como ferramenta de aprendizagem.

E esperado que o profissional em educagdo matematica ao ler esse texto, compreenda o quao
importante € a logica para a matematica e ndo a dissocie de sua pratica enquanto docente, e mais,
veja nesse texto inspiracdo para formular suas préprias atividades ou até mesmo implementar em

suas aulas as atividades que estdo propostas na presente dissertacao.
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4.8 Exercicios de Vestibulares

1. (Insper 2014) Dentro de um grupo de tradutores de livros, todos os que falam alemao tam-
bém falam inglés, mas nenhum que fala inglés fala japonés. Além disso, os dois tinicos que
falam russo também falam coreano. Sabendo que todo integrante desse grupo que fala co-
reano também fala japonés, pode-se concluir que, necessariamente,

A) todos os tradutores que falam japonés também falam russo.
B) todos os tradutores que falam alemao também falam coreano.
C) pelo menos um tradutor que fala inglés também fala coreano.
D) nenhum dos tradutores fala japonés e também russo.

E) nenhum dos tradutores fala russo e também alema3o.

2. (Insper 2014) A figura abaixo mostra o fluxograma do processo que ¢ utilizado em uma coo-

perativa agricola para definir o destino das frutas enviadas a ela pelos produtores da regido.

| Recabimeanto da fruta |

L J

Sl A aparéncia da casca e a rigidez
da fruta estio normais?

MAD

0 peso da frula & menor SIM NAD
da quea 200 grarna:—'p"'*

Afruta estd podra?

MNAO " Enwio para fabrica de gelciaé - s

¥

O pesa da fruta & menor Sin
do qua 300 gramas?

L

¢ Envio para compostagem

MNAC

¢ Ervia para exportagio Enwvio para comercializagao
S o no mercado interno A

Fuitine

De acordo com o fluxograma, se o peso de uma fruta recebida pela cooperativa é 320 gra-
mas, entao essa fruta, necessariamente,

A) sera enviada para exportacgao.
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B) serd enviada para a fabrica de geleias.
C) ndo serd enviada para comercializacdo no mercado interno.
D) ndo serd enviada para compostagem.

E) nao serd enviada para a fébrica de geleias.

3. (Insper 2014) Os organizadores de uma festa previram que o publico do evento seria de,
pelo menos, 1.000 pessoas e que o nimero de homens presentes estaria entre 60% e 80% do
numero de mulheres presentes. Para que tal previsdo esteja errada, basta que o namero de
A) homens presentes na festa seja igual a 360.

B) homens presentes na festa seja igual a 500.
C) homens presentes na festa seja igual a 1.000.
D) mulheres presentes na festa seja igual a 650.

E) mulheres presentes na festa seja igual a 1.000.

4. (Fatec 2013) Na Logica, tem-se que a proposicao
Se ocorre B, entao ocorre Q.
é equivalente a proposicao
Se ndo ocorre Q, entdao nao ocorre P.
Assim sendo,

Se x < 3,entdo y=-4
é equivalente a

A) Se x> 3, entao y # —4.
B) Se x = 3, entao y #4.
C) Se y #4, entao x = 3.
D) Se y # —4, entao x > 3.
E) Se y # —4, entdo x = 3.

5. (Insper 2012) As duas afirmacgdes a seguir foram retiradas de um livro cuja finalidade era re-
velar o segredo das pessoas bem sucedidas.
I. Se uma pessoa possui muita forca de vontade, entdo ela consegue atingir todos os seus

objetivos.
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II. Se uma pessoa consegue atingir todos os seus objetivos, entdo ela é bem sucedida.
Dentre as alternativas abaixo, a tinica que relaciona corretamente a veracidade ou a falsi-
dade das duas afirmacoes é

A) se a afirmacao I é falsa, entdo a afirmacdo II é necessariamente verdadeira.

B) se a afirmacao I é falsa, entdo a afirmacao II é necessariamente falsa.

C) se a afirmacao I é verdadeira, entdo a afirmacao II é necessariamente falsa.

D) se a afirmacdo II é falsa, entdo a afirmacao I é necessariamente falsa.

E) se a afirmacdo II é verdadeira, entdo a afirmacao I é necessariamente verdadeira.

6. (Insper 2012) Em um campeonato disputado por 20 equipes, quatro delas sdo consideradas
“times grandes”. Numa rodada desse campeonato, na qual todas as 20 equipes disputaram
um unico jogo, houve exatamente trés partidas envolvendo pelo menos um time grande. O
total de gols marcados nessas trés partidas foi 2. Apenas com essas informacgdes, conclui-se
que nessa rodada, necessariamente,

A) pelo menos um time grande marcou um gol.

B) pelo menos uma partida envolvendo um time grande nao terminou empatada.

C) nenhum time grande marcou mais de um gol. D) no minimo um e no méximo dois times
grandes venceram sua partida.

E) no minimo um e no méximo trés times grandes tiveram 0 a 0 como resultado.

7. (Enem PPL 2012) Cinco times de futebol (A, B, C, D e E) ocuparam as primeiras colocacoes
em um campeonato realizado em seu pais. A classificacado final desses clubes apresentou as
seguintes caracteristicas:

- O time A superou o time C na classifica¢ao;

- O time C ficou imediatamente a frente do time E;

- O time B néo ficou entre os 3 dltimos colocados;

- O time D ficou em uma classificacdo melhor que a do time A.
Assim, os dois times mais bem classificados foram

A)AeB.

B)AeC.

C)BeD.

D)BeE.
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E)CeD.

8. (Uff2012) No mapa a seguir estdo indicados os depoésitos de uma rede de supermercados e

as rotas possiveis entre eles.

Interbfe:

Um caminhdo saindo do depdsito A pode chegar ao depésito H de véarias maneiras. Por
exemplo, os trajetos A— D - He A— B — E — G — F — H sao duas possibilidades.A
quantidade total de tjetos que um camihdo da empresa pode fazer, partindo do depdsito A
com destino ao depdsito H, sem passar mais de uma vez pelo mesmo depésit, € igual a

A) 8.

B) 12.

C) 16.

D) 30.

E) 64.

9. (Insper 2012) Uma pessoa dispoe dos seis adesivos numerados reproduzidos a seguir, de-

vendo colar um em cada face de um cubo.

Sabe-se que:

* se numa face do cubo for colado um nimero impar, entao na face oposta sera colado

um namero maior do que ele;
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e a soma dos nimeros colados em duas faces opostas quaisquer do cubo pertence ao

intervalo [6, 5; 12, 5].

Nessas condic¢oes, multiplicando os nimeros colados em duas faces opostas quaisquer desse
cubo, obtémse, no maximo,

A) 20.

B) 24.

C) 30.

D) 32.

E) 40.

TEXTO PARA A PROXIMA QUESTAO

Um jogo € disputado por duas pessoas em um tabuleiro quadrado 5 x 5. Cada jogador, de
maneira alternada, escolhe uma casa vazia do tabuleiro para ocupd-la com uma peca da sua
cor. Ao final do jogo, se conseguiu ocupar 3 ou mais casas alinhadas e consecutivas com

pecas da sua cor, um jogador ganha pontos de acordo com a tabela abaixo.

Numero de casas alinhadas | Pontos obtidos

3 1
4 4
5 10

Entende-se por casas alinhadas aquelas que estejam numa mesma vertical, numa mesma
horizontal ou numa mesma diagonal. No jogo mostrado abaixo, por exemplo, o jogador das

pecas claras marcou 15 pontos e o das pecas escuras marcou 10 pontos.
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Inlarhsi:

Pecas claras: 10 +4 + 1 = 15 pontos Pecas escuras: 10 pontos

O jogo termina quando todas as casas sdo ocupadas.

10. (Insper 2012) Um jogo entre duas pessoas terminou com o tabuleiro preenchido como mos-

tra a figura.

000 0|0
O|@|0|0|®

@ O|O|0|0O
@0 00
@0 e 00

[LEE P

A soma dos pontos obtidos pelos dois jogadores foi
A) 19.
B) 20.
C) 21.
D) 22.
E) 23.

11. (Unesp 2011) Todo dado ctibico padrao possui as seguintes propriedades:

* Sobre suas faces estao registrados os nimeros de 1 a 6, na forma de pontos.
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12.

13.

* A soma dos nuimeros registrados, em qualquer duas de suas faces opostas, é sempre

iguala 7.

Se quatro dados ctbicos padroes forem colocados verticalmente, um sobre o outro, em cima
de uma superficie plana horizontal, de forma que qualquer observador tenha conhecimento
apenas do nimero registrado na face horizontal superior do quarto dado, podemos afirmar
que, se nessa face estiver registrado o niimero 5, entdo a soma dos nimeros registrados nas
faces horizontais ndo visiveis ao observador serd de:

A) 23.

B) 24.

C) 25.

D) 26.

E) 27.

(G1 - ccampos 2011) Jodo, Pedro e Carlos sdo atletas. Jodo tem 16 anos e joga volei, Pedro
tem 17 anos e joga basquete e Carlos tem 15 anos e joga futebol. Considere que uma pes-

soa alta tem mais de 1,80m de altura e que somente uma das afirmativas abaixo é verdadeira.

1- Exatamente um dos rapazes é alto.
2- Exatamente dois dos rapazes mencionados sao altos.
3- Exatamente trés dos rapazes mencionados sdo altos.
4- Pelo menos dois dos rapazes mencionados sdo altos.
A soma dos niimeros dos itens cujas afirmacoes sao falsas é:
Al
B)2

8
D)9

(Insper 2011) Ao serem investigados, dois suspeitos de um crime fizeram as seguintes decla-

racgoes:
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14.

Suspeito A : Se eu estiver mentindo, entdo ndo sou culpado.

Suspeito B: Se o suspeito A disse a verdade ou eu estiver mentindo, entdo nao sou culpado.
Se o suspeito B é culpado e disse a verdade, entdao

A) o suspeito A é inocente, mas mentiu.

B) o suspeito A € inocente e disse a verdade.

C) o suspeito A é culpado, mas disse a verdade.

D) o suspeito A é culpado e mentiu.

E) o suspeito A é culpado, mas pode ter dito a verdade ou mentido.

(Ufpe 2011) O Jogo do Nim é um jogo de estratégia entre dois jogadores com palitos dispos-
tos em trés linhas. A quantidade de palitos por linha é estabelecida no inicio do jogo. Cada
jogador retira, na sua vez de jogar, uma quantidade qualquer de palitos de uma s6 linha
(pelo menos um palito). Vence o jogo aquele que retirar o ultimo grupo de palitos. Jodo e
Maria estdo jogando o Jogo do Nim com 3 palitos por linha, e Maria comeca retirando os trés
palitos de alguma linha. A propdsito, analise as seguintes afirmacdes:

() Se Joao retirar apenas um palito de outra linha, ele com certeza vence o jogo.

() Se Joao retirar dois palitos de outra linha, ele com certeza vence o jogo.

() Se Joao retirar todos os palitos de outra linha, ele s6 vence se Maria permitir.

() Independentemente da jogada de Jodo, Maria vencera se quiser.

() Com a configuracao inicial de 3 palitos por linha, a tinica jogada inicial que garante a

vitdria é a usada por Maria.

TEXTO PARA A PROXIMA QUESTAO:

Numa pesquisa sobre uma determinada doenca, os médicos identificaram relacdes entre a
presenca de trés substancias no sangue de uma pessoa e a pessoa estar com a doenca. As
conclusodes dos estudos foram as seguintes:

Toda pessoa com a substancia A no sangue estd com a doenga.

* Se a pessoa estd com a doenga, entdo a substancia B estd em seu sangue.

* A substancia C estd presente no sangue de 90pessoas que estdo com a doencga e no

sangue de 10% das pessoas que ndo estao.
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15.

16.

17.

(Insper 2011) Uma pessoa certamente nao estd com a doenca se
A) a substancia A ndo estiver em seu sangue.

B) a substancia B nao estiver em seu sangue.

C) a substancia C ndo estiver em seu sangue.

D) a substancia C estiver em seu sangue e a substancia B também.

E) a substancia C nao estiver em seu sangue e a substancia A estiver.

(Ufpr 2010) Temos trés caixas, uma com duas bolas azuis, outra com duas bolas brancas e
uma terceira com uma bola branca e outra azul. Cada caixa tinha uma etiqueta correspon-
dente ao seu contetido — AA, BB e AB —, contudo alguém trocou as etiquetas de tal forma que
todas ficaram etiquetadas de forma errada. Tirando apenas uma bola por vez de qualquer
das caixas, sem olhar o contetido, qual é o menor numero de bolas que deve ser retirado
para saber o contetido de cada caixa?

A) Cinco bolas.

B) Quatro bolas.

C) Trés bolas.

D) Duas bolas.

E) Uma bola.

(Ibmecrj 2010) Considere o tabuleiro de xadrez exposto abaixo onde cada posicao é identi-
ficada por um par ordenado (a, b), sendo que a primeira coordenada (nesse caso “a”) cor-
responde ao namero da linha, e a segunda coordenada (nesse caso “b”) corresponde ao nu-
mero da coluna. Cada posicdo assume a cor branca ou preta. Baseado nessas informacodes e

considerando uma posicao cujas coordenadas correspondem a (x, y), assinale a afirmativa

correta.

~N o ke W N -

1 2 3 4 5 6 7
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18.

19.

20.

A) x é par e y é par se, e somente se, a posicao € branca.
B) Se a cor da posi¢do é branca entdo x = y.

C) x é impar e y é par se, e somente se, a posi¢cao € preta.
D) Se a posicdo é branca, entdo x é impar, e y € par.

E) x é par e y é impar somente se a cor da posicao € preta.

(Fatec 2010) Considerando verdadeiras as premissas:

* Todo lixo eletronico contamina o meio ambiente.

* Existe lixo eletronico que é destinado a reciclagem.

pode-se concluir logicamente que se um determinado lixo

A) é eletronico ou € destinado a reciclagem, entdo contamina o meio ambiente.

B) ndo é eletronico e contamina o ambiente, entdo ndo é destinado a reciclagem.

C) contamina o meio ambiente e ndo é destinado a reciclagem, entdo € lixo eletronico.

D) ndo é destinado a reciclagem e ndo contamina o meio ambiente, entdo ndo é eletronico.

E) é destinado a reciclagem ou ndo contamina o meio ambiente, entdo ndo € lixo eletronico.

(G1 - cps 2006) Um avido monomotor caiu no Triangulo das Bermudas e, a muito custo, o
piloto conseguiu alcancar a praia de uma ilha. Nessa ilha morava apenas um néufrago que
mentia as tercas, quartas e quintas-feiras, e falava a verdade nos outros dias da semana. De-
pois de algum tempo, o piloto perdeu a no¢do do dia da semana. Um dia o piloto encontrou
o ndufrago, que lhe disse: "Ontem foi um dos meus dias de mentir".

(Adaptado de A linguagem légica, de Iole de Freitas Druck, Revista do Professor de Matema-
tica, n0 17, 1990)

A partir da afirmacdo acima, o piloto deduziu que esse dia da semana poderia ser

A) terca ou quarta-feira.

B) terca ou quinta-feira.

C) terca ou sexta-feira.

D) quarta ou quinta-feira.

E) quarta ou sexta-feira.

(FAAP- SP) Claudia é mais velha do que Ana?
I. Roberta é quatro anos mais velha do que Cldudia e 2 anos mais moca do que Ana.

II. A média das idades de Claudia e Ana é 17 anos.
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21.

22.

23.

A) I é suficiente para responder, mas 2 ndo é.

B) II é suficiente para responder, mas I ndo é.

C) I e IT juntas sdo suficientes para responder, mas nenhuma delas sozinha é suficiente.
D) Cada proposicao € suficiente para responder.

E) Nenhuma das proposicoes € suficiente para responder.

(OBM) Uma caixa contém 100 bolas de cores distintas. Destas, 30 sdo vermelhas, 30 sdo ver-
des, 30 sdo azuis e, entre as 10 restantes, algumas sao brancas e as outras pretas. O MENOR
numero de bolas que devemos tirar da caixa, sem lhes ver a cor, para termos a certeza de
haver pelo menos 10 bolas da mesma cor, é:
A) 31
B) 33
C) 35
D) 37

E) 38

(FCC 2005) No esquema seguinte tém-se indicadas as operacoes que de-vem ser sucessiva-
mente efetuadas, a partir de um niimero x, a fim de obter-se como resultado final o niimero

12.

adicionar 39 dividir por 4 subtrair 12 multiplicar por 3

SN SV e

E verdade que o niimero x é:
A) primo

B) par

C) divisivel por 3

D) maltiplo de 7

E) quadrado perfeito

(Ufmg 2003 - adaptada) Num campeonato de futebol, 16 times jogam entre si apenas uma
vez. A pontuacgdo do campeonato € feita da seguinte maneira: 3 pontos por vitdria, 1 ponto

por empate e nenhum ponto por derrota. Considere que um desses times obteve 19 pontos
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ao final do campeonato.

Assim sendo, ¢ INCORRETO afirmar que, para esse time,
A) o numero de derrotas é, no maximo, igual a sete.

B) o ntimero de vitérias é, pelo menos, igual a um.

C) o namero de derrotas é um nimero par.

D) o nimero de empates é multiplo de trés.

E) o nimero de vitérias € um niimero impar.

24. (Uel 2007) O "Sudoku"é um jogo de desafio l6gico inventado pelo Matemdtico Leonhard
Euler (1707- 1783). Na década de 70, este jogo foi redescoberto pelos japoneses que o rebati-
zaram como Sudoku, palavra com o significado "ntimero sozinho". E jogado em um quadro
com 9 por 9 quadrados, que é subdividido em 9 submalhas de 3 por 3 quadrados, denomina-
dos quadrantes. O jogador deve preencher o quadro maior de forma que todos os espacos
em branco contenham niimeros de 1 a 9. Os algarismos ndo podem se repetir na mesma
coluna, linha ou quadrante.

Fonte: LEAQ, S. Logica e estratégia. Folha de Londrina, Especial 14, 17 de setembro de 2006.

Com base nessas informacoes, o algarismo a ser colocada na casa com um circulo no quadro

a seguir é:
4 i 5|6
o |2
6
3 6|9
sle|f1]7
¥ 7] |4
3 2|11
2
16 2 7
A)2
B)5
o7
D)6
E)3

25. (ENEM) O jogo-da-velha é um jogo popular, originado na Inglaterra. O nome “velha” sur-

giu do fato de esse jogo ser praticado, a época em que foi criado, por senhoras idosas que
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26.

tinham dificuldades de visdo e nao conseguiam mais bordar. Esse jogo consiste na disputa
de dois adversdrios que, em um tabuleiro 3x3, devem conseguir alinhar verticalmente, ho-
rizontalmente ou na diagonal, 3 pecas de formato idéntico. Cada jogador, ap6s escolher o
formato da peca com a qual ird jogar, coloca uma peca por vez, em qualquer casa do tabu-
leiro, e passa a vez para o adversdrio. Vence o primeiro que alinhar 3 pecas.

No tabuleiro representado ao lado, estdo registradas as jogadas de dois adversdrios em um
dado momento. Observe que uma das pecas tem formato de circulo e a outra tem a forma
de um xis. Considere as regras do jogo-da-velha e o fato de que, neste momento, é a vez do
jogador que utiliza os circulos. Para garantir a vitéria na sua préxima jogada, esse jogador

pode posicionar a peca no tabuleiro de

A) uma s6 maneira.

B) duas maneiras distintas.
C) trés maneiras distintas.

D) quatro maneiras distintas.

E) cinco maneiras distintas.

(Udesc) Campo Minado é um popular jogo de computador em que a drea do jogo consiste
em um campo retangular dividido em pequenos quadrados que podem ocultar minas. O
contetdo de cada quadrado é revelado clicando sobre ele. Caso haja uma mina sob o qua-
drado clicado, o jogador perde o jogo. Caso contrdrio, ha duas possibilidades: 12)é exibido
um nimero indicando a quantidade de quadrados adjacentes que contém minas; 22)o qua-
drado fica em branco e, neste caso, o jogo revela automaticamente os quadrados adjacentes
que ndo contém minas. Vence-se o jogo quando todos os quadrados que nao tém minas sao
revelados. A Figura 2 apresenta um jogo de Campo Minado iniciado, que contém no total 10

minas.



CAPITULO 4. SUGESTOES DE SEQUENCIAS DIDATICAS 141

27.

e 1
g1
J1/1

Analise as proposi¢oes abaixo sobre o jogo ilustrado na Figura 2, considerando a contagem
de linhas de cima para baixo e colunas da esquerda para a direita.

I. Na intersecdo da quarta linha com a oitava coluna hd uma mina.

II. Na intersecao da primeira linha com a primeira coluna hd uma mina.

I1I. Na sexta linha existem no minimo duas minas.

IV. Na intersecao da quinta linha com a sétima coluna hd uma mina.

V. Nas quatro linhas inferiores hd no méaximo seis minas.

Assinale a alternativa que contém o ntimero de proposicdo(des) verdadeira(s).
A)5

B)1

C)2

D)3

E)4

(PUC PR) Um quebra-cabeca, abaixo figurado, consiste em transferir os discos do 1° para o
3° pino sob as seguintes regras:
1) Somente um disco pode ser transferido de cada vez de um pino para qualquer outro.

2) Nunca se deve colocar um disco maior sobre um disco menor.

=

Na transferéncia de 7 discos, utilizando-se os 3 pinos, obtivemos a seguinte tabela:
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Nameros de disces
iransferidos 1

[}
[}
o
[
=3
-1
—
=]

Miumeros de movi-
mentos executados | 1 | 3 | 7§15 31|63 | 127

Qual o nimero de movimentos necessarios para transpor 10 discos do 1 para o 3 pino?
A) 511.

B) 1023.

C) 512.

D) 1024.

E) 1025.

28. (ENEM Simulado) O xadrez é jogado por duas pessoas. Um jogador joga com as pecas bran-
cas, o outro, com as pretas. Neste jogo, vamos utilizar somente a Torre, uma das pecas do
xadrez. Ela pode mover-se para qualquer casa ao longo da coluna ou linha que ocupa, para

frente ou para trds, conforme indicado na figura a seguir.

O jogo consiste em chegar a um determinado ponto sem passar por cima dos pontos pretos

ja indicados.

- N W A B~ e
L
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29.

Respeitando-se o movimento da peca Torres e as suas regras de movimentag¢ado no jogo, qual
¢ o menor numero de movimentos possiveis e necessarios para que a Torre chegue a casa
C1?
A)2
B)3
04
D)5
E)7

(Unifor - CE) Certo dia, o Centro Académico de uma Faculdade de Medicina publicou a se-

guinte noticia:
“Todos os alunos serdo reprovados em Anatomia!”

A repercussao dessa manchete fez com que a dire¢ao da faculdade interpelasse os responsé-
veis e deles exigisse, como forma de retratacao, a publica¢do de uma negacao da afirmacao
feita. Diante desse fato, a nota de retratacdao pode ter sido:

A) “Nenhum aluno serd reprovado em Anatomia.”

B) “Algum aluno sera aprovado em Anatomia.”

C) “ Algum aluno serd reprovado em Anatomia.”

D) “ Se alguém for reprovado em Anatomia, entdo nao sera aluno.”

E) “Todos os reprovados em Anatomia nao sao alunos.”
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GABARITO

10. B
11. A
12. D
13. D
14. EEVVV
15. B
16. E
17. E
18. D
19. C
20. A

21. E
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22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

29.

E

145



Apéndice A

Demonstracoes das Propriedades da Algebra

Booleana

No Capitulo 4 sdo propostas algumas sequéncias didaticas, e em uma delas se fez necesséria a
apresentacdo da algebra Booleana, a maneira como estdo definidas as operacdes nessa dlgebra,
mas como ndo € o objetivo desse trabalho foram omitidas as demonstracdes no capitulo supra
mencionado. Todavia como complemento desse trabalho seguem as demonstracdoes de algumas
das propriedades que foram apresentadas na Tabela 4.5.

Antes de comecarmos de fato as demonstracoes, seguem alguns axiomas que as operacoes da
Algebra Booleana obedecem.

Considere uma élgebra Booleana (B, &, x,7,0,1).
Axioma A.1 Asoperagoes @ e x sdo comutativas, ou seja, para todo a,b € B
adb=beace
axb=Dbxa.
Axioma A.2 Paratodo b € B, existe b € B tal quebe® b=1ebxb=0.

Axioma A.3 Existem elementos identidade em B para cada uma das operacoes bindrias & e x.

Denotaremos esses elementos por 0 e 1, respectivamente. Assim temos, para todo b € B:
be0=Dbe
bx1=hb.

146
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Axioma A.4 Aoperagdo @ édistributiva em relagdo a x e o contrdrio também é vdlido, ou seja, para
todo by, b2, b3 € B

ad(bxc)=(adb)x(adc) e
ax(bec)=(axb)®(axc).

Vamos relembrar a Tabela 4.5:

Tabela A.1: Quadro resumo das propriedades das operagoes da Algebra Booleana

Nome Propriedade
complementodeOe 1 1=0e0=1
idempoténcia beb=bebxb=»>b
Identidade bel=1ebx0=0
Absorcio b1 ® (b1 x bo) = by

b1 x (b1 ® by) = by

Involucao b=b

Associatividade b1 ® (by ® b3) = (b1 @ b)) & b3

by x (ba x b3) = (b x by) x bs

Leis de Morgan (b1® by) = b_1 X b_g
(by x by) = by ® by

Fonte: Dantas

Propriedade A.1 (idempoténcia) Para todo elementobe B,be&@b=bebxb=b.

Demonstracao: Vamos inicialmente demonstrar a primeira parte, isto é, be B, b& b= b.

Utilizando lo Axioma 3 podemos escrever
beb=(baeb) x1 (n
j4 0 Axioma 2 garante que 1 = b @ b, substituindo em (1) fica
beb=(bob)x (beb) )

Agora pelo Axioma 4 temos (b® b) x (b eb)=he (b x E), e pelo Axioma 2 segue que b x b= 0,

substituindo em (2) teremos:

beb=ba0 (3)
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Basta agora utilizarmos o axioma 3, que nos garante que b @ 0 = b, portanto concluimos que
beb=Dh.

Agora demonstraremos a segunda parte da propriedade, b€ B, bx b = b.

Pelo axioma 3 estd garantida a seguinte igualdade
bxb=(bxb)®0 4)
Fazendo uso do Axioma 2, a expressao (1), fica
bxb=(bxb)e(bxDb) (5)

Observe que pelo Axioma 4 (b x b) & (b x E) =bx (bGBE) e pelo Axioma 2 segue que beb= 1, ou
seja,

(bxb)e(bxb)=bx1 (6)

Substituindo (6) em (5) fica b x b= b x 1 que pelo Axioma 3 temos:

bxb=b

Propriedade A.2 (Identidade) b&1=1ebx0=0.

Demonstracao: Mais uma vez fazendo apenas uso dos Axiomas Al, A2, A3 e A4, podemos demons-
trar tal propriedade.
Demonstraremos a 12 parte e a 22 parte ficard como exercicio.

Pelo Axioma 3 podemos escrever a seguinte igualdade:
(bol)=(bo1)x1 (7)
Utilizando o Axioma 2 segue que 1 = b @ b, que quando substituido em (7), fica:
(bel)=(be1)x (bab) €)
Pelo Axioma 4 (b& 1) x (bE) =beo(1lx E), note ainda que pelo Axioma 3 1 x b= E, com isso temos:

(bol)x (beb)=beb 9)
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Substituindo (9) em (8) teremos b@ 1 = b @ b, e pelo Axioma 2 concluimos que

bel=1

Propriedade A.3 (Absorcao) Para todo by, by € B, by @ (by x by) = by e by x (b; ® by) = b;.
Demonstracao: Pelo Axioma 3 estd garantida a seguinte igualdade
by & (b x by) = (by x 1) & (b; x by) (10)

Utilizando o Axioma 4 tém-se (b; x 1) @ (by x b2) = by x (1 by),, fazendo uso agora da propriedade
ja demonstrada da identidade, temos que 1+ b, =1, assim by @ (b; x b2) = b; x 1 que pelo Axioma
3 concluimos que

by ® (b1 x b)) = by

Deixaremos a 22 parte, isto é, by x (b; ® by) = b; como exercicio. (]

Propriedade A.4 (Unicidade do complemento) Dado um elemento b € B, hd um tinico elemento

beBtalquebeb=1ebxb=0.

Demonstracao: Para demonstrarmos a unicidade do complemento, vamos supor que exitem em
B duas varidveis que sejam o complemento de um determinado b € B. Isto é, suponha que exis-

tam by, b, € B de modo que ambos sejam o complemento de b.

by = 1xb Axioma 3
= (beby) xb Axioma 2
= (bx b)) ® (b xby) Axioma 4
= 0o (b x by) Axioma 2
= (bxby)® (b xb,) Axioma 2

= (beb) x b, Axioma4
= 1xby Axioma 2
= b Axioma 3.
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Propriedade A.5 (Involugao) Para todo b € B, b=b.

Demonstracio: Note que hbéb=b@b=1ebx b=bx b=0,sendo assim, b é o complemento de

b. Como o complemento € tnico, %:) =h. ]
Propriedade A.6 (Leis de De Morgan) Para todos by, b, € B,

mz by x by €m=b_1®b_2
Demonstracao:

(by®by)® (b xby) = [(by®by)®Dby]x|[(b)®by)®by] Axioma4
= [b_l @ (bl ® bg)] X [(b1 & bg) & b_z] Axioma 1

= [(by®by)® by] x [by ® (b, ® by)] Associatividade

= 1eb)xbol) Axioma 2
= 1x1 Identidade
= 1. Axioma 3

Est4 provado que (b, ® b,) ® (b; x by) = 1, entdo b; x b, é o complemento de by @ by, isto é, (b @ b,) =
b_l X 62.

A segunda lei De Morgan, fica a cargo do leitor como exercicio. [



Apéndice B

Solucoes dos Exercicios Propostos

Secao de Exercicios 2.9

1. (FCC/ICMS-SP)Das cinco frases abaixo, quatro delas tém uma mesma caracteristica légica

€m comum, enquanto uma delas ndo tem essa caracteristica.

I) 2012 ndo é um ano bissexto.
II) A quinta parte de 6 dezenas é igual a 12.
III) Leia o proximo item.
IV) Existe um niimero inteiro e ndo racional.

V) Todos os escritores sao poetas.

A frase que ndo possui essa caracteristica comum € a

AL

B) II.

C) IIL.

D) IV.

E) V.

Solugao

Note que nas sentencas I, II, IV e V podemos fazer julgamento sobre a verdade ou ndo do
contetdo das mesmas o que as tornam proposicoes, ja o item III nao possui essa caracteris-

tica, sendo assim a assertiva é a letra [C].
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2. (FCC) Considere a proposicdo “Paula estuda, mas ndo passa no concurso”. Nessa proposi-

¢do, o conectivo logico é

A) disjuncao inclusiva.
B) conjuncao.

C) disjuncao exclusiva.
D) condicional.

E) bicondicional.
Solucao

(PR

A palavra “mas” na proposi¢do em questao estd substituindo o conectivo “e” que representa
a conjuncao, sendo assim podemos destacar as duas proposicoes simples que compodem a
proposicao composta:

p: Paula estuda.

q: Paula passa no vestibular.

Podendo assim representar a proposicdo composta da seguinte maneira:

pATq.

Que é uma conjuncao. Alternativa [B].

3. (CESGRANRIO) Sejam as proposicoes:
A: Ana estuda
B: Beto briga
C: Carlos canta
A linguagem corrente “Se Carlos nao canta, entdo nao é verdade que Ana estuda e Beto ndo
briga” pode ser representada, na forma simbédlica, por:
A)~C—~ANB.
B) C—~ AA~B.
C)C—-~(AVB).
D) ~C—~ (AN~ B).
E) ~C—~(AvB).
Solucao

E dado na questdo que C representa Carlos canta, entdo ~ C representa Carlos nio canta.
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Observe que hd uma condicional (se, entdo), na qual o antecedente é ~ C e o consequente
é dado por ~ (AA ~ B). Assim, a traducdo da proposicao “Se Carlos ndo canta, entdao nao é
verdade que Ana estuda e Beto ndo briga” pode ser representado, na forma simbdlica, por

~ C —~ (AN ~ B). Alternativa[D].

Texto para as questoes 4 e 5

Considere as seguintes proposicoes simples: A: andar; B: beber; C: cair; D: dormir. Com

relacao a proposicdo:“Se ando e bebo, entao caio, mas ndo durmo ou nao bebo."

4. (FGV) Transformando para linguagem simbdlica a proposicdo composta anterior, teremos
a seguinte estrutura logica:
A) (AAB) — (CA~Dv ~ B).
B) (AvB)— (Cv~D)A~B.
C)(AA~B)—CA(~DVB).
D) (AAB)— (CA~ D)V B.
E) (AA~B)— (CA~DV B).
Solucao
E de f4cil verificacdo que a questdo trata de uma condicional, na qual o antecedente é dado

por AA B e o consequente é dado por (CA ~ v ~ B). Alternativa [A].

5. (FGV) O numero de linhas da tabela-verdade da proposi¢do composta anterior é igual a:
A) 2.
B) 4.
O 8.
D) 16.
E) 32.
Solucao
Na Secdo 2.4.7 o Teorema 2.1 mostra que o nimero de linhas da tabela verdade de uma pro-
posicdo composta é dada por 2”, onde n é o nlimero de proposicées simples que compoem

a proposicdao composta em questao. Na questdo a proposi¢ao é composta por 4 outras pro-
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posicdes simples, sendo assim o ntimero de linhas da tabela verdade é dada por 2* = 16.

Alternativa[D].

6. (CESGRANRIO) O nimero de linhas da tabela-verdade da proposi¢dao “Se estudo ou ndo
compreendo, entdo é falso que ou trabalho ou ndao durmo”, é de:
A) 2.
B) 4.
C) 8.
D) 16.
E) 32.
Solucao
De maneira extremamente andloga ao que foi feito na questao anterior, o nidmero de linhas

da tabela verdade da proposicdo em questdo é dada por 2* = 16. Alternativa [D].

7. (CESPE/UnB) Observe as seguintes proposi¢coes compostas:

2 +7=11o0u 3 nao é um nimero primo.

Se 2 é divisor de 15, entao 3 ndo é divisor de 21.

Se3>5entao7<5

¢ [] é racional ou -8 é um ntimero inteiro.

2,333... é uma dizima periddica e % nao é.

Nesse caso, é correto afirmar que:

A) existem 2 proposicoes falsas e 3 verdadeiras.

B) existem 3 proposicoes falsas e 2 verdadeiras.

C) existem 4 verdadeiras e 1 falsa.

D) todas sao verdadeiras.

E) todas sao falsas.

Solucao

Para essa questdo teremos que analisar cada uma das afirmativas e ter o conhecimento da
Tabela 2.10, que trds um resumo da valoracao dos conectivos da légica proposicional e de 12

ordem.
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A 12 proposicao é uma disjuncdo do tipo F v F, portanto é FALSA.

e A2aproposicdo é uma condicional do tipo F — F, que de acordo com o que foi exposto

na Sec¢do 2.3.3 e posteriormente na Tabela 2.10 é VERDADEIRA.
* A 32 proposi¢ao é VERDADEIRA pelo mesmo motivo do item anterior.
* na42 proposicao tem-se uma disjunc¢ao do tipo F v V que sendo assim é VERDADEIRA.

* A 52 e ultima proposicao trata de uma conjuncao, que como visto no texto no Capitulo
2, sO sera verdadeira se as duas partes forem verdadeiras, o que ndo acontece nesse

caso a proposicdo é do tipo V A F. Portanto a proposi¢cdo é FALSA.

Observado os resultados da andlise feita podemos concluir que existem duas proposi-

coes falsas e trés verdadeiras. Alternativa [A].

8. (CONSULPLAN) Qual das proposi¢oes abaixo é verdadeira?
A) O ar é necessdrio a vida e a 4gua do mar é doce.
B) O avido é um meio de transporte ou 0 ago € mole.
C)6éimparou2+3 #5.
D) O Brasil é um pais e Sergipe é uma cidade.
E) O papagaio fala e o porco voa.
Solugao
Assim como foi feito na questdo anterior analisaremos cada uma das proposicoes e com

auxilio do que foi apresentado no Capitulo 2 vamos decidir qual das alternativas € a correta.

* A primeira proposi¢do é uma conjuncao do tipo V A F, que é FALSA.

A segunda proposicao trata de uma disjuncao do tipo V v F, que é VERDADEIRA.

A terceira proposicao também é uma disjuncdo, mas essa € do tipo F v F que é FALSA.

e Assim como na primeira proposicdo, a quarta proposicdo é uma conjuncao do tipo

V A F que como jad mencionado anteriormente é FALSA.

a 52 e tltima proposicao também é uma conjuncao do tipo V A F, portanto FALSA.

Como podemos notar a tinica proposicao verdadeira é “O avido é um meio de transporte ou

0 aco é mole”. Alternativa [B].
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9. (CESPE/UnB) Considere as afirmacoes abaixo.

I) Uma proposi¢cdo pode admitir, no maximo, duas valoragoes légicas (V ou F).
II) A proposicao “(7<6) Vv (8—3>6)"é falsa.

III) A proposicao “Se 91 é divisivel por 7 — 65 ndo é multiplo de 13"¢é verdadeira.
E verdade o que se afirma APENAS em:
AL
B) II.
C) II.
D)Iell
E) L eIl
Solucao
A 12 afirmacao é falsa, uma vez que uma proposicao nao pode receber mais de uma valora-

¢do, ou a proposicao é V ou é E nunca as duas.

A segunda proposicao é verdadeira, trata de uma disjuncao do tipo F v F que de fato é falsa

como afirma o item II.

A terceira é uma condicional do tipo V — F que é falsa e ndo verdadeira como afirma no

item III.
Tendo sido feita a andlise acima, é facil verificar que apenas a afirmacao II é verdadeira.
Alternativa [B].

10. CESPE/UnB) Considere as seguintes proposicoes.

D (7+3=100A(5-12=7).
II) A palavra crime € dissilaba.
III) Se “lampada"é uma palavra trissilaba, entdo “lampada"tem acentuacao grafica.
IV) 8-4=4)A(10+3=13).
V) Se x =4, entao x+3 <6.

Entre essas proposicoes, hd exatamente:

A)umakE



APENDICE B. SOLUCOES DOS EXERCICIOS PROPOSTOS 157

11.

B) duas E

O trésE

D) quatro E
E) todassao E
Solucao

Analisemos cada uma das proposi¢oes:

e aprimeira é FALSA por se tratar de uma conjuncao do tipo V A F.

* asegunda proposicao é VERDADEIRA, é uma proposi¢do atdmica.

A terceira proposicao é uma condicional do tipo V — V, portanto VERDAEIRA.

O item IV é VERDEIRO, uma vez que trata de uma conjuncdo do tipo VA V.

a 52 e ultima proposicao é FALSA por se tratar de uma implicacao cujo antecedente é

verdadeiro e o consequente falso.

Levando em consideracao a andlise feita anteriormente € facil notar que dentre as 5 propo-

sicoes exatamente duas receberam valoracao FALSA. Alternativa[B].

(CESPE/UnB) A tabela-verdade da proposi¢ao:(A — B) vV (B — A) apresenta, como solugao:
A) apenas valoracoes V.

B) apenas valoracdes E

C) duas valoragoes V.

D) uma valoracao V.

E) uma valoracao E

Solucao

Pararespondermos essa questao teremos que construir a tabela-verdade da proposicdao com-
posta em questdo. Se houver dividas quanto a construcao da tabela-verdade vide a Secao

2.4.
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A/B| A-B [B—-A|(A—-B)v(B—A)
V|V \Y% \Y \Y
V| F F \Y \Y
F|V \Y F \Y
F|F \Y \Y \Y

Fonte: Produgao prépria.

Em conformidade com a Secdo 2.5 trata-se de uma tautologia. Alternativa A.

(CESPE/UnB) Se A, B e C forem proposi¢coes simples e distintas, entdo a solucdo da tabela-
verdade da proposicao: (A —~ B) A (C —~ A), serd formada por:

A) apenas valores V.

B) apenas valores E

C) mais valoracoes F do que V.

D) mais valora¢oes V do que E

E) mesma quantidade de valora¢bes V ou E

Solucao

Para podermos avaliar e inferir qual das alternativas é a correta teremos que construir a
tabela verdade. Note que nesse caso a proposi¢do é composta de outras 3 proposigdes ato-

micas, A, B e C. Sendo assim teremos 23 = 8 linhas.

l
>
l
=

A—~B)Vv (C—~A)

mlml|ol<|<|<|<|®
mlml<|<|m|m|<|<| =
ml<|m|l<|ml<|ml<|
<|l<|<|<|m|m|m |-
<|l<|m|m|<|<|m |
>
<<<<<<mm§
o]
(@)
<<<<<m<hn§
>
<|l<|<|<|<|m|m|=

Fonte: Produgao proépria.
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14.
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Como podemos verificar, na tabela-verdade construida aparecem 5 valoracoes V e apenas 3

valoragoes E Sendo assim podemos afirma que aparecem mais valoracdes V do que E Alter-

nativa [D].

(CESPE/UnB) A negacdo da proposicao A, simbolizada por ~ A, serd F se A for V, e serd V se

A for E Entao, para todas as possiveis valoragoes V ou F atribuidas as proposicoes A e B, é

correto concluir que a proposicao (~ A —~ B) — (B — A)possui exatamente

A) 4 valores E

B) 4 valores V.

C) 1 valor Ve 3 valores E
D) 1 valor F e 3 valores V.
E) 2 valores Ve 2 valores F

Solugao

Mais uma vez teremos que construir a tabela-verdade da proposicdao em questdo para po-

dermos concluir, qual das alternativas é a correta.

A|B ~A ~B|(~A—~B) | B—A) | (~rA—~B)—(B—A)
V|V F F \% A% A%
V| F F \Y \% A% \Y
F|V \Y F F F \Y
F|F \Y \Y \% A% \Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Da tabela-verdade podemos inferir que a proposi¢do é uma tautologia, sendo assim todos

os valores para tal proposicdo sao V. Alternativa [B].

(CESGRANRIO) Dizer que ndo é verdade que “José é gordo e Carlos € alto” é logicamente

equivalente a dizer que é verdade que:

A) José ndo é gordo ou Carlos nao € alto.

B) José nao é gordo e Carlos ndo é alto.

C) José é gordo ou Carlos nao é alto.

D) Se José ndo é gordo, entdo Carlos é alto.
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15.

E) Se José ndo é gordo, entdo Carlos ndo é alto.
Solucao
Vamos relembrar a Subsecao 2.8.1 que trata sobre a negacao da conjuncao, sejam A e B duas

proposicoes, a negacao da conjuncao entre A e B é:
(AAB) = (~ AV ~ B).

Considere J: José é gordo e C: Carlos é alto, a proposicdo “José é gordo e Carlos é alto” fica

traduzida para a lingugem légica da seguinte maneira:
JnCQO).

Cujanegacao fica: ~ (JAC) = (~ Jv ~ C), que traduzindo para linguagem natural fica:
“José nao é gordo ou Carlos ndo é alto”

Alternativa [A].

(TRT 12 Regiao/2008/CESPE) Utilizando as letras proposicionais adequadas na proposicao
composta “Nem Antonio é desembargador nem Jonas € juiz”, assinale a op¢do correspon-
dente a simbolizacao correta dessa proposicao.

A) ~(ANB).

B) (~ A) v (~B).

C) (~A) A (~B).

D) (~ A) — B.

E) ~[AV (~ B)I.

Solucao

Considere as seguintes proposi¢des atomicas:

A: Antonio é desembargador.

B:Jonas € Juiz.

A proposicao composta “Nem Antonio é desembargador nem Jonas é juiz”, fica traduzida na

linguagem da l6gica da seguinte maneira:
~ AN~ B.

Alternativa [C].
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16.

17.

(TRT-9R-FCC)Considere a seguinte proposicdo “na eleicao para a prefeitura, o candidato A
serd eleito ou ndo serd eleito”. Do ponto de vista l6gico, a afirmacdo da proposicdo caracte-
riza:

A) Um silogismo.

B) Uma tautologia.

C) Uma equivaléncia.

D) Uma contingéncia.

E) Uma contradigdo.

Solucao

Se houver duvida quanto ao significado de termos como tautologia, contingéncia, contradi-
¢do e equivaléncia légica, vide Secoes 2.5 e 2.6.

Vamos construir a tabela-verdade da proposicao Av ~ A.

A ~A|Av~B

V| F \Y

F| V \Y

Fonte: Producdo prépria.

Como podemos facilmente notar, todos os valores da tiltima coluna da tabela construida sdo

V. Portanto trata-se de uma tautologia. Alternativa [B].

el

(UFBA)A negacao de “hoje é segunda-feira e amanha nao chovera” é:
A) Hoje ndo é segunda-feira e amanha néo chovera.

B) Hoje nao é segunda-feira ou amanha chovera.

C) Hoje ndo é segunda-feira entdo amanha chovera.

D) Hoje ndo é segunda-feira nem amanha chovera.

E) Hoje é segunda-feira ou amanha chovera.

Solucao

Sejam:

A: Hoje é segunda-feira.

B: Amanha chovera.

A proposicao “hoje é segunda-feira e amanha ndo chovera”, fica traduzida para a linguagem
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da légica proposicional da seguinte maneira:
(AN TB).

Como ja mencionado, a negacao da conjuncao é a disjuncdo da negacdo entre as proposi-

¢Oes em questdo. Sendo assim,
“(AAN"B)=>-Av-(nB)=> AV B.

Que traduzida para a linguagem natural teremos:
“hoje ndo é segunda-feira ou amanha chovera.”

Alternativa [B].

(AFC - ESAF) Dizer que ndo é verdade que Pedro é pobre e Alberto é alto, é logicamente
equivalente a dizer que é verdade que:

A) Pedro nao € pobre ou Alberto ndo é alto.

B) Pedro nao é pobre e Alberto ndo € alto.

C) Pedro é pobre ou Alberto nao é alto.

D) Se Pedro ndo é pobre, entao Alberto € alto.

E) Se Pedro nao é pobre, entdo Alberto nao é alto.
Solugao

Considere as seguintes proposi¢oes simples:

P: Pedro é pobre.

A: Alberto € alto.

A proposicao composta “Pedro é pobre e Alberto € alto”, fica traduzida assim,
(PAA).
Dizer que ndo é verdade tal proposicao, é nega-la, assim,
~(PANA)=>~Pv ~A.

ou seja, “Pedro nao é pobre ou Alberto nao € alto.” Alternativa [A].
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20.

(Vunesp) Sobre as tabelas de verdade dos conectivos de disjunc¢do (inclusiva), conjuncao e
implicacao (material), assinale a alternativa correta.

A) As conjuncdes s6 sao falsas quando ambos os conjuntos sao falsos.

B) N3o existe implica¢do falsa com antecedente verdadeiro.

C) As disjuncdes sao falsas quando algum dos disjuntos € falso.

D) S6 ha um caso em que as implica¢oes sdo verdadeiras.

E) As implicacoes sao verdadeiras quando o antecedente é falso.

Solucao

Vide Tabela 2.10, que apresenta um resumo das valoragdes dos conectivos da légica propo-

sicional. Alternativa [A].

(FUNCAB) A negacao de “Arthur ou Paulo sdo agentes administrativos e Mauro mora em
Brasilia” é:

A) Arthur e Paulo nao sao agentes administrativos e Mauro mora em Brasilia.

B) Arthur e Paulo nédo sdo agentes administrativos ou Mauro mora em Brasilia.

C) Arthur e Paulo ndo sdo agentes administrativos ou Mauro nao mora em Brasilia.

D) Arthur ou Paulo ndo sdo agentes administrativos e Mauro ndo mora em Brasilia.

E) Arthur ou Paulo ndo sao agentes administrativos ou Mauro ndo mora em Brasilia.
Solucao

Primeiramente vamos transformar da linguagem corrente para a linguagem da légica, assim
considere as seguintes proposicoes atbmicas:

A: Arthur é agente administrativo.

P: Paulo é agente administrativo.

M: Mauro mora em Brasilia.

A proposicao “Arthur ou Paulo sdo agentes administrativos e Mauro mora em Brasilia” fica
assim traduzida,

(AvP)AM.

A negacdo de tal proposicao composta fica,
A[(AVP)AM]=> 1 (AvP)v—- M= -AAPVvV-M.

Isto é,
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“Arthur e Paulo nao sao agentes administrativos ou Mauro nao mora em Brasilia.”

Alternativa [C].

(FUNCAB) A negacdo da afirmacao condicional “Se estiver fazendo sol no feriado, eu vou ao
clube” é:

A)Esta fazendo sol no feriado e eu nao vou ao clube.

B) Se nao estiver fazendo sol no feriado, eu vou ao clube.

C) Se estiver fazendo sol no feriado, eu nao vou ao clube.

D) Nao estd fazendo sol no feriado e eu vou ao clube.

E) N3o estd fazendo sol no feriado e eu ndo vou ao clube.

Solucao

Lembremos que —(A — B) = AA ~ B. Assim se fizermos:

A: Esta fazendo sol no feriado.

B: Eu vou ao clube.

~ (A — B) é nalinguagem corrente: Estd fazendo sol no feriado e eu ndo vou ao clube. Alter-

nativa [A].

Secao de Exercicios 3.4

1.

(ATA/MF - 2009) Entre os membros de uma familia existe o seguinte arranjo: se Marcio vai
ao Shopping, Marta fica em casa. Se Marta fica em casa, Martinho vai ao Shopping. Se
Martinho vai ao Shopping, Mario fica em casa. Dessa maneira, se Mério foi ao Shopping,
pode-se afirmar que:

A) Marta ficou em casa.

B) Martinho foi ao Shopping.

C) Marcio nao foi ao Shopping e Marta nao ficou em casa.

D) Marcio e Martinho foram ao shopping.

E) Mércio ndo foi a shopping e Martinho foi ao shopping.

Solugao

Vamos utilizar os conhecimentos da tabela-verdade para inferirmos conclusdes acerca das

premissas apresentadas.
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Inicialmente vamos traduzir da linguagem natural para a linguagem da légica.
Sejam,

A: Mércio vai ao shopping.

B: Marta fica em casa.

C: Martinho vai ao shopping.

D: Mario fica em casa.

Traduzindo o arranjo dado no enunciado temos:

A—B 1)
B—C (2)
C—D 3)
2D 4)

Todas as premissas do enunciado devem ser consideradas como sendo verdadeiras, sendo
assim temos f(()AR)AB)A(4)=V.

De (4) temos f(—D) = V o que implica diretamente em f (D) = F.

De (3) segue que f(C — D) = V, vamos relembrar que a condicional s6 resulta em F em uma
Unica situacao, no caso em que o antecedente é verdadeiro e o consequente € falso, isto
é, no caso em que V — F. Como de (1) concluimos que f(D) = F, entdo necessariamente
f(C) = F, caso contrério f(C — D) = F. Procedendo de maneira andloga, é de facil conclusao
que f(B) = f(A) = F. Em resumo: f(A) = f(B) = f(C) = f(D) = F. Concluimos entdo que

Marcio nao foi ao shopping e Marta ndo ficou em casa. Alternativa[C].

2. (ANA 2009) Determinado rio passa pelas cidades A, B e C. Se chove em A, o rio transborda.
Se chove em B, o rio transborda e, se chove em C, o rio ndo transborda. Se o rio transbordou,
pode-se afirmar que:

A) choveu em A e choveu em B.
B) ndo choveu em C.

C) choveu em A ou choveu em B.
D) choveu em C.

E) choveu em A.

Solugao

Considere,
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A: Chove em A.
B: Chove em B.
C: Chove em C.
R: O rio transborda.

Traduzindo o arranjo dado no enunciado temos:

A—R 1)
B—R (2)
C— "R 3)
R 4)

Todas as premissas do enunciado devem ser consideradas como sendo verdadeiras, sendo
assim temos f((1)A()AB)A(4)=V.

E imediato de (4) que f(R) = V, o que implicaem f(—R) = F.

Para que f(C — 7R) = V devemos ter f(C) = F, se ndo fosse assim, teriamos uma condicio-
nal do tipo V — F, que sabemos que é o tinico caso no qual a condicional é falsa. Note que
pelo fato de f(R) = V, nada podemos concluir de (1) e de (2), porque independentemente
da valoracdo das proposicoes A e B, f(A— R) e f(B — R) sempre sera verdadeira. Portanto,

concluimos que nao choveu em C. Alternativa [B].

3. (ADMINISTRADOR - DNOCS -2010) Considere a seguinte proposicdo: “Se uma pessoa nao
faz cursos de aperfeicoamento na sua drea de trabalho, entdo ela ndo melhora o seu desem-
penho profissional.” Uma proposicao logicamente equivalente a proposicao dada é:

A) E falso que, uma pessoa ndo melhora o seu desempenho profissional ou faz cursos de
aperfeicoamento na sua area de trabalho.

B) Nao é verdade que, uma pessoa ndo faz cursos de aperfeicoamento profissional e nao
melhora o seu desempenho profissional.

C) Se uma pessoa ndo melhora seu desempenho profissional, entdo ela nao faz cursos de
aperfeicoamento na sua drea de trabalho.

D) Uma pessoa melhora o seu desempenho profissional ou ndo faz cursos de aperfeicoa-
mento na sua drea de trabalho.

E) Uma pessoa nao melhora seu desempenho profissional ou faz cursos de aperfeicoamento

na sua area de trabalho.
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Solucao

Sejam,

A: Uma pessoa faz curso de aperfeicoamento.
B: Ela melhora o seu desempenho.

A proposicao traduzida para a linguagem da légica fica: 7 A — —B.
No exemplo 2.19 foi verificado que p — g= " pvg=qV 7p.

Sendo assim, uma proposicao equivalente a "A — —B é dada por Av B = 1BV A. Ficando:
“Uma pessoa nao melhora seu desempenho profissional ou faz cursos de aperfeicoamento

na sua area de trabalho”. Alternativa [E].

4. (ADMINISTRADOR - DNOCS - 2010)Argemiro, Belisario, Coriolano e Divina sao funciona-
rios de um mesmo setor do Departamento Nacional de Obras Contra as Secas. Certo dia,
apos a realizacdao de uma reunido em que se discutiu um projeto de irrigacao a ser implan-
tado numa regido, algumas pessoas fizeram as seguintes declaracoes sobre seus participan-

tes:

¢ Se Divina participou da reuniao, entao o Diretor também participou.
¢ Se Coriolano ndo participou da reunido, entao Divina participou.

* Se Argemiro participou da reunido, entdo Belisério e Coriolano ndo participaram.

Considerando que o Diretor ndo participou de tal reuniao e que as trés declaragoes sao ver-
dadeiras, é correto afirmar que, com certeza, também ndo participaram
A) Argemiro e Belisdrio.

B) Argemiro e Divina.

C) Belisario e Coriolano.

D) Belisario e Divina.

E) Coriolano e Divina.

Solucao

Considere as seguintes proposi¢oes atomicas:

A: Argemiro participou da reunido.

B: Belisdrio participou da reunido.

C: Coriolano participou da reuniao.
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D: Divina participou da reunido.

E: O diretor participou da reunido. Traduzindo o arranjo dado no enunciado temos:

D—E 1)
“C—D (2)
A—"BAC 3
-E (4)

Todas as premissas do enunciado devem ser consideradas como sendo verdadeiras, assim
temos f(DAR)AB)AM4)=V.

Observe que de imediato podemos concluir a partir de (4) que f(7E) = V que implica direto
em f(E)=F.

Em (1) temos f(D — E) = V o que nos leva a concluir que f(D) = F, caso contrario f(D —
E) = F, jd que f(E) = F. Na expressao (2), segue que f(—nC — D) =V, o que implica em
f(=C) = F. Note também que independente do valor de =B na proposicao (3), tem-se por
obrigacao que f(A) = F, e nada poderemos afirmar sobre B. Podemos assim concluir que

também ndo participaram da reuniao o Argemiro e a Divina. Alternativa [B].

5. (Técnico da Fazenda Estadual SEFAZ-SP 2010) Considere as seguintes premissas:
p: Estudar é fundamental para crescer profissionalmente.
q: O trabalho enobrece.
A afirmacdo “Se o trabalho ndo enobrece, entdo estudar ndo é fundamental para crescer
profissionalmente” é, com certeza, FALSA quando:
A) p é falsa e q € falsa.
B) p é verdadeira e q é verdadeira.
C) p é falsa e q é verdadeira.
D) p é verdadeira e q € falsa.
E) p é falsa ou q é falsa.
Solucao
A afirmacdo “Se o trabalho ndo enobrece, entdo estudar ndo é fundamental para crescer

profissionalmente” pode ser traduzida corretamente da seguinte maneira:
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A questdo afirma que f(—g — —p) = F, mas isso s6 acontece no caso em que g =V e

—p =F. Portanto f(q) = F e f(p) = V. Alternativa [D].

6. (TRT 12 Regido Anal. Jud. 2008 CESPE) Considere que todas as proposicoes listadas abaixo
sao V.
I Existe uma mulher desembargadora ou existe uma mulher juiza.
IT Se existe uma mulher juiza entdo existe uma mulher que estabelece punicdes ou existe
uma mulher que revoga prisoes.
IIT Nao existe uma mulher que estabelece punicoes.
IV Nao existe uma mulher que revoga prisoes.
Nessa situacao, é correto afirmar que, por consequéncia da veracidade das proposicoes
acima, é também V a proposicao.
A) Existe uma mulher que estabelece puni¢des mas nao revoga prisoes.
B) Existe uma mulher que nao é desembargadora.
C) Se ndo existe uma mulher que estabelece punic¢des, entao existe uma mulher que revoga
prisoes.
D) Nao existe uma mulher juiza.
E) Existe uma mulher juiza mas ndo existe uma mulher que estabelece punicoes.
Solucao
Considere as seguintes proposi¢coes atdmicas retiradas do enunciado da questao:
D: Existe uma mulher desembargadora.
J: Existe uma mulher juiza.
P: Existe uma mulher que estabelece prisoes.
R: Existe uma mulher que revoga prisoes.

Traduzindo o arranjo dado no enunciado temos:

Dv] (1)
J—PVR (2)
-P 3)
-R (4)

Considerando que todas as proposi¢oes do enunciado sdo verdadeiras, segue de (4) que

f(=R) =V,logo f(R) = F, de maneira andloga concluimos de (3) que f(-P) =V = f(P) =F.
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Note que em (2), f(PV R) = F que combinado com f(J — PV R) = V nos leva a conclusdo de
que f(J) =F.

Em (1) tem-se que f(DV J) =V, mas f(J) = F que implica em f(D) = V. Alternativa [D].

7. (CGU-2006) Marcia ndao é magra ou Renata é ruiva. Beatriz é bailarina ou Renata ndo é ruiva.
Renata nao é ruiva ou Beatriz nao é bailarina. Se Beatriz nao é bailarina, entao Marcia é
magra. Assim,

A) Mércia nao é magra, Renata ndo é ruiva, Beatriz é bailarina.
B) Marcia é magra, Renata nao é ruiva, Beatriz € bailarina.

C) Marcia é magra, Renata ndo é ruiva, Beatriz ndo é bailarina.
D) Mércia ndo é magra, Renata é ruiva, Beatriz é bailarina.

E) Mércia nao é magra, Renata é ruiva, Beatriz ndo é bailarina.
Solucao

Considere as seguintes proposic¢oes:

M: Maria é magra.

R: Renata é ruiva.

B: Beatriz é bailarina.

Do enunciado seguem as seguintes proposicoes:

“MVR 1)
BV -R (2)
“Rv-B 3)
“"B—-M (4)

Essa questao, diferentemente das anteriores, ndao fornece a valoracao de nenhuma propo-
sicdo simples. A sugestdao é escolher qualquer uma das proposicoes simples para conside-
rarmos como verdadeira ou falsa(a depender do conectivo na qual a proposicao esta associ-
ada). Apds escolhermos uma valoracdao conveniente, se encontrarmos alguma contradicao

é sinal de que a valoracdo da proposicao € o contrario da que supomos.

Vamos escolher M e supor convenientemente f(M) = F, o que obriga f(—B) = F, uma vez

que f(nB — M) =V.Dado que f(—B) = F,implica f(-R) =V, jaque f(nRvB)=V.

Ora, se f(mR) =V, entdo f(R) = F, o que nos leva a f(—M) =V, de fato, haviamos conside-
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rado que f(M) = F. Como ndo houve nenhuma contradicao temos em resumo:
fIM)=FEf(R)=Fe f(B)=V.
Alternativa [A].

8. (CGU-2008)Sou amiga de Abel ou sou amiga de Oscar. Sou amiga de Nara ou ndo sou amiga
de Abel. Sou amiga de Clara ou ndo sou amiga de Oscar. Ora, ndo sou amiga de Clara. Assim,
A) Nao sou amiga de Nara e sou amiga de Abel.

B) Nao sou amiga de Clara e ndo sou amiga de Nara.
C) Sou amiga de Nara e amiga de Abel.

D) Sou amiga de Oscar e amiga de Nara.

E) Sou amiga de Oscar e nao sou amiga de Clara.
Solucao

Sejam as proposigoes,

A: Sou amiga de Abel.

O: Sou amiga de Oscar.

N: Sou amiga de Nara.

C: Sou amiga de clara.

Traduzindo o arranjo dado no enunciado temos:

AvO 1)
NvVv-A (2)
Cv-0 3)
-C (4)

De (4) temos f(7C)=V = f(C)=F.

Sabendo que f(C v —0) =V, concluimos que f(—0O) = V. Nao é dificil notar que para f(AvV
0) =V f(A) deve ser igual a Vuma vez que f(O) = F. Mas se f(A) =V entdo f(nA)=Fo

que nos leva direto a f(N) = V.

Resumindo, f(A) =V; f(O) =F; f(N) =V e f(C) = F. Alternativa [C].

9. (ESAF - TCU - 2002)0 Rei ir a caca é condicdo necessdria para o duque sair do castelo, e é

condicao suficiente para a duquesa ir ao jardim. Por outro lado, o conde encontrar com a
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princesa é condic¢do suficiente para o barao sorrir e é condicdo necessdria para a duquesa ir
ao jardim. O Barao nao sorriu.

Logo:

A) A duquesa foi ao jardim ou o conde encontrou a princesa.

B) Se o duque nao saiu do castelo, entdo o conde encontrou a princesa.
C) Orei nao foi a caca e o conde nao encontrou a princesa.

D) O rei foi a caca e a duquesa nao foi ao jardim.

E) O duque saiu do castelo e o rei ndo foi a caca.

Solucao

Podemos destacar as seguintes proposicoes atdbmicas do enunciado:

R: Orei ir cacar.

C: O duque sair do castelo.

J: A duquesa ir ao banheiro.

P: O conde encontrar com a princesa.

B: O barao sorrir.

Vamos lembrar que em uma relacao do tipo p — ¢, dizemos que p € suficiente para a ocor-

réncia de g, e q é condi¢ao necessdria para ocorréncia de p.

Agora podemos traduzir as proposicoes encontradas no enunciado que ficam da seguinte

maneira:
C—R (1)
R—] (2)
P—B (3)
J—P (4)
-B. ®)

Todas as premissas do enunciado devem ser consideradas como sendo verdadeiras, sendo
assim temos f((1)AR)AB)A(4)=V.

De (5) segue direto que f(—B) =V = f(B) = F. Em (3) temos f(P — B) = V, para isso deve-
mos ter f(P) = F. Segue ainda de (4) que f(J — P) =V = f(J) = Fumavez que f(P) =F.

De maneira andloga f(R — J) = V implica em f(R) = F que implica f(C) = F, ja que f(C —
R)=V.

Resumo: f(R)=F f(C)=F f(J)=F f(P)=F e f(B) = F. Alternativa [C].
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10. (AFC 2002 ESAF)Se Iara ndo fala italiano, entdao Ana fala Alemao. Se lara fala italiano, entao

11.

ou Ching fala inglés ou Débora fala dinamarqués. Se Débora fala dinamarqués, Elton fala
espanhol. Mas Elton fala espanhol se e somente se ndo for verdade que Francisco nao fala
francés, Ora, Francisco nao fala francés e Ching nao fala chinés. Logo,

A) Iara ndo fala italiano e Débora nao fala dinamarqueés.

B) Ching nao fala chinés e Débora fala dinamarqueés.

C) Francisco nao fala francés e Elton fala espanhol.

D) Ana ndo fala alemao ou Iara fala italiano.

E) Ana fala alemao e Débora fala dinamarqués.

Solugao

Traduzindo as proposicdes para a linguagem légica fica: I: Iara fala italiano. A: Ana fala

alemao. C: Ching fala inglés. D: Débora fala dinamarqués. P: Francisco fala frances.

I — A 1)
I— (CVD) )
D—E (3)
E < =(=P) 4)
-P (5)
-C (6)

De (5) e (6), segue f(mP) = f(0C) =V = f(P) = f(C) = FE Em (4) temos uma bicondicional,
que sabemos ser verdadeira apenas se as duas partes tiverem valoracoes iguais, como ja
visto f(P) = F, entdo para que f(E < —(7P)) = V é necesséario que f(E) = F, mas f(E) =
F implica f(D) = F em (3). No te que em (2), f(CvD) = F, pois f(D) = f(C) = F, disso
podemos concluir que para f(I — (CvD)) =V temos f(I) =V = f(=I)=V. Em (1) tem-se
f(=I— A)=V,mas como f(I) =V, entdo f(A)ndo pode ser falso.

Resumo: f(I) = f(C) = f(P) = f(E) = f(D) = Fe f(A) = V. A Unica afirmacdo verdadeira
entra as alternativas é: “lara nao fala italiano e Débora nao fala dinamarqués.”. Alternativa

(D].

(BADESC-2010) Certo dia, trés amigos fizeram, cada um deles, uma afirmacao:
Aluisio: Hoje nao é terca feira

Benedito: Ontem foi domingo
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12.

Camilo: Amanha serd quarta-feira

Sabe-se que um deles mentiu e que os outros dois falaram a verdade.

Assinale a alternativa que indique corretamente o dia em que fizeram essas afirmacoes.
A) Sabado.

B) Domingo.

C) Segunda-feira.

D) Terca-feira.

E) Quarta-feira.

Solucao

Temos que analisar trés situacoes, comecemos analisando a hip6tese de ser Aluisio o men-
tiroso.

12 hip6tese: a afirmacao de Aluisio é mentira, ou seja, hoje é terca-feira!

Se hoje é terca-feira, ontem foi segunda, correto? Entdo, a afirmac¢do de Benedito também
serd mentira, e isso nao pode acontecer! Logo, gerou uma INCONSISTENCIA! A afirmacao

de Aluisio é verdadeira!

Agora Analisemos o caso em que Benedito estd mentindo.

2a hipétese: a afirmacao de Benedito é mentira, ou seja, ontem NAO foi domingo!

Se a de Benedito for mentira, as outras duas serdo verdade. Outra INCONSISTENCIA! Ora,
como pode ser verdade que hoje ndo é terca-feira (afirmacao de Aluisio) e amanha ser quarta-

feira (afirmacao de Camilo)? Entao, a afirmacao de Benedito € verdadeira!

S6 nos resta a hipdtese de ser Camilo o mentiroso.

32 hipotese: a afirmagdo de Camilo é mentira, ou seja, amanha NAO seré quarta-feira!

Se amanha ndo é quarta-feira, hoje nao é terca (afirmacao verdadeira de Aluisio). Como
apenas negamos o dia de hoje e o de amanh3, ndo haverd qualquer inconsisténcia com a
afirmacdo e Benedito. Entdo, ontem foi domingo e HOJE E SEGUNDA-FEIRA! Alternativa
(C].

(TRT 12 Regiao Téc Jud 2008 CESPE) Assinale a op¢do correspondente a negacao correta da
proposicao “Os ocupantes de cargos em comissao CJ.3 e CJ.4 ndo tém direito a carteira fun-
cional”.

A) Os ocupantes de cargos em comissdo CJ.3 e CJ.4 tém direito a carteira funcional.
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13.

B) Os ocupantes de cargos em comissao CJ.3 ou os ocupantes de cargos em comissao CJ.4
tém direito a carteira funcional.

C) Nao € o caso de os ocupantes de cargos em comissdo CJ.3 e CJ.4 terem direito a carteira
funcional.

D) Nem ocupantes de cargos em comissao CJ.3, nem CJ.4 ndo tém direito a carteira funcio-
nal.

E) Os ocupantes de cargos em comissao CJ.3 ndo tém direito a carteira funcional, mas os
ocupantes de cargos em comissdo CJ.4 tém direito a carteira funcional.

Solucao

Primeiro vamos decompor a proposicao molecular em proposicoes atdomicas, sejam,

A: Ocupantes de cargos da comissao CJ.3

B: Ocupantes de cargos da comissao CJ.4

A proposicao composta apresentada no enunciado, traduzida para a linguagem da logica,
fica:

—ANA-B.

A Tabela 2.16 apresenta um resumo das negacoes de proposicoes compostas. Vamos relem-
brar que 7(AA B) = 1AV 1B. Sendo assim a negacao de "AA 7B é dada por 7(mAAB) =
—(mA)v(7B) = AV B. Ficando “Os ocupantes de cargos em comissao CJ.3 ou os ocupantes

de cargos em comissao CJ.4 tém direito a carteira funcional”. Alternativa [B].

(ESAF) Se Beto briga com Gléria, entdo Gldria vai ao cinema. Se Gléria vai ao cinema, entdo
Carla fica em casa. Se Carla fica em casa, entdo Raul briga com Carla. Ora, Raul ndo briga
com Carla. Logo.

A) Carla nao fica em casa e Beto nao briga com Gléria.

B) Carla fica em casa e Gloéria vai ao cinema.

C) Carla nao fica em casa e Gléria vai ao cinema.

D) Gléria vai ao cinema e Beto briga com Gloria.

E) Gléria ndo vai ao cinema e Beto briga com Gldria.

Solucao

E facil notar que a questdo apresenta 4(quatro) proposicoes simples, sdo elas:

B: Beto briga com Gloria.
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14.

G: Gloéria vai ao cinema.
C: Carla fica em casa.
R: Raul briga com Carla.

Agora podemos traduzir as proposi¢cdes encontradas no enunciado que ficam da seguinte

maneira:
B—-G e}
G—-C (2
C—R 3)
- R 4)

Todas as premissas do enunciado devem ser consideradas como sendo verdadeiras, sendo
assim temos f((DAR)AB)A@4)=V.

Note que hd um encadeamento de contrapositivas, de (4) conclui-se que f(R) = F isso im-
plica diretamente em f(C) = F, e de maneira analoga chegaremos a conclusao de f(G) =
f(B) = F. Sendo assim temos, f(B) = f(G) = f(C) = f(R) = F. Com isso a tnica afirma-
¢do entre as alternativas que € verdadeira é: “Carla ndo fica em casa e Beto nao briga com

Gléria.”. Alternativa [A].

. (ESAF) Se Carlos é mais velho do que Pedro, entdao Maria e Julia tém a mesma idade. Se
Maria e Julia tém a mesma idade, entao Joao é mais moco do que Pedro.

Se Jodo é mais moco do que Pedro, entao Carlos é mais velho do que Maria.

Ora, Carlos ndo é mais velho do que Maria. Entao:

A) Carlos nao é mais velho do que Leila, e Jodo é mais moco do que Pedro.

B) Carlos é mais velho que Pedro, e Maria e Julia tem a mesma idade.

C) Carlos e Jodao sao mais mocgos do que Pedro.

D) Carlos é mais velho do que Pedro, e Jodo é mais moc¢o do que Pedro.

E) Carlos nao é mais velho do que Pedro, e Maria e Julia ndo tém a mesma idade.

Solucao

Assim como fizemos nas questdes anteriores, vamos inicialmente destacar as proposicoes
simples que aparecem no enunciado.

C: Carlos € mais velho que Pedro.

M: Maria e Julia tém a mesma idade.

J: Jodo é mais moco que Pedro.
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B: Carlos é mais velho que Maria.
Agora podemos traduzir as proposicdes encontradas no enunciado que ficam da seguinte

maneira:

C—M 1)
M—] (2)
J—B 3)
B (4)

Todas as premissas do enunciado devem ser consideradas como sendo verdadeiras, sendo
assim temos f((1)A)AB)A(4)=V.
A verdade de =B em (4) resulta em um encadeamento de valora¢des F para todas as outras

proposi¢coes simples.

Perceba que para (3) ser verdadeira sendo B falsa, s6 é possivel se f(J) = F, de maneira ana-
loga conclui-se facilmente que f(M) = f(C) = F. Portanto , “Carlos ndo é mais velho do que

Pedro, e Maria e Julia ndo tém a mesma idade”. Alternativa [E].



Referéncias Bibliograficas

[1] ABRIL,R.H. Demonstracéo de Férmulas Matemdticas no Ensino Médio. Dissertacao(Metrado

Profissional em matemadtica - PROFMAT). Universidade Tecnolégica do Parand, Curitiba

2016.
[2] ALMOULOUD, S.A. Prova e Demonstracdo em matemdtica: Problemdtica de
seus processos de Ensino e Aprendizagem. GT: Educacdo Matemdtica - Ponti-

fica Universidade Cat6lica(PUC-SP), Sao Paulo, 2012. disponivel em:< http
/130reuniao.anped.org.bri/trabalhos/GT19 — 2957 — —Int.pdf >. Acesso em: 22 de
Abril de 2016.

[3] AviLA, G.S. S. Andlise Matemdtica para Licenciatura.3.ed. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2006.

[4] BENEVIDES, P. E Raciocinio Ldgico Quantitativo. Notas de aula. Disponivel em:
< http : /lpaginapessoal.utfpr.edu.br/paulabenevides/raciocinio — logico —
quantitativol/raciocinio—logica—quantitativo/RaciocinioLogicoQuantitativo.pdf >

Acesso em: 22 de janeiro de 2016.

[5] Bispo, C. A. F Introdugdo a légica Matemdtica. Sao Paulo : Cengage Leanirng, 2014.

[6] BRANQUINHO, J.; MURCHO, D.; GOMES, N.G Enciclopédia de termos logicos-
filosoficos.Editora WMF MARTINS FONTES. 743P. disponivel em:< http

Ilrepositorio.ul.pt/ jspuilbitstream/10451/17626/1/Enciclop%C3%A9dia%20de%20Ter mos%?
Filos%C3%B3ficos.pdf >. Acesso em: 25 de Abril de 2016.

178



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 179

[7]

(8]

(9]

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

BRASIL Pardmetros Curriculares Nacionais Ensino Médio: Ciéncias da Natureza, Matemditica

e suas Tecnologias. Brasilia: Ministério da Educacao, Secretaria da Educacgao Bésica, 2000.

BRASIL Orientagoes Educacionais Complementares aos Pardmetros Curriculares Nacionais -

Ensino Médio - PCN+. Brasilia: Ministério da Educacao, Secretaria da Educacdo Basica, 2002.

BRASIL Orientagoes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio. Brasilia: Ministério da Edu-

cacao, Secretaria da Educagdo Basica, 2006.

BRASIL Pardmetros Curriculares Nacionais: Terceiro e Quarto Ciclos do Ensino Fundamen-

tal: Disciplina Matemditica. Brasilia: Ministério da Educacao, Secretaria da Educacao Bésica,

1998.
BRASIL Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional. Brasilia: Pre-
sidéncia da Republica, Casa Civil, 1998.Disponivel em: <  http

llwww.planalto.gov.br/ccivily3/Leis/L9394.htm >. Acesso em: 05 de junho de 2016.

Costa, K.R. George Boole. Brasil Escola. Disponivel em: <  http
Ilbrasilescola.uol.com.br/biografialgeorge—boole.htm >. Acesso em: 04 de maio de

2016.

Cruz, E; MAaIA L. O que dizem Professores e Alunos de Matemdtica sobre o Fra-
casso Escolar em Matemdtica? Inter-faces entre as Representagbes Sociais e o Desempe-
nho Escolar. . In Anais do SIPEMAT. Recife, Programa de P6s-Graduacdao em Educacgao
- Centro de Educacdo - Universidade Federal de Pernambuco,2006, 17p. Disponivel em:
< http : llwww.gente.eti.br/lematec/ CDS/SIPEMATO06/artigos/cruzmaia.pdf >.

Acesso em: 26 de maio de 2016.

DANTE, L.R. Tudo é Matemyditica - 9° Ano. Livro didatico - Editora atica, 2009.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 180

(15]

(16]

(17]

(18]

(19]

(20]

(21]

(22]

(23]

(24]

DANTAS, EA. Explorando a matemdtica dentro da calculadora. 2015, 68f. Disserta-
cao(Metrado Profissional em matemaética - PROFMAT). Universidade Federal do Rio Grande

do Norte, Natal 2015.

DAGHLIAN, J. Logica eAlgebm de Boole. Sao Paulo: Editora Atlas S.A., 2008. 167 p.

DOXIADIS, A. Tio Petrus e a Conjectura de Goldbach: Um romance sobre desafios matemditi-

c0s.1953. Traducao de Cristiane Gomes de Riba Sao Paulo: editora .34. 2001.

FAJARDO, R. A. Légica matemdtica. Sao Paulo: IME.2012.

FiLHO, D. C. M. Um convite a Matemdtica. SBM - Sociedade Brasileira de Matematica, 22

edicao, 2013.

GOMES, E.B. Proposta de abordagem do ensino de raciocinio logico no ensino médio. Disser-
tacao(Metrado Profissional em matemadtica - PROFMAT). Universidade Federal do Tocantins,

Palmas-TO 2015.

HARDY, G.H. A Mathematician's Apology. reprinted with a foreword by C. P. Snow. New York;
Cambrige University, 1993.

HEGENBERG, L. Légica Rio de Janeiro: Forense Universitéria, 2015. 426 p.

HouAiss A. Diciondrio Houaiss da lingua Portuguesa. Disponivel em: < http :

llwww.dicio.com.br/houaiss/ >. Acesso em: 15 de marco de 2016.

KANTE, E. Critica da Razdo Puralraducdo:]. Rodrigues de Merege. Versao eletronica. Dispo-
nivel em:< http://br.egroups.coml/groupl/acropolis/ >. Acesso em: 09 de dezembro de

2015.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 181

[25] MARQUEZAN, EF> Fracasso escolar na alfabetizacdo: um olhar a partir da psicopedago-
gia. 2011. Monografia(Especializacao em psicopedagogia)Centro Universitario Franciscano

, Anapdlis - GO 2001.

[26] MARTINS, P.R.G.M.V. Matemdtica sem Numeros: Uma proposta de atividade para o estudo
da logica. 2014, 82f. Dissertacao(Mestrado Profissional em matemadtica - PROFMAT). Univer-

sidade Estadual de Maringd, Maringé 2014.

[27] MATIAS, R.R.; JUNIOR, J.M.P.M. Laboratério de Circuitos Légicos. Disponivel em: < http :
llwww.uf pi.br/subsiteFiles/menezes/arquivos/ files/Guia.xperimentos%204.pdf >.

Acesso em: 06 de fevereiro de 2016.

[28] MORTARI, C. A. Introdugdo a Logica. Sao Paulo. Editora UNESP, 2001. 393p.

[29] MoTA, M.C.; CARVALHO, M.P. Os diferentes tipos de demonstragoes: Uma
reflexdo para os cursos de Licenciatura em matemdtica . Revista da edu-
cacdo matemdtica da UFOP. Ouro Preto, 2011. Disponivel em: <  http
llwww.cead.ufop.br/jornallindex.php/redumat/article/view/341 >. Acesso em:

28 de abril de 2016.

[30] NAGAFUCHI T.; BATISTA 1. L. O que é demonstragdo? sintese de uma reconstrugdo historico-
epistemologica. Universidade Estadual de Londrina. Paranda: 2008. Disponivel em: <
http : l/lwww2.rc.unesp.br/eventos/ matematicalebrapem2008/upload/69 —2 — A —

gtdpagafuchisa.pdf >. Acesso em: 10 de maio de 2016.

[31] NASCIMENTO, EA.; GUNTZEL, J.L. Introducdo aos circuitos logicos .. Santa Catarina, 2001.
Disponivel em: < http: //www.inf.ufsc.br! guntzellisd/isd.html >. Acesso em: 29 de

maio de 2016.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 182

(32]

(33]

(34]

(35]

(36]

(37]

NASSER, L. Uma pesquisa sobre o desempenho de alunos de cdlculo no tracado de grdficos. In:
FROTA, M. C. R.; NASSER, L. Educacao Matemadtica no ensino superior: pesquisas e debates.
Recife: SBEM, 2009.

PESSANHA, J. A.M. Tépicos; Dos argumentos sofisticos/ Aristoteles. Selecao de textos de José
Américo Motta Pessanha; Tradugdo de Leonel Vallandro e Gerd Barnhein da versao inglesa

de W.A. Pickard - Sao Paulo. Editora Nova Cultura, 1987.

Ramos, EP. Introdugdo a logica Aristotélica. Publicacdo on-line disponivel em:<
http : [/lfabiopestanaramos.blogspot.com.br/2011/10/introducao — logica —

aristotelica.html >. Acesso em: 13 de marco de 2016.

RUSSEL, B. A. W. Introducdo a filosofia Matemdtica. Zahar editores, 1974.

SILVA, J. A. E DA Refletindosobre as dificuldades de  aprendiza-
gem na matemdtica: Algumas  consideragoes. disponivel em:< htips
llwww.uch.br/sites/100/103/TCC/22005/JoseAugustoFlorentinodaSilva.pd f >.
Acesso em: 04 de junho de 2016.

TASINAFO, P. M. Um breve histérico do desenvolvimento da logica matemdtica e o surgimento
da teoria da computacdo. Anais do 14° Encontro da Iniciacdo cientifica e P6s-Graduacao do

ITA - XIV ENCITA/2008. Instituto Tecnolégico de Aerondautica, Sdo José dos Campos-SP, 2008.



	Introdução
	Introdução à Lógica Matemática
	Como definir lógica?
	Breve história da lógica

	Lógica Proposicional e de Primeira Ordem
	Primeiras Definições
	Linguagem da lógica matemática
	Classificações e representações das proposições
	Conectivos Proposicionais
	Regras para formação de proposições compostas(fórmulas compostas)

	Classificação dos conectivos
	Conjunção
	Disjunção
	Condicional
	Diferença entre condição necessária e condição suficiente
	Bicondicional
	Negação

	Tabela-Verdade
	Tabela-verdade da Conjunção
	Tabela-Verdade da Disjunção Inclusiva
	Tabela-Verdade da Disjunção Exclusiva
	Tabela-Verdade da Negação
	Tabela-Verdade da Condicional
	Tabela-Verdade da Bicondicional
	Número de Linhas da Tabela-Verdade
	Dispondo na Tabela-Verdade os Valores Lógicos das Proposições Simples
	Quadro de Resumo das Tabelas-Verdade

	Equivalência Lógica
	Propriedades da equivalência

	Negação de Proposições Compostas
	Negação da Conjunção
	Negação da Disjunção Inclusiva 
	Negação da Disjunção exclusiva
	Negação da Condicional
	Negação da Bicondicional

	Negação de Proposições com Quantificadores
	 Negação de ``Todos''
	Negação de ``Algum''
	Negação de ``Nenhum''
	Resumo das Negações de Proposições Compostas ou com Quantificadores

	Tautologia, Contradição e Contingência 
	Contrapositiva e Recíproca
	 Sugestões de Exercícios

	Argumentação Lógica e Demonstração Matemática
	Argumento
	Validade de um Argumento: Silogismo e Falácia
	Contrárias X contraditórias das proposições categóricas

	Métodos para testar a validade de argumentos
	Prova direta
	Método da tabela-verdade
	Prova Indireta para validade de argumentos

	Demonstrações matemáticas
	Prova por Redução ao Absurdo
	Prova Direta
	Prova por contrapositiva
	Princípio da Indução Finita

	Dedução de fórmulas
	Sugestões de Exercícios

	Sugestões de sequências didáticas
	Circuitos lógicos e a relação com as Tabelas-verdade
	Álgebra Booleana
	Avaliação de equações Boolenas
	Função Booleana

	Circuitos de Chaveamento 
	Circuitos em série
	Circuitos paralelos
	Circuito em série-paralelo

	Circuitos lógicos
	Porta lógica E
	Porta lógica OU
	Porta inversora 

	Primeira Atividade - Aplicativo computacional
	Aplicativo on-line - circuito lógico

	Segunda atividade - Redefinindo conectivos com uso do programa de computador logisim v2.7.1
	Atividade utilizando o Logisim

	Terceira atividade - Ainda utilizando o Logisim
	Resultados esperados e considerações finais
	Exercícios de Vestibulares

	Demonstrações das Propriedades da Álgebra Booleana
	Soluções dos Exercícios Propostos 

