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Resumo

Neste trabalho é proposta uma aplicacao da Teoria dos Jogos e da Teoria da Probabi-
lidade na educacao bésica como uma alternativa para o tratamento de interacoes que
caracterizam-se por jogos e para o ensino de probabilidade na educacao basica. Sera
apresentada uma introducao a historia da probabilidade, bem como os fundamentos pro-
babilisticos que norteiam as aplicagoes da teoria dos jogos a nivel de ensino médio e, por
fim, serd proposta uma aplicacao através de uma sequéncia didatica que une tépicos das

duas teorias no ensino de probabilidade.

Palavras-chaves: Teoria da Probabilidade. Teoria dos Jogos. Jogos. Ensino de

Probabilidade.
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Abstract

This work proposes an application of the game theory and probability theory in basic
education as an alternative for the treatment of interactions which is characterized as
games and for probability teaching. An introduction to the history of probability will be
presented and the probabilistic foundations that guide applications in game theory to the
high school level and, finally, it is proposed an application through a didactic sequence

that unites topics of the two theories in teaching probability.

Keywords: Probability Theory. Games Theory. Games. Probability teaching.
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Introducao

O presente trabalho tem por objetivo servir de material de apoio para professores de
matematica do Ensino Médio que desejem relembrar os principais fundamentos da teoria
da Probabilidade, entender a formalizagao da Teoria dos Jogos e apresentar sugestoes de
como aplica-la juntamente com a probabilidade em sala de aula.

Para tanto, estudam-se situagoes de cotidiano e espera-se que os alunos reconhecam
situagoes conflituosas que podem ser modeladas por Teoria dos Jogos. Uma das principais
ferramentas dessa teoria é a probabilidade, que nos potencializa a determinar nivel de
incerteza de certos eventos e assim fundamentar argumentacgoes a cerca dos mesmos.

A motivagao para realizagao deste trabalho nasceu na necessidade do desenvolvimento
de novas aplicacoes e metodologias para o ensino de matematica e em especifico para a
teoria da probabilidade. As dificuldades das escolas publicas na educagao bésica é um
fator preponderante para os péssimos resultados nos exames nacionais e internacionais de
avaliacao da educacao basica. Os fatores que influenciam este mau resultado sao diversos e
nao é nosso objetivo investiga-los, no entanto é nosso dever propor estratégias que venham
a minimizar tais dificuldades do ensino de probabilidade. O porqué de estudar matematica
nunca foi tao ouvido pelos profissionais em educacao. Tal fato revela o quanto as teorias
sao enfatizadas e o quanto as aplicagoes deixam de ser apresentadas como ferramenta
motivacional para a aprendizagem.

A partir desta motivacao a teoria dos jogos e a teoria da probabilidade compoe uma
base para construcao de uma nova proposta de aplicacao das competéncias e habilidades
para o ensino aprendizagem de probabilidade, levando em consideracao o conhecimento
cientifico, os fatores sociais e a formacao cidada. As aplicacoes da teoria da probabilidade
estao em todas as areas do conhecimento, fortalecendo seus conceitos tedricos basicos,
para preparar os estudantes para as aplicacoes futuras. Uma destas aplicacoes esta nos

jogos que por sua vez tornou-se teoria através de Jhon Von Neumann e Oskar Mongenstern



quando apresentaram diversas situacoes socio economicas que sao modeladas através dos
jogos. O objetivo era modelar interagoes entre dois ou mais personagens (jogadores) que
interagem entre si com objetivos comuns, diversos ou estritamente opostos, através de
confrontos simultaneos, sequenciais e(ou) repetitivos, demonstrando ao final seus ganhos
para os quais se justificam todas as decisoes tomadas durante a interacao.

A teoria dos jogos teve seu desenvolvimento ligado aos avancos nos estudos proba-
bilisticos em aplicacoes de situacoes problemas que remetem a confrontos. Um outro
grande matematico que contribuiu significativamente para o desenvolvimento desta teoria
foi Jhon Forbes Nash, que em seus estudos sobre equilibrio analisou os jogos do ponto de
vista dos personagens, propondo solucoes 6timas para cada jogador de uma determinada
interacao, tal proposicao ficou conhecida como Equilibrio de Nash. Um fator importante
para esta teoria sao as solugoes dos jogos, sendo estas estritamente dependentes das es-
tratégias adotadas. Dentre as estratégias puras e mistas, as mistas se destacam como
uma das principais aplicacoes de probabilidade pois ha jogos que nao possuem equilibrio
de Nash em estratégias puras, e uma alternativa é considera-lo do ponto de vista pro-
babilistico, isto é, o jogador deve escolher uma distribui¢ao de probabilidade sobre suas
estratégias puras.

A teoria dos jogos é fascinante em suas particularidades e capacidade de modelar
situacgoes de confronto, o fomento ao empreendedorismo, o respeito aos adversarios ou
interlocutores de opinides adversas e a demonstracao de que nos ganhos ou nas perdas
as tomadas de decisoes sao fatores de implicagao natural. Podemos afirmar entao que a
Teoria dos Jogos ajuda a formar cidadaos.

No primeiro capitulo desta dissertacao ¢ tratado o contexto histérico da teoria da
probabilidade, mostrando em um pequeno resumo os principais fatos e personagens que
contribuiram significativamente para a teoria da probabilidade e ajudaram a fazer desta
teoria uma peca fundamental na formacao profissional, cidada e do desenvolvimento hu-
mano. Ainda no primeiro capitulo enfatizamos os principais resultados bésicos da teoria
da probabilidade que serao necessarios para o bom desenvolvimento das aplicacoes da
teoria dos jogos na educacao basica, mostrando exemplos de aplicagoes na teoria dos
jogos.

No segundo capitulo apresentamos a teoria dos jogos em seus fatores historicos, de-

finicoes e caracteristicas, formalizando o conceito de jogos e seus componentes destacando



os jogos segundo suas solucoes, estratégias e ganhos. Enfatizamos ainda os jogos se-
quenciais e suas representacoes em forma de diagramas em arvore como uma forma de
demonstrar didaticamente a Teoria da Probabilidade no contexto dos jogos.

Finalizamos com o terceiro capitulo onde construimos uma sequéncia didatica pro-
pondo a composicao das duas teorias em aplicacoes que venham a propiciar uma nova
oportunidade de apredizado de topicos da teoria da probabilidade e introducao a teoria
dos jogos de forma sucinta e adequada a este nivel da educacao.

As principais fontes que nortearam este trabalho foram: Teoria dos Jogos: com
Aplicagoes em Economia, Administracao em Ciéncias Sociais de Ronaldo Fiani (Rio de
Janeiro editora CAMPUS, 2006) e Uma Introdugao a Teoria dos Jogos de Humberto José
Bortolossi (II Bienal da SBM. Universidade Federal da Bahia, 2004).



Capitulo 1

Introducao a Probabilidade

1.1 Um Resumo Historico da Teoria da Probabili-

dade

Neste capitulo iremos apresentar um pequeno resumo dos principais fatos da histéria da
teoria da probabilidade. Em sequéncia cronoldgica passearemos desde a pré historia ao
periodo moderno.

Segundo GADELHA[7] em Uma Pequena Histéria da Probabilidade, a histéria da
probabilidade caracteriza-se em cinco periodos: Pré-histéria, Origens, Maturacgao da Pro-

babilidade Cléssica, Escola de Sao Petersburgo e Periodo Moderno.

1.2 Pré-historia

No primeiro periodo (Pré-histéria) foram encontrados registros de 3.500 anos a.C. em
tumbas egipcias que mostram pessoas jogando uma forma primitiva de dados, feitos a
partir do astragalus (osso do calcanhar), onde os jogadores tentam obter vantagens em
uma disputa e evitam perdas advindas da imprevisibilidade. Com datagao de 3.000 anos
a.C. no norte do Iraque, foram encontrados dados de seis faces, provavelmente utilizados
por habitantes daquela regiao em jogos regionais. Também ¢é importante mencionar o uso
do triangulo de Pascal por hindus, segundo registros que datam de 200 a.C. As raizes da
probabilidade vao se desenvolvendo de forma empirica, baseadas na anélise de resultados

dos jogos de azar ou censos demograficos constituidos desde os grandes impérios.



1.3 Origens

A teoria matemética da probabilidade s6 ganha forca no século XIV, com o trabalho
de Gerolamo Cardano (1501 — 1576), no livro Liber de Ludo Aleae, “Livro de Jogos de
Azar”, onde Cardano define probabilidade de um evento como a razao entre o nimero de
resultados favoraveis e o niimero de possiveis resultados para o caso equiprovavel. Cardano
influenciou varios trabalhos, por exemplo, o Sopra le scorpeta dei dadi ou “Sobre o jogo
de dados” de Galileo Galilei (1564 — 1642), onde ele identifica aglomeragoes simétricas
em torno de resultados verdadeiros e a probabilidade do erro decrescer com seu tamanho,
sendo este, o precursor dos estudos sobre Distribuicao Normal. Antes de Cardano, Luca
Paccioli (1445 - 1514) propos O Problema dos Pontos. Esse problema foi investigado por
varios estudiosos, mas ganhou notoriedade apods a anélise e proposicoes de resultados dos
franceses Pierre de Fermat e Blaise Pascal. O conceito fundamental de probabilidade,
isto é, as chances de medir a ocorréncia de um evento submisso ao acaso, surgiu com
as correspondéncias trocadas por Fermat e Pascal. Ainda sobre este problema em 1556,
Nicolo Tartaglia realizou calculos de probabilidade e escreveu o trabalho Tratado Geral

Sobre Numeros e Medidas.

Figura 1.1: Luca Paccioli

Fonte:https://lenta.ru/articles/2015/11/21/pacioli. Visita em 31 de Agosto de 2016, hora: 17:23

O problema dos pontos possui diversas variantes, abordaremos uma que consiste na

seguinte situacao:

Exemplo 1 Os jogadores A e B estao em um jogo honesto de cara (C) e coroa (K), onde
se ocorrer cara ganha o jogador A e coroa o jogador B. FEles concordam em continuar
até que um deles venca n rodadas. O jogo € interrompido no momento em que para o
jogador A restam a pontos para vencer e para o jogador B restam b pontos para a vitoria.

Supondo a > b e a e b menores que n, como devem ser divididas as apostas?



Fermat particularizou o problema apresentando uma solu¢ao onde o jogador A havia com-
putado oito pontos e o jogador B sete pontos, em jogo que o jogador que atingir dez pon-
tos vence o jogo, implicando em no mdximo mais quatro rodadas para finalizar o jogo:

(n =10, a =2 e b= 3) as tabelas representam as quatro jogadas restantes possiveis.

Tabela 1.1: Jogadas Favoraveis ao Jogador A

Jogadas | Resultados | Jogadas | Resultados
01 cecoco 06 CCKK
02 CCCK 07 CKKC
03 CCKC 08 KKCC
04 CKCC 09 KCCK
05 KCccoco 10 KCKC

11 CKCK

Tabela 1.2: Jogadas Favoraveis ao Jogador B

Jogadas | Resultados
01 KKKK
02 KKKC
03 KKCK
04 KCKK
05 CKKK

Pelo enunciado do problema a ocorréncia do evento cara é favoravel ao jogador A e
a ocorréncia do evento coroa é favoravel ao jogador B. As Tabelas 1 e 2 apresentam 11
casos favoraveis para o jogador A e 5 para B. Fermat concluiu que o prémio seria melhor
dividido na razao 11/16 para o jogador A e 5/16 para o jogador B.

Pascal por sua vez apresentou a sua solucao geral usando o artificio da analise com-
binatéria, a partir do Triangulo Aritmético, onde apresentou uma solucao genérica onde

para a razao das partes do prémio.

a+b—1 a+b—1
Casos Favordveis ( 0 > +ot < b—1 ) 1)
Casos Possiveis <a+871> - <a+b71>




Em 1657 Christiaan Huygens (1629 — 1695), um estudioso da area de Ciéncias da Natureza
e Matematica, publicou no apéndice do livro Ezxercitationes Mathematicae de Frans van
Schooten, o Ratiociniis em Ludo Aleae ou “Raciocinio em Jogos Aleatorios”, considerada
a primeira publicacao da Teoria da Probabilidade. Em visita a Paris, Huygens tomou
conhecimento das correspondéncias entre Pascal e Fermat e dos problemas por eles in-
vestigados, porém seguiu seus estudos e conseguiu resolver dezoito problemas ligados aos
jogos de azar sem usar analise combinatéria, os quais foram publicados em um livreto,

que foi bastante utilizado na introducao a teoria da probabilidade até o século XVIII.

Figura 1.2: Christiann Huygens

Fonte: http://www-history.mecs.st-and.ac.uk/PictDisplay /Huygens.html, 31 de Agosto de 2016, as 17h e 31min

Gottfried W. Leibniz (1646 — 1716), um dos criadores do Célculo Diferencial e Inte-
gral, também deu sua contribuigao a probabilidade no trabalho de 1666 Ars Combinatoria
que propunha um modelo para descobrir verdades a partir de combinacoes de conceitos,
analisando-os exaustivamente e metodicamente quanto as suas validades, sendo esta uma
das origens da légica computacional. A ideia de Leibniz era que todo raciocinio e desco-

berta podem ser reduzidos a uma combinacao ordenada de elementos.

Figura 1.3: Gottfried W. Leibniz

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/leibniz.htm, 31 de Agosto de 2016, as 18h e 03min.



1.4 Maturacao da Probabilidade Classica

Nesse periodo, varios cientistas, filésofos e pesquisadores de varias areas do conhecimento
contribuiram para o amadurecimento da Teoria da Probabilidade. As grandes contri-
buigoes iniciam-se a partir da obra Ars Conjectandi ou a “Arte das Conjecturas”, escrito
pelo matemético suico Jacob Bernoulli (1654 — 1705). O livro apresentou a Lei dos Gran-

des Numeros!

, sendo esta sua principal contribuicao para os estudos da probabilidade,
porém, a conclusao e a publicagao desta obra, sé ocorreu apds a sua morte, através do seu
sobrinho Nicolaus Bernoulli (1687 — 1759) que editou e publicou em 1713. Em sua estru-
tura a Arte das Conjecturas apresenta quatro grandes pilares: no primeiro J. Bernoulli
apresenta uma reedicao do livreto de Huygens, o segundo foi intitulado de “A Doutrina
das Permutacgoes e Combinagoes”, no terceiro apresentou uma série de aplicacoes da teoria
das combinacoes aos jogos de azar e no quarto e ultimo aplicou a teoria da probabilidade
em problemas civicos, economicos e morais. Ja Nicolaus Bernoulli propos um problema
que posteriormente seria conhecido como Paradozo de Sao Petersburgo e entraria para os
Anais da Academia Imperial de Sao Petersburgo através do trabalho de seu primo Daniel
Bernoulli (1700 — 1782).

Johan Bernoulli, pai de Daniel, teve como aluno um dos principais matematicos da
histéria Leonhard Fuler (1707 — 1783), que conviveu com a familia Bernoulli durante
sua juventude e entrou aos 19 anos na Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo ocu-
pando a vaga de Nicolaus Bernoulli (falecido). A partir desta oportunidade desenvolveu
aplicacoes da teoria da probabilidade em estudos sobre loterias, demografia e seguros. A
sua obra “Recherches generales sur la mortalite et la multiplication du genre humain”, ou
Pesquisa Geral sobre a Mortalidade e Multiplicacao da Humanidade, tornou-se a base da
Demografia Matematica atual.

Ainda no periodo de Maturacao da Probabilidade Cléssica, o matematico frances
Abraham DeMoivre (1667 — 1554) publicou o livro Doctrine of Chances, ou “Doutrina
das Chances”, onde propos fragoes geratrizes como solugoes para equacgoes diferenciais e
indiretamente técnicas de reducao de problemas da probabilidade a estas equacoes. De-

Moivre também publicou estudos sobre a distribuicao normal e apresentou uma prova para

1Se um evento de probabilidade p é observado repetidamente em ocasides independentes, a proporcao
da frequéncia observada deste evento em relagdo ao total nimero de repeticoes converge em direcao a p

a medida que o nimero de repetigoes se torna arbitrariamente grande.
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a aproximacao n! ~ v/2mn ", Bernoulli e DeMoivre foram os maiores contribuintes

para a teoria da probabilidade antes de Laplace.

Figura 1.4: Abraham DeMoivre

Fonte:http://alchetron.com/Abraham-de-Moivre-1078669-W, 31 de Agosto de 2016, 18h e 12min.

O Marqués Pierre Simon de Laplace (1749-1827) escreveu um tratado em dois volumes
da obra Théorie Analytique des Probabilités, ou ”Teoria Analitica das Probabilidades”.
Laplace apresentou uma nova prova para o Teorema Central do Limite, reuniu, sistemati-
zou e ampliou os resultados de seus predecessores fundamentando classicamente a teoria
da probabilidade. Era adepto do determinismo, nao acreditando em chance na natureza,
o que o fez contribuir com a probabilidade a priori no calculo das probabilidades inversas,
originalmente introduzida por Thomas Bayes (1702 — 1761). Laplace contribuiu também
com a teoria da probabilidade na analise dos erros de medicoes, estudado inicialmente por

Thomas Simpson (1730 — 1761), em 1756.

Figura 1.5: Pierre Simon de Laplace

Fonte: http://www.explicatorium.com/biografias/pierre-laplace.html, 31 de Agosto de 2016, 18h e 55min.



Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) e Siméon—Denis Poisson (1781 — 1840) finalizaram
a fase do amadurecimento da teoria da probabilidade, por meio do estabelecimento do erro
de medidas com a curva normal, o desenvolvimento do método dos minimos quadrados
por parte de Gauss e a deducao da distribuicao de Poisson, originalmente conhecida como
a Lei dos Pequenos Numeros e utilizada até os dias atuais em aplicacoes nas Ciéncias da

Natureza e estudos probabilisticos da parte de Poisson.

Figura 1.6: Carl Friedrich Gauss

Fonte:http://classroom.orange.com/pt/biografia-de-carl-friedrich-gauss.html, 31 de Agosto de 2016, 18h e 58min

1.4.1 Escola de Sao Petersburgo

A Escola de Sao Petersburgo contribuiu significativamente para o desenvolvimento dos
estudos sobre probabilidade em meados do século XIX, sendo a Riissia neste periodo o
unico pais no mundo onde os fundamentos matematicos da teoria da probabilidade eram
pesquisados. Fundada por Pafnuty L vovich Chebyshev (1821-1884), matemdtico russo
que teve por inspiracao os sucessores de Daniel Bernoulli e Euler, a escola ficou conhe-
cida como o berco da probabilidade moderna, sendo Chebyshev o primeiro matematico

2 ¢ 0 estudo sobre momentos. Foi o professor de Andrei

a apresentar variaveis aleatorias
Andreiwich Markov (1856-1922) que usou o conceito de momentos para provar rigorosa-
mente o Teorema Central do Limite?. Markov ficou conhecido pelos seus estudos sobre

a relagao de dependéncia das variaveis aleatorias em tempo discreto, o qual ganhou o

2Varigvel aleatéria é uma varidvel quantitativa, cujo resultado (valor) depende de fatores aleatérios.
Matematicamente, variavel aleatéria é uma fungao que associa elementos de um espago amostral a valores

numéricos.

30 teorema mostra que quando o tamanho da amostra aumenta, a distribuicio amostral da sua média

aproxima-se cada vez mais de uma distribui¢ao normal.

10



nome de “Cadeias de Markov”. Sao Petersburgo ainda foi palco de varios avancos nas
aplicacoes desta teoria: Ludwig Boltzmann (1844-1906) demonstrou que a segunda Lei da
Termodinamica e o conceito de Entropia podiam ser explicadas aplicando-se a teoria da
probabilidade no comportamento cinético do a&tomo. Josiah Willard Gibbs (1839-1903) foi
o responsavel pela consolidacao da Fisica Estatistica como um dos ramos da investigagao

cientifica, destacando-se por uma série de palestras apresentadas na Universidade Yale.

Figura 1.7: Andrei Andrei

Fonte: http://www.math.iupui.edu/ momran/m118/markov.htm, 31 de Agosto de 2016 19h e 05min

1.4.2 O Periodo Moderno

No final do século XIX, tem inicio o Periodo Moderno da probabilidade. No livro Calcul
des Probabilités de 1899, o matematico francés Joseph Bertrand (1822 — 1900) propos o
famoso “Paradozo de Bertrand” que consiste em calcular a probabilidade de se obter uma
corda de um circulo de raio um com comprimento maior que v/3, Bertrand apresentou
diferentes respostas ao problema, o que é inaceitavel para matematica, limitando assim
por um periodo a credibilidade da teoria da probabilidade. A probabilidade necessitava de
um rigor matematico, que veio a ser alcangado através do estudo axioméatico proposto por
Andrei Nikolaevich Kolmorov (1903 — 1987) que em 1929 publicou o trabalho Teoria geral
de medidas e teoria de probabilidade, onde apresentou os axiomas da teoria de medidas. J&a
em 1933 Kolmorov publicou o livro: Fundamentacdao do Cdlculo de Probabilidades onde
desenvolveu rigorosamente a teoria da probabilidade, através de axiomas influenciados
pela teoria da medida, obtendo base matematica para o estudo de diversos fenomenos

observados ao longo do tempo.

11



Como consequéncias destas defini¢oes Joseph Leo Doob (1910 - 2004) e Paul Lévy
(1886 — 1971) deram contribuigoes significativas como o desenvolvimento da teoria de
martingales, base para teoria moderna de probabilidade no estudo de fenomenos obser-
vados em ao longo do tempo (processos estocdsticos). A maneira axiomatica de fazer a
teoria da probabilidade de Kolmorov trouxe esta teoria para um patamar de modernidade
e desenvolvimento.

A Teoria da Probabilidade e a Teoria dos Jogos, pertencem ao cotidiano de todo
cidadao, porém de forma implicita, no entanto, é estratégico apresentar aos estudantes da
educacao bésica essas teorias e como elas se relacionam, com objetivo de construir novas
leituras de mundo e mostrar o quao importante é a mateméatica em suas vidas. Vejamos

a seguir um pouco da teoria da probabilidade apresentada na educacao bésica.

1.5 Principais Definicoes e Resultados da Teoria da

Probabilidade

Para iniciarmos precisamos definir os experimento aleatério, espaco amostral e evento,

segundo a Teoria da Probabilidade.

Definicao 1 Um FExperimento Aleatorio é aquele que ao ser repetido em situacoes e
condicoes semelhantes pode produzir resultados diferentes, sem a possibilidade de sua de-
terminacao antecipada, apenas o conhecimento do conjunto de possiveis resultados. Desta
forma um experimento aleatorio depende de uma multiplicidade de causas que nao pode-

mos controlar, as quais chamamos de acaso.

Exemplo 2 O lancamento de uma moeda e observagao do resultado, ou o sorteio de uma
bola em uma urna com n bolas numeradas de 1 até n ou a escolha de um niumero real

qualquer entre 0 e 1 sao exemplos de experimentos aleatorios.

Definicao 2 O Espaco Amostral é o conjunto formado por todos os resultados possiveis

de um experimento aleatorio. Em geral, denominamos por €.

Um espacgo amostral pode ser finito ou infinito, enumeravel ou nao-enumeravel quando
finito ou infinito enumeravel, dizemos que o espaco amostral é discreto, caso contrario o

espaco amostral é continuo.
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Exemplo 3 Nos experimentos lancamento de uma moeda e observacao do resultado e o
sorteio de uma bola de uma urna com n bolas numeradas de 1 an, Q0 € um espaco amostral

finito dado pelos conjuntos: Q2 = {cara,coroa} e Q ={1,2,...,n} respectivamente.

Veja que usamos os nimeros de 1, 2, ..., n para representar as bolas com o objetivo

de facilitar a escrita.

Exemplo 4 O experimento da escolha de nimero real qualquer entre 0 e 1, temos 2 =

0, 1].

Definicao 3 Chamamos de Eventos os subconjuntos do espaco amostral ). Representa-
mos por letras maitusculas A, B, ... e diremos que um evento A ocorre se ao ser realizado
o experimento, o resultado observado pertencer ao conjunto A. Um evento pode ainda ser

classificado como:

e Evento Complementar: Seja um evento qualquer A C €1, entdo seu evento com-
plementar A° serd definido pelos elementos de € que nao estao em A. A unido do

evento A e seu complementar A€ gera o espago amostral );

e Evento Disjunto: Dois eventos quaisquer A e B sdo disjuntos, ou mutuamente

excludentes se AN B = Q;

e Evento Elementar em Espagco Amostral Discreto: Seja um espago amostral
finito Q = {wy,ws, ..., w,}, em que w;,com i = 1,2, ....,n, sao resultados do experi-
mento. Diremos que o evento A; serd um evento elementar quando A; = {w;},i =

1,2,...,n.

e Evento Elementar em Espaco Amostral Continuo: E todo evento cujo 0s

espagos amostrais sao associados a intervalos numéricos da forma:
{a,b} ={r e R/a <z < b}

Pois qualquer que seja A C ), poderd ser escrito como uniao, intersec¢ao ou dife-

rencas de conjuntos associados aos eventos em §2.

Exemplo 5 No lagcamento da moeda temos que A = cara e B = coroa sao eventos ele-
mentares. O evento C = {1, 2, 3} pertence ao experimento do sorteio de uma bola da
urna. Assim, se ao sortear sair a bola com o numero 3 ou 2 podemos dizer que o evento

C ocorreu.
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A partir do exemplo a seguir utilizaremos situacoes ou jogos da teoria do jogos com
o objetivo de nos familiarizarmos com esta teoria. Para iniciar vamos utilizar o jogo

“Delagao Premiada” que seréd evidenciado no préoximo capitulo.

Exemplo 6 No jogo “Delagao Premiada”, dois réus sao acusados a partir de provas de
cometerem um determinado crime, e receberao um beneficio legal caso aceitem colaborar
com a investigacao. Assim, cada réu terd as sequintes possibilidades: negar, confessar,
colaborar ou silenciar. O espaco amostral relativo a este jogo serd composto de vetores

com duas entradas, a primeira refere-se ao primeiro réu e a sequnda ao sequndo réu:

Q= {(negar, negar), (negar, confessar), (negar, delatar), (negar, silenciar),
(confessar, negar), (confessar, confessar), (confessar, delatar), (confessar, silenciar),
(delatar, negar), (delatar, confessar), (delatar, delatar), (delatar, silenciar),

(silenciar, negar), (silenciar, confessar), (silenciar, delatar), (silenciar, silenciar)}.

Cada vetor apresentado no espago amostral representa um evento simples. Portanto
ao estudar o conjunto de possibilidades ou saidas que cada réu possui estamos estudando
um espaco amostral que em geral nao é equiprovavel.

A definicao a seguir é uma das mais importante da teoria da probabilidade. Foi
apresentada por volta de 1780 no tratado Teoria Analitica das Probabilidades escrito em
dois volumes pelo Marques Pierre Simon Laplace e estudada por Gerolano Cardano e De

Moivre em séculos anteriores.

Definicao 4 Segundo Laplace, sendo €1 o conjunto de resultados possiveis de um expe-
rimento aleatorio, ) nao-vazio e finito, e supondo que cada subconjunto elementar de )
tem igual possibilidade de ocorrer. Entdo, para qualquer subconjunto A C €2, definimos a
probabilidade do evento A ocorrer como:

_ #A  n°de elementos de A

P(A) = = _
(4) #Q  ne de elementos de §)

(1.2)

Exemplo 7 No Exemplo 5 da retirada da bola da urna, temos

¢ 3
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Ha situacoes em que a Probabildade Cléassica nao pode ser usada, sao os casos em que
os eventos elementares nao sao equiprovaveis. Por exemplo, no lancamento da moeda se

a mesma nao for honesta, entao

P(cara) # %

Precisamos definir probabilidade de modo mais geral.

Definicao 5 Seja 2 um espaco amostral e P uma funcao definida para todos os subcon-

guntos de 2, chamamos P de fun¢do de probabilidade se
1. 0 < P(A) <1 para todo evento A C Q;
2. P(@)=0¢eP(Q)=1;

3. Se A e B sao eventos mutuamente excludentes, isto é, ANB = @, entdo P(AUB) =
P(A) + P(B).

Exemplo 8 Uma moeda desonesta é langada. Sabendo que P({cara}) = % Assim, para

P ser de fato uma probabilidade P({coroa}) = %. Entao,

P({cara, coroa}) = P({cara}) + P({coroa}) = -+ - = L.

Wl
Wl N

Exemplo 9 O jogo do par ou impar é considerado um exemplo ristico de jogo na Teoria
dos Jogos. Jogam-se duas pessoas, onde cada jogador escolhe par ou impar, eles colocarao
aleatoriamente um numero de 0 a 5 correspondente aos dedos. Soma-se 0s resultados e
verifica se € par ou impar. Podemos entdo construir a matriz dos resultados da soma e
analisar por exemplo, qual a probabilidade do resultado ser um niumero maior que trés?

Vamos construir inictalmente o espa¢o amostral ) do experimento;

0 =1{(0,0),(0,1),(0,2),...,(5,5)},

onde a primeira entrada € o numero da primeira pessoa e a sequnda entrada o numero da
seqgunda pessoa. Como queremos analisar a soma, podemos construir uma tabela com os

possiveis resultados.

Seja A o evento (nimero maior que trés) e ) o espaco amostral descrito na tabela, entdo



Tabela 1.3: Soma Jogo do Par ou Impar

Soma Jogo do Par ou Impar

011234 )
0/0(1]2[3]4 )
112345 6
2121314156 7
3134|567 8
414151678 9
55|67 [81]9 10

Fonte: www.ufjf.br/epd042/files/2009/02/jogos, acesso em 02/08 as 19h e 32min.

Em diversas situacoes torna-se mais simples calcular a probabilidade do evento
complementar do que do evento propriamente dito. Para tais situacoes temos uma

consequéncia da definicao de probabilidade.
Proposicao 1 A Probabilidade do Evento Complementar é dado por
P(A°) =1—-P(A) (1.3)

Demonstracao:
Sabemos que 1 = P(Q) = P(AU A°) = P(A) 4+ P(A°), pois AN A° = @. Portanto
P(A°) =1— P(A).

Figura 1.8: Eventos Complementares

|:| A =>Evento A.

. A= Complementar ao Evento A.

>

Exemplo 10 A partir do Fxemplo 9, vamos calcular a probabilidade de se obter um
numero menor ou iqual a treés.

Pela Proposicao 1
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Figura 1.9: Probabilidade do Evento A quando A C B
0

Demonstracao:

(1.4)

Como o evento A e B — A sdo mutuamente excludentes,isto €, AN (B — A) = @ temos

P(AUB) = P(AU (B — A)) = P(A) + P(B — A) = P(A) = P(B) — P(B — A).

Coroldrio 1 Se A C B, entio P(A) < P(B).

Demonstracao:

Se A C B, entio P(A) = P(B) — P(B— A). Como P(B— A) >0 (pois a imagem de

toda fungao de probabilidade pertence ao intervalo [0,1]), entao

P(B)— P(A)=P(B—A)>0=
P(A) < P(B).

Proposicao 3 A Probabilidade da Uniao de Dois Fventos:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

Demonstracao:

17
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Podemos escrever A= (A— B)U(ANB)eB = (B—A)U(BNA), ambas unioes
disjuntas, entio P(A) = P(A— B)+ P(ANB) e P(B)=P(B—A)+ P(ANB) se

tomarmos P(A) + P(B),teremos

P
P(A)+ P(B)=P(A-B)+ P(ANB)+P(B—A)+P(ANB)
P(A)+P(B)—P(ANB)=P(A—B)+ P(B—A)+P(ANB)=P(AUB) &
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANn D).

Basta ver que AUB = (A— B)U (B — A)U (AN B) essas duas unides sao disjuntas,

1sto €, uniao de eventos excludentes.

Proposicao 4 A Probabilidade da Uniao de Finitos Eventos

Usando o Principio da Inclusio e Exclusdo * temos

P(A T UA UL UA,) =30, P(A)—
21§i1<i2§n P(A;; N A,)+
Y i<iicipcisan DAL N A NAG) — 4
(=) tP(A;NAyNn..NA,)

Demonstracao:

Para tal demonstracdo basta garantirmos que toda ocorréncia do evento A; com
i=1,2,3,...,n, seja contada apenas uma vez na probabilidade P(A; U Ay U ... U A,).
Seja p=1,2,...,n temos que cada elemento que pertence p dos eventos Ay, € contado
exatamente uma vez na uniao das probabilidades acima. De fato, pertencendo a p dos

eventos Ay ele serd contado:

Nos eventos (A;), temos (1) vezes em Y i<icn P(A);

Nos eventos (Ai, N Ay,), temos (3) vezes em Y\, < o P(Ai, N Ay,), 0 que jd foi

contado no item anterior, portanto devemos subtrair;

Nos eventos (A, N Ay, N Ayy), temos (5) vezes em 35 i oio o P(Ay MA, N A);

Nos eventos (A;; N Ay, N ... N Ay, ), temos (F) vezes em 32 <i << P(Ai MA;, N
~NA;)

4Principio da Inclusio Exclusao:#(4; UAsU...UA,) = Dorciyen F(Ai) =D < cigan #(Ai NAL) +
Zl§i1<i2<i3§n #(A“ n Aig n Al'a) — ...+ (—l)nil#(Al NAsNAz3N...N An)
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Ora, € claro que a interse¢cao de mais que p eventos nao fornecerd nenhuma
contribuicao, uma vez que o elemento em questao pertence exatamente p dos eventos
A, As A,

Equacionando a contagem acima, temos:

1) =G +E) + -+ EDTER).

Por propriedade do Binémio de Newton®

zp:(_w.w =(-1+1)?=0.

=0

Temos que

G =+ G+t ()T =04+ E) = 1

O que demonstra que cada evento da probabilidade da unido de finitos eventos, serd

contado apenas uma vez quando a unido for representada pela formula:

P(AJUAU...UA,) =

Z1§ilgn P(Ai1) - Zl§i1<i2§n P(Ail N Aiz) + Zl§i1<i2<i3§n P(Ail N AiQ n Aig)_
L+ (=D)"IP(AT N Ay N Azn LN A).

O Ezemplo a sequir € adaptado do jogo “A Batalha das Lanchonetes” da Teoria dos
Jogos, onde é analisado uma disputa comercial entre duas empresas que vendem

refeicoes a uma clientela restrita de uma mesma regiao e fornecem os mesmos produtos.

Exemplo 11 Duas lanchonetes concorrem a um publico de 1.000 consumidores de uma
mesma regiao com produtos idénticos. Supondo que este publico ndo sofra variacao em
sua quantidade, que cada cidadao pode lanchar em uma ou em mais de uma lanchonete
se assim deseje, e que cada lanchonete deve decidir se aumenta, mantém ou diminui os
precos praticados de acordo com a tabela a sequir, representando o ganho em nimero de

clientes de cada lanchonete. (Obs.:a primeira entrada representa a quantidade de clientes

da lanchonete A e a sequnda de B.)

"Em geral, o Binémio de Newton é escrito da seguinte forma: (a +b)" = >_I_(stackrelni)a’d™".
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Tabela 1.4: Tabela de ganho da Quantidade de Clientes das Lanchonetes
Lanchonete B

Lanchonete A | Aumentar | Manter Diminuir
Aumentar (300, 250) | (450, 600) | (300, 850)
Manter (650, 400) | (500, 500) | (450, 750)
Dimunir (750, 250) | (750, 450) | (600, 600)

Observando a tabela anterior, perqunta-se:
Se a lanchonete A mantiver o preco e a B diminuir, sequndo a tabela de ganhos, qual a

probabilidade de dado um cliente, ele escolher a lanchonete A e B?

Solucao:

Seja A o evento escolha da lanchonete A e B o evento escolha da lanchonete B, logo
e P(A) probabilidade da escolha da lanchonete A;
e P(B) probabilidade da escolha da lanchonete B;
e P(A N B) probabilidade da escolha das lanchonetes A e B;
e P(A U B) probabilidade da escolha da lanchonete A ou B.

Analisando os ganhos na tabela, podemos ver que

#(A) =450, #(B) = 750 e #(A U B) = 1000. Logo,
PUA)= 48 = 5
P(B) = % = % P(AUB)=1
Ora, pela probabilidade da uniao de dois eventos, temos
P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)

9 3

1=—+-—-P(ANB
20+4 (ANB) <
9 3
P(ANB)=—+°--1
(AN B) 20+4 &
P(AmB):i.
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Definicao 6 Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de ocorrer B dado

que A ocorreu, denotado por P(B/A), € definida por:

P(ANB)

P(B/A) = =5

(1.6)

E importante lembrar que a Defini¢ao so € vdlida para P(A) > 0.

Proposigao 5 Propriedades da Probabilidade Condicional: Seja A um evento e P(A) >

0, entao

1. P(0/A) = 0,P(Q/A) = 1,0 < P(B/A) < 1.

2. P(BUC)/A) = P(BJA) + P(CJA), se BNC = 0.

Demonstracao
_ P(onA) _ P(@) __ _ _ P(QNnA) _ PA) _
L. P(@/4) = pay = pay = peay = 0 ¢ P(Q/A) = 555 = 5y = 1
_ P((BUC)NA) _ P((BNA)U(CNA)) _ P(BNA P(CNA
2. P(BUC)N A) = ZUEQ04) — PUBLA = B 4 28

O que mostra que a probabilidade condicional também é uma probabilidade, esta de

acordo com a Definigao 5.

Exemplo 12 Muito popular na época da guerra fria, o Jogo do Covarde, retrata uma
competicao entre dois adolescentes, que dirigem seus carros em alta velocidade um em
direcao ao outro. O objetivo do jogo € identificar quem desviard primeiro, ou simplesmente
desviard, sendo este o covarde. O jogo tem sua matriz de recompensa com as sequintes

iformacgoes:
e Se ambos desviarem ao mesmo tempo ninguém perde o jogo;

e Se ambos forem ”"durdes” e nao desviarem provocam um grave acidente, com riscos

as proprias vidas;

A tabela a seguir representa os ganhos ou perdas dos jogadores. Os valores negativos
significam perdas, o par ordenado segue a seguinte ordem de entradas(Adolescente I,

Adolescente 1T).
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Tabela 1.5: Jogo do Covarde

Adolescente 11

Adolescente I | Desviar | Nao Desviar
Desviar (0, 0) (-1,2)
Nao Desviar | (2, -1) -2,-2)

Fonte: Teoria dos Jogos, R. Fiani, p. 23

O jogo do covarde tem sido empregado para descrever situagoes de competicao de
mercado econdomico, neste caso o melhor decisao é evitar o enfrentamento. E baseado
neste jogo, podemos obter aplicagoes da teoria da probabilidade. Por exemplo:

Qual a probabilidade do adolescente II nao desviar, sabendo que o adolescente I nao
desviara?

Sabendo que o adolescente I nao desviara, vamos calcular a probabilidade do adolescente

IT nao desviar, isto é, a probabilidade dos adolescentes provocarem um acidente. Seja A

o evento adolescente I nao desviar e B o evento do adolescente Il nao desviar, entao o

evento (A N B) representa o evento dos dois adolescentes nao desviarem. Observando a

matriz do ganho do jogo é facil ver que o evento (AN B) é um em quatro possibilidades,

logo P(AN B) =% e P(A) =1 (evento certo). Pela probabilidade condicional temos
P(AnB) L 1

PBIA) = =5 =1=7 (1.7)

A independéncia entre os eventos, ou seja, independente da decisao do adversarios o
jogador tomara sua decisao. Na teoria da probabilidade a independéncia entre eventos

também é um fator preponderante e pode ser definida da seguinte forma.

Definicao 7 Dois eventos A e B sao chamados independentes se

P(ANB) = P(A)P(B). (1.8)
Vejamos agora o Teorema da Probabilidade Total.

Teorema 1 Se B é um evento contido numa uniao de eventos disjuntos dois a dois

Al,AQ, ,An € P(Al) 2 O,P(AQ) > O, ,P(An) Z 0.Entao

P(B) = P(A)P(B/A,) + P(A3)P(B/As) + ... + P(A,)P(B/A,). (1.9)
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Figura 1.10: Probabilidade Total

A A> An
// \\\

< B
\\ —///

Fonte: Andlise Combinatéria e Probabilidade, Augusto Cesar Morgado, pagina 152.

Demonstragao: Como B C A;UAyU...UA, entao B=BN(A;UAU...UA,) & B =
(AiNB)U(A3NB)U...U(A,NB). Logo, P(B) = P(A1NB)+ P(A;NB)+...4+ P(A,NB)
uma vez que sao disjuntos, como P(AN B) = P(A).P(B/A), entao:

P(B) = P(A)P(B/A,) + P(A3)P(B/Ay) + ... + P(A,)P(B/A,).
Como consequéncia do teorema anterior, temos o Teorema de Bayes.

Teorema 2 Nas condigoes do teorema anterior, se P(B) > 0, entdo, para todo i, i =
1,2,...,n, temos

P(A;).P(B/A;)
(AiNB)+ P(A2NB)+ ...+ P(A,NB)

P(4i/B) = - (1.10)

Demostracao: Pelo mesmo argumento utilizado na demonstracao do Teorema 2, temos

P(A;/B) = P(g(g)fli) = P<Ai;@g§3mi). (1.11)

Usando o Exemplo 11 e particularizando para analisarmos a situacao do ponto de vista

do administrador da lanchonete A, temos o seguinte exemplo.

Exemplo 13 No Jogo “A Batalha das Lanchonetes” o administrador possui 3 possibili-
dades para a defini¢cao dos precos de cada item sao estas: aumentar, manter ou diminuir,
sendo que apenas uma delas oferece o resultado otimo para ele. Portanto, para cada item,
se o administrador fizer uma escolha aleatoria tem a probabilidade de 1/3 de definir o
preco que lhe dard maior lucro e 1 se sabe a escolha certa. O administrador sabe definir
30% dos precos dos itens da sua lanchonete. Se ele definiu um preco corretamente para

um dos itens, qual € a probabilidade dele ter realizado uma escolha aleatoria?

Solugao: Seja A; o evento escolha aleatéria do preco e B o evento o administrador definiu

0 preco corretamente.
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Figura 1.11:

Arvore de Probabilidade

Administrador
da
Lanchonete

P(4,)=70%

P(4,)=30%

Escolha

Escolha
Otima

Aleatoria

P(B,)=1/3

Produtos com
Precos
Indefinidos

1/3

Escolha

Desfavoravel

(B,)=1/3

Escolha
Desfarvoravel

Escolha
Néio
Aleatoria

P(C)=1

M

Produtos com
Pregos
Definidos

Escolha
Otimea

Fonte: Anélise Combinatéria e Probabilidade, Augustos C. Morgado, p. 150

Pelo Teorema de Bayes temos

P(A1).P(B/A)

PAB) = Biay PB4 + P(A) P(BJAy)
P(Ai/B) = lffij - %
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Capitulo 2

Uma Introducao a Teoria dos Jogos

A interpretacao de certas situagoes do cotidiano economico através do estudo de jogos
determinou a formatacao de uma nova teoria denominada Teoria dos Jogos. A partir da
publicacao da obra Theory of Games and Economic Behaviour (1944) de [14] John Von
Neumann e Oskar Morgenstern houve um despertar para grandeza das aplicagoes dessa
teoria. Caracterizada primordialmente pelo estudo de situacoes que envolvam interagoes
racionais entre personagens com objetivos em comum, a Teoria dos Jogos passou a ser
a maior ferramenta para modelagem de interagoes sociais, econdmicas e politicas, com a
utilizagao do conceito de jogo.

O conceito de jogo, para a Teoria dos Jogos, nos remete a interagoes estratégicas com
objetivos bem definidos entre personagens de maneira racional, ou seja, os personagens
empregam os meios mais adequados aos objetivos, excluindo qualquer avaliagao de natu-
reza moral. Segundo Fiani[6] (p. 12, 2006) “Um jogo é um modelo formal. Isso significa
que a teoria dos jogos envolve técnicas de descricdo e andlise, ou, em outras palavras
existem regras preestabelecidas para apresentar e estudar um jogo”. Podemos caracterizar
um jogo: através das suas normas preestabelecidas, por suas interagoes, agentes e por
comportamento estratégico exigido.

Fiani[6] (p. 9, 2006) afirma que “A Teoria dos Jogos ajuda a entender teoricamente o
processo de decisao de agentes que interagem entre si, a partir da compreensao da logica
da situagao em que estao envolvidos”.

Comparada a outras teorias, a dos jogos é relativamente jovem, tendo seus primeiros
registros no século XVIII com a analise de um jogo de cartas “le Her” realizada por James

Waldegrave e Nicolas Bernoulli, onde foi registrada a primeira solugao de equilibrio de
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estratégia mista, ou seja, a solucao obtida através da utilizacao de mais de uma estratégia,
obtendo o melhor ganho possivel para ambos os personagens. Ja em 1838, Antoine Au-
gustin Cournot publicou Recherches sur les Principes Mathématiques de La Théorie dés
Richesse (Investigagoes sobre os Principios Mateméticos da Teoria das Riquezas), onde
apresentou um modelo de duopdlio chamado a A competicao de Cournot em sua home-
nagem. Esse duopdlio consiste em uma competicao entre duas empresas que fabricam
bens idénticos. Cournot chegou a uma solugao de equilibrio para producao dos bens e

maximizacao dos lucros de ambas.

Figura 2.1: Antoine Augustin Cournot

4

Fonte:http://www.tseconomist.com/archives/-interview-with-antoine-augustin-cournot1801-77-by-m-carlingmaster-2-student-2011-2012,

visitado em 03 margo de 2016, 17h e 41min.

Um outro grande precursor da Teoria dos Jogos foi o matemético alemao Ernst Frie-
drich Ferdinand Zermelo, que demonstrou em 1913 que dado um jogo finito de informacoes
perfeitas (os personagens possuem todas as informagoes dos seus adverséarios), entre dois
personagens, em que os jogadores se alternam em suas jogadas e o acaso nao afeta o
processo de decisao, se o jogo nao pode terminar em empate, entao um dos jogado-
res necessariamente tera a estratégia vitoriosa. Ja o matemético frances Félix Edouard
Justin Emile Borel demonstrou através da Probabilidade que especulagoes financeiras e

economicas sao equivalentes a problemas relacionados a jogos.

Figura 2.2: Edouard Justin Emile Borel

-

Fonte:http://alchetron.com/Emile-Borel-1227242-W, visitado em 03 de Margo de 2016 as 17h e 55min.

Dentre todas as contribuigoes a Teoria dos Jogos, nenhuma foi tao significativa quanto

a do matematico e cientista Jhon Von Neumann.
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Para a historia da ciéncia Von Neumann é conhecido como um dos mais eficientes ma-
tematicos do século XX de grandes realizagoes em diversas areas da matemaéatica pura, como
na mecanica quantica, fisica atémica, ciéncias da computagdo e teoria dos jogos. LEO-

NARDJ11],( p. 4, 2007 tradugao nossa)

Neumann, em 1928, em seu segundo artigo, axiomatiza o conceito de jogo, baseando-se
no calculo funcional e na topologia, provando a existéncia de um valor de equilibrio em
jogos discretos de dois personagens, sendo esta conhecida por prova Minimax. ' Ainda
em seu segundo artigo de 1928, Neumann relata “/.../ principal problema da economia
classica: como um completo egoista o ‘homo economicus’ vai agir dada uma situagao
externa?”’VON NEUMANN [15] (p. 13, artigo 1928b, tradugao nossa) e em 1944 em par-
ceria com o economista Oskar Mangesters escreveu o livro Theory of Games and Economic
Behavior ou A Teoria dos Jogos e o Comportamento FEconomico, formalizando e contri-
buindo para o desenvolvimento dos jogos de soma zero e suas aplicacoes nos contextos
economicos.

Os estudos sobre Teoria dos Jogos ao longo da histéria sempre buscaram a repre-
sentacao do melhor resultado, porém quando temos uma melhor solucao é imprescindivel
saber, a solucao é melhor para quem? Ao pensar desta forma, a ideia de se construir
uma situagao que todos minimizem suas perdas e maximizem seus ganhos, nos leva a
construcao do conceito de um equilibrio para as solugoes dos jogos e as situagoes por esta
modeladas. O maior contribuinte para este contexto foi Jhon Forbes Nash que escreveu
“Equilibrium Points in n-Person Games” em 1949 como parte dos estudos de sua pos
graduagao, no qual provou a existéncia do ponto de equilibrio nos jogos nao cooperativos
com n pessoas.

Nash escreve “Um ponto de equilibrio é uma n-tupla s tal que cada estratégia mista
de cada jogador mazimiza seu pay-off(ganho) se as estratégias dos outros jogadores sao
mantidas firas. Entao cada estratégia do jogador é dtima contra a dos outros” NASH
[8](p. 287, 1950).

O equilibrio de Nash é um dos conceitos mais aplicados na Teoria dos Jogos contem-
poranea, favorecendo diversas aplicagoes em modelos economicos, estratégias de nego-

ciagao e planejamento empresarial entre muitas outras aplicacoes.

I'Minimax ou Teorema do Minimax foi demonstrado por Jhon Von Neumann 1926. Neumann disse
que em uma interacao entre dois personagens existe uma estratégia que minimiza as perdas e maximiza

os ganhos. Por este Teorema, ele ficou conhecido como o pai da Teoria dos Jogos.
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Figura 2.3: Jhon Forbes Nash

Fonte: https://www.princeton.edu/main/news/archive/S43/27/52G52/index.xml?section=featured, visitado em 04 de Mar¢o de 2016 as 16h

e 02min.

Definir a Teoria dos Jogos ¢é definir uma teoria matematica que estuda as escolhas em
situagoes conflituosas, desta forma, para um jogo existir, precisamos de jogadores e perfis
de estratégias que se relacionam para obtencao ou nao das solugoes 6timas. Segundo
Fiani[6], (p.12, 2006) “Situagdes que envolvam interagoes entre agentes racionais que se

comportam estrategicamente podem ser analisadas formalmente como um jogo.”

2.1 Representacao de um Jogo na Teoria dos Jogos

Definigao 2.1.1 (Jogo Estratégico): Um cendrio no qual participam dois ou mais
jogadores (individuos ou grupos), onde as escolhas e decisdes de comportamento tém
impacto sobre os outros competidores.

Definigao 2.1.2 (Elementos de um Jogo): Um jogo possui os seguintes elementos
bésicos: um conjunto finito de jogadores G = {g1, 92, ..., gn}, onde cada jogador g; € G
possui um conjunto finito de estratégias puras S; = {s;1, Si2, ..., Sim, }, tal que (m; > 2).
Um perfil de estratégia pura é um vetor do tipo 5= (s1j,, S2j,, ---s Snj,. ), de forma que s;;,
¢ uma estratégia pura do jogador g;. O conjunto de todos os perfis de estratégia pura

formam o produto cartesiano
S=1II",5=5 x5 x..x85,. (2.1)

Para cada jogo existem os ganhos ou perdas de cada jogador, representados por uma
funcao utilidade.
Definigao 2.1.3 (Fungao Utilidade de um Jogador): Seja u; uma func¢ao que associa

um perfil de estratégia pura ao seu ganho (pay-off), isto é,
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w: S — R
Para cada jogo existe os ganhos ou perdas de cada jogador, representados por uma
matriz de pay-off (ganho) do jogador i.
Seja GG; a matriz do ganho do jogador g; C G:

Uyp Uiz

G, = (2.2)

U1 U2

Onde u;; representa o ganho do jogador ¢ quando adotar a estratégia j.

Exemplo 14 No jogo “Delagao Premiada”, dois réus g1 e go acusados a partir de provas
de cometerem um determinado crime receberao um beneficio legal caso aceitem fazer uma
delagao para a investigacao. Assim, cada réu terd as sequintes possibilidades: negar, con-
fessar, delatar ou silenciar a cerca das acusagoes feitas pela policia. Para cada estratégia

adotada por cada jogador temos as sequintes consequéncias:

e Se ambos confessarem, entao ficarao presos 4 anos;
e Se ambos negarem, entao ficarao presos 7 anos;

e Se ambos delatarem, entdo ficarao presos 2 anos;

e Se ambos silenciarem,entdo ficarao presos, 7 anos;

e Se um confessar e o outro negar, o que confessar ficard preso por 3 anos e o que

negar por 8 anos;

e Se um confessar e o outro delatar, o que confessar ficard preso por 5 anos e o que

delatar por 1 ano;

e Se um confessar e o outro silenciar, o que confessar ficard preso por 2 anos e o que

silenciar por 8 anos;

e Se um negar e o outro silenciar, o que negar ficard preso por 8§ anos e o que silenciar

por 8 anos;
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e Se um negar e o outro delatar, o que negar ficarda preso por 10 anos e o que delatar

por 2 anos;

e Se um delatar e o outro silenciar, o que delatar ficard preso por 2 anos e o que

silenciar por 7 anos.

Usando a definicao dos elementos de um jogo, temos:

dois jogadores G = {g1,92}, com Sy e Sy o conjunto de estratégias de gy e gy Tespec-
tivamente, onde S; = So = {negar, confessar, colaborar, entregar}. O conjunto de todos
perfis estratégicos € dado por S = S; X Sy, isto € o produto cartesiano de S e Ss:

S = {(negar, negar), (negar, confessar), (negar, delatar), (negar, silenciar),
(confessar, negar), (delatar, negar), (silenciar, negar), (confessar, delatar),
(confessar, silenciar), (confessar, confessar), (delatar, colaborar), (delatar, confessar),
(delatar, sileciar), (silenciar, confessar), (silenciar, delatar), (silenciar, silenciar)}.

Observe que S coincide com o espaco amostral 2 do Fxemplo 6, do capitulo anterior.
Um ezemplo de perfil estratégico do jogo € § = (negar, delatar), onde o jogador g, escolheu
a estratégia negar, e o jogador gs escolheu a estratégia colaborar.

Vamos mostrar as funcoes utilidade de g, e go em cada perfil estratégico:

Sendo uy e uy as funcoes de utilidade dos réus g1 e ga, respectivamente, vamos calcular

0s "ganhos” de cada um, lembrando que o "ganho” neste caso € a quantidade de anos de

Prisao.

uyi(negar, negar) = —7,ui(negar, confessar) = —8,
uy(negar, delatar) = —10, uy (negar, silenciar) = —8,
uy (confessar, negar) = —3, uy(confessar, silenciar) = —3,
uy (confessar, delatar) = —b,uy(confessar, confessar) = —4,
uy (delatar, negar) = —2,uy(delatar, confessar) = —1,
uy (delatar, silenciar) = —2,uy(delatar, delatar) = —2,
uy (silenciar, negar) = —8, uy (silenciar, confessar) = —2,
uy (silenciar, delatar) = —7,uy(silenciar, silenciar) = =7
ug(negar, negar) = —7, us(negar, confessar) = —3,
ug(negar, delatar) = —2,uy(negar, silenciar) = —8,
ug(confessar, negar) = —8, us(confessar, silenciar) = —8,
ug(confessar, delatar) = —1,us(confessar, confessar) = —4,
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ug(delatar, negar) = —10, uy(delatar, confessar) = —5,

ug(delatar, silenciar) = —7,uy(delatar, delatar) = —2,
ug(silenciar, negar) = —8, us(silenciar, confessar) = —8,
us(silenciar, delatar) = —2, us(silenciar, silenciar) = =7

A partir dos ganhos podemos organizar os dados das fungoes utilidade em uma tabela.

Tabela 2.1: Matriz de ganho do Jogo Delacao Premiada

91/92 Confessar Negar Delatar | Silenciar
Confessar | (—4,—4) | (=3,-8) | (=5,—1) | (=3,-8)
Negar (=8,=3) | (=7,=7) | (=10,-2) | (—8,—8)
Delatar | (—1,-5) | (=2,—-10) | (=2,—-2) | (=2,-7)
Silenciar | (=2,-8) | (=8,=8) | (=7,-2) | (=7,-=7)

Assim definimos o jogo “Delacao Premiada” em conceitos da Teoria dos Jogos.

Exemplo 15 Seja o jogo do par ou impar onde o jogador A apostou “par”; isto €, a
soma dos numeros dados pelos dedos de uma das maos de cada competidor é par. Sejam
G = {g1, 92} 0s dois inicos jogadores, S1 = Sy = {n° par de dedos, n° impar de dedos} os
conjuntos de estratégias g1 e go. Assim s;1 = n° par de dedos, sio = n° impar de dedos.

Do mesmo modo so1 = n° par de dedos e S99 = n° impar de dedos.

Um exemplo de perfil de estratégia pura € § = (n° par de dedos, n° impar de dedos), isto
significa que g1 escolheu um nimero de dedos par como estratégia (primeira entrada do

vetor) e go um nimero de dedos impar como estratégia (sequnda entrada do vetor).

S = {(ndmero par, nimero par), (nimero par, nimero impar),

(nimero impar, nimero par), (nimero impar, nimero impar)}

€ o conjunto de todos os perfis de estratégia pura. Assim,

u S — R

¢ tal que uy(n°par, n° par) = 1 = uy(n°® impar, n° impar) e uy(n® par, n° impar) = 0 =

ug(n® fmpar, n° par). Podemos representar pela tabela a sequir
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Tabela 2.2: Ganho da aposta par no jogo do “par ou impar”

B (n° de dedos par) | B (n° de dedos impares)
A (n° de dedos pares) 1 0
A (n° de dedos impares) 0 1

Fonte: adaptado do Exemplo 1, p. 2, Notas de Aulas de Fernando Nogueira (UFJF)

Pela tabela temos que se o jogador A escolher a quantidade de dedos par e o adversdrio
também, o jogador A ganha um ponto, pois soma dois numeros pares também par, ou seja,
u1; = 1. Caso o jogador A escolha par e o adversdrio impar, u;s = 0, ou seja o jogador

A nao ganha. para as duas outras possibilidades temos us; = 0 ou ugy = 1.

Exemplo 16 : A Batalha do Mar de Bismarck. Em dezembro de 1942
durante a sequnda guerra mundial o alto comando de guerra japonés decidiu
transferir um macico refor¢co da China e do Japao para Lae, em Papua — Nova
Guiné. Isso permitiria aos japoneses se recuperarem da derrota de Guadacanal
e se prepararem para a proxima ofensiva aliada. Contudo, a movimentacdo de
um volume grande de tropas por mar tinha um risco elevado: o poderio aéreo
aliado na drea era fortissimo.

Um dado importante da situa¢do era o fato de que o comboio japonés dis-
punha de duas rotas alternativas: a rota pelo sul, que apresentava tempo bom
e boa wisibilidade, e a rota pelo norte, que apresentava tempo ruim e baixa
vistbilidade. As forcas aliadas, por outro lado, somente possuiam avioes de
reconhecimento para pesquisar uma rota por vez, sendo que a busca em qual-
quer uma das rotas consumiria um dia inteiro.

Dessa forma, se as forcas aliadas enviassem seus avioes de reconhecimento
para a rota certa, poderiam comecar o ataque em sequida. Porém, se mandas-

sem o0s avioes para a rota errada, perderiam um dia de bombardeios. FIANI

(p. 172, 2006)

Nesta situagdo, podemos observar dois personagens (jogadores)G ={For¢as Aliadas,
Comboio Japonés}, os perfis de estratégia pura dos dois jogadores S jiados={ Rota Norte
1° dia, Rota Sul 1° dia}, S japones = {Rota Sul (tempo bom), Rota Norte (tempo ruim)} e

0s perfis de estratégias puras do jogo, S ={(Rota Norte 1° dia, Rota Norte (tempo ruim)),
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(Rota Norte 1° dia, Rota Sul (tempo bom)), (Rota Sul 1° dia, Rota Norte (tempo ruim)),
(Rota Sul 1° dia, Rota sul (tempo bom))}.

Tabela 2.3: Matriz de ganho da Batalha de Bismarck

Comboio Japonés

Forgas Aliadas Rota do Sul (Tempo bom) | Rota do Norte (tempo ruim)

Rota do Sul 1° dia 3 1

Rota do Norte 1° dia 2 2

Teoria dos Jogos com Aplicagoes em Econémia, Administracao e Ciéncias Sociais, Ronaldo Fiani, p. 2, 2006.

Andlise dos ganhos da funcao de utilidade dos Aliados, representando o niumero de

dias de bombardeio ao comboio japoneés.

U Atiados (Rota Norte 1° dia, Rota Norte (tempo ruim)) = 2,
U atiados (Rota Norte 1° dia, Rota sul(tempo bom)) = 2,

U Atiados (Rota Sul 1° dia, Rota Norte (tempo ruim)) =1,

U atiados (Rota Sul 1° dia, Rota Sul (tempo bom)) = 3.

Andlise dos ganhos da funcao de utilidade dos Japoneses, representando o nimero de

dias de bombardeio das forcas aliadas:

U japones (Rota Norte (tempo ruim), Rota Norte 1° dia) = 2,
U japones(Rota Norte (tempo ruim), Rota Sul 1° dia) =1,

U japones(Rota Sul (tempo bom), Rota Norte 1° dia) = 2,

U japones (Rota Sul (tempo bom), Rota Sul 1° dia) = 3.

2.2 Caracterizacao dos Jogos

A caracterizacao dos jogos leva em consideracao a ordem de interacao, a cooperacao ou
nao entre os jogadores, a repeticao e as informacoes completas ou incompletas aos joga-
dores. Desta forma os jogos podem ser tipificados, como: jogos simultaneos, sequenciais,
cooperativos, repetitivos, de informagao completa ou incompleta e(ou) de soma de ganhos
constante.

Jogos Simultaneos: Caracterizam-se por interacao simultanea entre seus jogadores com
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informacgao incompleta, isto é, um jogador nao possui o conhecimento da estratégia de
seu adversario.

Podemos exemplificar o jogo do par ou impar do Exemplo 15, como um Jogo Si-
multaneo, tendo em vista o modelo de interacao entre os participantes e as informagoes
disponiveis a cada jogador durante a realizacao do jogo. Ja o exemplo a seguir é um jogo
de caracterizacao nao simultanea, pois possui uma sequéncia de interagao predefinida,

portando os jogadores interagem em sequéncia e nao simultaneamente.

Exemplo 17 No jogo “Confiar ou Nao Confiar” determinado jogador (g2) faz uma pro-
posta para jogador gi. em resposta o jogador g pode confiar ou nao confiar. Caso o
jogador g, confie cabe ao jogador g, honrar ou trair a confianca de g .

Veja a figura a sequir expoe a drvore de interagao do jogo:

Figura 2.4: Jogo Confiar ou Nao Confiar
(-1,2)

confia

nao confia

Jogos Sequenciais: Neste tipo de jogo os participantes seguem uma ordem preestabele-
cida em seus movimentos ou agoes, onde as consequéncias de cada acao sao cumulativas,
o que implica diretamente nos ganhos finais de cada jogador;

Observamos que o exemplo anterior (Exemplo 17) é um exemplo claro de jogo sequen-
cial e logicamente é trivial perceber que se um jogo é de interagao simultanea, entao ele
nao sera de interacao sequencial. Logo, exemplos como o jogo “O Dilema do Prisioneiro”
e “A Batalha no Mar de Bismarck” podem ser caracterizados como jogos nao sequenciais,
pois sao jogos de interacao simultanea.

Jogos de Repeticao: Caracteriza-se pela repeticao de um mesmo modelo de jogo alte-

rando apenas as estratégias e as fases do jogo;
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Existem exemplos em nosso cotidiano de jogos de repeticao: O jogo de poquer por
exemplo, possui vdrias rodadas (repeti¢oes), a brincadeira “Pedra, Papel e Tesoura”,
também pode ser repetida quantas vezes os participantes quiserem e “O jogo do Par
ou fmpar” no Exemplo 15 sao jogos de repeticao do nosso cotidiano. Um jogo dito de
repeticao pode ser caracterizado também como sequéncia no caso do poquer ou simultaneo
no caso do par ou impar.

Podemos exemplificar também um jogo que nao é de repetigao: “O Jogo do Covarde”

do Exemplo 12,6 um jogo que nao se caracteriza por interagoes repetitivas.
Jogos Cooperativos: Destacam-se pela comunicacao entre os participantes, tal fato tem
por objetivo a cooperagao sobre determinadas estratégias ou acoes. No cotidiano este tipo
de jogo é conhecido como cartel, geralmente ocorre entre empresas. Vale salientar que os
acordos definidos entre os participantes sao cumpridos rigorosamente;

Os jogos cooperativos sao mais comuns no mundo dos negocios. Em alguns caso
a disputa por um determinado mercado encaminha os participantes desta disputa a se
comunicarem, combinarem estratégias e evitarem um embate que minimizem seus lucros.
Este de interagao se encaixa na definicao de jogos cooperativos, porém segundo nossas
leis este tipo de conduta é crime previsto em lei como formagao cartel.

Ja qualquer outro tipo de jogo cuja a interacao entre os participantes nao haja a
cooperacao é denotado como jogo nao cooperativo que serd definido a seguir.

Jogos Nao Cooperativos: Sao os jogos onde os participantes nao se comunicam, nao
cooperam entre si e nao fazem acordo sobre possiveis estratégias a serem adotadas;

Um exemplo cléssico de jogo Nao Cooperativo, é O Dilema do Prisioneiro, tendo em
vista que os participantes nao se comunicam, cooperam e nao tem como fazerem acordo.
Jogos de Informagoes Completas ou Incompletas: Dizemos que um jogo ¢é de
informacgao completa quando os oponentes tém todas informacoes sobre seus adversarios,
exemplo: localizacao, quantidade e estratégia. O jogo é dito de informacao completa, caso
contrario o jogo é de informagoes incompletas.

Podemos exemplificar como jogos de informagoes completas, todo jogo de interagao
cooperativa. O que justifica tal fato é a obtencao de informagoes do adversario para que
os acordo sejam realizados. Portanto todo jogo cooperativo também é de informacoes
completas, caso contrario ¢ de informagoes incompletas.

Jogos de Soma Constante Sao jogos que possuem soma de ganhos constante, quando o
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ganho de um jogador ¢é igual a perda de seu adversario. No caso em que a soma constante
é igual a zero, chamamos estes jogos de Jogos de Soma Zero.

Os jogos de soma constantes sao os jogos mais comuns na teoria dos jogos. Por
exemplo o jogo combinar moedas (matching pennies) dois jogadores exibem, ao mesmo
tempo, a moeda que cada um esconde em sua mao. Se ambas as moedas apresentam cara
ou coroa, o segundo jogador entrega sua moeda para o primeiro. Se uma das moedas
apresenta cara, enquanto a outra apresenta coroa, é a vez do primeiro jogador dar sua
moeda pra o segundo. E um jogo de soma constante, tendo em vista que o ganho de um
dos participantes é a perda do seu adversario.

Ja o jogo “A batalha das lanchonetes” no Exemplo 13, nao é um jogo de soma cons-
tante, pois os ganhos sao variados e o ganho do adversario nao implica diretamente na

perda do jogador.

Exemplo 18 Sejam os dois jogadores dois gerentes de diferentes bares A e B. Ambos os
gerentes estao, simultaneamente, considerando introduzir uma oferta especial para os seus
clientes, reduzindo o preco de sua cerveja. Cada um escolhe entre fazer a oferta especial
ou nao. Se um deles faz a oferta, mas o outro nao, o gerente que faz a oferta ird ganhar
alguns clientes do outro e uma popularidade maior. Mas, se ambos fazem a oferta, nao
ganham clientes do outro, embora ambos ganhem maior popularidade. Qualquer aumento
de clientes gera maior receita para o bar. Vamos considerar que as receitas semanais de

A e B, sem a promocao, sejam de R$ 7000,00 e R$ 8000,00 respectivamente.

Neste tipo de jogo se faz necessaria a analise com o auxilio da matriz de resultados
ou matriz de ganho. Caracteriza-se por ser um jogo simultaneo, nao cooperativo, de
informacgoes incompletas e de soma nao constante. Os valores na tabela a seguir sao em

milhares de reais.

Tabela 2.4: Matriz de ganho do Jogo Gestores de Bar

Gerente A

Gerente B | Ofertar | Sem Ofertar
Ofertar (10, 14) (18,6)
Sem Ofertar | (4,20) (7,8)

Por exemplo, se considerarmos o Jogo Gestores de Bar, qual seria uma solugao plausivel
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para os dois gerentes? Para tanto basta analisar o jogo do ponto de vista dos dois gerentes
e decidir qual estratégia maximiza os ganhos. Anédlise do ponto de vista do Gerente A.
O Gerente B poderd ofertar ou nao ofertar. Se ele ofertar, a melhor estratégia € ofertar
também, pois assim terei ganho de R$ 14.000,00 e ele de R$ 10.000,00, nao ganharei
clientes, porém ganharei popularidade. Caso ele nao oferte, o melhor ainda serd ofertar,
pois ganharia R$20.000,00, popularidade e clientes. Entao, independente da decisao dele,
o melhor € ofertar.

Ap6s definir e caracterizar os jogos, o estudo das solucoes dos jogos se faz necessario.

Definicao 8 As solucoes de um jogo na teoria dos jogos € o conjunto de possiveis resul-

tados baseados nas estratégias de cada participante.

A solucao de um determinado jogo é uma previsao realizada a partir dos estudos das
estratégias utilizadas pelos participantes para antever o resultado final. Vamos apresen-
tar os dois conceitos mais comuns: solucao por estratégias puras e mistas, com perfis
dominantes ou de equilibrio de Nash.

Para a definicao a seguir iremos utilizar um perfil de estratégia na qual apenas a
estratégia de um tnico jogador g; € G ird variar, enquanto que as estratégias dos demais
jogadores permanecerao fixas. Chamaremos este conjunto de s_; e escrevemos
S_; = (51j1752j27 ---aS(ifl)j(i,l)a8(i+1)j(i+1)7 '-~7Snjn> € S—i = Sl X SQ X ... X Si—l X Si—i—l X

. X S,.. Portanto, por conveniéncia podemos escrever um perfil estratégico com essa

caracteristica da seguinte forma.

s = (Sz'j“S—i) = (313'17 82jas =5 S(i=1)j(i_1ys Sijer S(E+1)j(i+1)s o Snjn> .

A definicao a seguir apresenta o conceito de estratégia pura estritamente ou fracamente

dominada.

Definicao 9 Uma estratégia pura s;, € S; do jogador g; € G € estritamente dominada
pela estratégia s;; € S; se ui(Sig, S—i) > wi(Sip, S—i) para todo s_; € S_;. A estratégia
Sip € S; € fracamente dominada pela estratégia s;; € S; se u;(siq, S—i) > wi(Sip, 5—i) para

todo s_; € S_;.

A Definicao 9 apresenta um processo de comparacao entre as funcoes de utilidades

(ganhos), entao a partir destas comparagoes podemos eliminar as estratégias estritamente
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dominadas e consequentemente escolher as melhores estratégias para um melhor resultado

possivel nos jogos.

Exemplo 19 Considere o jogo determinado pela matriz de ganho a sequir, onde a pri-
meira entrada no par ordenado representa o ganho do jogador 1 e a sequnda o ganho do

jogador 2:

Tabela 2.5: Matriz de ganho

Jogador 02

Jogador 01 | s9; 522
s11 (2,1) | (1,1)
S12 (4,3) | (2,4)

Usando a defini¢ao determinamos qual a melhor estratégia. Por exemplo, para o joga-
dor 1 o ganho para a estratégia s, é estritamente dominado pelo ganho da estratégia so,
pois u(s12, S21) > uy(s11,891). Para o jogador 2 a estratégia so; é fracamente dominada
pela estratégia oo, us(S22, S 2) > us(S21, S_2) para todo s_o € s_5. Portanto o jogador 1
possui uma estratégia estritamente dominada, enquanto o jogador 2 possui uma estratégia

fracamente dominada, onde s_; = sy € S_5 = $7.

Definigao 10 Um perfil estratégico §* = (s, 55, ...,85) € chamado de equilibrio de Nash
em estratégias puras se
ui(s:7 Siz) > ui(sijm s ) (23)

—1

para todo i =1,2,3,...,n e todo j; = 1,2,...,m;.

Uma solugao do equilibrio de Nash de um jogo é um ponto onde cada jogador nao é

motivado a mudar sua estratégia se os demais jogadores nao mudarem.

Exemplo 20 Um casal decidiu que iria, naquela noite, ao cinema ou ao jogo de futebol.
O marido, Joao e a mulher, Maria, preferem ir juntos a ir sozinhos. Embora Joao
prefira ir com Maria ao futebol, preferiria ir com ela ao cinema a ir sozinho ao futebol.
Da mesma forma, a primeira preferéncia de Maria é a de ir junto ao cinema, mas ela
também preferiria ir ao jogo de futebol com Jodo a ir sozinha ao cinema. A matriz que
representa esse jogo € apresentada na tabela a sequir. Os resultados refletem a ordem das

preferéncias dos jogadores.
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Tabela 2.6: A Batalha dos Sexos
Mulher

Homem | Futebol | Cinema
Futebol | (10,5) (0,0)
Cinema | (0,0) (5,10)

Fonte: Teoria dos J. e a Matemaéatica do E.M. Thiago O. Nascimento, p. 31, 2014

O jogo apresenta dois equilibrios de Nash, quando um dos dois participantes renunciar

seu ganho maior, ou seja, nos casos (Futebol, Futebol) e (Cinema, Cinema).

Exemplo 21 Jogo de combinar moedas (matching pennies). Nesse jogo, dois jogadores
exibem, ao mesmo tempo, a moeda que cada um esconde em sua mao. Se ambas as moedas
apresentam cara ou coroa, o sequndo jogador entrega sua moeda para o primeiro. Se uma
das moedas apresenta cara, enquanto a oulra apresenta coroa, é a vez do primeiro jogador
dar sua moeda pra o sequndo. Fsse jogo se encontra representado por sua matriz de ganho

dada abaizo.

Tabela 2.7: Jogo de Combinar Moedas
Jogador 1— Jogador 2 Cara Coroa

Cara (+1,-1) | (—=1,+1)

Coroa (=1,41) | (+1,-1)

Fonte: Teoria dos J. e a Matemaética do E.M. Thiago O. Nascimento, p. 32, 2014

Analisando a tabela do jogo, vemos que wuq(cara, cara) = 1 > uy(coroa, cara) = —1.
Para que (cara, cara) seja um Equilibrio de Nash, é necessario que usy(cara, cara) >
us(coroa, cara), mas isso nao ocorre. Repetindo o argumento para (coroa, coroa), vemos
que o perfil (coroa, coroa) também nao é um Equilibrio de Nash. Logo, esse jogo nao
possui Equilibrio de Nash para estratégias puras e precisamos de outra alternativa para
escolha de melhor solugao. Uma delas é fazer a analise do ponto de vista probabilistico,
isto é, sobre as estratégias puras devemos escolher uma distribuicao de probabilidade

(estratégias Mistas). Para tanto definiremos a seguir a solu¢ao por estratégia mista.

Definicao 11 Uma estratégia mista p; para o jogador g; € G € uma distribuicdo de
probabilidades sobre o conjunto S; de estratégias puras do jogador, isto €, p; é um elemento

do conjunto
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Ami = {(131, ,xml) e R™

21> 0,2y, >0 eka =1} (2.4)
k=1
Assim se p; = (i1, Pi2, -+, Dim, ), €NtA0
Pt > 0,pi2 >0, ..., Dim, > 0e >0 i = 1.

Onde p; é a probabilidade do jogador g; usar a estratégia s;.

Uma outra definicao importante para a difusao da Teoria dos Jogos é o conceito de
equilibrio nas solucoes de jogos estratégicos “O Equilibrio de Nash”. Jhon Forbes Nash, o
mais importante precursor deste conceito, apresenta o equilibrio como mais uma estratégia

de minimizar as perdas ou maximizar lucros.

Definicao 12 Dizemos que um perfil de estratégia mista
p* = (ph,ph, ., ph) EA =0 X Ap, X oo X Ay,

¢ um equilibrio de Nash se
ui(p;, p;) 2 wilpij,, pZ;) (2.5)

com1l<i<mnel<j<n eparatodop; €A, nenhum jogador sente o desejo de trocar

sua estratégia mista se os seus adversdrios nao o fizerem.

Para os casos de estratégias mistas em especial com equilibrio de Nash, ¢ importante
lembrar que a resposta 6tima de cada jogador é dada por distribuicao de probabilidade,
entao precisamos definir esta aplicagao.

Definiremos a seguir a Distribuicao de Probabilidade em Estratégias Mistas.

Defini¢ao 13 Seja p = (p1,p2,..pn) € A um perfil de estratégia mista que determina o
ganho esperado através das médias dos proprios ganhos ponderada pelas distribuicoes
de probabilidade pq,...p,. Se cada distribuicdo estd associada a uma tomada de de-
cisao em um perfil estratégico, temos p = (p1,...,Pn), onde p1 = (P11, P12, -+, Plm, ); P2 =
(D215 -y Pomy ) o-Prn = (Dnds s Dam,, ). Assim a funcao de utilidade de todas as estratégias

serd

wip) = . i(Hpkjkui(sUl, aSmgn))- (2.6)

ji=1  jn=1 k=1
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Vamos analisar se o jogo “Combinar Moedas” do Exemplo 21 possui um equilibrio de
Nash.
Seja p a distribuicao de probabilidade do jogador 1 escolher inicialmente a estratégia
cara e (1 — p) a estratégia da escolha da face coroa como resposta e ¢ a distribuicao de
probabilidade do jogador 2 escolher inicialmente a estratégia cara e (1 — ¢q) a estratégia
da escolha da face coroa como resposta. Pela matriz de ganho temos:

Jogador 1:

uy(p1, p2) = pq.uy(cara, cara) + p(1 — ¢).u;(cara, coroa)
+(1 — p)q.uy(coroa, cara) + (1 — p)(1 — q).u;(coroa, coroa)
ui(pr,p2) =pg—p(l—q) —(1=plg+ (1 -p(l—q) =
dpq — 2p — 2q + 1

Jogador 2:

us(p1, p2) = pq.us(cara, cara) + p(1 — q).us(cara, coroa)
+(1 — p)q.ua(coroa, cara) + (1 — p)(1 — q).uz(coroa, coroa)
uz(p1,p2) = —4pg +p(1 —q) + (1 =plg = (1 —p)(1 —¢) =
—4pg +2p+2¢—1

Ora, queremos p e ¢ para ui(py, p2) € ua(p1, p2) serem os maiores ganhos dentre todas

funcgoes utilidades. Mas

uy(p1, p2) = —ua(p1, p2) = ui(p1, p2) = ua(p1,pa) =0
Entao, 4pg —2p —2q+1=0<2p(2¢—1) — (2¢—1) =0

(2=1)@2p-1)=0&g=5ep=

N |—=

Logo, p=q = % o que garante o equilibrio de Nash.

O teorema a seguir revolucionou e impulsionou a teoria dos jogos quando foi provado
por Jhon Von Neumann em 1928. O Teorema do Minimax garante que sempre ha uma
solucao racional para um conflito bem definido entre dois individuos, cujos interesses sao

completamente opostos.

Teorema 3 Para todo jogo de soma zero com dois jogadores, representando pela Matriz

de Ganho A do jogador da linha, sempre existe um perfil de estratégia mista pertencente
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ao conjunto de todas as estratégias do jogo, isto €, existe (px,qx) € A; x A; tal que, o
mazor valor entre os menores valores das linhas equivale ao menor valor entre os maiores
valores das colunas, ou seja, sendo v(A) o valor mdzimo entre os menores valores dos
ganhos do jogador das linhas e v.(A) o menor valor entre os maiores valores dos ganhos

do jogador cujo os ganhos pertencem as coluna da matriz de ganhos A, v;(A) € igual a

ve(A).

Tabela 2.8: Matriz Teorema do Minimax.

Jogador coluna
Jogador Linha| (a11,b11) | (a12,b12) | .. | (@1n,b1n)
(11217 521) (a22, 1722) (azn, b2n)
(amla bml) (amZa bm2) (amn; bmn)

Fonte: Anais do CNMAC - O Teorema do Minimax, Fabricio A. O. e Maria Angélica A., p.1063, 2010

Exemplo 22 Duas redes de televisao competidoras, Mega e Plus, estao planejando levar
ao ar programas de uma hora de duracdo para o mesmo hordrio. A rede Mega pode
escolher um entre os programas A e B e a rede Plus um entre os programas C e D.
Nenhuma delas sabe qual programa a outra vai levar ao ar. Ambas contratam o mesmo
instituto de pesquisa de opiniao para lhes dar uma estimativa de como as possibilidades de
transmaitir os dois programas vao dividir a audiéncia. O instituto fornece a percentagem
da audiéncia para a rede Mega representada na Tabela a sequir. Qual programa cada rede

deveria levar ao ar para mazimizar a audiéncia?

Tabela 2.9: Ganhos em percentuais para Rede Mega

Programa da Rede Plus

Programa da Rede Mega | C D
A 30 55
B 45 60

Fonte: Teoria dos J. e a Relagdao entre Minimax e o Equilibrio Nash, p. 4, 2007

Os valores da tabela representam os ganhos da rede Mega, os ganhos da rede Plus

sao os representados por valores opostos aos exibidos na tabela, assim se a rede Mega
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ganha % de audiéncia, entao a rede Plus perde 2%, ou seja —x% caracterizando assim
este jogo como um jogo de soma zero. O objetivo de cada emissora é maximizar sua
audiéncia, porém levando em conta que sua oponente fard o melhor contra movimento
possivel. Assim, cada rede tomara as decisoes que minimizem os riscos e maximizem os

possiveis ganhos.

Tabela 2.10: Solucao Minimax para o jogo

C|D
A | 30 | 55
B | 45| 60

Fonte: Teoria dos J. e a Relagao entre Minimax e o Equilibrio Nash, p. 4, 2007

Anélise do maior valor possivel entre os menores ganhos da rede Mega (minimizacao

das perdas):

e Na primeira linha o menor valor ocorrido é 30%;

e Na segunda linha o menor valor ocorrido é 45%;

Logo o maior entre os menores valores das linhas é o 45%.

Anadlise do menor valor possivel entre os maiores ganhos da rede Mega (maximizacao dos

ganhos):
e Na primeira coluna o maior valor ocorrido é 45%;

e Na segunda coluna o maior valor ocorrido é 60%.

Logo o menor entre os maiores valores das colunas é também o 45%.

Desta forma, o minimax ocorre quando a rede Mega decidir pelo programa B e a rede
Plus decidir pelo programa C, nos casos em que o maior entre os menores valores das
linhas coincide com o menor entre os maiores valores das colunas, chamamos este caso de
ponto de sela, representado por (B, C). Lembrando que o ganho da rede Plus sao valores
opostos aos valores da rede Mega, consequentemente a rede Plus perde 45% da audiéncia

total quando o ganho para rede Mega de 45% da audiéncia.
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Capitulo 3

Probabilidade e Teoria de Jogos na

Educacao Basica

Os estudos sobre a probabilidade e suas aplicagoes sao de fundamental importancia para
educacao basica, em especial para o ensino médio. O que motiva tal importancia é o
estudo sobre a idéia de incerteza associada aos fendmenos aleatérios e ao cotiano social
dos educandos. Os modelos probabilisticos tém papel importante no auxilio do desenvol-
vimento da leitura dos diversos cenarios do cotidiano social dos estudantes e ajudam na
construcao de conclusoes a respeito de diversas interagoes dos jovens com o meio em que
vivem. O fato do conhecimento da probabilidade de jogar e ganhar em uma loteria por
exemplo, faz o cidadao pensar melhor se deve ou nao apostar, bem como o conhecimento
da probabilidade de uma determinada decisao implicar em um bom lucro auxilia o cidadao
em sua reflexao.

Segundo as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio [14] (p. 78, volume 2, 2006)
"Para dar aos alunos uma visao apropriada da importancia dos modelos probabilisticos no
mundo de hoje, € importante que os alunos tenham oportunidade de ver esses modelos em
acao”. Desta forma o professor da educacao basica deve buscar, propor ou construir junto
aos estudantes, modelos probabilisticos (aplicagoes) que maximizem as oportunidades de
aprendizado sobre probabilidade.

Com o objetivo de oportunizar ao estudante ver novos modelos que venham a con-
tribuir para sua formagao é que apresentaremos a teoria dos jogos como uma ferramenta
para aprender probabilidade e fortalecer o processo de tomada de decisoes dos estudantes

e futuro cidadaos. Para Fiani[6](p. 10, 2006) “A teoria dos jogos ajuda a desenvolver a
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capacidade de raciocinar estrategicamente, explorando as possibilidades de interacao dos
agentes, possibilidades estas que nem sempre correspondem a intuicao”.

As decisoes em contextos de interagoes humanas implicam diretamente no cotidiano
social dos cidadaos e estudantes em geral. A teoria dos jogos e a probabilidade podem em
situagoes conflituosas serem modeladas segundo algumas perspectivas de jogos. Por exem-
plo: Os jogos sequenciais sao melhores representados com uso de diagrama de arvore como
afirma BESANKO E BRAEUTIGAM[2] (p. 32, 2004) “Em muitas situagdes, a tomada
de decisao € sequencial em vez de simultanea, por isso, € mais conveniente representar os
jogos com uma drvore de jogos.”. A teoria da probabilidade também utiliza o diagrama

em arvore ou a arvore das probabilidades em problemas e solugoes de problemas.

3.1 Jogos Sequenciais em Espacos Probabilisticos

Para teoria dos jogos, em especifico para os jogos sequencias, podemos modelar uma
situacao em espaco probabilistico equiprovavel onde o diagrama em arvore possui as
seguintes caracteristicas: os jogadores J; com i = {1,2,...m} interagem em uma sequéncia
preestabelecida, cada jogador possui n possibilidades de decisao para uma acao A;, e para
cada J; teremos um ganho u(J;) em cada estratégia escolhida.

Vamos analisar um modelo genérico de diagrama em arvore comumente utilizado em

jogos sequenciais:
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Figura 3.1: Diagrama em Arvore em J 0gos Sequenciais

A, ul JoulJ ) o ul J,).
A uld )u(J.); . u( )

m,

_..‘]m .
4, . A, ulJ)ulJ,); . culd,)
J 4, - A ulJ )ulJ.); .. ;uld,).
‘,1 , 2 : I.h
' . ] Amul J );ul J,); ..o ul(J,).
] A 12 . 4 m :
J] : * _.I ..F .
* N A, ul )l T, ) .. cul J,).
1, v R
o . . Al )uld,); o ulJ,).
4., R J A, uf JsulJs); o ul ).
m .

A ul J )ul . ); ... ;ul J,).

“Cada no representa uma etapa do jogo em que um dos jogares tem que tomar uma decisao.
Jda um ramo representa uwma escolha possivel para o jogador, a partir do seu nd, isto €,
um ramo € uma a¢ao do conjunto de acgoes do jogador, em um dado né. Ramos podem
ser representados com flechas para facilitar o entendimento de como o jogo se desenrola.”

Fiani[4] (p. 52, 2006)

Vamos analisar o Jogo “Fabricantes de Automdveis” proposto por Fiani[6] (p.51, 2006):

Exemplo 23 Dois fabricantes de veiculos disputam um mercado com um
modelo de van cada. A primeira empresa que denominaremos de Inovadora
estd em processo de decisao se ird ou nao introduzir seu novo modelo de van,
e a partir dai a sequnda empresa, que chamaremos de Lider, toma sua decisao
de manter ou reduzir o preco da sua van. Vale salientar que os ganhos sao
representados por um par ordenado (uy,uy,), onde a primeira entrada repre-

senta os ganhos do jogador 1 e seqgunda do jogador 2. Vejamos o diagrama:

Levando em consideragao que os ganhos apresentados no diagrama sao as consequéncias
das decisoes de cada fabricante e nao fator influenciador da decisao, isto é, no momento
das decisoes nenhum dos fabricantes conhece seus ganhos para cada estratégia.

Analisando o jogo, temos dois jogadores J; como a fabricante Inovadora e J, a fa-
bricante Lider. Cada jogador possui duas estratégias {A;;, A12} no caso da fabricante
Inovadora, sao elas lan¢ar ou ndo langar o novo modelo de van e {Ag;, Ass} para a fabri-

cante Lider, onde as ag¢oes representam manter ou reduzir o prego de sua van no mercado.
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Ganhos
(ml _\l’!'?irriesJ

de reais

(Mantém Preco) (3,2)

(Langa Van) Lider

(Reduz o Preco) (2,2)
Inovadora

(Mantém Preco) (2,2)
(Nao Lanca Van) Lider

(Reduz o Preco) (2.3)

Figura 3.2: Diagrama em Arvore - Fabricantes de Automéveis

Desta forma temos para este jogo que n = 2, cada participante tera apenas uma chance

para decidir, ou seja, o jogo s6 possui uma rodada e cada jogador possui duas possibili-

dades equiprovéveis, desta forma a probabilidade de cada jogador é P(4;;) = %
Podemos ainda explorar o jogo com outros questionamentos sobre os ganhos, um

exemplo: qual a probabilidade da fabricante Inovadora ter o maior lucro possivel? A

probabilidade pedida equivale a ocorréncia das a¢oes A1 (Inovadora langa uma nova van)

e Ay (Lider manter o prego). Logo sendo u;, . 0 ganho maximo da fabricante Inovadora,

temos P(u1,,,,) = P(A11).P(Ax) = 1.

Figura 3.3: Probabilidade do Ganho Méaximo (Inovadora)

Ganhos
em A"lilhﬁes)

P(A22)21/2 de reais
(Mantém Prego) (3,2)
P(umax)=1/4
P(A12)=1/2 (Langa Van) Lider

(Reduz o Prego) (2,2)
(Mantém Prego) (2,2)

Inovadora

(Ndo Langa Van) Lider

(Reduz o Prego) (2,3)

Os jogos sequéncias possuem diversas variantes, em algumas notamos que o nimero
de acoes por jogador pode ser diferentes, isto é, ha jogos em que o primeiro jogador possui
n possibilidades de acoes, enquanto o segundo participante possui m possibilidades de

escolhas, e assim por diante. Naturalmente com m diferente de n.
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Exemplo 24 Quatro moedas sdao dispostas em duas pilhas de duas moedas. O jogador 1
escolhe uma pilha e entao decide remover uma ou duas moedas da pilha escolhida. Apds,
o jogador 2 escolhe uma pilha com pelo menos uma moeda e decide quantas moedas quer
remover. Apos a jogada do jogador 2, o jogador 1 inicia a sequnda rodada com as mesmas
regras. Quando ambas as pilhas nao possuirem mais moedas, o jogo termina e o perdedor

€ aquele que tirou a ultima moeda.

Vamos visualizar o diagrama em arvore deste jogo.

Figura 3.4: Diagrama em Arvore - Jogo das Moedas

Jogador 2 .——b Jogador 1, vence.

A Jogador 2 vence.
7 Jogador 1

n Jogador 2 .—> Jogador 1, vence.
Jogador 1 Jogador 2 @ty nn Jogador 1, vence.

Jogador 2 .n Jogador 1 .'—" - Jogador 2 vence.

itz - Jogador I .—b Jogader 2, vence
n. Jogador 2 <

- Jogador 1, vence.
Jogador 1 Jogador 2 @ : Jogador 1 .—p Jogador 2, vence.

Jogador 1, vence.
2|1 | Jogador 2
Jogador 1 .—P Jogador 2 vence.

Jogador 1 Jogador 2 nn Jogador 1, vence.
Jogador 1 _ Jogador 2 .—b Jogador 1, vence.

Jogador 2 vence.
Jogador 2 @ty Jogador 1, vence.

Temos o jogador 1 com duas possiveis acoes na primeira jogada, o jogador 2, depen-
dendo da decisao do jogador 1, possui trés ou duas possibilidades de agao. O jogo das
moedas, além de ser um jogo sequencial, também é de repeticao e viciado, tendo em vista
que o jogador 2 sempre vencera, supondo que suas escolhas sejam feitas de forma racional.

Vejamos alguns exemplos, formatados nas etapas do jogo das moedas.

Exemplo 25 Partindo do diagrama em drvore do jogo das moedas, determine o espaco
amostral Q) do evento do primeira jogada para o jogador 1.
Solugao: o jogador 1 possui duas escolhas: na primeira deve escolher de qual pilha reti-

rard a moeda, para qual existem duas possibilidades. A sequnda escolha € a quantidade
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de moedas que serd retirada. Fagamos o par ordenado (x,y), onde x representa a pilha

escolhida e a quantidade de moedas retirada.

Q= {(17 1)7 (17 2>’ (27 1)7 (27 2)}

Veja que (1,1) representada a escolha da pilha 1 e dela retira-se 1 moeda.

Exemplo 26 Uma variante do jogo das moedas é um jogo viciado onde a jogada chave
que garante a vitoria ao jogador 2 € sua primeira decisao. Supondo que o jogador 2 faca
uma escolha aleatoria em sua jogada chave, vamos calcular a probabilidade de jogador 2

garantir sua vitoria.

Solugao:
Primeiramente, vamos analisar o caso em que o jogador 1 retira uma moeda de uma

das pilhas:

Figura 3.5: Diagrama da 1° Situacao - Jogador 2

Jogador 2

Devemos lembrar que o objetivo do jogo é deixar o adversario retirar a ultima moeda,
desta forma, observamos que o jogador 2 nao pode escolher a pilha que ja foi retirada
uma moeda, pois caso o faca, deixara duas moedas para seu adversario que naturalmente
retirard apenas uma, deixando a ultima para o jogador 2 retirar, perdendo assim o jogo.
Logo, para que o jogador 2 tenha uma estratégia vencedora ele escolhera a pilha de moedas
que possui duas moedas.

Escolhida a pilha de moedas, resta decidir se retirara uma ou duas moedas, para
tal basta lembrar que nao se pode deixar duas moedas para o adversario, portanto as
duas alternativas mais acima sao desfavoraveis. neste caso temos apenas a alternativa
de retirada das duas moedas da pilha que possui duas deixando apenas uma para seu
adversario retirar. Entao das trés possibilidades apenas uma é favoravel.

Agora, vamos analisar o caso em que o jogador 1 retira duas moedas de uma das duas

pilhas.
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Figura 3.6: Diagrama da 2° Situacao - Jogador 2
[0]1]
Jogador 2 ..

E facil ver que se o jogador 2 retirar duas moedas perderda o jogo, pois retirou as
ultimas moedas. Conclusivamente resta ao jogador retirar apenas uma moeda, logo, para
nossa segunda situagao temos um caso favoravel e um contra. Entao, temos dois casos
estritamente favoraveis, um em cada situagao, o que garante a vitéria, isto é, temos duas
decisoes 6timas do ponto de vista da teoria dos jogos em cinco possibilidades. Logo, sendo

V' o evento vitéria para o jogador 2, a representacao probabilistica para estas decisoes é
2
P(V) = £ = 40%

Pela propriedade da probabilidade do complementar, a probabilidade do jogador 2

deixar a vitoria escapar é
2 3
PC(V)zl—P(V)zl—g:g:&)%.

Porém, como o jogo das moedas também é um jogo de informagoes completas o evento

jogador 2 vitorioso, se torna um evento certo, isto é 100% de chance de ocorrer.

3.2 Estratégias Mistas e a Influéncia da Probabili-
dade nos Ganhos

Na teoria dos jogos para cada estratégia adotada por um jogador, existe uma consequéncia
ou ganho. O valor da consequéncia é determinado por uma funcao de utilidade u; com
i ={1,2,...,n}. Dependendo do tipo de estratégia (pura ou mista) a determinacao do
ganho varia. Para ganhos de um jogo de estratégia pura que nao possui equilibrio de Nash
(Bortolossi[3], et al., p.12, 2004) relata “/...] existem jogos que ndao possuem equilibrios de
Nash em estratégias puras. Uma alternativa para estes casos é a de considerar o jogo do
ponto de vista probabilistico. [...]”. Entdo, o jogador nao escolhe um perfil de estratégia
pura e sim uma distribuicao de probabilidade sobre suas estratégias puras. A distribuigao
de probabilidade tem por objetivo calcular um valor médio esperado do ganho.Vejamos

um exemplo que retrata esse fato.
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Exemplo 27 Dois candidatos a um cargo executivo precisam decidir de aceitam ou nao
uma doagao financeira para suas campanhas. Inicialmente a doagao é oferecida ao candi-
dato A que deve decidir se recebe ou nao doacdo. Quando o candidato A decide, a mesma
doacao € oferecida ao candidato B, que por sua vez decidird se receberd ou nao a doacao.
Supondo que oferta da doagao é comum aos dois candidatos e que seus ganhos em per-
centuais de votos e as distribuicao de probabilidade de cada estratégia estao no diagrama
em darvore abairo, vamos determinar o valor esperado de ganho médio para cada jogador

e verificar quem possui mais chances de sair vitorioso da disputa.

Figura 3.7: Diagrama Jogo da Doacao de Campanha.
(u(A),u(B))
(%0)
(1/3) (49,51)

Aceitara | Candidato B

(] /4) doagio
(2/3) Ndo aceita
Candidato A (55, 45)
» (1/3) (40, 60)

Nio aceitar] Candidato B

a doagao

(2/3) (5 1, 49)

Solucao:

E importante lembrar que a distribuicao de probabilidade nao é contemplada pela
teoria da probabilidade a nivel de educagao basica, portanto, vamos adaptar esta aplicagao
com o objetivo de minimizar as dificuldades de aprendizado dos estudantes.

Para determinacao do valor esperado usaremos a Defini¢ao 4.8 do capitulo anterior

mi ma. n
u;(p) = Z Z(Hpkjkui(sljla -Snjn))-
=1 ju=1 k=1

Entao, para os dois jogadores do nosso problema vamos construir uma matriz de ganhos.

ua = p11 (Pa1-ua(s11, S21) + paotea(s11, S22)) +
D12 (D21-uA(S12, S21) + P2otia(S12, S22))
up = p11 (P21-up(S11, S21) + Paoup(si1, S22)) +

D12 (Po1-up(S12, S21) + P2oup(Si2, S22))
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Tabela 3.1: Jogo Doacao de Campanha
CANDIDATO A / CANDIDATO B | ACEITAR (s21) | RECUSAR (s22)

ACEITAR (s1,) (49,51) (55, 45)
RECUSAR (s12) (40, 60) (51,49)

Para o candidato A temos

ug =1 (3494 2555)+ 3 (40 + 251) =38 4 142
= uy = 48, 75%.

Para o candidato B temos

up =1 (3.51+ 2.45) + 3 (1.60 + 2.49)
= up = 51, 25%.

Concluimos entao que o candidato B possui na média ligeira vantagem sobre o candi-
dato A.

Interpretar situagoes do cotidiano social como um jogo mostra aos estudantes o quanto
¢ importante a interpretagao das informacoes fundamentadas em problemas, com o ob-
jetivo de tomar decisoes coerentes para o melhoramento dos ganhos e diminuicao das

perdas.

3.3 Sequéncia Didatica

3.3.1 Motivacgao

A presente sequéncia didatica tem por objetivo aplicar topicos de teoria da probabilidade
da educacao bésica a jogos, bem como introduzir a teoria dos jogos como ferramenta mo-
tivadora para os estudantes da 2% série do ensino médio. Para o sucesso desta atividade
os estudantes ja devem ter conhecimento sobre os seguintes temas: Principio Fundamen-
tal da Contagem, Estudos dos Agrupamentos para Contagem (arranjos e combinagoes),
Probabilidade Classica, além de Probabilidade Condicional e de Eventos Independentes.

A referida sequéncia didatica foi aplicada na turma da 2° série do ensino médio da Escola
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Estadual Capitao Mor Galvao no centro da cidade Currais Novos, durante o més de junho
de 2016.

A turma possui 33 estudantes, com idades variando entre 15 e 19 anos, dos quais
19 sao meninas e 14 sao meninos. Dos 33 estudantes da turma, 23 estudam na escola
desde o 6° ano do ensino fundamental, 3 vieram da rede privada e 7 de outras escolas
estaduais. A sequencia foi divida em quatro etapas: na primeira foi apresentado o jogo
“O Dilema do Prisioneiro” como motivagao. Na segunda, exploramos o jogo em termos
da probabilidade, Na terceira, a motivacao foi o jogo da doacao de campanha e na ultima

foram avaliados os conceitos enfatizados.

3.3.2 Meétodos

—_

. Acao para aproximagao do contexto da teoria da probabilidade (Escolha aleatéria

de estudantes para participar do jogo);
2. Apresentacao do jogo O Dilema do Prisioneiro;

3. Realizagao do jogo com uma dupla de estudantes, escolhidos aleatoriamente no inicio

da aula;

4. Dividir a turma em duplas para o estudo da probabilidade das decisoes dos prisio-

neiros;
5. Estudo da Matriz de ganho do jogo;
6. Avaliacao dos conceitos apresentados.

7. Acao para introducao do jogo Doag¢ao para Campanha de autoria do Prof. Jorian

Santos;

8. Eleicao dos estudantes que representarao os candidatos (trabalhando teoria da pro-

babilidade);
9. Apresentacao do jogo;

10. Formar grupos de trés estudantes para avaliar a conduta de cada candidato em suas

escolhas;
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11. Apresentacao de distribuicao de probabilidade como o valor esperado da média dos

ganhos dos candidatos;

12. Formar grupos de trés estudantes para verificar qual dos candidatos segundo o valor

da média ganhara as eleicoes;

13. Realizar uma roda de debates com as opinides que venham justificar a vitéria do

candidato (avaliagao).

3.3.3 Detalhamento da metodologia

Para o inicio da primeira etapa, realiza-se um sorteio com todos os estudantes com o
objetivo de escolhermos os dois prisioneiros para serem os personagens de apresentacao
do jogo O Dilema do Prisioneiro. Cada estudante sorteado recebe um chocolate como
brinde por aceitar participar. Porém antes do inicio da apresentacao cada estudante recebe
uma série de questoes como na sugestao no Apéndice e tem 15 minutos para responder.

Apds a escolha dos estudantes, eles sao retirados da sala de aula e separados. A
situacao do jogo é apresentada a cada um e eles refletem sobre sua decisao por 10 min.

Paralelamente a turma ¢é divida em duplas e cada estudante recebe a descricao do jogo
Apéndice e a incumbéncia de entrar no papel de um dos prisioneiros e fazer uma escolha,
sendo que, seu colega de dupla nao poderd saber sua decisao, este processo ocorre em um
intervalo de 10 min.

Logo apés os estudantes voltam do isoladamente um a um e proferem suas decisoes. Os
estudantes da turma por sua vez entregam suas decisoes por escrito, onde serd computado
o resultado de cada grupo segundo a Tabela 2.12 da analise dos resultados. O que finaliza
a primeira etapa.

Na segunda etapa, os estudantes voltam as duplas e recebem a descricao das pos-
sibilidades da cada jogador. Sao orientados a calcular as probabilidades dos jogadores
escolherem sem conhecer as matriz de ganho, ou seja, fazerem escolhas aleatérias com o
objetivo de fixar a definicao da probabilidade classica de Laplace. Em seguida recebem
uma cartolina e constroem uma arvore de probabilidades para o jogo, supondo as decisoes
serem sequenciais. Relembram neste ponto a probabilidade dos eventos independentes e
as probabilidades condicionais. Para finalizar a etapa é entregue novamente as questoes

respondidas no inicio da etapa para que eles respondam novamente.
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A terceira etapa tem um carater de conscientizacao politica a respeito das contribuicoes
de empresas para campanhas eleitorais. Inicialmente os estudantes serao questionados
se sao a favor ou contra as doagoes. Para melhor apresentacao do jogo elegemos dois
estudantes na turma para representarem os candidatos A e B em seguida é entregue a
descrigao do jogo, esta fase tem duracao de 5 minutos.

Antes do inicio da apresentacao do jogo durante 10 minutos, sao realizados questiona-
mentos de forma expositiva de qual a probabilidade de cada um dos candidatos ganharem
a eleicao.Em seguida, o mesmo questionamento é repetido com o acréscimo de mais um
candidato, e assim sucessivamente até chegar em uma representacao genérica e axiomatica
da probabilidade.

Iniciando o jogo, separa-se os candidatos, um fica na sala e o outro sai. Para o
candidato que ficou é perguntado se ele aceita ou nao uma doagao para sua campanha,
ele responde. Logo em seguida retira-se e o outro candidato que se encontrava fora
apresenta sua resposta a mesma pergunta. Convidamos o primeiro candidato a voltar a
sala. B apresentado os ganhos em percentuais de votos de cada candidato a turma e suas
probabilidades de escolhas. Entao ¢ demonstrado como calcula-se o ganho médio de cada
candidato e pede a turma que realize esses cdlculos. Esta etapa decorre no intervalo de
25 minutos.

Nos dez minutos finais é apresentado os resultados médios e determinado qual candi-
dato tem mais chances de eleger-se segundo os valores. Por fim, cada estudante mais uma

vez ¢ questionado se é a favor ou contra este tipo de doacao.

3.3.4 Analise dos Resultados

Os resultados a seguir sao referentes a sequéncia didatica desenvolvida na turma da 2*
série do ensino médio matutino da Escola Estadual Capitao Mor Galvao. realizada em
4h aulas nas datas 07, 08, 09 e 14 de junho de 2016.

A tabela a seguir representa os resultados dos questionamentos sobre probabilidade
classica, de eventos independentes e condicional, realizados em dois momentos: antes do
desenvolvimento da atividade e logo depois do desenvolvimento.

Na primeira questao que investigou o aprendizado da defini¢ao de probabilidade, houve
uma melhoria de aproximadamente 20%. Ja a questao 2 e 3 abordaram a probabilidade

da uniao de dois eventos independentes e dependentes respectivamente, de tal forma que
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Tabela 3.2: Resultado Probabilidade e Jogo O Dilema do Prisioneiro

QUESTOES/ ACERTOS | ANTES DO JOGO | DEPOIS DO JOGO
QUESTAO 1 22 28
QUESTAO 2 11 20
QUESTAO 3 6 16
QUESTAO 4 1 10

houve uma melhoramento de 30% e 53% respectivamente. Por fim a tltima questao
abordou a probabilidade condicional, onde podemos verificar uma melhoria de 30%.

Os resultados a seguir representam as decisoes das duplas no jogo o dilema do prisio-
neiro. Para os ganhos onde ocorre pena maxima para um dos prisioneiros e liberdade para
o outro, é observada uma Estratégia Dominada, pois os jogadores decidem sem se preocu-
par com as consequéncias. Ja para os ganhos onde tivemos igualdade entre o niimero de
anos de reclusao, temos duas estratégias: a primeira onde cada prisioneiro recebe pena de
cinco anos, é classificada como Estratégia Dominante pois ambos tomaram suas decisoes
sem a influencia da decisao de seu adversario e a Estratégia Equilibrio de Nash, estratégia
onde os dois prisioneiros refletem sobre a decisao do adversario e sua consequéncia, neste

caso os prisioneiros sao condenados a um ano de prisao apenas.

45%

40%

35%

30%

25% -

20% -

15% -

10% -

5%

ESTRITAMENTE EQUILIBRIO DE NASH ESTRITAMENTE
DOMINANTE DOMINADAS

Figura 3.8: Decisao Estratégica das Duplas

A estratégia Equilibrio de Nash é a mais frequente, mostrando assim que a maioria
dos estudantes foi racional e escolheu a melhor estratégia do ponto de vista da teoria dos
jogos.

A tabela a seguir contém os dados de todos os resultados das duplas de estudantes

que participaram do jogo “O Dilema do Prisioneiro”. Onde All C significa o prisioneiro
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All confessar e All N significa o prisioneiro All negar. Da mesma forma Bob C'e Bob N,

significa Bob confessar e Bob negar respectivamente.

Tabela 3.3: Resultado das decisoes no Jogo O Dilema do Prisioneiro

DUPLAS/ DECISOES | All C | AlIN | Bob C | BOB N u(s)
DUPLA 1 x x (—1,-1)
DUPLA 2 x X (—5,—5)
DUPLA 3 X X (—1,-1)
DUPLA 4 x x (0, —10)
DUPLA 5 X X (—1,-1)
DUPLA 6 x x (—=5,—5)
DUPLA 7 x x (=5, —5)
DUPLA 8 x x (—10,0)
DUPLA 9 X X (—1,-1)
DUPLA 10 X X (—10,0)
DUPLA 11 X X (—=1,-1)
DUPLA 12 x x (0, —10)
DUPLA 13 x x | (=5,-5)
DUPLA 14 x x | (=5,—5)
DUPLA 15 X X (—1,-1)
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Conclusao

Propoe-se neste trabalho uma acao de aplicagao da teoria da probabilidade na teoria dos
jogos para a educacgao basica, como forma de acrescentar possibilidades metodolégicas
ao processo de ensino aprendizagem através de uma sequéncia didatica para 2° série do
ensino médio.

A referida sequéncia foi colocada em pratica na 2% série do ensino médio do turno
matutino durante as aulas de matematica do ano letivo de 2016, na Escola Estadual
Capitao Mor Galvao, na cidade de Currais Novos, no estado do Rio Grande do Norte.

Os estudantes se mostraram entusiasmados e participaram com muito vigor, intera-
gindo entre eles, questionando e concluindo a importancia do papel da probabilidade e
da teoria dos jogos em suas vidas. Percebe-se que ao se construir uma temaética para o
ensino de probabilidade, o aprendizado se torna mais eficiente e os conceitos tedricos sao
melhores assimilados, propiciando assim uma formacao completa. Os conceitos de con-
tagem e probabilidade foram trabalhados anteriormente de maneira puramente teorica.
Durante as aplicacoes foram verificados através de questionario que os conceitos da teoria
da probabilidade nao foram assimilados por completo pela maioria dos estudantes, porém,
apds cada etapa da sequéncia verificava-se melhorias nesta assimilagao. O questionario
foi uma ferramenta primordial para a verificacao do aprendizado, demonstrando assim,
que houve melhorias na fixagao dos conceitos desenvolvidos.

Independente das realidades educacionais de cada estudante, o que ficou registrado, foi
o interesse no aprender matematica de forma concreta. A sequéncia didatica demonstrou
que nao ha barreiras entre os estudantes e o aprendizado de matematica, mostrou também
que noés professores precisamos melhorar nossas metodologias de trabalho para construir
novas possibilidades de aproximacao de teorias e aplicacoes do cotidiano estudantes.

Com a certeza de que outros professores e estudantes irao vivenciar esta pratica, bem

como de que ajudamos na formacao do senso critico de futuros cidadaos refletindo sobre
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suas possibilidades e decisoes para que obtenham ganhos étimos em seus cotidianos e
vejam a matematica como uma ciéncia que nos auxilia em nossas escolhas todos os dias,

finalizamos o presente trabalho.
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Apeéendice

1) Questiondrio da primeira etapa da sequéncia didatica.

Tabela 3.4: Questionario

Probabilidade Classica, de Eventos Independentes e Probabilidade Condicional

1) Qual a probabilidade de dois estudantes quaisquer da turma serem sorteados?
2) Qual a probabilidade que os sorteados sejam um rapaz e uma moga?
3) Qual a probabilidade que os sorteados sejam duas mogas?
4) Sabendo que o primeiro sorteado foi um rapaz, qual a probabilidade

do segundo ser uma moga?

2) O jogo “O Dilema do Prisioneiro.”

Dois ladroes Al e Bob sao acusados de um mesmo crime. Presos em selas separadas e
sem poderem se comunicar entre si o delegado de plantao faz a seguinte proposta: cada
um pode escolher entre confessar ou negar o crime. Se nenhum confessar ha uma pena
de um ano. Se os dois confessarem, entao ambos serao submetidos a uma pena de cinco
anos. Mas se um confessar e outro negar, o que confessar sera libertado e o que negar

sera condenado a dez anos de prisao.

Tabela 3.5: Matriz de ganho do Jogo O Dilema do Prisioneiro

Bob Confessar | Bob Negar
Al Confessar (-5, -5) (0, -10)
Al Negar (-10, 0) (-1, -1)

3) “Jogo da Doagio de Campanha.”
Dois candidatos a um cargo executivo, precisao decidir de aceitam ou nao uma doagao

financeira para suas campanhas, inicialmente a doacao é oferecida ao candidato A que
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deve decidir se recebe ou nao doacao. Quando o candidato 1 decidi, a mesma doacao é
oferecida ao candidato B, por sua vez decidird se recebera ou nao a doagao. Supondo
que oferta da doagao é comum aos dois candidatos e que seus ganhos em percentuais de
votos e as distribuicao de probabilidade de cada estratégia estao no diagrama em arvore
abaixo, vamos determinar o valor esperado de ganho médio para cada jogador e verificar

quem possui mais chances de sair vitorioso da disputa.

(u(4),u(B))
(%)
(133) (49,51)

Aceitar a | Candidato B

( 1/4 ) doacio
(2/ 3) Ndo aceita
Candidato A 55,45
(3/4) (1/3) (40, 60)

(Ndo aceitar] .
o doacao | Candidato B

(2/3) N[sgeeial (51, 49)

Figura 3.9: Diagrama Jogo da Doacao de Campanha.
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