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Resumo

Azevedo, Natdlia de Carvalho de. O Nimero de Ouro e Construcées Geo-
métricas. Goiania , 2013. 46p. Trabalho de conclusdo de curso. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

O estudo do nimero de ouro e de sua geometria remotam desde a Grécia Antiga. O
nimero de ouro € um ndmero real que pode ser representado geometricamente por meio
da divisdo de um segmento em média e extrema razdo. Trata-se de determinar um ponto
C em um segmento AB, a fim de obter uma igualdade entre as razdes AB : AC e AC : CB.
O seu valor numérico € obtido por meio da solugdo da equacdo do segundo grau obtida
a partir dessa igualdade. Com a constru¢do com régua e compasso desse segmento dureo
sdo feitas outras construgdes geométricas dureas: tridngulos, retangulos, pentidgonos e
espirais. O nimero de ouro estd presente na arte, na arquitetura, na natureza ha anos e
apresenta-se aqui como ferramenta para estudo e com enfoque para apresentacao a alunos

de Ensino Médio.

Palavras—chave
<Numero de ouro. Segmento dureo. Régua e compasso. >



Abstract

Azevedo, Natdlia de Carvalho de. The Golden Number and Geometric Cons-
tructions. Goiania , 2013. 46p. Completion of course work. Instituto de Mate-
matica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

The golden number and its geometry remote from Ancient Greece. The golden number
is a real number that can be represented geometrically by dividing a segment in extreme
and mean ratio. It is related to the act of determining a point C on a segment AB in
order to obtain equal ratios between AB : AC and AC : CB. Its value is obtained by
numerical solution of the quadratic equation obtained from this equality. From ruler
and compass constructions of the golden mean other geometric constructions are made:
triangles, rectangles, pentagons and spirals. The golden number has been present in arts,
architecture and nature for years, and it presented in this work as a tool for study, focusing

on presentation to high school students.

Keywords

<Golden number. Golden Ratio. Ruler and compass.>
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CAPITULO 1

Introducao

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo sobre o niimero de ouro,
cuja simbologia utilizada € a letra grega ®. Sob um olhar geométrico estd voltado para
construgdes que envolvem a razdo durea a serem analisadas junto a beleza da divina
proporcdo nas suas diferentes formas.

H4 anos, matematicos, artistas, fotografos, dentistas e cientistas dedicam-se ao
estudo do intrigante e fascinante nimero de ouro. Alguns focam a andlise da razdo durea
e os retingulos dureos presentes na geometria, os sélidos de Platdo e o Pentagrama,
por exemplo. J4 outros focam-se nas medidas para obter uma imagem considerada
esteticamente perfeita. Perfeicdo essa quando comparada a natureza: a espiral do ndutilo,
as espirais em sentidos opostos de margaridas e dos girassois, o nimero de pétalas comuns
serem associados a numeros aureos, entre tantos outros fendmenos naturais que encantam
os olhos e estdo relacionadas sobre um mesmo padrao, o padrdo dureo.

Assim, a ideia de um dos capitulo é sugerir que o aluno produza objetos ou
figuras interessantes que apresentem as relagdes dureas e/ou construcdes relacionadas.
Os trabalhos contemplardo desde a producdo de um simples cartdo de visita que esteja
esteticamente sobre o padrdo dureo até o esboco de uma de Cadeira Saarinen, por
exemplo. Nessa cadeira tanto a parte frontal quanto as curvas do desenho da cadeira estio

envolvidas em retangulos ou em elipses dureas, ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Cadeira Saarinen, veja [10].
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Exemplos como esse e outros em que o uso do nimero de ouro foi tomado por
base em estudos na arte, na arquitetura, na odontologia, e outros ao longo da histéria serdo
encontrados ao longo do trabalho.

No Capitulo 2 tem-se uma apresentacao algébrica do nimero de ouro, simboli-
zado por ®. O nimero de ouro serd assim obtido por meio da determinag¢do do segmento
dureo com uso de régua e compasso. Com isso tem-se um valor aproximado de & por
meio de cdlculos em planilhas eletronicas que fornecem certas casas decimais. Serd apre-
sentada a sequéncia de Fibonacci bem como algumas de suas decorréncias. Todas essas
ferramentas algébricas serdo citadas para auxilio nas etapas de construcio e nas conclu-
soes posteriormente.

O Capitulo 3 trata de algumas constru¢des com régua e compasso que envolvem
o numero de ouro. As constru¢des serdo realizadas com auxilio do software Geogebra.
Esse software foi escolhido dentre tantos outros apresentados na disciplina Recursos
Computacionais por ter acesso livre e por sua simplicidade, objetividade e clareza no
estudo de desenho geométrico. Por meio do software € possivel construir, justificar,
generalizar, perceber e corrigir erros durante o processo de construcdo geométrica de
maneira rapida e eficaz.

Ao final de cada construcio sdo estabelecidas relagdes entre os padrdoes numé-
ricos e os padroes geométricos. Serdo construidos: o tridngulo dureo, o retingulo 4ureo,
pentdgono regular, espirais logaritmicas. Além dessas, serdo apresentadas aproximagdes
como: o retangulo formado por quadrados na sequéncia de Fibonacci e a espiral de Pado-
van.

No Capitulo 4 tem-se uma proposta de apresentacdo do nimero de ouro para
sala de aula. Sugere-se o uso de recursos computacionais como Geogebra, planilhas

eletronicas, atividades interativas para assimilacdo e apresentagdo do P.



CAPITULO 2

Numero de ouro

O ndmero de ouro € denominado também por sec¢do durea, razao durea do latim:

e Ratio: significa quociente entre dois nimeros a e b;

e aurea significa coberto por ouro, de cor dourada, feito de ouro.

Adota-se a letra grega fi, ®, para representar o nimero de ouro. O termo “nimero
dureo” € recente, segundo o historiador Roger Herz-Fischler, data de 1835 no livro A
matemdtica elementar pura de Martin Ohm, veja [8]. Trata-se de um nimero irracional
cuja representacdo geométrica pode ser obtida por meio da divisdo de um segmento em

média e extrema razao.

2.1 Divisao de um segmento em média e extrema razao

E possivel obter o niimero de ouro por meio de constru¢des geométricas. Para
isso basta determinar a se¢do durea através da divisdo de um segmento em média e

extrema razao.

Definicao 1 Denotar-se-d AB a medida do segmento AB, e A:C como a razdo da medida

do segmento AB para a medida do segmento AC.

Dividir um segmento em média e extrema razao consiste em dividi-lo em duas
partes de tal sorte que uma dessas partes seja a média proporcional entre o segmento
inicial e a outra parte, veja [6].

Portanto, dado um segmento qualquer AB, deve-se determinar um ponto C
pertencente ao segmento AB, tal que as igualdades a seguir sejam satisfeitas.

AP AC
*ac Cs
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Em relacdo a primeira igualdade, diz-se que o segmento AB estard dividido pelo
ponto C em extrema e média razdo. A razdo da medida do segmento AB para a medida do
segmento AC é denominada de razdo extrema, e a razao da medida do segmento AC para
a medida do segmento CB é denominada razao média. A igualdade entre essas razdes nos
fornece uma propor¢do também conhecida por divina propor¢do, veja [4]. O segmento
AC é denominado segmento dureo de AB, e CB € o segmento dureo de AC.

A andlise para a segunda igualdade € andloga. Assim, dado um segmento AB
qualquer, podemos obter duas localizacdes para o ponto C que satisfazem a defini¢do

acima. A seguir tem-se uma das solugdes, a outra solucao € simétrica.

Exemplo 1 Determinar com régua e compasso um ponto C pertencente a um segmento

AB qualquer, tal que C divida o segmento AB em média e extrema razdo.

Etapas da construgao:

1) Determinar o ponto médio M do segmento AB.

2) Determinar uma reta perpendicular ao segmento AB que passe pelo ponto B.
3) Marcar um ponto D sobre a reta anterior tal que MB = BD.

4) Tragar o segmento AD.

5) Marcar o ponto E sobre o segmento AD, tal que BD = ED.

6) Marcar o ponto C sobre o segmento AB, tal que AE = AC.

Figura 2.1: Segmento dureo

Justificativa da construcao: Sem perda de generalidade podemos considerar

AC um segmento unitirio e AB = x. Aplicando o Teorema de Pitidgoras ao tridngulo

AABD, temos:
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ao transpor os termos da Equacdo (2-1) para o primeiro membro tem-se:

P—x—1 = 0. (2-2)

Agora, considere a proporcao durea:

AB A
AC CB

a

Ao substituir AB = x e AC = 1 em (2-3) temos:

= : (2-4)

2

ao transpor os termos para o primeiro membro da igualdade tem-se x* —x — 1 = 0. Assim,

temos a mesma Equacao (2-2) que justifica a validade da construgdo.

2.1.1 Segmento aureo como lado de um triangulo isdsceles

A divisdo de um segmento em média e extrema razdo serd ponto de partida
para outras constru¢gdes. Dentre essas contrucdes estd um tridngulos isdsceles dureo e
os angulos de medidas 36°, 72° e 108°. A sequéncia a seguir levard a constru¢do de um

tridngulo isdsceles cujo angulo oposto a base tem medida igual a 36°.

Exemplo 2 Determinar com régua e compasso um tridngulo isosceles NABH, cujo

dngulo oposto a base BH tem medida igual a 36°.
Etapas da construgao:

1) Determinar um ponto C, tal que AC seja segmento dureo do segmento AB;
2) Construir uma circunferéncia com centro em C e raio CA;
3) Construir uma circunferéncia com centro em B e raio CA;

4) Denominar uma das interse¢des dessas circunferéncias de H.

Figura 2.2: Tridgulo isésceles dureo
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O triangulo AHAB da Figura 2.2 é is6sceles e med(/HAB) = 36°.
A justificativa da construgdo terd por base as seguintes proposicoes relacionadas

a essa constru¢do. A notagao usada nas proposicoes referem-se a Figura 2.2.
Proposicao 2.1 Os tridngulos NAHB e ABCH sdo isosceles e semelhantes.

Prova. Pela Etapa 1 temos que AC € segmento dureo do segmento AB, portanto,

AB AC

AC BC’
como AC = BH, tem-se:

AB BH

BH BC’

Segue entdo que:
AB _BH AC
BH BC BC
Como CH = BH temos que o tridngulo ABCH ¢ isésceles. Portanto, pelo critério lado-

angulo-lado tem-se que o tridngulo AABH € semelhante ao tridngulo ACBH, ambos

isOsceles. O

Proposicao 2.2 A semirreta HC ¢ bissetriz de Z/AHB.

Prova. Como med(/AHB) = med(/CHA) + med(/BHC), e pelo item anterior tem-se
med(ZCAH) = med(£CHA) = med(/BHC),

entdo HC divide a medida do angulo ZAHB ao meio. O

Proposicao 2.3 A medida do angulo Z/BAH é igual a 36°.

Prova. Seja med(/BAH ) = x, vamos mostrar que x = 36°. Pela Proposicéo 2.2 temos que

os angulos Z/BHC e ZBAH sao congruentes. Pelo teorema do angulo externo temos:
med(/HCB) = med(ZCAH) +med(ZCHA) = 2 x med(Z/CHA) = 2x.
Como med(/ABH) = 2x, med(/BAH) = x ¢ med(/AHB) = 2x tem-se:

med(Z/ABH ) +med(ZBAH ) +med(/AHB) = 2x +x+ 2x. (2-5)
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Visto que a soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a 180° , tem-se no tridngulo
ANABH:

med(ZABH ) +med(/BAH ) + med(Z/AHB) = 180°. (2-6)
Portanto, das equacdes (2-5) e (2-6) tem-se:
5x =180°,
conclue-se que x = 36°. Portanto, med(ZBAH) = 36°. O]

Com essas proposi¢des comprova-se a validade da constru¢do. Além disso, por

meio da constru¢do mostra-se a validade do teorema a seguir, ver [6].

Teorema 2.4 Em um tridngulo isosceles, com o dangulo do vértice de 36°, a base é igual

ao segmento dureo do lado.

Prova. Considere o tridngulo AABH da Figura 2.2. Pelas proposi¢des anteriores tem-se
que AABH ¢é um triangulo isdsceles, com o dngulo do vértice de 36°. Pela construgédo
temos que AC é segmento dureo do segmento AB. Como BH = AC, entiio a base BH é

igual ao segmento dureo do lado AB. U

Conclue-se pela Proposicao 2.1 e pela Proposi¢ao 2.2 que os angulos ZAHB,
/ABH e ZHCB da Figura 2.2 sido congruentes, com medidas iguais a 72°; e o angulo
ZHCA tem medida igual a 108°.

2.2 O valor numérico de

Existem diversas maneiras para obter o valor numérico de ®. Uma delas ¢
calcular o valor das raizes da equagdo (2-1) do tépico anterior.

A equacgio foi obtida ao aplicar o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo AABD da
Figura 2.1. Ao considerar AB =xe AC um segmento unitario, tem-se exatamente o valor

procurado para P:

AB
b=— =nx
AC

2 _ x—1 =0 tem-se duas raizes:

1+v5 1-45

2 € X2 2

Assim, resolvendo a equacgdo x

X1 =
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Observe que a segunda raiz corresponde a um nimero negativo. Por se tratar de uma razao

1++/5
2

A segunda raiz corresponde ao reciproco negativo de ®, denotada por @’.

entre medidas tem-se:

= .

2.2.1 Caracteristicas de ¢

2

A partir da andlise da equacdo x* —x— 1 = 0 obtemos algumas relagcdes com

respeito as raizes ® e ¢'.

e O reciproco negativo de @ é @'.

+5
2

Prova. De fato, como ® = , tem-se:

1 -2 242xV5 1-45

® 145 4 2

=@/

Conclue-se entdo que ®' pode ser escrito como o reciproco negativo de ®. Da

mesma forma, o reciproco negativo de @' é @ . 0

2

e O produto das raizes da equagdo x* —x—1 =0¢&igual a —1.

Prova. Decorre do item anterior. Ul

2

e A soma das raizes da equagdo x* —x—1=0¢&igual a 1.

Prova. Temos:

P+P' = 1.

1+ A/5 1—4/5
2 T2 T

Como ® e @' sdo raizes da equacdo x2 —x—1=0, entdo, de fato, a soma de suas

raizes € igual a 1. 0

e O nimero ® ¢ um nimero real positivo que subtraido de uma unidade torna-se ao

Seu inverso.

Prova. De fato, pelo item anterior tem-se ® + @' = 1. Ao reorganizar os termos

tem-se: 1
D-1=-@ = 27
>’ (2-7)
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como —@’ € o inverso de ® conclue-se que ® subtraido de uma unidade € igual ao

Seu inverso. Ul

De outra forma, a equagio x> —x — 1 = 0 é equivalente a x> —x = 1. Dividindo os

termos dessa equagdo por x, x # 0, obtém-se:

x—1=—,

X
cuja solugdo real positiva € igual ao nimero de ouro.

e E vilido que "2 = ®" 4 ®"*+!, para todo n € N.

Prova. De (2-7) temos:

1
O=_+1. 2-
o (2-8)

Ao multiplicar (2-8) por @, obtém-se ®> = 1 + ®. Multiplicando recursivamente

por @, tem-se:

P = P+P?
' = P’
P = P+

portanto, "2 = ®" + ®"*! para todo n € N. O

e Em uma progressdo geométrica de razao P cujo primeiro termo € 1, cada termo a

partir do segundo € igual a soma dos dois precedentes.
Prova. Consequéncia direta do item anterior. 0J

e O nimero de ouro € igual a fracdo continua a seguir em que todos os nimeros sao

iguais a 1.
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Prova. Pelos itens anteriores temos:
1
d = 1+—.
* o
o 1
Substituindo ® por 1 + >’ tem-se:
1
d® = 1+ —T
1+ —
+ >
. 1
Substituindo novamente ® por 1 + >’ tem-se:
1
d® = 1+ >
g
>
recursivamente obtém-se
1
d=1+ T ,
I+ 1
I+ —
que trata-se de uma fragdo continua em que todos os termos sdo iguais a 1. 0

Um outro exemplo semelhante ao dltimo é

@:\/1+\/1+\/1+m7

cuja demonstracao € semelhante a anterior.

Ha varias outras caracteristicas aritméticas relacionadas ao nimero de ouro e

muitas delas geram aproximacgdes para o valor o @, ver mais em [1].

2.2.2 Aproximacoes para ©

Existem vdrias maneiras de obter uma aproximac¢ao numérica para o nimero de

ouro. O Almanaque das Curiosidades Matematicas de 1. Stewart apresenta as primeiras

50 casas decimais de @, conforme [8]:

® =1.61803398874989484820458683436563811772030917980576....



2.2 O valor numérico de ¢ 21

Um exemplo de como obter essas aproximacdes € por meio de algumas sequén-

cias cujos termos sdo gerados pela soma dos dois precedentes.
Exemplo 1 Considere as sequéncias tais que:

o Os primeiros termos uy, uy sao reais nao-nulos;
o Os proximos termos sdo tais que uy+2 = Up+1 + Uy, 1 € N.

Un

p . . 1 .
Observar-se-d que a medida que n aumenta o quociente aproxima-se do

n
valor numérico de ®.

Definicao 2.1 A sequéncia em que os termos iniciais uy e up sdo iguais a 1 e os proximos

termos sdo tais que uy+> = Uyy1 + Up, n € N é denominada por Sequéncia de Fibonacci.

A Sequéncia de Fibonacci assim definida tem os dois primeiros termos iguais a
1, o terceiro termo igual a 2, o préximo termo € 3, e assim sucessivamente.

Para gerar as sequéncias e calcular o quociente de aproximagao foi utilizada uma
planilha eletronica, Figura 2.3 e Figura 2.4 a seguir. A planilha torna-se uma ferramenta
prética pois pode gerar os 20 primeiros termos da sequéncia a partir dos dois primeiros.
Além disso, ela fornece o quociente entre os termos com aproximacgdo de algumas casas

decimais.

Tabela 1
Primeiro exemplo: valores inteiros

Segundo exemplo: valores racionais

Terceiro exemplo: valores iniciais sdo iguais a Pi

Quarto exemplo: sequéncia de Fibonacci

Figura 2.3: Tabela 1

Observe na Tabela 1 o que acontece com o quociente do 202 termo pelo 19¢
‘ . u20 . L.
termo. O fato observado € que o quociente — em todas se aproxima do valor numérico
ui9
do niimero de ouro independente dos valores escolhidos para iniciar cada uma das

sequéncias.
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Tabela 2
12 1/1= 1,00000000
20 2/1= 2,00000000
3e 3/2= 1,50000000
4° 5/3= 1,66666667
5¢ 8/5= 1,60000000
62 13/8= 1,62500000
7° 21/13= 1,61538462
82 34/21= 1,61904762
92 55/34= 1,61764706
102 |89/55= 1,61818182
11° 144/89= 1,61797753
12 |233/144= 1,61805556
132 |377/233= 1,61802575
14 610/377= 1,61803714
152 |987/610= 1,61803279

Figura 2.4: Tabela 2

Observe na Tabela 2 que quanto maiores os valores tomados da sequéncia de
Fibonacci, mais préximo se torna o quociente do valor numérico de ®, que serd abordado
na proposic¢ao a seguir. Outra observagao na Tabela 2 € quanto a paridade e a aproximacgao
observada: para as razdes de ordem impar tem-se resultados inferiores a @, e para as

razdes de ordem par tem-se resultados superiores a P.

Proposicdo 2.2 Seja {u,}, n € N a Sequéncia de Fibonacci. Entdo

. Up4+1
lim ) — o,

Prova. Temos que:

Un+1 Up—1 +Up Up—1 1
Up Up Up n
Up—1
Seja
. Up-1
x= lim as ,
n——4-oo uy
entao
. Uptuy_g ) 1 1 1
x= fim I gim o = = 14—
n——4-oo Uy n—+-oo n lim n X
Un—1 n—+eo Upy_|
2

Multiplicando os termos da dltima igualdade por x obtém-se x
sio P e @'

Como a sequéncia de Fibonacci trata de nimeros inteiros positivos maiores que

—x—1 =0 cujas solugdes



2.2 O valor numérico de ¢ 23

1, a solu¢do @’ ndo convém. Portanto,

. Up4+1
lim ) — o,

Conclue-se que a Sequéncia de Fibonacci estd assim relacionada ao nimero de ouro. [J




CAPITULO 3

A geometria do nimero de ouro

Além do segmento dureo descrito no capitulo anterior, existem outros elementos
geométricos que apresentam a propor¢do aurea. Elementos esses que estao relacionados
ao nimero de ouro tanto em figuras geométricas quanto na natureza.

Nas figuras geométricas temos a presenga da razao durea no tridngulo dureo, no
retangulo dureo, no pentagrama, em algumas espirais e em outros problemas geométricos
cuja solucdo depende de P.

Todos os elementos descritos auxiliam na compreensdo dos elementos da natu-
reza. Por exemplo, a quantidade de folhas e o angulo ideal para distribuicdo dos ramos de
plantas podem estar relacionados ao nimero de ouro.

A seguir temos construcdes geométricas dureas detalhadas e justificadas, bem

como aplicacdes e conclusdes a partir de cada uma delas.

3.1 Triangulo aureo

Dentre todos os poligonos que apresentam a razdo durea, o primeiro a ser
estudado serd o tridngulo isésceles dureo.

Ao final da construcdo do segmento dureo no capitulo anterior obteve-se um
triangulo isésceles AABH. A razdo entre a medida da base e a medida de um dos lados
congruentes desse tridngulo resulta em ®. No caso do tridngulo obtusangulo AACH a
razdo deve ser da medida da base para a medida de um dos lados, e novamente resultard
no numero de ouro. Esses tridngulos sdo denominados tridangulos dureos.

As etapas a seguir constituem na construcao de tridngulos dureos semelhantes.

1. Construir um tridngulo isésceles AABD, com base BD e med(/DAB) = 36°.

2. Marcar o ponto C no segmento AB, tal que C seja intersecdao do segmento AB com
a bissetriz de ZBDA.

3. Marcar o ponto E no segmento CD, tal que E seja intersecao do segmento CD com
a bissetriz de ZCBD.

4. Repetir o processo anterior para marcar os pontos F, G e H.



3.1 Tridngulo dureo 25

Figura 3.1: Triangulos dureos semelhantes

Observacao 3.1 Os tridngulos NABD, ADCB e ACFE da Figura 3.1 sdo isdsceles e o
dangulo oposto a base é igual a 36°. Portanto, os tridngulos sdo semelhantes ao tridngulo

AABH da Figura 2.2 e, consequentemente, dureos.

3.1.1 Problema dos trés triAngulos de mesma area

Tem-se um problema que relaciona tridngulos nao isdsceles com a razdo 4urea.
O problema consiste em inscrever um tridngulo AAFE em um retangulo ABCD tal que
a drea dos trés tridngulos restantes seja a mesma.

A solucdo consiste em mostrar que E e F sdo pontos que dividem, respectiva-
mente, os segmentos EC e ED, e FC e BF na razdo durea. A Figura 3.2 ilustra as solugdes

para diferentes retangulos.

A B Aq By .
Area de A1F1B1 =3.26
F1 Area de E1F1C1 =3.26
Areade A,D,E, =326
D E C
F 1 1 1

Area de EFC =6.33
Area de ADE =6.33

. A2 B .
Area de AFB =6.33 Area de A2F282 =11
F, Areade E,F,C,=1.1
Areade A,D,E,=1.1
D E C D2 E2 CZ

Figura 3.2: Problema dos trés tridngulos de mesma drea
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Percebe-se que independentemente dos diferentes formatos do retangulo a drea
dos demais tridngulos é sempre igual.
Considerando a solugdo descrita e o retangulo ABCD da Figura 3.2 segue a

prova de que as dreas dos tridngulos sdo iguais.

Prova. Sejam os segmentos AB e DC com medidas iguais a X, ¢ AD e BC com medidas
iguais a y. Entdo, como EC = ® x ED e FC = ® x BF tem-se:

EC=

,ED =

C=2BF="2

BF = =

X Y
P2’ P’ P2’

S| =

Assim, ao calcular a area do tridngulo retingulo AADE de base ED e altura AD

temos

VX
ApADE = 27

0 mesmo ocorre para o tridngulo retangulo AFBA

A
AFBA 2’
e no tridangulo AECF:
yx
A == 3-1
AECF = 503 (3-1
Portanto, Apape = AAFBA = AAECF- U

3.2 Retangulo aureo

Denomina-se retangulo dureo um retangulo cuja razdo do comprimento para a
largura € igual a ®. Retangulos dureos sdo frequentemente encontrados em cartdes de
crédito, cartdes de visita, formatos de pdgina virtuais, livros, e outros, como o cartio

telefonico a seguir.

TELECOM

Figura 3.3: Cartdo telefénico com formato de retdngulo dureo
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As etapas a seguir levam a construcio de um retingulo com largura AB dada.
Etapas da construcio do retangulo aureo:

1. Dado o segmento AB, construir um quadrado LIABCD.

2. Determinar o ponto médio E do segmento AB.

3. Marcar o ponto F sobre a semirreta zﬁ, tal que EC = EF.
4. Marcar o ponto G, pé da perpendicular a CD pelo ponto F.

D C G

A € B F

Figura 3.4: Retangulo dureo
O retangulo AFGD da Figura 3.4 € um retiangulo aureo.

Justificativa da construcao: Como [JABCD ¢é um quadrado e E pertence ao
segmento AB, entdio o tridAngulo AEBC & retngulo. Seja AB = x, aplicando o Teorema

de Pitagoras ao tridangulo AEBC tem-se:
S 2 5x2
EC’ —EB*+BC = (f) y2=2x

— 5 _
que resulta em EC = XT Como EC = EF, substituindo o valor obtido na igualdade
AF = AE + EF, temos:
x5 x(1+/5)

B
AF =AE+EC = — =
+ 2+ 2 2

Portanto, a razio do comprimento AF do retAngulo para a medida da largura AD & igual a

AF _x(1+V5) _14+V5 _

_ — @.
AD 2x 2

O que justifica que a razdo do comprimento para a largura € durea, e portanto, o retingulo

¢é aureo.

Observacido 3.2 Como AD = AB, entdo a razdo da medida do segmento AF para a

medida do segmento AB também é igual a ®. Analisando a razdo entre as medidas dos
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segmentos AB e BF, nessa ordem, temos:

1 2 2V54+2 V5+1

AB
BF

2

q*
S
(SN

Dessa forma observa-se que a divina propor¢do aparece novamente:

AF _AF _AB
AD AB BF

P.

Conclue-se entdo que o retangulo CGFB da Figura 3.4 também € dureo. Assim, o processo

pode ser repetido infinitas vezes e sempre obteremos retangulos dureos. O passo a passo

a seguir ilustra esse procedimento.

Definicao 2 Utilizar-se-d a notagdo A x B x C para denotar que B estd localizado em um

ponto do segmento AC, sendo B+# A e B # C.

1. Construir um quadrado LJCGJI, tal que G*J *x F'.

Figura 3.5: Etapa 1

2. Construir um quadrado LJFJKL, tal que Bx L F.

Figura 3.6: Etapa 2
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3. Construir um quadrado LIBLMN, tal que B+ N * 1.

Figura 3.7: Etapa 3

4. Repetir 0 mesmo processo para os demais retangulos dureos.

Figura 3.8: Etapa 4

Esse processo em que apds a justaposicao de figuras A uma dada figura gera
uma figura semelhante a inicial é conhecido como Gnémone. “O gnémone é uma parte de
uma figura juntada a outra figura de modo que o todo tenho o mesmo formato”, ver [1].
Observe que a Figura 3.1 dos tridngulos dureos semelhantes também apresenta um padrao

gnomone de formagao.

3.2.1 Retangulo de Fibonacci

Um retangulo que se assemelha ao retingulo dureo € obtido a partir de quadrados
cujos lados tem medidas iguais aos nimeros da Sequéncia de Fibonacci. Como cada
nimero da sequéncia a partir do terceiro € igual a soma dos dois antecessores é possivel
organiza-los a fim de obter um retangulo. As etapas a seguir descrevem a organizacao

desses quadrados a fim de obter o retangulo procurado:
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1. Construa um quadrado LJABCD cujo lado tem medida igual a 1.
2. A partir do lado AB, construa um novo quadrado LJBFEA, tal que CxBx F.

C B F
D |A |E

Figura 3.9: Etapas 1 e 2

3. Construa um novo quadrado LICFGH, tal que E * F x G.

H G

C B
D |A |E

Figura 3.10: Etapa 3

Nota: Observe que dessa forma o lado do quadrado LICF GH tem medida igual a 2.
4. Construa um novo quadrado LIGELJ, tal que H x G * J.

H G J

c B|F
p [A [E |

Figura 3.11: Etapa 4

5. Continue o processo, tal que a medida do lado do novo quadrado seja sempre igual
a medida dos lados dos seus dois antecessores.

p o R

N K L Q

Figura 3.12: Etapa 5

Repetindo esse processo mais vezes obtemos um retangulo que se assemelha ao
retangulo dureo. Observe que a razdo do comprimento para a largura desse retangulo se
aproxima do valor numérico de ®. O que define, entretanto, um retangulo como 4ureo é
a razdo do comprimento para a largura ser igual a &@. E importante deixar claro que dessa

forma o retangulo ndo € dureo, trata-se apenas de uma aproximacao.
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3.2.2 Problema dos trés triangulos no retangulo aureo

No tépico anterior fez-se referéncia ao problema de inscrever um tridngulo em
um retangulo dado, tal que a drea dos demais tridngulos seja a mesma. Verificou-se que as
areas dos tridngulos AADE, AFBA e AECF sido iguais para um retdngulo de dimenséo
X pory.

Verificaremos agora que o tridngulo AAEF ¢ is6sceles e retingulo quando o

retangulo ABCD € um retangulo dureo, como ilustra a Figura 3.13.

A B
F
D E C

Figura 3.13: O tridngulo isésceles NAEF é retdngulo em E.

Proposicao 3.3 Se o retdngulo ABCD for um retdngulo dureo entdo o tridngulo NAEF

serd isosceles.

Prova. Considere o retingulo ABCD da Figura 3.13 dureo, tomando DC = x e AD = y.
Assim, temos x =y X .

Como FC € o segmento dureo de AD e BF € o segmento dureo de FC entdo

= Y == y
FC==eBF = —.
D P2
Da mesma forma, como EC € o segmento dureo de DC e ED € o segmento dureo

de EC, tem-se

— X — X y
EC=_—-=yeED=— = —.
o ¢ A
Assim, pelo critério lado-angulo-lado os tridngulos AADE e AECF s@do congru-
entes.

Portanto, AE = EF, ou seja, AAEF é is6sceles. O

Proposicao 3.4 Se o retdngulo ABCD for dureo, entdo tridngulo NAEF serd retdngulo

em E.

Prova. Pelo item anterior temos que AADE e AECF sao congruentes. Portanto,
med(/AEF) = med(£/DEC) — (med(£DEA) +med(ZCEF)) = 180° —90° = 90°.

OJ
Desta forma, verifica-se que se ABCD € um retangulo dureo, conclue-se entdo que o

tridngulo AAEF é isosceles retangulo.
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3.3 Pentagono regular

O pentagono relaciona-se com as construcdes anteriores e também a razio aurea.
Em sua construg@o aparecem os angulos de 36°, 72° e 108° obtidos no capitulo anterior.
As etapas a seguir descrevem a constru¢do de um pentdgono regular inscrito em

uma circunferéncia de raio AB dado.

1. Construir um circunferéncia de raio AB e centro em A.
2. Marcar um ponto E sobre a circunferéncia tal que EA seja perpendicular a AB.

3. Determinar o ponto médio C do segmento AB.

Figura 3.14: Etapas 1 a 3

4. Com centro em C e raio CE marcar um ponto F sobre a reta AB, tal que F * A xC.

Figura 3.15: Etapa 4

5. Com centro em E e raio EF marcar os pontos H e  interse¢des com a circunferéncia.
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Figura 3.16: Etapa 5

6. Com centro em I marcar sobre a circunferéncia o ponto M, tal que EI = IM.

7. Com centro em H marcar sobre a circunferéncia o ponto K, tal que KH = HE.

Figura 3.17: Etapas 6 e 7

Figura 3.18: O poligono HEIMK é um pentdgono regular.

Justificativa da construcdo: Sem perda de generalidade podemos considerar

AB um segmento unitario. Assim, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo AEAC
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temos:

2
EC — TR+ AF — (_) L123

— 5
Conclue-se que EC = - Pela etapa 4 temos:

ﬁ:ﬁ:?.

Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo AEAF obtém-se:

2
N 5 5-2/5+1 5—+/5

ﬁ2:ﬁ2+E2:(C_F—/TC)2+E2:<——— tl1="

5 V5

Conclue-se que EF = 5T 5 E, pelas etapas 5, 6 e 7 tem-se que os segmentos EF,
EH, EI, EM e EK sao congruentes, portanto, todos os lados do pentdgono t€ém a mesma
medida. Como os pontos E, I, M, H e K pertencem a uma mesma circunferéncia, esse

poligono € inscritivel e, portanto, trata-se de um pentagono regular.

3.3.1 Pentagrama

O pentagono regular estrelado ou pentagrama é um simbolo de grande referéncia
quando se trata do estudo do nimero de ouro. Também é denominado de pentalfa devido
as cinco letras com formato A que aparecem. Para obté-lo basta tracar as diagonais do

pentagono regular como ilustra a Figura 3.19 a seguir.

Figura 3.19: Pentagrama

As quatro medidas dos segmentos que aparecem no pentagrama RQ, AR, AQ e

AC formam nessa ordem uma progressdo geométrica cuja a razdo € igual a @, ou seja,
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AR AQ AC
RO AR AQ

A justificativa vem da semelhanga entre os tridngulos AABQ, ARBQ e ACBR,
detalhada anteriormente no tépico Tridngulo Aureo.

3.4 KEspirais

Espirais sdo encontradas em diversos objetos, movimentos e também na natu-
reza. Por exemplo, no voo de gavides em dire¢do a sua presa, no ndutilo, e em varios
outros, como o couve flor da Figura 3.20 conhecido por brécolis romanesco. Observa-se
que cada ramo € parecido ao brdcolis inicial, e a disposi¢do dos ramos assemelha-se a
espirais de Fibonacci.

Figura 3.20: Brdcolis Romanesco

A seguir hd vérios exemplos de espirais que relacionam-se com o nimero de

ouro e/ou com a sequéncia de Fibonacci.

3.4.1 Espiral no triangulo aureo

Com base na construcdo de tridngulos dureos semelhantes e na Figura 3.1 é
possivel tracar uma espiral.

Etapas do tracado da espiral:

1. Com centro em C tragar o arco AD.
2. Com centro em E tracar o arco BD.

3. De forma analoga as etapas 1 e 2 continuar o tracado da espiral.
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P!

Figura 3.21: Etapas para a construgdo da espiral.

Observe que podemos repetir esse processo infinitamente, e obter um ponto limite, pélo

de uma espiral logaritmica, ver mais em [1].

3.4.2 Espiral no retangulo aureo

Outra espiral também logaritmica é obtida a partir do retangulo 4ureo. Para
realizar as etapas de construcdo € necessdrio antes realizar os mesmos processos até obter
a Figura 3.8.

Etapas do tracado da espiral:

1. Com centro em B tragar o arco AC.

D C G

P_K J

:]_
o

N

B L F

Figura 3.22: Etapa 1

2. Com centro em [ tracar o arco CJ.



3.4 Espirais 37

B L F

Figura 3.23: Etapa 1

3. Analogamente as etapas 1 e 2 continuar o tragado da espiral.

D c G
IP\K J
=
N O |m
&L F

Figura 3.24: Etapa 3

Novamente a espiral € logaritmica, e observe que ela toca em um tnico ponto na

extensao do comprimento de cada retangulo dureo.

3.4.3 A espiral de Fibonacci

Uma espiral se assemelha a espiral anterior € denominada espiral de Fibonacci.
Essa espiral foi obtida no topico Retangulo de Fibonacci. Ressalta-se que o retangulo
obtido foi construido tal que os lados dos quadrados que o compdem estdo de acordo com
a sequéncia de Fibonacci.

As etapas de construcdo a seguir sdo baseadas na construcdo do retangulo de

Fibonacci a partir da Figura 3.12 .

Etapas de construcio da espiral de Fibonacci:

1. Com centro em L tracar o arco QO.
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N K L Q

Figura 3.25: Etapa 1

2. Com centro em J tragar o arco OM.

P O R

N K L Q

Figura 3.26: Etapa 2

3. De forma andloga as etapas 1 e 2 continuar o tracado da espiral nos demais

quadrados.

=

G J

D

E

K/L Q

Figura 3.27: Etapa 3

2N

z

Essa espiral se aproxima da espiral logaritmica, porém o crescimento dela ndo

ocorre na razao aurea.
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3.4.4 A espiral de Padovan e o niimero plastico

Seguindo a ideia da formacdo anterior podemos repetir 0 mesmo processo para
obter uma espiral semelhante. Trata-se da sequéncia de Padovan, ver [8]. Essa sequéncia

que assemelha-se a ideia da sequéncia de Fibonacci.
Definicao 3 Seja p,,, n € N, um termo da sequéncia dos niimeros de Padovan, temos:

o Os trés primeiros termos iguais a 1, py = p» =p3 = 1;

e Para n>3, tem-se p, = pp—2 + pn—3, 1 natural.

Assim, os dez primeiros niimeros da sequéncia de Padovan sdo 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4,
5,7e9.
Considerando tridngulos equilateros cujos lados t€m medidas iguais a sequéncia

de Padovan podemos organiza-los em forma de espiral.

1. Dispor trés tridngulos equildteros cujos lados tém medida igual a 1, como ilustra a

figura a seguir.

C D
A B E

Figura 3.28: Erapa 1

2. Dispor dois tridngulos equilateros cujos lados t€ém medida igual a 2, como ilustra a

figura a seguir.

C D

Pavay
A

Figura 3.29: Etapa 2

3. Dispor um tridngulo equildtero cujo lados tem medida igual a 3, tal que um de seus

lados seja comum aos lados dos tridngulos de lados 1 e 2.
cC D
ava
G F

Figura 3.30: Etapa 3
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4. Repetir o procedimento anterior para os demais tridngulos cujos lados seguem a

sequéncia de Padovan.

Figura 3.31: Etapa 4

Pn+1

Semelhante a sequéncia de Fibonacci a razdo converge para = 1,324718

n
quando n tende a infinito. Esse nimero é denominado ndmero plastico.

3.5 Angulo ideal

O ndmero de ouro aparece novamente no estudo da filotaxia quando estuda-se o
melhor angulo, o dngulo ideal. Um angulo ideal distribuira as folhas ou os ramos de uma
planta para que eles recebam o méaximo da exposicdo a luz solar vertical. Dessa forma
fazendo uma projecao horizontal a sobreposic@o de folhas ou ramos seria minima.

Segundo Keith Devlin, ver [7], no século XVIII matemadticos suspeitavam que
0 unico angulo de rotacdo que permitisse que isso acontecesse do modo mais eficiente
possivel seria baseado na razdo durea. Esse angulo ideal inicialmente descoberto por
Church e confirmado em 1875 por Weisner foi

~360°

o= = 137,5°.

Figura 3.32: A esquerda o dngulo o e a direita a projecdo da
distribuicdo de ramos segundo o dngulo o
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O valor € obtido relacionando a volta completa 360° a um angulo de medida o

sobre a razdo durea, tal que:

360° 360° — a
3600—a o
Ainda segundo Keith Devlin, os cientistas franceses Stéohane Douady e Yves
Couder em 1993 realizaram um estudo que mostra a importancia do ® relacionado ao

crescimento de plantas, veja mais em [12].



CAPiTULO 4

O numero de ouro no Ensino Basico

A razao durea nao faz parte do curriculo escolar obrigatdrio, entretanto, o nimero
de ouro pode ser apresentado como uma aula diferenciada em Laboratério de Ensino. As
propriedades e construgdes obtidas nos capitulos anteriores relacionam-se entre si. As
ideias apresentadas podem ser utilizadas em uma atividade lidica com alunos do Ensino
Médio. As construcdes utilizaram ferramentas matemadticas conhecidas pelos alunos:
solugdo de equagdo do 2° grau, aplicagdo da semelhanca de tridngulos, uso do Teorema de
Pitagoras, célculo de razdes, construcdes com régua e compasso, aproximagoes numéricas
e tantos outros assuntos.

A ideia inicial € introduzir aos alunos os conceitos basicos sobre a razdo durea
e como realizar as etapas de construcdo. A seguir, apresentar ao aluno a um software
de construcdo geométrica, como sugestdo tem-se o Geogebra. Como exercicio avaliativo
sugere-se a construcao do decdgono regular como os alunos. Assim, o aluno pode realizar
a construcao do decdgono a partir da constru¢do do pentdgono ou da constru¢do do angu-
los de 36°, ambos explicados anteriormente. Outra sugestao € trabalhar as aproximagdes
pela Sequéncia de Fibonacci por meio de planilhas eletronicas ou uso de calculadoras.
Um exercicio avaliativo para as aproximagdes pode ser relacionado a Sequéncia de Pa-
dovan, assim utiliza-se uma ideia semelhante a Sequéncia de Fibonacci e ao numero de
ouro.

Ap6s familiarizar o aluno com conceitos e como utilizar as ferramentas sugere-
se que o aluno crie figuras ou objetos no software com a razdo durea. Para que o aluno
tenha base para criar alguma figura ou objeto € necessdrio estimuld-lo com exemplos
que apresentem a razdo aurea. Nesse momento deve-se apresentar alguns canones para
as propor¢des do corpo humano utilizados por Luca Pacioli, Leonardo da Vinci e outros
pintores da primeira Renascenga, como a Figura 4.1 por exemplo com os canones por
Thales Mello Carvalho, veja [9].
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C.RNONES DOS_PINTORES E ESCULTORES GR;GQS
I. CANON ARITMETICO PRATICO (VITRUVIO)

& ALTURA DO INDIVIDUO
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c (. DA CABEGA
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T.CANON GEOMETRICO IDEAL (8Astap0
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POR LEONARDO CANON 1DEAL
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’fﬁ/‘e_ 00K,

RELAGAO
DE VITROVIO

Figura 4.1: Canones

Outro exemplo curioso em relacdo a aplicagdo da razdo aurea na estética € na

odontologia. A razdo durea € utilizada como base para dentes esteticamente perfeitos.

S
) ’
A 2

A

1618

Figura 4.2: A razdo durea na estética do sorriso

A Figura 4.2 mostra uma de vdrias aplicacdes da razdo durea, nela os dentes
devem ser inscritos em um retangulo dureo. Assim, dada a largura ou a altura dos
dentes pode-se fazer cortes para alinhar a gengiva ou por meio de aparelhos ortoddnticos
aproximar os dentes a fim de inscrevé-los em um retangulo dureo; ver [11]. H4 outros
exemplos atuais que exemplificam a aplicacdo da razdo durea, como a Cadeira de Saarinen
citada no Capitulo 1 ou a estrutura de piginas da web com uso do retangulo 4ureo.

Como fechamento do trabalho o aluno produz no software de simulagdo de régua
e compasso algum objeto ou figura que utilize a razao durea, as sequéncias ou quaisquer
outras relacdes estudadas nos capitulos anteriores. Assim, com uso do software € possivel

mensurar, transportar, ampliar e refazer figuras e tracados de maneira mais rapida e eficaz.



CAPITULO 5

Consideracoes Finais

Desde a Antiga Grécia tem-se falado da divisao de um segmento em média e
extrema razdo. Consiste em dado um segmento qualquer AB, determinar um ponto C
entre A e B, a fim de obter uma igualdade entre as razdes AB : AC e AC : CB. Com isso
tem-se um estudo algébrico e geométrico dessa igualdade. O estudo algébrico conecta as
medidas na propor¢ao durea a uma equacao do segundo grau em que P e seu reciproco
negativo aparecem como solugdes. Seguiu-se entdo vdrias caracteristicas numéricas para
relacionar aquele nimero a sua representacao geométrica.

Por meio da divisao em média e extrema razdo com régua e compasso obteve-
se angulos de medidas iguais 36, 72 e 108 graus, facilitando a construcdo de pentdgono
e decdgono regulares. Além disso, com a forma geométrica do ndmero dureo € possivel
estabelecer relacdes entre triangulos, retangulos e outras figuras dureas. O pentigono em
particular traz em todas as suas medidas relacdes diretas com o nimero de ouro, nele estd
presente a construcao do segmento dureo e os tridngulos dureos.

Na teoria gnomonica de crescimento harmonioso viu-se que uma figura crescente
¢ obtida de partes sucessivamente semelhantes. E como estdo semelhantemente dispostas
pode-se tragcar uma espiral logaritmica em seus pontos coincidentes. Dentre as espirais
apresentadas, as de maior destaque sdo as espirais logaritmicas cuja pulsagdo radial € ® e
apresentam um crescimento harmonioso, como por exemplo, a espiral do retdngulo dureo.

Church, Wiesner, Stéphane Douady, Yves Couder e outros contribuiram para o
estudo da distribui¢ao das plantas ao longo dos ramos, a distribui¢@o para aproveitamento
maximo do sol sobre um angulo ideal. Justificando também o nimero de espirais em
cada direc@o no centro de um girassol. Surge entdo uma breve justificativa do mistério
atribuido a quem encontra trevos de quatros folhas. A quantidade de folhas de uma planta
apresentam normalmente um nimero da Sequéncia de Fibonacci, assim, plantas com 1,
2, 3,5, 8, 13 pétalas sdo mais facilmente encontradas.

Com base na teoria sobre o niimero de ouro e as aplicagdes nas construcdes
geométricas teve-se um direcionamento para aplicacdo do contetido na sala de aula do
Ensino Basico a fim de utilizar diferentes ferramentas matematicas para construcdo de

figuras e objetos harmoniosos. A indicacdo de um software como o Geogebra para
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as construgdes auxilia na investigacdo de possibilidades de solucdo e observacdes de
mensurabilidade de cada etapa do processo construtivo.

Obtemos entdo uma harmonia oriunda de relagdes numéricas e ciéncias, harmo-
nia encontrada na natureza, na arte, na arquitetura desde a Renascenca e aplicadas até
os dias de hoje como fonte de estética e estudo. Obviamente, qualquer objeto que apre-
sente uma propor¢cdo ndo-durea ndo serd mais ou menos bonito. Entertanto, aquele que
apresente o nimero de ouro em sua composi¢ao certamente serd fruto da beleza da mate-

matica.
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