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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo mostrar a importancia e a aplicabilidade da ma-
tematica financeira no cotidiano das pessoas. Para isto, iniciamos o estudo com algumas
consideragoes sobre a origem e a evolu¢ao do dinheiro bem como a importancia da mate-
mética financeira, em seguida, fazemos um estudo sobre os pré-requisitos da matematica
financeira e, na sequéncia, apresentamos os conceitos especificos dessa area de estudo.
Posteriormente buscamos alguns dos diversos setores de aplicabilidade da matematica fi-
nanceira como, bancos, institui¢oes financeiras, estabelecimentos comerciais. Além disso,
separamos algumas questoes do ENEM, de vestibulares e de concursos piiblicos nas quais
a matematica financeira se faz presente. O resultado dessa pesquisa mostra a aplicagao

da matematica financeira em diferentes situagoes.

Palavras-chave: Aplicagoes. Dinheiro. Juros. Matematica Financeira.



ABSTRACT

This work aims to show the importance and applicability of financial mathematics in the
daily life of people. For this, we started the study with some considerations about the
origin and evolution of money as well as the importance of financial mathematics, then we
did a study on the prerequisite of financial mathematics and, in the sequence, we presen-
ted the specific concepts of this study area. Later we look for some of the diverse sectors
of applicability of financial mathematics such as banks, financial institutions, commercial
establishments. In addition, we separate some issues of the ENEM, of entrance exams
and public competitions in which financial mathematics is present. The results of this

research shows the application of financial mathematics in different situations.

Key-words: Applications. Money. Interest. Financial Mathematics.
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1 INTRODUCAO

A motivacao para a escolha do tema desse trabalho foi a percep¢ao de como a
matematica financeira afeta a vida das pessoas. Vemos frequentemente em noticiarios
que muitos individuos enfrentam problemas financeiros o que evidencia que um grande
numero deles nao domina este assunto. Para ilustrar tal afirmacao, podemos citar uma
pesquisa recente feita pela Confederagao Nacional de Dirigentes Lojistas (CNDL) e pelo
Servigo de Protecao ao Crédito (SPC) [22], que mostrou que 62,4 milhdes de brasileiros
estavam com alguma conta atrasada no més de setembro de 2018.

Sao intmeras as situacoes do dia a dia que envolvem matematica financeira. Fre-
quentemente ouvimos falar sobre juros, taxas, inflagdo, queda e/ou aumento de agoes na
bolsa de valores, mas, as vezes, essas informagoes nao sao compreendidas devido & ausén-
cia de conhecimento adequado para isto. A matemaética financeira fornece subsidios para
que conhegamos esses assuntos que envolvem finangas. Um bom dominio da matemaética
financeira ajuda nas tomadas de decisoes em situacoes de empréstimos, financiamentos,
compras parceladas em lojas, investimentos, dentre outras.

Neste trabalho, mostraremos aplicagoes da mateméatica financeira em diversas
situagoes que ocorrem no cotidiano das pessoas, o que possibilita o uso deste trabalho
por professores do ensino bésico, bem como por qualquer cidadao que deseje conhecer
um pouco mais sobre o assunto desde alunos, até comerciantes que usam diariamente
financas.

Este trabalho esta dividido em seis capitulos. O primeiro é composto por esta
introducao. No segundo capitulo, apresentaremos a historia do dinheiro mostrando sua
evolugao até os dias atuais. Mostraremos também a importancia da matemaética financeira
no mundo atual, listando motivos que mostram a relevancia do seu estudo.

O terceiro capitulo é destinado aos pré-requisitos para o estudo da matemética
financeira. Falaremos sobre razao, proporcao, porcentagem, funcao afim, funcao exponen-
cial, progressao aritmética e progressao geométrica. Apresentaremos os conceitos basicos
destes contetidos tao necessarios para um bom entendimento da matemética financeira.

No quarto capitulo, falaremos sobre os conceitos fundamentais da matematica
financeira, tais como juros compostos, séries uniformes, a férmula das taxas equivalentes
e sistemas de amortizagao, enfatizando o SAC (Sistema de Amortizacdo Constante) e o
Sistema Francés de Amortizagao, também chamado de Tabela Price.

O quinto capitulo apresentara diversas aplicagoes de matematica financeira no
cotidiano. Veremos situacoes no comércio, em operacoes com instituicoes financeiras, em
avaliagoes (ENEM, vestibulares e concursos publicos), em setores de empreendimento e
no planejamento financeiro familiar. Veremos ainda como usar o aplicativo Calculadora

de Juros (Calfi) para resolver alguns dos problemas tratados neste trabalho. Neste ca-
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pitulo o leitor percebera a grande aplicabilidade da matematica financeira. Sua leitura,
proporcionara ferramentas para uma melhor analise das situagoes financeiras presentes
na vida.

No ultimo capitulo, serao apresentadas as consideragoes finais deste trabalho.
Enfatizamos que existem outras dissertagoes do PROFMAT sobre Matemaética Financeira
entre as quais podemos citar [10], [16] e [20]. No entanto, algumas das aplicagoes que

veremos aqui nao foram abordadas em outros trabalhos.



2 A HISTORIA DO DINHEIRO

A seguir, baseados em [5] e [7] , fazemos um apanhado histérico sobre o dinheiro.

A moeda passou por um longo processo de evolucao até chegar ao formato em que
é conhecida hoje. Antes de sua existéncia, era praticado o escambo, um tipo de comércio
que era caracterizado pela troca de mercadorias. Uma das principais desvantagens do
escambo, era que nas trocas nao havia uma maneira de atribuir uma equivaléncia de
valor entre as mercadorias a serem permutadas de modo que, com frequéncia, alguém saia
perdendo.

Algumas mercadorias, como o gado bovino e o sal, passaram a ser mais procuradas
e aceitas por todos, pois apresentavam mais utilidades. Eram as chamadas moedas-
mercadorias. No Brasil, circularam mercadorias como o cauri, o agiicar, o cacau, o tabaco,
o pau-brasil e o pano.

As mercadorias tornaram-se inconvenientes as operagoes comerciais ao longo do
tempo, pois eram facilmente pereciveis e apresentavam oscilagoes em seu valor. Ao des-
cobrir o metal, o homem passou a utilizd-lo na fabricacao de armas e de seus utensilios,
antes feitos de pedra. Isso fez o metal tornar-se o principal padrao de valor. Era trocado
em seu estado natural, na forma de barras ou objetos, como anéis, braceletes, etc.

A comercializacao do metal exigia, a cada troca, a afericao de peso e avaliacao de
seu grau de pureza. Com o passar do tempo, ganhou forma definida e peso determinado e
recebeu marca que determinava o seu valor e indicava quem o emitira. Essa medida trouxe
agilidade as transagoes, pois ja nao era mais preciso a pesagem e permitia a identificagao
do valor do metal para troca.

Os utensilios feitos a partir de metal tiveram o seu valor elevado. Essa crescente
valorizagao, levou a sua utilizagao como moeda e ao aparecimento de réplicas de objetos
metalicos, em pequenas dimensoes, usadas como dinheiro, é o caso das moedas faca e
chave que eram encontradas no oriente e do talento, moeda de cobre ou bronze, na forma
de pele de animal, que circulou na Grécia e em Chipre.

No século VII a.C. surgiram as primeiras moedas com caracteristicas semelhantes
as das atuais, eram pequenas pecas de metal com peso e valor definidos e apresentando a
marca de quem as havia emitido, o que garantia o valor impresso no metal.

O ouro e a prata foram os primeiros metais usados na cunhagem de moedas, esses
metais se impuseram porque além de serem raros e belos, estavam ligados a costumes
religiosos da época. As moedas de ouro e prata mantiveram-se por séculos, sendo elas
garantidas pelo seu valor intrinseco, ou seja, pelo valor comercial do metal utilizado na sua
confeccao. Isso durou até o final do século XIX, quando o cuproniquel e, posteriormente,
outras ligas metéalicas passaram a ser muito empregadas, sendo assim a moeda passou a

circular com seu valor extrinseco, ou seja, pelo valor cunhado em sua face. Com a chegada
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do papel-moeda, a cunhagem de moedas metalicas restringiu-se a valores inferiores, usados
para troco.

Surge na Idade Média o costume de se guardar os valores com um ourives, pessoa
que negociava objetos de ouro e prata, e entregava um recibo como garantia. Ao longo do
tempo, esses recibos passaram a ser usados como forma de pagamentos, circulando entre
as pessoas, originando-se assim, a moeda de papel. No Brasil, em 1810, o Banco do Brasil
lancou os primeiros bilhetes de banco, seu valor era preenchido & mao. Com o tempo, a
emissao de cédulas passou a ser conduzida pelo governo, que controlava as falsificagoes e
garantia o seu poder de pagamento.

Hoje quase todos os paises possuem bancos centrais, que sao os responsaveis por
emitir cédulas e moedas. As cédulas atuais sao confeccionadas usando papel e processos
especiais o que as tornam seguras e duraveis.

O dinheiro, independentemente do formato em que se apresente, nao vale por si,
mas sim pelos servicos e mercadorias que seu possuidor é capaz de usufruir ou adquirir. A
moeda surgiu de uma necessidade e sua evolug¢ao mostra o desejo do homem de adequar

tal ferramenta a realidade de sua economia.

2.1 A Histé6ria do Dinheiro Brasileiro

A circulagao do dinheiro no Brasil iniciou-se ainda no periodo colonial, trazido
pelos portugueses. Nos primeiros séculos de colonizacao ainda circulavam por aqui as
moedas de prata espanholas e moedas trazidas por piratas e por outros invasores. As
primeiras moedas cunhadas no Brasil foram durante o dominio holandés no Nordeste,
entre 1630 e 1654. Essas moedas eram usadas para pagar aos fornecedores e as tropas
holandesas e foram as primeiras com a palavra Brasil.

A primeira Casa da Moeda brasileira foi criada em 1694, pelo entao rei de Por-
tugal D. Pedro II. Neste periodo a moeda oficial era o réis. Diferentes institui¢oes foram
responsaveis pela emissao do dinheiro no Brasil, o que criou problemas financeiros obri-
gando o Tesouro Nacional, em 1896, a voltar a ser o responsavel pela emissao de cédulas,
tarefa que ficou a cargo do Banco Central a partir de 1965.

Altos indices de inflacao fizeram com que, no decorrer do tempo, ocorressem
algumas mudancas no padrao monetério brasileiro. O 7éis circulava no Brasil desde a
época da colonizacao. Com a independéncia, em 1822, manteve-se o réis como unidade
monetaria. Em 1° de novembro de 1942, entrou em vigor no Brasil o Cruzeiro; mil réis
passaram a valer 1 cruzeiro (Rs$ 1000 = Cr$ 1). Em 13 de fevereiro de 1964 o Cruzeiro
foi substituido pelo Cruzeiro Novo; mil Cruzeiros passaram a valer 1 Cruzeiro Novo (Cr$
1000 = NCr$ 1). Em 15 de maio de 1970 a moeda voltou a ser o Cruzeiro; desta vez
nao houve corte de zeros, 1 Cruzeiro Novo passou a valer 1 Cruzeiro (NCr$ 1 = Cr$ 1).

Em 28 de fevereiro de 1986 nascia o Cruzado; mil Cruzeiros passavam a valer 1 Cruzado
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(Cr$ 1000 = Cz$ 1). Em menos de trés anos ocorre um novo corte de zeros, surgindo o
Cruzado Novo, em 16 de janeiro de 1989; mil Cruzados passaram a valer 1 Cruzado novo
(Cz$ 1000 = NCz$ 1). Mais uma vez aparece o Cruzeiro em 16 de margo de 1990, no
entanto, nao houve corte de zeros; 1 Cruzado Novo passou a valer 1 Cruzeiro (NCz$ 1 =
Cr$ 1). Em 1° de agosto de 1993 é criado o Cruzeiro Real; mil Cruzeiros passaram a valer
1 Cruzeiro Real (Cr$ 1000 = CRS$ 1). A moeda atual, o Real, surgiu em 1° de julho de
1994; 2750 Cruzeiros Reais equivaliam a uma Unidade Real de Valor (URV), que, por sua
vez, valia 1 Real (CR$ 2750 = URV 1 =R$ 1).

Portanto, houve varias mudancas no sistema monetario brasileiro com o objetivo
de controlar a inflagdo. Note que, na maioria das trocas eram feitos cortes de zeros,
no entanto, para a implantacao da moeda atual, o Real, nao houve um simples corte de
zeros. Para implantacao do plano real foi criado um novo indice - a Unidade Real de Valor
(URV). Com base na média de trés indices diarios de inflagdo, o Banco Central, fixava
uma taxa de conversao da URV em Cruzeiro Real, assim os bens eram pagos em Cruzeiro
Real, mas tinham uma referéncia numa unidade de valor estéavel. Em 1° de julho de 1994,
os célculos baseados na URV deram lugar ao real. Como visto anteriormente, cada real
valia CR$ 2750,00. Com o real conseguiu-se o controle da inflacao e a estabilidade de

precos.

2.2 A Importancia da Matematica Financeira

Para Assaf 3], "a matemaética financeira trata, em esséncia, do estudo do valor
do dinheiro ao longo do tempo". Portanto, busca quantificar as transagoes que ocorrem
no universo financeiro, levando em conta a variavel tempo, ou seja, o valor monetario no
tempo. As principais variaveis envolvidas no processo de quantificagao financeira sao: a
taxa de juros, o capital e o tempo. Avalia-se a maneira de como o dinheiro esté sendo
ou seréd empregado, de modo a maximizar o resultado, que se espera positivo. Com as
ferramentas adequadas, pode-se comparar duas ou mais alternativas, buscando aquela que
mais beneficios trara, ou menos prejuizos acarretara.

O aspecto financeiro ¢ um dos mais relevantes para a execucao de qualquer pro-
jeto, seja qual for a area. Assim, o estudo de matemética financeira é de grande impor-
tancia para quem deseja entender o mundo que nos é apresentado atualmente, em que o
dinheiro dita as regras de quase todos, senao todos os aspectos de nossas vidas.

E comum no dia a dia nos depararmos com situacoes em que precisamos tomar
decisoes que irao afetar nossa vida financeira. Situacoes de compras, vendas, empréstimos,
financiamentos, sao corriqueiras na economia globalizada em que vivemos. O estudo e o
entendimento da matematica financeira nos ajudam a tomarmos as decisoes corretas e
evitarmos complicagoes financeiras e endividamentos no futuro.

Com um bom dominio dessa ferramenta temos mais seguranga ao financiarmos um
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imével ou um carro, escolhendo a alternativa de financiamento mais viavel, de acordo com
nossos recursos financeiros. Saberemos onde aplicar nosso dinheiro, a fim de minimizarmos
os riscos. Pode-se evitar situagoes de juros abusivos e até mesmo certas propagandas
enganosas do comércio, analisando o que é mais vantajoso: parcelar uma compra ou
pagar a vista. Ou seja, quem tem um conhecimento razoavel sobre matematica financeira
tera facilidade em tomar as melhores decisdes em situagoes que envolvem dinheiro.

No mundo atual, quase todo tipo de negocio é desenvolvido com prazos, entao é
essencial desenvolvermos nossas habilidades com o dinheiro, nos tornando aptos a fazer
negdcios e transacgoes a prazo.

A matemética financeira pode ser usada para tomarmos decisoes e fazermos um
planejamento correto. Conhecermos o quanto pagamos de juros em uma prestagao, o
quanto ganhamos em uma aplicagao, o que é e o que causa a inflagao, o quanto ganhamos
em um reajuste salarial acima da inflagao sao algumas das informacoes importantes para
a vida que a matemaética financeira nos fornece.

Além de ser usada em situacoes cotidianas, a matematica financeira é muito
aplicada no ramo empresarial, onde empresas buscando os maiores niveis de lucro utilizam
essa ferramenta para alcancar seus objetivos e evitar prejuizos. Cabe ressaltar que a
matematica financeira é um conhecimento essencial para aprovagao em varios concursos

publicos.



3 NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo, abordaremos os pré-requisitos para o estudo de Matematica Fi-
nanceira. Falaremos sobre razao, proporg¢ao, porcentagem, funcao afim, funcao exponen-
cial, progressoes aritméticas e progressoes geométricas. Para mais detalhes sobre estes

assuntos sugerimos [14], [15] e [18].

3.1 Razao

Razao é uma relacao entre duas grandezas por meio de um quociente. Esse
conceito é fundamental para o entendimento da ideia de proporgao que veremos adiante.
Antes disso, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.1. De uma sala de aula com 30 alunos, 17 sao mocgas. Qual é a razao entre
o nimero de mocas e o numero total de alunos da sala?

Como sao 17 mocas e 30 alunos, a razao entre os dois é simplesmente

17

30"
Ezxzemplo 3.1.2. Um carro percorre o trajeto entre duas cidades A e B, distantes 150 km
uma da outra, em 2 horas. Qual foi a velocidade média do carro no percurso da cidade A
a cidade B?
A velocidade média V,, é definida pela razao entre o deslocamento e o tempo gasto,
portanto

1
V,, = ? = 75 km/h.

3.2 Proporcao

Nesta secao, estudaremos os conceitos de grandezas diretamente e inversamente

proporcionais.

3.2.1 Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcionais

Comecemos com um exemplo simples.
Ezxemplo 3.2.1 Suponha que um grupo de agricultores colhe os produtos de uma lavoura
de area 8 km? em 16 dias. Quantos dias seriam necessarios para o mesmo grupo de
agricultores colher os produtos de uma lavoura de area 12 km?2?
Podemos usar a ideia de proporg¢ao para resolvermos este problema. Seja x o nimero de

dias que se deseja saber. Entao 8 km? estao para 12 km? assim como 16 dias estao para
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x. Ou seja:
g8 16
12z
Logo
12-16

O ponto crucial para a resolucao do problema acima consiste em observarmos
que o numero de dias necessarios para um grupo de agricultores colher uma lavoura é
proporcional & area dessa lavoura.

Vejamos o conceito de proporcionalidade direta.

Sejam z e y duas grandezas. Diz-se que y é diretamente proporcional a x quando:

1. Para cada valor de x, existe um valor bem definido de y, isto é, y é uma func¢ao de

x, o que sera indicado pela notagdo y = f(x).

/

2. Sex<a,y=f(x)ey = f(z') entao y < y'.
3. Se yo = f(xo) e ¢ ¢ um ntmero real entdo f(cxg) = cf(zo) = cyo.

A validez da terceira condicao sé precisa ser verificada para o caso em que ¢ é inteiro.
(Este é o conteido do Teorema Fundamental da Proporcionalidade, cuja prova
pode ser encontrada em [14].)
Exemplo 3.2.2. Aplicando x reais na caderneta de poupanca no dia 1° de margo, recebe-
rei y reais no dia 1° de abril. A correspondéncia x +— y = f(z) é uma proporcionalidade
direta. Com efeito, quanto maior for a aplicagdo mais receberei. Além disso, se apli-
car 2x, isto equivalera a fazer dois depoésitos de x reais, portanto receberei y + y = 2y.
Analogamente, aplicar nx equivale a fazer n depositos de x reais, portanto nx — ny.
Outra maneira de dizer que as grandezas x e y sao diretamente proporcionais é
afirmar que existe uma constante k, tal que y = k.
A ideia de proporcionalidade direta origina a chamada regra de trés: Suponha
que as grandezas x e y sao diretamente proporcionais. Supode-se que sao conhecidos trés

dos numeros z’ ' " e pede-se o quarto dos nimeros.
) ) )
/ /

Comoy =k-2' ey’ =k-2" vem 4 _ —.. Esta proporgao nos permite obter
T

14
um dos numeros, z’, 3, x” ou y” quando os %utros trés sao conhecidos.
Ezxemplo 3.2.3. Um mapa foi desenhado de modo que na escala usada 1 cm no desenho
equivale a 70 km de distancia real. Verificou-se que a distancia entre a cidade A e a cidade
B no mapa era de 0,9 cm. Qual a distancia real entre essas duas cidades?
Usando proporc¢ao, temos:
1 0,9

— =2 donde z = 09-70
70 x 1

=63

Portanto, a distancia real entre as duas cidades é 63 km.
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Discutamos agora o conceito de proporcionalidade inversa.

Se 5 pedreiros concluem uma obra em 20 dias, quanto tempo demorara para
concluirem essa mesma obra se um dos pedreiros desistir do servigo?

Se y representa o niimero de dias necessarios para que x pedreiros concluam uma
obra entao é intuitivamente claro que quanto menor for x, maior serd y. Além disso,
percebe-se que, dobrando o niimero de pedreiros, a obra serd concluida na metade do
tempo. Mais geralmente, se multiplicarmos o ntimero de pedreiros por um nimero natural
n, o tempo necessario para conclusao da obra ficara dividido por n. Estas condic¢oes
caracterizam a proporcionalidade inversa, que definiremos agora.

Sejam x, y dois tipos de grandezas. Diz-se que y é inversamente proporcional a

x quando:

1. Para cada valor de z, existe um valor bem definido de vy, isto é, y é uma funcao de

x, o que sera indicado pela notagao y = f(z).
2. Sex<2,y=f(zr)ey = f(2) entdo ¢y <y.
3. Se yo = f(xo) e ¢ & um namero real entao f(czo) = 1 f(xo) = Lyo.

De maneira analoga & que ocorreu na proporcionalidade direta, temos aqui a regra de trés
inversa. Suponha que y é inversamente proporcional a x e sejam dados z’ e x”, aos quais

correspondem respectivamente os valores ¢’ e y” de y. Tem - se portanto

/" /

y’:E ey _Fk logo y_z
! ZB”’ / x"

Como antes, supomos que trés dos numeros =/, z”,vy’,y” sdo conhecidos e buscamos o

1" /
T

J.
Ezxzemplo 3.2.4. Um veiculo com velocidade média de 80 km /h fez o percurso da cidade

quarto deles a partir da proporgao = =
Y

A para a cidade B em 2 horas e 30 minutos. No percurso de volta sua velocidade média
aumentou para 100 km/h. Quanto tempo foi gasto no percurso de volta?

Vemos com clareza que quanto maior for a velocidade média, o tempo gasto diminui
proporcionalmente, estamos portanto, trabalhando com grandezas inversamente propor-

cionais. Dai como 2 horas e 30 minutos equivalem a 150 minutos, segue que

80_$
100 150
150 - 80
= = " —190.
v 100

Logo, no percurso de volta foram gastos 120 minutos, ou seja, 2 horas.
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3.3 Porcentagem

Uma porcentagem é uma fracao de denominador 100.

Assim, "dez por cento" escreve-se 10% e significa "dez centésimos", isto ¢, 10% =

10
100"

grandeza. Isto significa um décimo dessa grandeza, pois

Sempre que se diz "dez por cento" esta-se pensando em 10% de uma determinada

10 _ 1
100 — 10°

Existem trés elementos fundamentais nos problemas de porcentagem: o valor
basico, a taxa de porcentagem e a porcentagem do valor basico. Os problemas mais
simples consistem em, dados dois desses elementos, calcular o terceiro.

Ezxemplo 3.3.1. Um funcionério, cujo saldrio mensal é de 1820 reais, recebe um aumento
de 4%. Qual é seu novo salario?

1820 -4
Como 4% de 1820 = 00 = 72,8, seu novo salario sera de 1820 + 72,8 = 1892, 80
reais.

Exemplo 3.3.2. Numa sala de aula de 40 alunos, 18 sao homens. Qual a porcentagem
de mulheres nessa classe?

Ha 22 mulheres, as quais representam x% dos 40 alunos. Portanto x por cento de 40 sdo

22, ou seja,
T
— 40 =22
100
Dai 2200
= —— = dh.
40

Portanto, 55% dos alunos sao mulheres.

As funcgoes exponenciais constituem, juntamente com as fungoes afins e quadra-
ticas, os modelos mateméticos mais usados para resolver problemas de nivel elementar.
A maior dificuldade consiste em escolher entre elas qual a mais adequada para resolver
o problema em anélise. A fim de sabermos qual modelo deve ser escolhido, precisamos
conhecer as caracteristicas dessas fungoes. Nas se¢oes seguintes (3.4 e 3.5), mostraremos
que o grafico de uma funcao afim é uma reta nao vertical e caracterizaremos a funcao
exponencial. Uma vez que neste trabalho nao usaremos as fungoes quadraticas, nao as
caracterizaremos. O leitor interessado pode encontrar a caracterizacao da funcao quadra-
tica em [14].

3.4 Funcao Afim

Uma funcao f : R — R chama-se afim quando existem constantes a,b € R tais
que f(x) = ax + b para todo z € R.
Ezemplo 3.4.1. As fungoes f,g,h : R — R dadas por f(z) =z, g(x) =x+1e h(z) =3
sao afins.

Ezxemplo 3.4.2. Se um vendedor tem um salario fixo e ganha um percentual de comissao
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adicional sobre o valor de suas vendas, a sua renda mensal é dada por uma funcao afim
f :x+— ax + b, onde x é o valor vendido no més, o valor inicial b é o salario fixo e o
coeficiente a é o percentual da comissao sobre as vendas.

Teorema 3.4.3. O grdfico de uma funcao afim f : R — R € uma reta nao vertical.
Demonstragao: Sejam f uma funcao afim, G o grafico de f e Py = (z1,az1 +b), P» =
(x2,axs+0b) e Py = (x3,axs+b) pontos arbitrarios de G. Para mostrar que G é uma reta,
basta provar que o maior dos numeros d(Py, P) , d( Py, P;) e d( Py, P3) é igual & soma dos
outros dois. Sem perda de generalidade, podemos supor que z; < x3 < x3. A formula da

geometria analitica para o calculo da distancia entre dois pontos do plano nos da

d(Py, Py) = \/(1y — 11)2 + a?(zy — 21)% = (22 — 21)V1 + a2.

Analogamente, d( Py, P3) = (x3—x2)V 1+ a? e d( Py, P3) = (z3—x1)v'1 + a?. Donde segue
que d(Py, P3) = d(Py, Py) + d(P», P3), como queriamos. Obviamente, tal reta ndo pode
ser vertical.

Na proxima secao, sera caracterizada a fungao exponencial.

3.5 Funcao Exponencial

A funcao exponencial de base a > 0, a # 1, f : R — R*, indicada por f(z) = a*

é definida de modo a ter as seguintes propriedades para =,y € R:
1. a®-a¥ = a™ ",
2. at =q

3. x<y=—=a"<a¥ quando, a > 1e

r<y= a¥ <a” quando, 0 < a < 1.

Se uma fungao f tem a propriedade 1) acima entdo f é identicamente nula ou é
sempre positiva. De fato, se f(z+vy) = f(z)- f(y) e, digamos f(xy) = 0 entdo, para todo

z € R teremos

f(x) = f(zo+ (x —20)) = f(20) - f(x —20) =0 f(x —20) =0,

logo f sera identicamente nula. Por outro lado, se f nao ¢ identicamente nula entao, como

para todo z € R, temos

0=1(z+3)=1(3)1G) - E] >0

obtemos que f é positiva sempre.
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Portanto, devido & propriedade 1), é indiferente dizer que o contra-dominio de f
¢ R ou R* entretanto, neste tltimo caso, ganha-se a sobrejetividade de f.
Se uma fungao f : R — R* tem as propriedades 1) e 2) entao, f(r) = a" para

todo r € Q. De fato, provemos a afirmacao para um nimero natural n. Temos

f)=fA+14+-+1)=f1)-f1)---f(W)=a-a---a=a"

0+1 0

Além disso, as propriedade 1) e 2) implicam a® = 1 pois a! = a®™ = a"-a', 0 que

nos dd a® = 1. Se n € Z entao, como 1 = a’ = """ = a" - ™", devemos ter a™" = 1/a".
Seja agora r = ™ com m € Z e n € N e vejamos como definir a”. Note que para

1) valer, é preciso que

r__ ar+r+-~~+r ™ m

(@)"=a"-a"---a =a" =a".

Logo, a” é o ntimero real positivo cuja n-ésima poténcia é igual a a™. Pela defini¢ao de

. m
raiz, podemos escrever an» = v/a™.

Tal definicao nao é ambigua pois, como r = & = ’I’)—’ZLL para todo p € N, temos

Vam =a" = avrm = 2/ apm
Agora, sejam r = o/ e s = /) com «, v € Z e B3, § € N. Devemos mostrar

50 g By 35

=1 & PO
TS =a"-a®. Note que a" = af =afs =qa”

r s s 2
que a 55 e, analogamente, a® = a3 = a

Assim, como

concluimos o fato desejado.

Dessa forma, se 7 = * ¢ um ntimero racional com n € N, entao pela propriedade
1), temos f(r) =a" = a™.

Portanto f(r) = a” é a tnica fungao f : Q — R tal que f(r+s) = f(r)- f(s) para
quaisquer r, s € Q e f(1) = a. Lembremos que uma fungao f : X C R — R, chama-se:

e crescente quando x1 < x2 = f(21) < f(z2);
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e decrescente quando 1 < xy = f(z1) > f(x2)

Pela propriedade 3, temos que a funcao exponencial é crescente quando a > 1 e
decrescente quando 0 < a < 1.

O fato de f ser crescente ou decrescente é o que fard com que haja uma tnica
maneira de definir o valor f(z) = a” para x irracional.

Antes porém, lembremos do fato de que se a # 1 entao as poténcias a” sao densas
em R*. Isto é, todo intervalo 0 < o < 3, contém alguma poténcia a” com r € Q.

Suponha que @ > 1, o caso 0 < a < 1 é similar. Entao a” tem a seguinte
propriedade:

r<r<s, comr,scQ=ad <a®<a’.

Se existissem dois ntimeros reais diferentes, digamos A < B, para assumir o valor

a®, com a propriedade acima, teriamos
r<zr<s, nrnseQ=adad<A<B<dad

e assim o intervalo [A, B] nao conteria nenhuma poténcia de a com expoente racional,
contrariando a densidade mencionada acima.

Portanto, quando x ¢ irracional, a* é o (inico) nimero real cujas aproximagoes
por falta sao as poténcias a”, com r racional menor do que z e cujas aproximagoes por
excesso sao as poténcias a®, com s racional maior do que x.

Ou seja, se uma funcao f : R — R possui as propriedades 1, 2 e 3 exigidas
acima para ser uma func¢ao exponencial, entdo o valor f(x) com z irracional é dado
por f(z) = lim f(r,), onde (r,) é uma sequéncia (crescente ou decrescente) de ntimeros
racionais tais que limr, = z.

Definindo a” para todo x € R, verifica-se que sao validas as propriedades 1, 2 e 3
enunciadas. Além disso, a fun¢ao exponencial tem as propriedades a seguir:

4. A fungao f:R — R", definida por f(x) = a®, € ilimitada superiormente.

5. A funcao exponencial € continua.

6. A funcgao exponencial f: R — R*Y, f(x) = a®,a # 1, € sobrejetiva.

Estamos agora em condicoes de caracterizar a fun¢ao exponencial. Temos o
Teorema 3.5.1. (Caracterizacao da Fun¢ao Exponencial)

Seja f: R — R uma fungao crescente ou decrescente. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(1) f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;
(2) f(x) = a” para todo x € R, onde a = f(1);

(3) f(z+y) = f(x)- f(y) para quaisquer z,y € R.
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Demonstragao: Provaremos as implicagoes (1) = (2) = (3) = (1). A fim de

mostrarmos que (1) = (2), observemos inicialmente que a hipotese (1) acarreta que,

para todo ntmero racional r = T7 (com m € Z e n € N) tem-se f(rz) = f(z)". Com
n

efeito, como nr = m, podemos escrever
flra)" = f(nra) = f(ma) = f(z)™,

logo f(r) = f(x)"/" = f(a)"

Assim, se pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a" para todo
r € Q. Suponhamos que f seja crescente, isto é, 1 = f(0) < f(1) = a. Admitamos, por
absurdo, que exista um x € R tal que f(z) # a®. Digamos, por exemplo, que f(z) < a*.
(O caso f(x) > a® ¢ analogo.) Entao, pela densidade das poténcias a”, com r racional,
existe um namero racional r tal que f(z) < a” < a®. Ou seja, f(z) < f(r) < a*. Como
f é crescente, tendo f(x) < f(r) concluimos que x < r. Por outro lado, temos também
a” < a®, logo r < x. Esta contradi¢do completa a prova de que (1) = (2). Mostremos

agora que (2) = (3), de fato, por hipotese, temos que, f(z) = a”, logo

floty)=a""=a"-a" = f(z)- f(y).

Falta mostrar que (3) = (1). Temos, por hipdtese, que f(z +y) = f(z) - f(y). Logo,

para n € N, temos

fne) = fle+z+-+x)= flx) f2)-- flz) = f()"

Para mostrar que f(—nz) = f(z)™™ quando n € N, notemos que

f(=2)- f(x)=f(—x+2)=f(0)=1

implica f(—x) = ﬁ Logo, como
flonz) = floz -z~ =2
= f(=x) f(=z)-- f(-2)
B 1 . 1 1 _ 1
f@) fl@)  fl@)  fla)"
= fla)™

concluimos a demonstragao do teorema.
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3.6 Progressoes

Nesta se¢ao, estudaremos as progressoes aritméticas e geométricas.

3.6.1 Progressoes Aritméticas

Sao comuns, no cotidiano, grandezas que sofrem aumentos iguais em intervalos
de tempo iguais. Trataremos de sequéncias que representam tais tipos de grandezas, ou
seja, de sequéncias (a,) = (a1, asg, ..., ay, ...) nas quais cada termo é obtido do anterior por
um aumento constante.

Uma Progressao Aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros (aq, ag, ..., ay, ...)
na qual é constante a diferenca entre cada termo a,,; e o seu antecessor a,. Essa dife-
renga constante é chamada de razao e sera representada por r. Assim, uma progressao
aritmética de razao r é uma sequéncia (a,) na qual a,,1 — a, = r, para todo n € N.
Ezxzemplo 3.6.1. As sequéncias (3,7,11,15,...) e (10,7,4,1,...) sdo progressoes aritméti-
cas cujas razoes valem respectivamente 4 e —3.

Em uma progressao aritmética (ay, as, as, ...), para avangar um termo, basta so-
mar a razao; para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razao, e assim por diante.
Assim, por exemplo, a;s = as + 9r, pois, ao passar de az para a2, avancamos 9 termos;
a0 = ag + 4r, pois para passar de ag para a;y avancamos 4 termos; as = ay7 — 12r, pois

retrocedemos 12 termos ao passar de a;;7 para as. De modo geral, temos
a, =a;+ (n—1)r,

pois, ao passar de a; para a,, avancamos n — 1 termos.

Ezemplo 3.6.2. Qual é arazao da progressao aritmética que se obtém inserindo 5 termos
entre os nimeros 4 e 227

Temos a; = 4 e ay = 22. Como a; = a1 + 6r, temos 22 = 4 + 6r. Dai, r = 3.

Ezxemplo 3.6.3. O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos. Sua tltima passagem
por aqui foi em 1986. Quantas vezes ele visitou a Terra desde o nascimento de Cristo?
Em que ano foi sua primeira passagem na era crista?

Seja a; o primeiro ano da passagem do cometa na Terra apds o nascimento de Cristo.
Como as passagens do cometa ocorreram nos anos ai,ds,...,a,_1 = 1910,a, = 1986,
obtemos assim uma progressao aritmética de razao r = 76. Substituindo tais valores na

expressao do termo geral, temos
anp =a,+ (n—1)r

1986 = a; + (n — 1)76

a; = 2062 — 76n
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Como a; > 0, segue que

2062
2062—76n>0=>n<(;—2:27,13...

Portanto, o cometa Halley nos visitou 27 vezes na era crista e sua primeira passagem por
aqui ap6s Cristo nascer foi no ano a; = 2062 — 76 - 27 = 10.

Aos sete anos, o grande matematico Carl F. Gauss (1777 — 1855) surpreendeu seu
professor ao resolver um problema rapidamente. O professor pediu que ele calculasse a
soma dos inteiros de 1 até 100. Em poucos minutos, Gauss anunciou que o valor da soma
era 5050. A resposta estava correta e, curioso, o professor lhe perguntou como conseguira
fazer o calculo tao rapidamente. Gauss explicou-lhe que somara primeiramente 1 4+ 100,
2499, 34 98... Assim obtivera 50 somas iguais a 101 e a resposta era 50 - 101 = 5050.

Com base na ideia de Gauss, podemos calcular a soma dos n primeiros termos de
uma progressao aritmética qualquer.

Teorema 3.6.4. A soma dos n primeiros termos da progressao aritmética (a,) =
(a1,as, ..., ay, ...) € igual a
(a1 + an)n
2
Demonstracao: Temos S, = a1 + as + a3+ --- + a,_1 + a, e, escrevendo de tras pra

frente, S,, = a, + Gp_1 + Gp_2 + -+ + as + ay. Dali,

S, =

25, = (a1 + ap) + (ag + apn—1) + (a3 + an_o) + -+ - + (ap_1 + a2) + (a, + a1).

Observe que, ao passar de um par de parénteses para o seguinte, a primeira parcela
aumenta de r e a segunda parcela diminui de r, o que nao altera a soma. Portanto, todos

0s termos entre parénteses sdo iguais ao primeiro, (a; + a,). Como sdo n parcelas, temos
25, = (a1 + ap) - n,

ou seja,

(a1 + ax)n

— s

Ezxemplo 3.6.5. Qual é o valor da soma dos 10 primeiros termos da progressao aritmética
3,7,11,15,...7

Como a; = 3 e r =4, temos ajg = a; + 9r = 39. Dai, segue que

Sy =

= (3+39) -5 = 210.



CAPITULO 3. NOCOES PRELIMINARES 26

3.6.2 Progressoes Geométricas

Uma progressao geométrica ¢ uma sequéncia na qual é constante o quociente da
divisao de cada termo pelo termo anterior. Esse quociente é chamado de razao da progres-
sao e é representado pela letra q. A razao ¢ de uma progressao geométrica é simplesmente
o valor ¢ = 1414, onde 7 é a taxa de crescimento constante de cada termo para o seguinte.
Exemplo 3.6.6. As sequéncias (2,4,8,16,32,...) e (81,27,9,3,...) sdo progressoes geo-
métricas cujas razoes valem, respectivamente, ¢ = 2 e ¢ = % Suas taxas de crescimento
sdo respectivamente i = 1 = 100% e iy = —% ~ —66,6%.

Em uma progressdo geométrica (aq,as,as,...), para avancar um termo, basta
multiplicar pela razao; para avangar dois termos, basta multiplicar duas vezes pela razao,
e assim por diante.

Por exemplo, aig = asq”, pois avancamos 7 termos ao passar de as para aig; G =

Q15 . _
?, pois ao passar de a;5 para ag, retrocedemos 9 termos; de modo geral, a, = a;¢" !,

pois, ao passar de a; para a,, avancamos n — 1 termos.
Exemplo 3.6.7. Qual a razao da progressao geométrica que se obtém inserindo 5 termos
entre os nimeros 2 e 14587

Temos a; = 2 e ay = 1458. Como a; = a;q°, segue que
1458 = 2¢° e ¢ = £3.

Ezxzemplo 3.6.8. A populacao de uma certa cidade é hoje de 200 mil habitantes. Sabendo
que essa populacao cresce 2% ao ano, qual sera, aproximadamente, a populacao dessa
cidade daqui a 5 anos?

A populagao dessa cidade daqui a 5 anos sera Ps = Py-(1+1)° = 200000-(1+0,02)5 = 221
mil habitantes.

Teorema 3.6.9. A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,) de

razao q # 1, € igual a

1—q
1—q°
Demonstragao: Como S,, = a1 +as+az+---+a,_1+a,. Multiplicando por ¢, obtemos

Sn:al-

qSn, = as +az +aq4 + -+ + a, + ap+1. Subtraindo, membro a membro e usando que
Upt1 = a1 - q", temos

Sn - an = a1 — Qn41,

donde,

Exemplo 3.6.10. Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa 1 grao
de trigo pela primeira casa, 2 graos pela segunda casa, 4 pela terceira e assim por diante,

sempre dobrando a quantidade a cada casa nova. Como o tabuleiro de xadrez tem 64
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casas, o nimero de graos pedidos pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros termos

da progressao geométrica 1,2,4,.... O valor dessa soma é

L _ 12

S — —
“Ty 1-2

— 1.




4 MATEMATICA FINANCEIRA

Neste capitulo trataremos de alguns dos principais contetidos de Matematica
Financeira. Falaremos sobre juros compostos, a féormula das taxas equivalentes, séries

uniformes e sistemas de amortizacao. Para mais detalhes sobre estes assuntos sugerimos

[17] e [18].

4.1 Juros Compostos

Conforme comentamos no final da Secao 3.3, as func¢oes exponenciais sao impor-
tantes na modelagem de problemas do mundo real. Especificamente em nosso trabalho,
elas servem para estudar progressoes geométricas que, por sua vez, desempenharao papel
importante a partir de agora.

Nesta secao, veremos a relacao de empréstimo que constitui a operacao bésica da
matematica financeira.

Um capital C' (chamado de principal) é emprestado a alguém por um certo periodo
de tempo, e apos esse periodo, recebe o seu capital C' de volta, acrescido de uma espécie
de imposto J (chamado de juro) pelo empréstimo. O valor recebido de volta, ou seja, a
soma C' + J é chamado de montante e é representado por M. A taxa de crescimento do
capital 7 = é seré sempre referida ao perfodo da operagao e é chamada de taxa de juros.
Exemplo 4.1.1. Uma pessoa tomou um empréstimo de 200 reais, a juros de taxa de 5%
ao més. Apods um més, a divida dessa pessoa seré acrescida de 0,05 - 200 reais de juros
(pois J = iC'), passando a 210 reais. Se essa pessoa e seu credor concordarem em adiar
a liquidagao da divida por mais um més, mantida a mesma taxa de juros, o empréstimo
seré quitado, dois meses depois de contraido, por 220, 5 reais, pois os juros relativos ao
segundo més serao de 0,05 - 210 reais = 10, 5 reais.

Os juros calculados conforme o exemplo anterior sao chamados de juros com-
postos. Mais precisamente, no regime de juros compostos, os juros em cada periodo sao
calculados sobre a divida do inicio desse periodo.

Teorema 4.1.2. No regime de juros compostos de tazxa i, um principal Cy transforma-se,
depois de n periodos de tempo, em um montante C, = Co(1 4 7)".

Demonstragcao: Calculando o montante C), produzido por um capital Cj, aplicado a
taxa i ao periodo, no fim de n periodos, temos:

1° periodo: Cy = Cy + iCy = Co(1 + 1)

2° periodo: Cy = Cy +iCy = C1(14+1i) = Co(1 +14) - (1 +14) = Co(1 +14)?

3° periodo: C3 = Cy +iCy = Cy(1 +14) = Co(1 +14)* - (1 +14) = Co(1 +14)?

Note que a sequéncia (Cy, Cq, Cy, ...) € uma progressao geométrica de razao 1 + i. Logo,
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para n periodos, temos
C,, = Co(1+1)".

Exemplo 4.1.3. Joao investe 300 reais a juros de 4% ao més. Qual sera o montante de
Joao cinco meses depois?
Cs = Co(1+1)5 = 300(1 + 0,04)5 = 365, 00 reais.

Um fato importante é percebermos que o valor de uma quantia depende da época
a qual ela esté referida. Por exemplo, se eu consigo fazer meu dinheiro render 5% ao més,
tanto faz eu pagar R$ 1000, 00 hoje, como R$ 1050, 00 daqui a um més. E mais vantajoso
pagar R$ 1025,00 daqui a um més do que pagar R$ 1000, 00 agora. Assim como ¢ mais
vantajoso pagar R$ 1000, 00 agora do que pagar R$ 1100, 00 daqui a um més. Isso ilustra
o deslocamento de quantias ao longo do tempo o que constitui o principal problema em
Matemética Financeira.

O Teorema 4.1.2 diz precisamente que para obter o valor futuro de uma quantia,
basta multiplicé-la por (147)™ e para obter o valor presente de uma quantia futura, basta
dividi-la por (1 +14)".

Exemplo 4.1.4. Mauro tomou um empréstimo de R$ 500,00 a juros mensais de 5%.
Dois meses ap6s, Mauro pagou R$ 250,00 e, um més apos esse pagamento, liquidou seu
débito. Qual o valor desse tltimo pagamento?

Os esquemas de pagamento a seguir sao equivalentes. Logo, R$ 500, 00, na data 0, valem

o mesmo que R$ 250,00 dois meses apos, mais um pagamento igual a P, na data 3.

Figura 1: Esquemas de pagamento.

500 250 p
0 0 1 2 3

Fonte: Autor.

Igualando os valores, na mesma época (0, por exemplo), dos pagamentos nos dois

esquemas, obtemos

f00— 20 N P
~ (140,052 (1+0,05)3

Dai, P = 316, 31 reais.
Ezxzemplo 4.1.5. Ana tem duas opcoes de pagamento na compra de uma mesa: Trés
prestacoes mensais de R$ 100, 00 cada, ou seis prestacoes mensais de R$ 51,00 cada. Se

o dinheiro vale 2% ao més para Ana, qual opcao de pagamento ¢ a mais vantajosa para ela?



CAPITULO 4. MATEMATICA FINANCEIRA 30

Figura 2: Outro esquema de pagamento.

100 100 100 51 51

I

1 2 0 1 2

Fonte: Autor.

Para comparar, determinaremos o valor dos conjuntos de pagamentos na mesma
época, por exemplo na época 2.
Vi =100 (1+0,02)% 4100 - (1 +0,02) + 100 = 306, 04

51 51
Vo =51-(140,02)2+51-(1+0,02)+51+

(1+0,02) (L+0,022 (110,020
Ana deve preferir o pagamento em seis prestagoes.

= 303,16

Exemplo 4.1.6. Marcos tem trés opgoes de pagamento na compra de um par de ténis:

1. A vista, com 10% de desconto.

2. Em trés prestacoes mensais iguais, sem desconto, vencendo a primeira um més apos

a compra.

3. Em cinco prestagoes mensais iguais, sem desconto, vencendo a primeira no ato da

compra.

Qual a melhor op¢ao para Marcos, sabendo que o dinheiro vale, para ele, 5% ao
meés?

Fixando o preco em 300, temos os trés esquemas a seguir

Figura 3: Comparando trés esquemas de pagamento

270 100 100 100 60

AN I O B O O O

0 0 1 2 3 d 1 2 3 4

Fonte: Autor.

Comparando os valores na época 0, obtemos

Vi = 270.
100 100 100
V, — >~ 972, 32.
? (140,05) (140,052 " (140,05 ’
60 60 60 60
Vs = 60+ + + -+ =~ 972, 76.

(1+0,05) ' (1+0,05)2 " (1+0,05)?3 ' (1+0,05)
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A melhor alternativa para Marcos é a compra a vista.

E interessante observar que a melhor alternativa para uma pessoa pode nao ser a
melhor alternativa para outra. Por exemplo, vamos analisar as situagoes de duas pessoas:
Joao e José.

Se Joao compra a prazo, tendo dinheiro para comprar a vista, é provavel que ele
invista o dinheiro que seria usado na compra a vista, em uma caderneta de poupanca que
lhe renderia, digamos, 2% ao més. Entao, para ele seria indiferente comprar a vista ou a
prazo com juros de 2% ao meés.

Se José tem o costume de emprestar dinheiro informalmente, por exemplo, ele
poderia fazer render o dinheiro a, digamos, 8% ao més. Entao, seria atrativo para José
comprar a prazo com juros de 5% ao més.

Logo, o dinheiro tem valores diferentes para Joao e José. A taxa de juros que
representa o valor do dinheiro para cada pessoa e que é, em suma, a taxa a qual a pessoa
consegue fazer render seu capital, é chamada de taza minima de atratividade. O motivo
do nome é claro: para essa pessoa, um investimento s é atrativo se render, no minimo,

a essa taxa.

4.2 A Foérmula das Taxas Equivalentes

Apresentaremos a seguir o importante
Lema 4.2.1. (Foérmula das Tazxas Equivalentes) Se a taza de crescimento de uma
quantia Gy relativamente ao periodo de tempo T € igual a I e se T'= nt entdo a taxa de
crescimento i de Gy relativamente ao periodo de tempot é I = (1 +14)" — 1.
Demonstracdo: Apoés um perfodo de tempo T, G passard a ser Go(1 + I)!. Como
T = nt, ap6s n periodos de tempo t, a mesma quantia também seré igual a Go(1 + )",
donde segue o resultado.

Exemplo 4.2.2. A taxa anual de juros equivalente a 5% ao més ¢ I tal que 1 + 1 =
(1+0,05)*2. Dai, I ~ 0,795 = 79,5% ao ano.

Achar que juros de 5% ao més equivalem a juros de 60% constitui um erro comum.
Taxas como 5% ao més e 60% ao ano sao chamadas de taxas proporcionais, pois a razao
entre elas ¢ igual a razao entre os periodos aos quais elas se referem.

Tazas proporcionais, em geral, nao sao equivalentes.

Exemplo 4.2.3. As taxas de 10% ao més, 30% ao trimestre e 120% ao ano sdo taxas
proporcionais.

Anunciar taxas proporcionais pode levar pessoas com menos conhecimentos ma-
teméticos a erros. Uma frase do tipo "60% ao ano, com capitalizagdo mensal" significa
que a taxa usada na operac¢ao nao ¢é a taxa de 60% anunciada e sim a taxa mensal que lhe
¢ proporcional. Logo, a expressao "60% ao ano, com capitalizagao mensal" significa "5%

ao més". Pode-se pensar que os juros sejam de 60% ao ano, o que nao é verdade. Vimos
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no Exemplo 4.2.2, que esses juros sao de 79,5% ao ano.
Exemplo 4.2.4. Fabio investe seu dinheiro a juros de 12% ao ano com capitalizacao
mensal. Qual a taxa anual de juros a qual esta investido o capital de Fabio?
Solugao: O dinheiro de Fabio esta investido a juros de taxa i = 1% ao més. A taxa
anual equivalente é I tal que 1+ I = (14 0,01)*. Dai, I = 0,1268 = 12,68% ao ano.

A (falsa) taxa de 12% ao ano ¢ dita taxa nominal. A taxa (verdadeira) de 12,68%

ao ano é dita taxa efetiva.

4.3 Séries Uniformes

Uma colegao de quantias (chamadas de pagamentos ou termos), referidas a épocas
diversas, é denominada de série ou renda. Se esses pagamentos forem iguais e estiverem
igualmente distribuidos no tempo, a série é dita uniforme.

Teorema 4.3.1. Se i € a taxa de juros, entao o valor de uma série uniforme de n paga-
1—(149™
—

mentos iquais a P, um tempo antes do primeiro pagamento, € igual a A = P

Demonstracao:

Figura 4: Série uniforme

BN

Fonte: Autor.

O valor da série na época 0 é

S + F + P +- 4+ P
Cl+i (T+4)2 0 (144)3 (144’

1
que é a soma de n termos de uma progressao geométrica de razao T Dai, temos
1

n 1 N
PIl-(f)" _ P lomy ,1-(+)"

Y -5 1+ o i

Coroldrio 4.3.2. O valor de uma série uniforme na época do ultimo pagamento €

(I+4)"—1
; :

F=P
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Demonstracao: De fato, pelo Teorema 4.5.1, temos

14+2)"—1
F=Al+4)" = plti =1
i
Exemplo 4.3.3. Determine o valor das prestacoes de um bem, cujo valor ¢ R$ 200, 00,
que é vendido em 8 prestagoes mensais iguais em que a primeira prestacao é paga um més
apOs a compra e a taxa de juros ¢ de 5% ao més.
Igualando os valores na época 0 (essa é a escolha natural da data de comparagdo: um

tempo antes do primeiro termo da série), obtemos:

Figura 5: Pagamento em 8 parcelas.

200

T

0

P

!

0 1

N e T

L

Fonte: Autor

1—(1+0,05)8
200 = P
00 0,05
0,05
P = 200 : = 14,77.
1— (140,058

As prestacgoes sao de R$ 14, 77.
Exemplo 4.3.4. Determine o valor das prestacoes de um bem, que a vista custa R$
300, 00, e é vendido em 5 prestagoes mensais iguais, antecipadas (isto é, a primeira é paga
no ato da compra), com taxa de juros de 5% ao més.
Vamos igualar os valores na época —1 (essa escolha é muito conveniente pois dispomos

de uma féormula que calcula diretamente o valor da série nessa época), temos:

300 1—(140,05)7°
1+0,05 0,05
P ~ 66,00.

Q
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4.4 Sistemas de Amortizacao

Nesta secao, estudaremos os sistemas de amortizacao. Ao pagarmos uma divida
parceladamente, cada pagamento é formado por duas partes. Uma que corresponde aos
juros e outra que diminui ou amortiza a divida. O valor pago em cada parcela pode variar
a depender do que foi combinado entre credor e devedor. Para ilustrar, vejamos o
Exemplo 4.4.1. Um empréstimo de R$ 1000, 00, foi feito a uma taxa de 10% ao més.
Quitou-se esse empréstimo em quatro meses, pagando os juros devidos em cada més e
amortizando 25% da divida no primeiro més, 25% no segundo més e 30% e 20% nos dois
altimos meses.

Na planilha a seguir, Ay, Ji, P e D, sao, respectivamente, a parcela de amorti-
zagao, a parcela de juros, a prestacdo e o estado da divida (isto é, o valor da divida apos

o pagamento da prestagdo) na época k.

P. A, Jp Dy
- - - 1000
350 250 100 750
325 250 75 500
350 300 50 200
220 200 20 -

=W N RO

Leia cada linha na ordem Ay, Dy, J, e P.. Analisemos, por exemplo, a linha correspon-
dente a k = 1. Temos que a amortizacao é A; = 250, D; = 1000 — 250 = 750, os juros
J1 =100, o que gera a parcela P, = A; + J; = 350.

Veremos agora os sistemas de amortizacao mais usados atualmente pelas institui-
¢oes financeiras. Vamos fazer um estudo sobre o sistema de amortizagao constante (SAC),
o sistema francés de amortizac¢ao, também chamado de Tabela Price (Richard Price foi
um economista inglés), caracterizado por apresentar prestagoes constantes, e o sistema de
amortiza¢ao misto (SAM), que é uma combinagdo entre o sistema francés de amortizagao
e o SAC.

Teorema 4.4.2. No SAC, sen € o numero de pagamentos e i € a taxa de juros, entao

D —k
A =2 Dkzn
n

- Dy, Ji = iDy_1, P, = A + Ji.

Demonstragao: Se a divida Dy é amortizada em n quotas iguais, cada quota é igual a

D
A =22,
n

O estado da divida, ap6s k amortizacoes, é

D "Dy—k-D .y
Dy = Dy — k22 = 20 0 _"7Fp,.
n n n




CAPITULO 4. MATEMATICA FINANCEIRA 35

Obviamente que J, =1Dy_1 e P, = Ax + Jj.

Exemplo 4.4.3. Uma divida de 1 000 reais, com juros de 4% ao més, ¢ paga em 5 meses,
pelo SAC. Faga a planilha de amortizacao.

Cada amortizacao sera de R da divida inicial, pois as amortizacoes sao iguais. A planilha

¢, portanto:

P. A, Jx Dy
- - - 1000
240 200 40 800
232 200 32 600
224 200 24 400
216 200 16 200
208 200 8 -

L = W N = O

Leia cada linha na ordem Ay, Dy, J;, e P,.
Teorema 4.4.4. No sistema francés de amortizagao, se n € o numero de pagamentos e

1 € a taxa de juros, entao

?

P = Dy———
T—(1+4)™

1= (1 44)-0

D, = pLE)
I1—(1449™

Jk = ka—l, Ak:Pk—Jk

Demonstracao: A primeira formula é simplesmente o Teorema 4.3.1. Quanto & segunda
formula, observe que Dy é a divida que sera liquidada, postecipadamente, por n — k

pagamentos sucessivos a ;. Portanto, novamente pelo Teorema 4.5.1, temos

1—(144)~(h
Z, .

Dy =Py

Substituindo o valor de P, obteremos a segunda féormula. No caso das duas ultimas
formulas, obviamente que, J, = iDy_1 e A, = Py — Ji.

Exemplo 4.4.5. Vamos fazer uma planilha de amortizagao com os valores e condig¢oes
do Exemplo 4.4.3, usando o sistema francés de amortizacao.

No sistema francés, as prestagoes sao constantes. Entao, temos que

0,04

P T—Loi®

— = 1000

_ = 224,63.
1—(1+74) ’

A planilha é, portanto:
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Py Ay Jk Dy,

- - - 1000
224,63 184,63 40 815,37
224,63 192,01 32,62 623,36
224,63 199,70 24,93 423,66
224,63 207,68 16,95 215,98
224,63 215,98 8,65 -

UL W NN = O

No Sistema de Amortiza¢ao Misto (SAM) as prestagoes sao calculadas fazendo-se
a média aritmética simples entre os valores encontrados para as prestacoes calculadas pela
Tabela Price e pelo SAC. Sendo assim, pelo SAM, em cada periodo, o juro, a amortizagao
e o saldo devedor sao as médias aritméticas simples entre os elementos correspondentes
da Tabela Price e do SAC.
Exemplo 4.4.6. Fagamos uma planilha de amortizagao com valores e condigoes iguais
aos dos Ezemplos 4.4.3 e 4.4.5, usando o SAM.

kP, Ay T D

0o - - : 1000
1 232,32 192,32 40 807,68
2 228,31 196,00 32,31 611,68
3 224,32 199,85 24,47 411,83
4 220,31 203,84 16,47 207,99
5 216,32 207,99 8,33 -

Note que o valor da primeira prestacao do SAM é menor que a do SAC e maior
do que a da Tabela Price.

E natural surgir o questionamento sobre a possibilidade de um sistema de amor-
tizagdo ser mais vantajoso do que o outro. Vamos fazer uma comparagao entre o SAC e
o sistemas francés, usando como referéncia os Exemplos 4.4.3 e 4.4.5.

Note que no SAC o valor total pago foi de R$ 1120, 00, ja no sistema francés esse
valor foi de R$ 1123, 15. No entanto, a primeira parcela no SAC foi de R$ 240, 00, ja no
sistema francés foi de R$ 224, 63. Portanto, no SAC ha uma amortizacao maior da divida,
e, consequentemente sao pagos menos juros, o que leva a uma economia significativa no
final. No nosso exemplo essa economia foi de R$ 3, 15; um valor relativamente pequeno,
mas, lembre-se que, usamos uma situacao de um empréstimo de R$ 1000,00 para ser
quitado em 5 meses. Imagine, por exemplo, o caso de um empréstimo de R$ 80 000, 00
para ser quitado em 20 anos, com uma taxa de 2% ao més. Neste caso, usando a Tabela
Price serao pagos 387 343, 20 reais, enquanto usando o SAC, 272 801, 11 reais, a economia
chega a 114 542,09 reais, um valor consideravel.

Observemos que no SAC o valor das primeiras prestagoes sao bem maiores com-

paradas ao sistema francés. Com isso, conclui-se que, se o tomador do empréstimo puder
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suportar pagar uma prestacao maior no inicio, o sistema que lhe trara mais vantagens é
o SAC.

A comparagao entre as dividas Dy, os juros Jy, as parcelas P, e, consequentemente
a amortizacdo Ay dos sistemas SAC e Price pode ser encontrada com detalhes em [11],
paginas 47 a 51.
Exemplo 4.4.7. Em um més cuja inflacao foi de 2%, José investiu seu capital a juros
de 5% ao més. Se o dinheiro de José render 5%, digamos em janeiro, nao significa que
ao fim de janeiro, José podera comprar 5% de objetos a mais do que comprava no inicio
de janeiro. E preciso descontar a inflacdo pois mesmo passando a ter mais dinheiro no
bolso, este sofreu uma desvalorizacao, isto é, seu poder de compra foi diminuido. A taxa
de 5% é chamada de taxa nominal de juros. Se no inicio de janeiro, José podia comprar
com seu capital C', x artigos de preco unitario igual a p. No fim do més, o capital passou

a ser 1,05C e o preco unitario passou a ser 1,02p. Logo, José podera comprar

1,05C
1,02p

~ 1,0294z artigos

O poder de compra de José aumentou em aproximadamente 2, 94% nesse més.

A taxa de 2,94% ao meés, que se refere ao crescimento do poder de compra de
José, é chamada de taza real de juros. Em geral, dados a taxa nominal de juros i e a taxa
de inflagao j, a taxa real de juros r pode ser calculada por meio da férmula a seguir, (veja

[3], pagina 68.)
1+
r =

1+




5 MATEMATICA FINANCEIRA NO
COTIDIANO

A matemaética financeira é encontrada em véarias situagoes do nosso dia a dia,
pois em iniimeros momentos fazemos operacoes com dinheiro, principalmente nos casos
de compras, vendas, empréstimos, financiamentos, etc. Neste capitulo abordaremos o uso
da matemética financeira nessas situagoes cotidianas, trazendo casos reais onde a mesma

é aplicada.

5.1 Comeércio

Nesta se¢ao iremos mostrar como a matematica financeira pode ser usada no
comércio, principalmente em situagoes de compra e venda de produtos e/ou mercadorias,
bem como no auxilio de decisdes do tipo, se é mais vantajoso uma compra ser feita com
pagamento & vista ou parcelado e, ainda, fazermos a analise de precos possivelmente
abusivos passados ao consumidor.

Vejamos a seguir algumas situagoes cotidianas de comércio em que a matematica
financeira nos auxilia a tomar decisoes e fazer anéalises.

Exemplo 5.1.1. Em um site de uma loja encontramos a oferta de uma caixa de som
portatil por R$ 449,00 podendo ser paga nas seguintes condicoes:

Condicio 1: A vista, com desconto, pagamento tnico, no boleto, de R$ 426, 55.
Condi¢ao 2: Parcelado, em até 7 prestagoes mensais e iguais, sem juros, sendo a primeira
prestacao um meés apds a compra.

Condi¢ao 3: Parcelado, em 8 prestagoes mensais de R$ 61,42 cada, com juros de 1,29%
ao més, sendo a primeira prestacao um meés apoés a compra.

Condicao 4: Parcelado, em 9 prestacoes mensais de R$ 52,85 cada, com juros de 0, 5%
ao més, sendo a primeira prestacao um més apos a compra.

Condi¢ao 5: Parcelado, em 10 prestacoes mensais de R$ 47,68 cada, com juros de 0,5%
ao més, sendo a primeira prestacao um més apos a compra.

Observe que mesmo causando estranheza, os juros nas condigoes 4 e 5 sao menores
do que na condigao 3, mesmo nesta a divida sendo quitada em menos tempo. Vamos ana-
lisar essa situagao do ponto de vista do consumidor, calculando o percentual de desconto
no pagamento a vista e se a taxa de juros anunciada nos casos de pagamento parcelado
condiz com a realidade. Analisemos cada condi¢ao de pagamento:

Na Condicao 1, o pagamento é & vista, o consumidor recebe um desconto de
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449,00 — 426, 55 = 22,45 reais, em percentual, temos

T
449 . — = 22,45
100 ’

r = 5

Portanto, o consumidor recebe um desconto de 5% no pagamento a vista.

Na Condicao 2, a loja oferece um pagamento parcelado em até 7 prestacoes
mensais e iguais, sem juros. Seja n o nimero de prestacoes escolhido pelo consumidor,
temos que 1 < n < 7 e o valor de cada prestacao P é dado por P = @, sem incidéncia
de juros. "

Na Condicao 3, o consumidor opta por pagar o produto em 8 prestacoes mensais
de R$ 61,42 cada, com incidéncia de juros de 1,29% ao més. Neste caso, podemos utilizar
os conhecimentos de matematica financeira para verificar se a informagcao do site quanto a

taxa de juros esta correta. Substituindo os valores na féormula de séries uniformes, temos

1—(1+4)8
449 = 61,4Q.£
1
1—(1+4)8
7,31 = &
1
i~ 0,02

Portanto, a taxa de juros incidente nessa condicao é de, aproximadamente, 2%
ao més, o que torna falsa a informacao apresentada no site. Fiquemos curiosos para
saber de onde veio esse valor de taxa igual a 1,29% ao més. Verifiquemos se o calculo
da taxa de juros foi feito equivocadamente levando-se em consideracao o montante da
divida M = 8-61,42 = 491, 36 e fazendo-se a substituicao na féormula de juros compostos,

resultando

491,36 = 449 - (1 +1).
i ~ 0,0129 = 1,29%.

Nas Condigoes 4 e 5, encontramos o mesmo equivoco quanto a informacgao da taxa
de juros. Fazendo célculos analogos aos feitos na condigao 3, encontramos as taxas de juros
incidentes iguais a, aproximadamente, 1,2% ao més na condi¢ao 4 e, aproximadamente,
1,1% ao més na condicao 5. Vemos que a melhor op¢ao para o consumidor é o pagamento
a vista.

Em situacoes de compra de produtos, o pagamento a vista, sempre que possivel,
¢ uma boa opcao, pois neste pagamento o consumidor pode obter descontos e nao paga
valores referentes a juros. Mas isso nao quer dizer que o pagamento parcelado seja sempre
uma opc¢ao ruim. Se o consumidor possui o capital para pagar determinado produto a

vista, mas opta por investir esse capital a uma taxa de juros superior a taxa de juros que
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pagaria com o parcelamento, essa opcao seria mais vantajosa do que o pagamento a vista.
Por exemplo, se no Exemplo 5.1.1 o consumidor investisse o dinheiro & uma taxa de 3%
a0 més, a opcao por pagar a caixa de som portatil de forma parcelada seria a melhor. Dai
a importancia de conhecer a real taxa de juros em qualquer situacao de parcelamento.

A Petrobras, desde meados de fevereiro de 2018, passou a divulgar os pregos,
sem tributos, do diesel e da gasolina repassados as distribuidoras. Essa medida ajuda os
consumidores a fazerem uma anélise e/ou uma comparagao sobre o prego do combustivel
que chega as distribuidoras e o preco que chega ao bolso do consumidor.

Exemplo 5.1.2. O quadro a seguir apresenta os precos médios sem tributos dos com-
bustiveis (gasolina e diesel) que chegaram as distribuidoras no periodo de 10/07/2018 a
14/07/2018.

Precos médios de diesel e gasolina

Inicio da vigéncia | Gasolina (R$/litro) | Diesel (R$/litro)
10/07/2018 2,0249 2,0316
11/07/2018 2,0369 2,0316
12/07/2018 2,0527 2,0316
13/07/2018 2,0326 2,0316
14/07/2018 1,9970 2,0316

Fonte: Petrobras

Note que no periodo observado houve uma queda de 2,0249 — 1,9970 = 0,0279
reais no preco da gasolina. Em termos percentuais isso equivale a uma reducao de, apro-
ximadamente, 1,38%. No caso do preco do diesel, nao houve alteracoes.

Com essas informacoes e um pouco de matemética financeira podemos calcular
a diferenca de precos entre a chegada as distribuidoras e o pago pelo consumidor. Nesse
periodo foi observado o valor para o consumidor em dois postos de combustiveis. Quanto
a gasolina, no Posto A nao houve variacao de precos, o litro estava sendo comercializado
a R$ 4,68. No Posto B, também nao houve variacdo de preco, no entanto, o litro da
gasolina estava sendo comercializado a R$ 4,79. Vamos calcular a diferenga de pregos em
ambos os postos, tomando como referéncia o dia 14,/07,/2018.

No Posto A a diferenca foi de 4,68 — 1,9970 = 2,683 reais. Em porcentagem,

temos

s
1 =
9970 4 68

x ~ 234,35

Portanto, no Posto A, o preco de venda ao consumidor é, aproximadamente, 234, 35% do

preco de entrada nas distribuidoras.
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No Posto B a diferenca foi de 4,79 — 1,9970 = 2, 7930 reais. Em porcentagem,

temos

x
1,970 - — = 4,79
’ 100 ’
r ~ 239,86

. Logo, no Posto B o prego de venda ao consumidor é de, aproximadamente, 239, 86% do
preco de entrada nas distribuidoras.

No que se refere ao preco do diesel, no Posto A, o litro estava sendo comercializado
a R$ 3,68 e no Posto B a R$ 3,72. Fazendo calculos anélogos aos feitos com o preco da
gasolina, concluimos que, no Posto A o diesel pago pelo consumidor é, aproximadamente,
181,14% do preco de chegada nas distribuidoras e no Posto B, esse percentual é de,
aproximadamente, 1,83%.

Nas consideragoes e calculos feitos anteriormente, em nenhum momento levou-se
em conta os tributos que incidem sobre os combustiveis até chegarem aos postos, mas
cabe ao consumidor fazer uma analise e uma reflexao se o posto de onde ele é cliente esta
sendo coerente ou estéd acontecendo uma situacao de abuso no que diz respeito aos pregos

cobrados.

5.2 Operacgoes com Instituicoes Financeiras

Nesta secao vamos estudar situagoes onde a matemética financeira aparece com
maior frequéncia. Nas operagoes com instituicoes financeiras é essencial o uso da mate-
matica financeira, pois, um bom conhecimento sobre esse assunto, com certeza, ajudara
a tomarmos decisoes acertadas, evitando possiveis endividamentos.

Antes de vermos algumas situagoes sobre as operacoes com institui¢oes financeiras
precisamos falar um pouco sobre a taxa Selic, pois esta taxa influencia nessas operacgoes.

A taza Selic é a média de juros que o governo brasileiro paga por empréstimos
tomados dos bancos. Essa taxa é usada pelo governo como instrumento de controle da
inflacao, se a Selic esta alta, diminui-se a circulagao de dinheiro e consequentemente havera
menos procura por servicos e produtos a venda. E a Selic que da a medida das outras
taxas de juros que sao usadas no pais, como, da poupanca, dos cartoes de crédito e do
crediério.

Vejamos a seguir situacgoes de aplicagoes da matematica financeira nas operagoes
com bancos e/ou outras institui¢oes financeiras.

Exemplo 5.2.1. A caderneta de poupanga € o investimento favorito dos brasileiros, talvez
por apresentar vantagens, como, seguranca, liquidez imediata, facilidade de investimento
e nao incidéncia de imposto de renda.

A remuneracao do valor da caderneta varia conforme a data em que foi feito o
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deposito da seguinte forma:

e Depositos feitos até 3 de maio de 2012: 0,5% ao més + TR (taxa referencial, calcu-
lada a partir de uma média ponderada dos juros didrios praticados no Certificado

de Depositos Bancarios.)

e Depositos feitos a partir de 4 de maio de 2012: Se a Selic estiver igual ou abaixo de
8,5% o rendimento sera de 70% da Selic + TR, se estiver acima, o rendimento é de
0,5% ao més + TR.

Mas serd que a poupanca ¢ um investimento cujo retorno financeiro é atrativo?

Para responder esse questionamento, vamos tomar como exemplo o ano de 2017,
que foi, nos tltimos anos, um dos melhores para quem investe na poupanca. A rentabili-
dade total, sem o desconto da inflacao, em 2017 foi de 6,93% ao ano, ou seja, alguém que
investiu, por exemplo, R$ 1 000, 00 na poupanca em 1 de janeiro de 2017, ao final do ano

obteve como retorno um montante

M = 1000-(1+0,0693)"
= 1069, 30 reais.

No entanto, o ganho de R$ 69, 30 nao representa o ganho real do investidor, pois
precisamos levar em consideracao a inflacao daquele ano, que foi de 2,95% ao ano, isso
significa que, para comprar o que se comprava com R$ 1 000, 00 no inicio do ano, ao final do
ano precisava-se de 1000+% -1000 = 1029, 50 reais. Logo, o ganho real, em porcentagem,
para quem investiu na caderneta de poupanca em 2017 foi de, aproximadamente, 3, 88%
a0 ano.

O que podemos concluir é que o ganho da caderneta de poupanca nao é tao
atrativo, pois a inflacao pode diminui-lo bastante, ou até mesmo, ultrapassa-lo, como
aconteceu, por exemplo, no ano de 2015, onde o ganho real da caderneta de poupanca foi
de —2,4% ao ano.

O cartao de crédito atualmente é usado por milhoes de pessoas no mundo, trata-se
de uma forma pratica de concentrar a maioria das despesas em uma tnica fatura. Além
disso, proporciona mais seguranca, pois a quantidade de dinheiro em espécie que uma
pessoa precisa portar diminui consideravelmente. Muitas pessoas optam por usar apenas
o cartao de crédito, ja que este é aceito atualmente na maioria dos estabelecimentos.

As vantagens do cartao de crédito sao inegaveis, no entanto, é preciso ter cuidado
com o uso dessa ferramenta. Se nao usado com responsabilidade o cartao de crédito
pode complicar financeiramente o usuario, pois os juros incidentes sobre parcelamentos
ou atrasos sao altissimos. O pagamento total da fatura até o vencimento é sempre a

melhor opcao, pois, neste caso, nao havera incidéncia de juros.
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Vamos analisar a seguinte situacao que retrata um caso de cliente que nao pode
pagar o valor total da fatura do cartao de crédito até o vencimento.

Antes, temos a seguinte defini¢ao:
Definicao 5.2.2. A taxa que considera todas as despesas e encargos incidentes sobre
operacoes de crédito e de arrendamento mercantil financeiro, contratados ou ofertados por
pessoa fisica, microempresas ou empresas de pequeno porte € denominada Custo Efetivo
Total (CET).
Ezxemplo 5.2.3. Um usuéario de cartao de crédito percebe que nao podera quitar a fatura
do cartao até o vencimento. O valor da fatura é de R$ 852, 39; o cliente escolhera a opcao
de efetuar o pagamento minimo da fatura, que ¢ 15% do valor total, e parcelar o restante
em 12 prestagoes mensais e iguais. Para esse tipo de operagao, ele verificou na fatura que

o CET é de 14% ao més. Qual serd o valor de cada prestacao mensal?

15
100

serd de 852,39 — 127,86 = 724, 53 reais. Como a taxa de juros sobre a operacao é de 14%

O pagamento minimo sera de - 852,39 = 127, 86 reais, logo o valor financiado

ao més, seja P o valor de cada prestacao mensal, temos

1—(1+40,14)712
0,14

724,53 = P
P = 128,00.

Portanto, cada parcela mensal sera de R$ 128, 00.

Para se ter uma ideia da dimensao dos encargos, note que a fatura inicialmente de
852, 39 reais, apos o periodo do parcelamento passou a ter um custo de 127,86+ 12-128 =
1663, 86 reais para o cliente, quase o dobro!

Uma pratica comum ¢é recorrermos aos bancos quando queremos adquirir bens

como, imoveis ou veiculos. Nesses casos, o banco financia parte ou todo o valor do bem,
mas precisamos ficar atentos aos juros incidentes nesses financiamentos, nem sempre a taxa
de juros ofertada é a taxa real que estd sendo cobrada, isso ocorre porque, na maioria
dos casos, o banco nao informa os valores de IOF (imposto sobre operagdes financeiras) e
encargos extras. Vejamos a seguinte situagao.
Ezxemplo 5.2.4. Um carro é vendido na concessionaria por R$ 42 000, 00. Suponha que
alguém queira comprar esse carro mas dispoe de apenas R$ 21 000, 00. Tal valor sera dado
como entrada, o restante seré financiado. Um banco, oferece a proposta de financiamento
dos R$ 21 000,00 que faltam em 24 parcelas mensais iguais a R$ 1048,01 com juros de
1,27% ao més. Vamos usar a matematica financeira para verificar se nesta proposta ja
estao inclusos todos os encargos.

Usando a taxa de juros da proposta, vamos verificar se os valores da série e o

financiado sao os mesmos. Seja A o valor da série uniforme, temos

1— (1+0,0127)"2

A =1048,01 -
048,0 0,0127
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A = 21563, 66.

Ora, percebemos que o valor encontrado nao é igual ao valor financiado, isso nos
da um indicio que o CET nao é 1,27% ao més. Vamos verificar qual é a real taxa de juros
neste financiamento. Seja i a taxa de juros, temos
1—(1+4)~2

1

21000 = 1048,01 -
i~ 0,01497.

Logo, a real taxa de juros paga no financiamento é de, aproximadamente, 1,497%
a0 meés.

Portanto, fica claro que em um financiamento precisamos observar o CET e nao
a taxa mensal da proposta do banco.

Outra pratica comum consiste em institui¢coes financeiras oferecerem adianta-
mento do 13° salario. Na pratica, essas instituicoes estao oferecendo um empréstimo a
ser pago no fim do ano. Vejamos a simulagao de uma situacao desse tipo.
Ezxzemplo 5.2.5. Geralmente o adiantamento do 13° salério é oferecido através de pro-
pagandas de TV ou até mesmo por aplicativos de celulares. No tultimo caso, o cliente
informa o valor do adiantamento e o aplicativo gera o valor da parcela a ser paga no fim
do ano. Em uma simulagao desse adiantamento feita no dia 20/07,/2018, foi solicitado
um adiantamento de R$ 800,00 para ser quitado no dia 20/12/2018, ou seja, 5 meses
depois. O valor da parcela gerada pelo aplicativo foi de R$ 966,69. Com essas informa-
¢oes podemos usar a matematica financeira para descobrirmos qual a taxa de juros desse
adiantamento.

Temos um valor de R$ 800, 00 para ser quitado 5 meses depois por R$ 966, 69.

Figura 6: Esquema de pagamento de adiantamento de 13° salario.

800 966,69

(@]
(@]
-

2 3 4 5
Fonte: Autor.

[gualando os valores na data 0, temos

966, 69
(1+414)5
0, 0386.

800 =

Q

1

Portanto, a taxa de juros cobrada no adiantamento ¢ de, aproximadamente,
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3,86% ao més.

5.3 ENEM, Vestibulares e Concursos

Nesta se¢ao vamos mostrar que a matematica financeira esta presente em determi-
nadas avaliacoes que grande parte da populacao brasileira realiza, seja na vida estudantil,
como ¢é o caso do ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) e dos vestibulares, seja na

vida profissional, como é o caso de concursos publicos.

5.3.1 ENEM

O ENEM ¢ feito com base em uma matriz de referéncia que indica as habilidades
que serao cobradas dos candidatos no exame. No bloco de Matemdtica e suas tecnologias,
temos a habilidade H21 que, indiretamente, faz menc¢ao ao estudo da matemaética finan-
ceira. Essa habilidade é descrita como:

H21: Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos al-
gébricos.

Vejamos a seguir alguns exemplos de como a matematica financeira é abordada
no ENEM.

Ezemplo 5.3.1. (ENEM 2017) Um empréstimo foi feito a taxa mensal de %, usando
juros compostos, em oito parcelas fixas e iguais a P. O devedor tem a possibilidade de
quitar a divida antecipadamente a qualquer momento, pagando para isso o valor atual
das parcelas ainda a pagar. Apods pagar a 5* parcela, resolve quitar a divida no ato de
pagar a 6* parcela.
A expressao que corresponde ao valor total pago pela quitacdo do empréstimo é
I 1 1
a) P |1+ — t ; ] ;
L +1m) (1 +11—00)2
b) P {1 + — + 57 };
| (1 —f—lm) (1 + im)
c) P|1+ — + - } ;
L O+ ) (T 55)°
1 1 1
d)P{l"' iy T 5y 3 }
(1 Jrlm) (1 +1m) (1+ F)
e) P [1 + — + — + - }
I+ 15 (4?2 (T+55)°
Solugao: O devedor quitara a divida na 6* parcela, tendo pago as 5 parcelas anteriores,

logo, para quitar o empréstimo, ele pagara o valor P referente a 6* parcela e antecipara a

7* e a 8 parcela. Dali, temos que o valor da quitagao sera

P P

1 1
1 i :Pll"' i
(1—1—1—00) (1—1—@)2 (1+ﬁ)

P+ + -
(1+ 155)?
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Portanto, a alternativa correta ¢ a letra a).

Ezemplo 5.3.2. (ENEM 2015) Um casal realiza um financiamento imobiliario de R$
180.000, 00, a ser pago, em 360 prestagdes mensais com taxa de juros efetiva de 1% ao
més. A primeira prestacao é paga um més apods a liberacao dos recursos e o valor da
prestacao mensal é de R$ 500,00 mais juro de 1% sobre o saldo devedor (valor devido
antes do pagamento). Observe que, a cada pagamento, o saldo devedor se reduz em R$
500, 00 e considere que nao ha prestacao em atraso.

Efetuando o pagamento dessa forma, o valor, em reais, a ser pago ao banco na décima
prestacao é de

a) 2075, 00

b) 2093, 00

c) 2138,00

d) 2255,00

e) 2300, 00

Solucao: O valor da décima prestacao ¢ composto por R$ 500,00 mais 1% do saldo
devedor, que no momento da décima prestagao ¢ de 180 000 — 9 - 500 = 175 000 reais.

Logo, o valor, em reais, da décima prestacao é

1
500 4+ — - 175000 = 2255, 00.
* 100 ’

Portanto, a alternativa correta ¢ a letra d).

Ezxzemplo 5.3.3. (ENEM 2013) O Conselho Monetéario Nacional (CMN) determinou
novas regras sobre o pagamento minimo da fatura do cartao de crédito, a partir do més
de agosto de 2011. A partir de entao, o pagamento mensal nao podera ser inferior a 15%
do valor total da fatura. Em dezembro daquele ano, outra alteracao foi efetuada: dai em
diante, o valor minimo a ser pago seria de 20% da fatura.

Um determinado consumidor possuia no dia do vencimento, 01,/03/2012, uma divida de
R$ 1.000, 00 na fatura de seu cartao de crédito. Se nao houver pagamento do valor total
da fatura, serao cobrados juros de 10% sobre o saldo devedor para a proxima fatura. Para
quitar sua divida, optou por pagar sempre o minimo da fatura a cada més e nao efetuar
mais nenhuma compra. A divida desse consumidor em 01/05/2012 sera de

a) R$ 600,00

b) R$ 640,00

c) R$ 722,50

d) R$ 774,40

e) R$ 874,22

Solugao: Note que o periodo da divida até 01/05/2012 ¢ de 2 meses. Temos que em um

més ¢ diminuido 20% do saldo devedor e depois acrescido 10%. Logo, depois de 2 meses,
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a divida seré de

80 110 80 110
000 100 100 100 100 m ’ 0

Portanto, a alternativa correta ¢ a letra d).

Ezxzemplo 5.3.4. (ENEM 2012) Arthur deseja comprar um terreno de Cléber, que lhe
oferece as seguintes possibilidades de pagamento:

Opcao 1: Pagar a vista, por R$ 55.000, 00.

Opcao 2: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$ 30.000, 00, e mais uma prestacao de
R$ 26.000, 00 para dali a 6 meses.

Opc¢ao 3: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$ 20.000, 00, mais uma prestacao de R$
20.000, 00 para dali a 6 meses e outra de R$ 18.000,00 para dali a 12 meses da data da
compra.

Opgao 4: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$ 15.000,00 e o restante em 1 ano da
data da compra, pagando R$ 39.000, 00.

Opcao 5: Pagar a prazo, dali a um ano, o valor de R$ 60.000, 00.

Arthur tem o dinheiro para pagar a vista, mas avalia se nao seria melhor aplicar o dinheiro
do valor a vista (ou até um valor menor), em um investimento, com rentabilidade de 10%
ao semestre, resgatando os valores & medida que as prestacoes da opgao escolhida fossem
vencendo.

Apos avaliar a situacao do ponto financeiro e das condi¢oes apresentadas, Arthur concluiu
que era mais vantajoso financeiramente a opg¢ao

a) 1

)2
)3
)4
e)b

Solugao: Considerando a data de compra como a data focal (data escolhida para com-

o o

o,

paragao), vamos fazer uma analise sobre os valores dos pagamentos em cada opgao.

Opg¢ao 1: R$ 55 000,00
26000

Op¢ao 2: 30000 + m ~ R$ 53 636, 36

Opgao 3: 20000 + (12308?1) + (11_5:%(?01)2 ~ R$ 53 057,85

Opcao 4: 15000 + % ~ R$ 47 231,40

Opcio 5: % ~ R$ 49 586,78

Portanto a melhor opg¢ao para Arthur é a op¢ao 4, ou seja, a alternativa correta é a letra
d).

Ezxzemplo 5.3.5. (ENEM 2009) Jodo deve 12 parcelas de R$ 150, 00 referentes ao cheque
especial de seu banco e cinco parcelas de R$ 80,00 referentes ao cartdao de crédito. O

gerente do banco lhe ofereceu duas parcelas de desconto no cheque especial, caso Joao
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quitasse esta divida imediatamente ou, na mesma condicao, isto €, quitacao imediata, com
25% de desconto na divida do cartao. Joao também poderia renegociar suas dividas em 18
parcelas mensais de R$ 125, 00. Sabendo desses termos, José, amigo de Joao, ofereceu-lhe
emprestar o dinheiro que julgasse necessario pelo tempo de 18 meses, com juros de 25%
sobre o total emprestado.

A opgao que da a Joao o menor gasto seria

a) renegociar suas dividas com o banco.

b) pegar emprestado de José o dinheiro referente a quitagao das duas dividas.

¢) recusar o empréstimo de José e pagar todas as parcelas pendentes nos devidos prazos.
d) pegar emprestado de José o dinheiro referente a quitacao do cheque especial e pagar
as parcelas do cartao de crédito.

e) pegar emprestado de José o dinheiro referente a quitacao do cartao de crédito e pagar
as parcelas do cheque especial.

Solucao: A divida total é de 12 - 150 + 5 - 80 = 2200 reais. Com o desconto a divida
passa a ser 1500 4 300 = 1800 reais. Vamos analisar o valor gasto por Joao em cada item
anterior.

Item a: Valor gasto: 18- 125,00 = 2250, 00 reais.

Item b: Valor gasto: 1800 - 1,25 = 2250, 00 reais.

[tem c: Valor gasto: 1800 + 400 = 2200, 00 reais.

Item d: Valor gasto: 1500 - 1,25 4 400 = 2275, 00 reais.

[tem e: Valor gasto: 300 - 1,25 + 1800 = 2175, 00 reais.

Logo, a opc¢ao de menor gasto para Joao é a opgao do item e).

5.3.2 Vestibulares

Os vestibulares das universidades espalhadas pelo Brasil também abordam a ma-
temética financeira em suas avaliagoes. Vejamos a seguir alguns exemplos:
Ezemplo 5.3.6. (Universidade Estadual do Rio de Janeiro - Uerj 2017) Um capital de C
reais foi investido a juros compostos de 10% ao més e gerou, em trés meses, um montante
de R$ 53.240, 00.
Calcule o valor, em reais, do capital C.
Solucao: Sendo i = 10% = 0,1 ao més e n = 3 meses, pela formula de juros compostos

obtemos que

53240 = C(1+0,1)°
C = 40000.

Logo, o capital C' é de R$ 40.000, 00.
Ezxzemplo 5.3.7. (Universidade Sao Francisco - USF 2016) Pensando em montar seu pro-

prio consultério, Nathélia comegou a economizar desde que entrou no curso de medicina.
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Ao passar no vestibular, ela ganhou R$ 5 000,00 de seus pais e os aplicou a uma taxa
de 0,5% ao més a juros compostos. Além disso, mensalmente, ela depositou R$ 100, 00 a
mesma taxa de juros compostos. Hoje, passados 5 anos, ou seja, 60 meses, qual o mon-
tante do rendimento dos R$ 5.000, 00 e qual o valor economizado por Nathalia com suas
aplicagoes mensais? (Considere 1,005% ~ 1, 35).

a) R$ 6.750,00 e R$ 7.000,00

b) R$ 6.500,00 e R$ 7.800, 00

c) R$ 6.500,00 e R$ 7.000, 00

d) R$ 6.750,00 e R$ 7.800, 00

e) R$ 7.800,00 e R$ 6.500, 00

Solucao: O montante obtido com o presente dos pais é

5000(1 + 0,005)%° ~ 5000 - 1,35 = R$ 6.750, 00
O montante M obtido com as aplicagoes mensais é dado por
100-1,005°?4+100-1,005°®+- - -4+-100-1, 005+ 100 = 100-(1, 005?41, 005°%+- - -+1,005+1).

Note que a sequéncia (1,005%, 1,005, ..., 1,005, 1) é uma progressao geométrica de razao
T 005" Logo, usando a férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao
géométrica, temos
1_( 1 )60
M = 100-1,005%  ——12%°
~ 1,005

0,35
’ = R$ 7 000, 00.

M ~ 100- -2
00 0,005

Portanto, a alternativa correta ¢ a letra a).

Ezxzemplo 5.8.8. (Fuvest 2016) De 1869 até hoje, ocorreram as seguintes mudangas de
moeda no Brasil: (1) em 1942, foi criado o cruzeiro, cada cruzeiro valendo mil réis; (2)
em 1967, foi criado o cruzeiro novo, cada cruzeiro novo valendo mil cruzeiros; em 1970, o
cruzeiro novo voltou a se chamar apenas cruzeiro; (3) em 1986, foi criado o cruzado, cada
cruzado valendo mil cruzeiros; (4) em 1989, foi criado o cruzado novo, cada um valendo
mil cruzados; em 1990, o cruzado novo passou a se chamar novamente cruzeiro; (5) em
1993, foi criado o cruzeiro real, cada um valendo mil cruzeiros; (6) em 1994, foi criado o
real, cada um valendo 2750 cruzeiros reais.

Quando morreu, em 1869, Bras Cubas possuia 300 contos. Se esse valor tivesse ficado até
hoje em uma conta bancaria, sem receber juros e sem pagar taxas, e se, a cada mudanca
de moeda, o depodsito tivesse sido normalmente convertido para a nova moeda, o saldo

hipotético dessa conta seria, aproximadamente, de um décimo de
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Dados: Um conto equivalia a um milhao de réis.
a) real.

b) milésimo de real.

¢) milionésimo de real.

d) bilionésimo de real.

e) trilionésimo de real.

Solugao: Temos que

1 real =2,75-10%-10% - 10%- 10% - 10% - 10° = 2,75 - 10'® réis.

8
Portanto, como 300 contos = 300 - 10% = 3 - 108 réis, segue que % = 1—10 : %09. Ou
seja, aproximadamente, um décimo de bilionésimo de real.
Logo, a resposta da questao é a letra d).
Ezxzemplo 5.3.9. (Fuvest 2009) H4 um ano, Bruno comprou uma casa por R$ 50 000, 00.
Para isso, tomou emprestados R$ 10 000,00 de Edson e R$ 10 000,00 de Carlos, pro-
metendo devolver-lhes o dinheiro, ap6s um ano, acrescido de 5% e 4% de juros, respec-
tivamente. A casa valorizou 3% durante este periodo de um ano. Sabendo-se que Bruno
vendeu a casa hoje e pagou o combinado a Edson e Carlos, o seu lucro foi de:
a) R$ 400,00
b) R$ 500,00
c) R$ 600,00
d) R$ 700,00
e) R$ 800,00
Solucao: O valor da casa foi R$ 50.000, 00; donde Bruno investiu R$ 30.000, 00, pois ele
tomou emprestado R$ 20.000, 00 de Edson e Carlos. Por esse empréstimo Bruno pagara
R$ 10.500,00 e R$ 10.400,00 a Edson e Carlos, respectivamente. No entanto, apds um
ano, a casa valorizou-se 3%, sendo assim, Bruno a vendeu por R$ 51.500, 00; pagando o
empréstimo e ainda lhe sobrando R$ 30.600, 00. Como o valor inicial investido por Bruno
foi de R$ 30.000, 00 seu lucro foi de R$ 600, 00.
Logo a resposta ¢ a letra c).
Ezemplo 5.3.10. (Unicamp 2010) O valor presente, V), de uma parcela de um financia-
mento, a ser paga daqui a n meses, é dado pela formula a seguir, em que r é o percentual

mensal de juros (0 < r < 100) e p ¢ o valor da parcela.

p

V= —————.
T )

a) Suponha que uma mercadoria seja vendida em duas parcelas iguais de R$ 200, 00, uma
a ser paga a vista, e outra a ser paga em 30 dias (ou seja, 1 més). Calcule o valor presente

da mercadoria, V,,, supondo uma taxa de juros de 1% ao meés.



CAPITULO 5. MATEMATICA FINANCEIRA NO COTIDIANO 51

b) Imagine que outra mercadoria, de prego 2p, seja vendida em duas parcelas iguais a
p, sem entrada, com o primeiro pagamento em 30 dias (ou seja, 1 meés) e o segundo em
60 dias (ou 2 meses). Supondo, novamente, que a taxa mensal de juros é igual a 1%,
determine o valor presente da mercadoria, V,, e o percentual minimo de desconto que a
loja deve dar para que seja vantajoso, para o cliente, comprar a vista.

Solucgao:

200
a) O valor presente da mercadoria sera V), = 200 + -~ 398, 02.

(14 5)
———— = 0,99.
(]19 + 15)"
———— = 0,98

(14 135)?

Logo, o valor presente da mercadoria é 0,99p + 0,98p = 1,97p. A compra a vista sera
2p —1,97p

BT e 1,5%.

b) Valor presente da primeira parcela:

Valor presente da segunda parcela:

vantajosa se o desconto for, no minimo, de

5.3.3 Concursos

Quanto aos concursos, ¢ comum nos depararmos com questoes sobre matemaética
financeira, principalmente se o objetivo for o preenchimento de vaga de trabalho em ins-
tituicoes financeiras ou 6rgaos publicos. Veremos a seguir exemplos de questoes contidas
em avaliagoes de concursos.

Exzemplo 5.3.11. (FGV 2018, Orgao: BANESTES, Prova: Assistente Securitario) Um
capital de R$ 2 662, 00 é capitalizado sob regime de juros compostos, ao longo de 4 meses,
a taxa efetiva de 10% ao meés, produzindo um montante M.

Para que R$ 2 000,00 produzam o mesmo montante M, ele deve ser capitalizado nessas
mesmas condi¢oes durante um periodo igual a

a) 8 meses

b) 7 meses

c) 6 meses

d) 4 meses

e) 3 meses

Solugcao: Vamos determinar primeiramente o montante M. As informacoes do enun-
ciado nos fornecem um capital C; = 2662, 00 aplicado & taxa de 10% ao més em juros

compostos durante 4 meses. Logo, substituindo na férmula de juros compostos, temos
M = 2662 (1+0,1)* = 3897, 43

Em seguida, temos um capital Cy = R$ 2000, 00, & mesma taxa anteriormente mencionada.

Para determinar o periodo de aplicagao n, em meses, substituimos novamente na férmula
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de juros compostos. Dai, temos

3897,43 = 2000-(140,1)"
log1,9487

"= log1,1

Portanto, a resposta da questao é a letra b).

Exzemplo 5.3.12. (CESPE 2018, Orgdao: TCE-PB, Prova: Auditor de Contas Publi-
cas) Um banco emprestou R$ 200.000, 00, entregues no ato, sem prazo de caréncia. O
empréstimo foi quitado pelo sistema de amortiza¢ao constante (SAC) em 20 prestagoes
semestrais consecutivas.

Nessa situacao, se a taxa de juros do empréstimo foi de 1,5% ao semestre, entao o valor
da quinta prestacao, em reais, foi de

a) 12 400

b) 13 000

c¢) 10 000

d) 11 650

e) 12 250

Solugcao: As informagoes nos fornecem a divida Dy = 200 000, 00 reais, o periodo n = 20
semestres, a taxa i = 1,5% ao semestre e o sistema de amortizacao em que a divida foi

quitada, o SAC. Precisamos determinar o valor da quinta prestacao Ps;. Pelo SAC, a

200000

20
temos que encontrar primeiro os juros incidentes sobre a quinta parcela, que chamaremos

amortizagao A é constante e é dada por A = = 10000. Para determinarmos Ps

de J5 e é dado por J5 =1 - Dy, onde Dy é o valor da divida ap6s paga a quarta prestagao.
20 —4
A saber, Dy = 50 200000 = 160000. Dai, segue que

Js = 0,015 - 160000 = 2400.

Portanto, temos que
Ps = A+ J; = 10000 + 2400 = 12400.

Concluimos que o valor da quinta prestacao foi de R$ 12 400, 00, ou seja, a resposta da
questao é a letra a).

Exzemplo 5.3.13. (Cesgranrio 2018, Orgdo: Transpetro, Prova: Economista Junior)
Uma divida no valor de 20 milhoes de reais foi dividida, em janeiro de 2018, em duas
parcelas anuais postecipadas, sendo a primeira no valor de 12 milhoes de reais, com
vencimento em janeiro de 2019, e a segunda de 14,4 milhoes de reais, com vencimento
para janeiro de 2020.

Nessas condigoes, a taxa anual cobrada no financiamento dessa divida, no regime de juros

compostos, foi de

a) 2%
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b) 10%
c) 12%
d) 20%
e) 22%
. 12 14,4 , 5
Solugao: Temos, 20 = - + —, fazendo x = 1 + 4, fica 202° — 12z — 14,4 = 0.
1+7  (1414)?

Resolvendo esta equagao obtemos x = 1,2 como a tnica raiz real positiva. Logo, segue
que

r = 1+1

1,2 = 141
1 = 0,2

Portanto, a resposta da questao é a letra d).

Exemplo 5.3.1/4. (Cesgranrio 2018, Orgdo: Petrobras, Prova: Técnico de Administracio
e Controle Junior) Uma empresa avalia uma proposta de investimento, que promete pagar
20% ao ano, no regime de juros compostos. Ela pretende fazer un tnico investimento em
jan/2019, para realizar dois resgates no futuro, sendo o primeiro, em jan/2020, no valor
de 120 milhoes de reais, e o segundo, de 720 milhoes de reais, em jan/2021.

Assim, o valor minimo a ser investido pela empresa, em milhdes de reais, que garante os

dois resgates, ¢ igual a

a) 528
b) 583
¢) 600
d) 672
e) 700
Solugcao: Seja V o valor minimo a ser investido pela empresa, temos
120 720
Vo= 1502 Tixo.2p
V= 600.

Logo, a resposta da questao ¢é a letra c).

Exemplo 5.3.15. (Cesgranrio 2015, Orgdo: Banco do Brasil, Prova: Escriturario)
Arthur contraiu um financiamento para a compra de um apartamento, cujo valor & vista
¢ de 200 mil reais, no Sistema de Amortizacao Constante (SAC), a uma taxa de juros
de 1% ao més, com um prazo de 20 anos. Para reduzir o valor a ser financiado, ele dara
uma entrada no valor de 50 mil reais na data da assinatura do contrato. As prestagoes
comecam um meés apos a assinatura do contrato e sao compostas de amortizagao, juros
sobre o saldo devedor do més anterior, seguro especial no valor de 75 reais mensais fixos

no primeiro ano e despesa administrativa mensal fixa no valor de 25 reais. A partir dessas



CAPITULO 5. MATEMATICA FINANCEIRA NO COTIDIANO 54

informagoes, o valor, em reais, da segunda prestacao prevista na planilha de amortizacao
desse financiamento, desconsiderando qualquer outro tipo de reajuste no saldo devedor
que nao seja a taxa de juros do financiamento, é igual a

a) 2087, 25

b) 2218, 75

c) 2175,25

d) 2125,00

e) 2225,00

Solugao: O valor financiado foi de 150 mil reais. Como no SAC a amortizagao A é

constante, temos que A = = 625 reais. Os juros no segundo més serao de
J =0,01-149 375,00 = 1493, 75 reais. Acrescentando-se os valores do seguro especial e
despesa administrativa, o valor da segunda prestacao sera de 625,00 + 1493, 754 75, 00 +
25,00 = 2218, 75 reais.

Logo, a resposta da questao é a letra b).

5.4 Setores de Empreendimento

A matematica financeira é essencial para o gestor administrar com éxito seu
negocio, é ela que vai lhe oferecer subsidios, por exemplo, para gerenciar o fluxo de caixa,
controlar a folha de pagamento, corte de despesas, avaliagao de margem de lucro, etc. O
controle das finangas é um dos grandes desafios de um empreendedor.

A importancia da matematica financeira para o setor de empreendimento é no-
tavel, por isso, atualmente, a disciplina matemdtica financeira esta presente na grade
curricular da maioria dos cursos de Administracao de Empresas e Contabilidade, além
da existéncia de varios cursos independentes abordando este assunto. O uso eficaz da
matemaética financeira em uma empresa minimiza custos e maximiza lucros.

Vejamos a seguir situacoes cotidianas onde a matemética financeira ajuda o em-

preendedor a tomar decisoes que melhorem o seu negocio.
Exemplo 5.4.1. Uma dona de salao de beleza pretende melhorar suas instalacoes, para
isso, quer realizar o servigo de climatizacao do salao. No entanto, para cobrir as despesas,
ela precisaré fazer reajustes nos pregos dos servigos oferecidos. Com receio desse reajuste
inflacionar os pregos e afastar a clientela, ela pensa em fazer o reajuste de modo que cubra
suas despesas e que nao cause uma grande inflacao nos precos. Como fazer isto?

Com as informagoes de fluxo de caixa, pode-se calcular o percentual de reajuste
dos precos, para isso, precisamos de alguns dados. A dona do salao verificou que o custo
com o aparelho de ar-condicionado e com a mao-de-obra seria de R$ 2100, 00, além disso,
os gastos com a conta de luz aumentaria em torno de R$ 50,00 por més. Ela pretende
cobrir esses gastos em 6 meses, sabendo que o lucro médio do salao de beleza ¢ de R$

3400, 00 mensais, ela quer saber, qual o percentual de reajuste dos precos nos servigos
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oferecidos para que sejam atendidas as condi¢oes anteriores?

Nos proximos 6 meses as despesas mensais do saldo aumentarao em (2100/6) +
50 = 400 reais. Portanto, o reajuste tem que cobrir esse aumento de despesa. Como o
lucro médio do salao ¢ de R$ 3400, 00 mensais, seja i a taxa de reajuste mensal, usando

a formula de juros compostos, temos

3800 = 3400 - (1 +4)!
0, 1176.

Q

?

Portanto, o percentual médio de reajuste dos pregos dos servigos ofertados no salao sera
de, aproximadamente, 11,76%. Em termos praticos, a dona do salao verificou que esse
reajuste era cabivel, por exemplo, o preco do corte de cabelo masculino, hoje custa R$
12,00 e apos reajustado passard a custar R$ 13,41. Ja o preco do corte de cabelo femi-
nino, que hoje custa R$ 18,00 passara a custar R$ 20, 10.
Ezxemplo 5.4.2. Um dono de bar e restaurante deseja aumentar o fluxo de mercadorias
do seu negocio. Para isto, pretende investir na compra da cerveja de 300 ml, por ser um
produto com alto indice de venda. Para aumentar suas compras ele ird fazer um emprés-
timo no valor de R$ 2000, 00, a uma taxa de juros de 4% ao més, para ser quitado apos
trés meses. O dinheiro do empréstimo sera investido na compra da cerveja de 300 ml.
Sabendo que o empresario compra a cerveja por R$ 1,90 e vende por R$ 2,50, conside-
rando que ele vendera todas as unidades compradas, deseja-se saber, se é vantajoso fazer
esse empréstimo.

Apo6s trés meses o empresario terd que pagar o montante M = 2000-(1+0,04)% =
2249, 73 reais pelo empréstimo. Com R$ 2000, 00 ele comprara, aproximadamente, 1052
unidades da cerveja. Cada unidade lhe d4 um lucro de R$ 0, 60 reais. Logo, com a venda
de todas as unidades compradas, ele tera um lucro de 0,6 - 1052 = 631, 20 reais. Isso
mostra que o empréstimo é vantajoso, pois, ele pagard R$ 249,73 de juros e lucrara R$

631,20 com as vendas.

5.5 Planejamento Financeiro Familiar

Nesta secao discutiremos como a matemaética financeira pode ajudar no controle
das financas de uma familia para que esta nao venha a se encontrar em situacao de
endividamento.

Sao intmeras as despesas de uma familia, como impostos, alimentacao, lazer,
possiveis financiamentos ou empréstimos, contas de agua, luz, etc. Para um controle
financeiro eficaz é importante termos uma planilha para controle de gastos, na qual deve
constar todo e qualquer débito ou crédito, para que se tenha a exata nocao de como o

dinheiro esta sendo usado. E nesse ponto que a matemaética financeira pode ser aplicada
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para analisar as melhores condi¢oes de pagamento de débitos a fim de minimizar eventuais
juros.

Vejamos a seguir uma situagao em que o planejamento financeiro pode evitar
problemas.
Ezxemplo 5.5.1. Para viajar no fim do ano, uma familia fard um planejamento financeiro.
Ela dispoe de um capital de R$ 12 000,00 e pretende depositar esse dinheiro em um
fundo de investimento, de modo que, o juro obtido cubra as despesas da viagem. Feito
o orcamento, verificou-se que serao gastos R$ 1 500,00 com essa viagem. O resgate do
valor ocorrerda 6 meses depois do depodsito que sera efetuado em junho. Para obter éxito
no planejamento, qual deve ser a taxa de juros minima do fundo de investimento que eles
devem escolher?

Nessa situacao, temos um capital de R$ 12 000, 00 e queremos que, apos 6 meses,
esse capital obtenha um juro de R$ 1 500, 00, ou seja, apos 6 meses, o montante deve ser
de R$ 13 500,00. Precisamos descobrir qual taxa de juros dara esse retorno. Aplicando

as informacoes na féormula de juros compostos, temos

13500 = 12000 - (1 +1)°
i ~ 0,0198.

Portanto, o capital deve ser aplicado em um fundo de investimento que tenha uma taxa
de juros de, no minimo, 1,98% ao més.

A matematica financeira pode ajudar no planejamento financeiro familiar em
situacoes mais simples, como, por exemplo, nas compras do supermercado. Vejamos a
seguinte situacao.

Ezxzemplo 5.5.2. Quando vamos ao supermercado devemos ter uma lista adequada as
nossas finangas para que tenhamos os produtos dos quais necessitamos sem que fiquemos
endividados. E sempre bom termos uma calculadora em maos para nos ajudar a controlar
o valor final da compra e a fazermos algumas comparagoes interessantes. Por exemplo, se
x e y sao marcas distintas da mesma mercadoria e uma unidade da marca x custa R$ 6, 00
enquanto uma unidade da marca y custa R$ 9,00, mas = tem 300 gramas e y tem 500
gramas, fazendo alguns célculos percebemos que 1 grama de x custa R$ 0,02, enquanto,

1 grama de y custa R$ 0,018. Ou seja, a opcao pelo produto y ¢ mais vantajosa.

5.6 Matematica Financeira Usando Tecnologias Digitais

Vivemos em uma sociedade em constante transformacao. O uso da informaética
tem adquirido importancia cada vez maior no dia a dia, nos mais diversos setores. Pode-
mos encontrar nas plataformas digitais aplicativos referentes a varios assuntos.

Quanto & matematica financeira, existem aplicativos que podem auxiliar nos cél-



CAPITULO 5. MATEMATICA FINANCEIRA NO COTIDIANO 57

culos servindo, em particular, ao professor em sala de aula.

Abordaremos aqui, em particular, o aplicativo Calculadora de Juros (Calfi). Esse
aplicativo, disponivel para android e 10S, efetua célculos com juros simples (nao abordado
nesse trabalho), juros compostos, anélise de taxas de financiamentos imobiliarios, boletos
bancérios, cartao de crédito, entre outros.

Observe a Figura 7 a seguir, onde é mostrado o menu do aplicativo, com as op¢oes

de calculo.

Figura 7: Menu do aplicativo Calculadora de Juros.

Juros simples

Taxa equivalente

Tabela price

Price

SAC

SAA

Casas decimais

Gesto

Fonte: Autor.

Vamos refazer alguns calculos ja vistos neste trabalho utilizando o aplicativo
Calculadora de Juros para constatar a sua utilidade.
Exemplo 5.6.1 Vamos resolver o Exemplo 5.2.5 usando o aplicativo. Para isso, basta ir
no menu e escolher a opgao Juros Compostos. Ira aparecer os campos J (juro), FV (Valor
Futuro), PV (Valor Presente), n (Periodo, onde ¢ escolhido a unidade de tempo) e i (Taxa
de Juros). Recordemos que, no Ezemplo 5.2.5, pede-se a taxa de juros do adiantamento
do 13° salario dados o Valor Presente, o Valor Futuro e o Periodo. Colocando os dados

no aplicativo, temos o resultado, como mostra a Figura § a seguir.
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Figura 8: Calculo da taxa de juros do Fxemplo 5.2.5.

=  Juros compostos

166.69
966.69
800.00

5

i=(FV/PV)1/n-1

i =(966.69 / 800.00) /5-1
i=1.20836292-1
i=1.038579-1

Fonte: Autor.

Vejamos outro exemplo.
Exemplo 5.6.2 Vamos agora resolver o Fxemplo 4.2.2 usando o aplicativo. No menu,
escolhemos a op¢ao Tazxa Equivalente. Ira aparecer o campo para se colocar a taxa que
se deseja converter em outra. Lembremos que no Exemplo 4.2.2 queriamos calcular qual
a taxa anual equivalente a 5% ao més. Colocando os dados no aplicativo, obtemos a

resposta. Veja a Figura 9 a seguir.

Figura 9: Calculo da taxa equivalente do Ezemplo 4.2.2.

<  Taxa equivalente

5
79.585633

O Juros simples

Juros compostos

1+iaa=(1+iam)!2
1+iaa=(1+005)"?
1+iaa=105"2

1+iaa=1.795856
ia.a=1.795856-1
i a.a=0.795856 (*100)

Fonte: Autor.
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O aplicativo Calculadora de Juros também é muito tutil para fazer as planilhas
de amortizagao de um financiamento.
Ezxemplo 5.6.3. Vejamos como fazer a planilha de amortizagao do Fxemplo 4.4.5. Basta
ir no menu e escolher a opgao SAC. Ira aparecer os campos PV (Valor Presente), n
(Tempo do Financiamento) e i (Taxa de Juros). Colocando os dados, o aplicativo fornece

a planilha de amortizacao. Veja a Figura 10 a seguir.

Figura 10: Planilha de amortizacao do Exemplo 4.4.5.

Sistema de Amortizagdo Constante

Prestacdo Juros Amortizagao

N

0 - o o
1 240.00 40.00 200.00
2 232.00 32.00 200.00
3
4
5

224.00 24.00 200.00
216.00 16.00 200.00
208.00 8.00  200.00

Fonte: Autor.



6 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho visa mostrar a importancia da matemaética financeira na vida
de qualquer pessoa, através da aplicacao em situagoes cotidianas.

O nosso trabalho fornece meios para que os leitores possam identificar situagoes
em que estao sendo lesados financeiramente por institui¢oes financeiras ou estabelecimen-
tos comerciais.

E relevante comentarmos sobre o estudo da matemaética financeira nas escolas.
Infelizmente, ainda nao é dada a importancia devida a este assunto na educacao béasica,
principalmente no ensino fundamental, o que pode ser verificado fazendo-se uma anélise
na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) do ensino fundamental. Nela, notamos
mencao a matemética financeira apenas como uma aplicacao de porcentagem, como po-
demos ver na redacao das seguintes habilidades 14 encontradas:

HABILIDADE (EF06MA13): Resolver e elaborar problemas que envolvam
porcentagens, com base na tdeta de proporcionalidade sem fazer uso da "re-
gra de trés", utilizando estratégias pessoais, cdlculo mental e calculadora, em
contextos de educacao financeira, entre outros.

HABILIDADE (EF07MAO2): Resolver e elaborar problemas que envolvam
porcentagens, como os que lidam com acréscimos e decréscimos simples, uti-
lizando estratégias pessoais, cdlculo mental e calculadora, em contextos de
educacao financeira, entre outros.

HABILIDADE (EF09MAO05) : Resolver e elaborar problemas que envolvam
porcentagens, com a tdeia de aplicacao de percentuais sucessivos e a deter-
minac¢ao das taxas percentuais, preferencialmente com o uso de tecnologias
digitais, no contexto da educagao financeira.

Esse fato é preocupante, pois mostra que os conteidos bésicos de matematica
financeira s6 serao apresentados aos alunos no ensino médio. Além disso, o INEP divulgou
em 2016 uma pesquisa mostrando que a taxa de evasao escolar no 9° ano do ensino
fundamental entre os anos de 2014 e 2015 foi de 7,7%. Esse nimero, mostra que muitos
jovens nao terao a oportunidade de aprender na escola nem mesmo os contetidos basicos
de matematica financeira.

Diante disso, defendemos que a matematica financeira deveria ser estudada com
mais énfase no ensino fundamental, pois desde crianca todos nés ja temos contato com
o dinheiro e com situagoes financeiras, assim, os ensinamentos dos termos financeiros de-
veriam ser abordados com maior importancia em nossas escolas, proporcionando que o
jovem cresca educado financeiramente. Quanto a isso Kiyosaky e Lechter em [12]| afirma
que "temos que ensinar aos jovens as habilidades académicas e financeiras de que preci-

sarao nao s6 para sobreviver, mas para desenvolver-se no mundo com que se deparam".
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As situacoes e exemplos aqui abordados foram escolhidos por retratarem situ-
acoes do dia a dia de muitas pessoas, por isso, foram necessérias pesquisas em bancos,
institui¢oes financeiras, lojas, postos de combustivel, entre outros locais. Cabe ressal-
tar que todas as situagoes e exemplos mostrados no capitulo 5 sao reais, produtos dessa
pesquisa.

Esperamos que ao concluir a leitura deste trabalho os leitores fiquem curiosos e
instigados a se aprofundarem no assunto, fazerem novos estudos sobre o tema e descobri-
rem novas aplicacoes. A matematica financeira, por ser presenca constante no meio social
e econdmico, proporciona um leque de opgoes de estudo, inclusive aplicagoes interdisci-

plinares, podendo o leitor buscar esses novos horizontes.



1]

2|

3]

4]

5]

6]

7]

8]

9]

[10]

REFERENCIAS

Aprova Concursos, Questoes sobre Matematica Financeira em Con-
cursos. Disponivel em: https:/ /www.aprovaconcursos.com.br/questoes-de-
concurso/questoes/disciplina/Matem%25C3%25A 1tica+Financeira/assunto/9.1.+
Sistema-+de-+amortiza%25C3%25A7%25C3%25A30+constante+%2522S AC%2522.
Acesso em: 10 de Setembro de 2018.

Assaf Neto, A. Finangas corporativas e valor. 2% edi¢ao. Atlas. Sao Paulo, 2005.

Assaf Neto, A. Matematica Financeira e Suas Aplicagoes. 12* edigao. Atlas.
Sao Paulo, 2012.

BOYER, C. B. Historia da Matematica, Revista por Uta. C. Merzbach: Traducao
Elza F. Gomide.- 2. ed. Sao Paulo: Edgar Blucher, 1996.

Brasil, Banco Central do, Origem e evolugao do dinheiro. Disponivel em:

http://www.bcb.gov.br/htms/origevol.asp. Acesso em: 08 de maio de 2018.

Brasil, Ministério da Educacao, Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educaci-
onais Anisio Teixeira (INEP), Matriz de Referéncia ENEM. Brasilia, 2017.

Brasil, Governo Federal, histéria das cédulas e moedas nacionais. Disponi-
vel em: http://www.brasil.gov.br/governo/2009/11/conheca-a-historia-das-cedulas-

e-moedas-nacionais. Acesso em: 16 de agosto de 2018.

Brasil, Ministério da Educacao, Base Nacional Comum Curricular do Ensino
Fundamental. Brasilia, 2017.

Brasil, Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Tei-
xeira (INEP), Divulgagao de dados inéditos sobre fluxo escolar
na educagao basica. Disponivel em: http://portal.inep.gov.br /artigo /-
Jasset _publisher/B4AQV9zFY7Bv/content /inep-divulga-dados-ineditos-sobre-

fluxo-escolar-na-educacao-basica/21206. Acesso em: 26 de agosto de 2018.

Dias, André George Morais. Matematica financeira no ensino béasico: uma
abordagem voltada para o financiamento, crédito e consumo consciente.
Dissertacao de Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional (PROF-
MAT). Universidade Federal do Estado do Amapé - UNIFAP. Macapa: UNIFAP -
PROFMAT, 2017.



REFERENCIAS 63

[11] Gomes, Carlos Roberto Bastos. Matematica Financeira: Imposto de renda,
Sistemas de Amortizacao e outras Aplicagoes - Analise Quantitativa e
Qualitativa. Dissertacao de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Na-
cional (PROFMAT). Universidade Federal da Bahia - UFBA. Salvador: UFBA -
PROFMAT, 2018.

[12| Kiyosaky, R. T.; Lechter, S. L. Pai rico, pai pobre. Editora Elsevier, Rio de Janeiro
(2000).

[13] Lima, Elon L.; Carvalho, Paulo C. P; Morgado,Augusto C.; Wagner, Eduardo. A
Matematica do Ensino Médio, volume 1. Editora SBM, Rio de Janeiro (1996).

[14] Lima, Elon L. Nimeros e Fungoes Reais. Colecato PROFMAT. 1* Edigao. Editora
SBM. Rio de Janeiro (2014)

[15] Lima, Elon L.; Carvalho, Paulo C. P.; Wagner, Eduardo; Morgado, Augusto César.
Temas e Problemas Elementares. 2* Edigao. Editora SBM, Rio de Janeiro (2006)

[16] Matias, Roberto Fernandes. Matematica Financeira no Ensino Médio: Edu-
cando para a Vida. Dissertacao de Mestrado Profissional em Matemaética em
Rede Nacional (PROFMAT). Universidade Federal de Goias - UFG. Goiania: UFG
- PROFMAT, 2018.

[17] Morgado, Augusto C.; Wagner, Eduardo; Zani, Sheila. Progressoes e Matematica
Financeira. 6* Edigao. Editora SBM, Rio de Janeiro (2015).

[18] Morgado, Augusto C.; Carvalho, Paulo C. P. Matematica Discreta. Colecao
PROFMAT. 2* Edigao. Editora SBM, Rio de Janeiro (2015).

[19] Petrobras, Precos médios de diesel e gasolina as distribuidoras sem tributos.
Disponivel em: http://www.petrobras.com.br/pt/produtos-e-servicos/composicao-
de-precos-de-venda-as-distribuidoras/gasolina-e-diesel /. Acesso em: 15 de julho de
2018.

[20] Pontes, Luis Fernando de. A Importancia da Matematica Financeira na For-
macao de Cidadaos. Dissertagao de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT). Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul - UEMS. Dou-
rados: UEMS - PROFMAT, 2017.

[21] Qconcursos, Questoes de matematica financeira em concursos. Disponivel em:

http://www.qconcursos.com. Acesso em: 11 de julho de 2018.

[22] Sistema de Protegao a0 Crédito (SPC). Disponivel em:
https://www.spcbrasil.org.br/pesquisas/pesquisa/5365. Acesso em: 11 de Ou-
tubro de 2018.



