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Resumo

Este trabalho traz um estudo introdutério sobre sistemas dindmicos unidimensionais
discretos. Abordamos os conceitos iniciais para o estudo de sistemas dinamicos, tais
como, as nocoes de orbitas, ponto fixo e de ponto periddico. Além disso, estudamos
o comportamento dinamico de uma familia a um parametro de funcoes quadraticas
que, surpreendentemente, apresenta comportamentos muito distintos para diferentes
parametros. Encerramos nosso trabalho com uma pequena discussao sobre o calculo
de raizes de uma equacao através de iteracoes, em especial apresentamos o método de

Newton como um desses métodos.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos, familia quadratica, iteracao de funcoes, método
de Newton. .



Abstract

This work presents an introductory study on discrete one-dimensional dynamical
systems. Weapproached the initial concepts for the study of dynamical systems, such
as the notions of orbits, fixed point and period point. In addition, we study the dy-
namical behavior of an one-parameter family of quadratic functions that, surprisingly,
presents very different behaviors for different parameters. We finish our work with
a small discussion about the root calculation of an equation through iterations, in

particular Newton’s method is one of these methods.

Keywords: Dynamical systems, quadratic family, iteration of functions, Newton
method.
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Introducao

Um Sistema Dinamico Discreto consiste de um conjunto de estados possiveis, jun-
tamentecomumaregraquedeterminaoestadopresenteem termosdoestadopassado,
cujo estado s6 muda durante os instantes {to, t1, ...}, ou seja, o sistema faz exame do
estado atual com a entrada e atualiza a situacdo produzindo um estado novo com a
saida. Da origem do sistema, teremos em vista todas as informacoes necessarias assim
que a regra for aplicada.

A Equacao de evolucdao permite calcular o estado Xn+1, num instante tn.s, a
partir do estado Xn, no instante anterior X,+1 = F(X,) onde F(X) e uma funcao
conhecida. Dado um estado inicial Xy, aplicacdes sucessivas da funcdo F permitem
obter facilmente a sequencia de estados X,. Em alguns casos pode ser possivel obter
uma expressao geral para X, em fungdo de n.

Citamos como uma aplicacao simples, a funcao f(x) = 2x, é uma regra que atribui
a cada nimero X o seu dobro. Este é um modelo matematico simples. Poderiamos
imaginar que x denota a populacdo de bactérias em uma cultura de laboratoério e que
T (X) denota a populacao de uma hora a outra. Se a cultura tem uma populacao inicial
de 10.000 bactérias, depois de uma hora havera f(10.000) = 20.000 bactérias, depois
de duas horas havera f(f(10.000)) = 40.000 bactérias e assim por diante.

No paragrafo anterior, discutimos um sistema dindmico simples cujos estados sao

n’veis populacionais, que mudam com o tempo sob a regra X, = f (Xn-1) = 2Xn-1.
Aqui, a variavel n significa tempo, e X, designa a populacdo no tempo n. Nbs vamos
exigir que aregra seja determinista, o que significa que podemos determinar o estado
atual (populacdo, por exemplo) a partir unicamente dos estados passados. Nenhuma
aleatoriedade é permitida em nossa definicao de um sistema dinamico deterministico.
O modelo matematico anterior nao é realista para descrever o crescimento
populacional sobre recursos limitados. E necessério acrescentar o que se convencionou
chamar de suporte da populacdo, o qual representa um valor de saturacdo. Ele é obtido
a partir do modelo logistico a seguir: Xn+1 = Xn + a(S = Xn)Xn, com Xo dado. Onde S é
o suporte. O suporte S serve para tornar o modelo realista com relacdo a efeitos como

a morte e a limitacao natural da espécie, claro que ainda assim desprezam-se fatores



tais como:canibalismo, dedetizacdo, dentre outros.

Este modelo é valido também para descrever o espalhamento de doencas infecciosas.
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Figura 1: Modelo Realista de Bactéria.

Outro exemplo, num sistema dinamico discreto de dimensao superior é um problema
como o da populacdo de besouros num dado momento, cujo objetivo € entender a
dinamica das populacdes dos besouros e outros insetos.

Como uma maneira de aprender sobre a fisiologia destes insetos. Uma aplicacao
comercial de estudos populacionais é o desenvolvimento de estratégias de controle po-
pulacional, por exemplo, um grupo de pesquisadores estudou a flutuacao populacional
do besouro na farinha. A larva passa duas semanas para sair para o estado de pupa
e mais duas semanas para se tornar um besouro adulto, desta forma os pesquisado-
res tomaram um modelo discreto de trés populacdes distintas, para as larvas, pupa e
adultos respectivamente, L, Pre A:.

I—t+1 = bAt

Pt1 = Le(1 — )
At = Pi(1 = pp) + Ad(1 = Ha)

Onde b é a taxa de nascimento da espécie (o nimero de larvas por adulto, em cada
unidade de tempo) e W, Up , Ha Sa0 as taxas de morte da larva, pupa e adulto respecti-
vamente. Chamamos um mapa discreto de trés variaveis ou mapa tridimensional, pois
o estado da populacao em um dado momento é especificado por trés nimeros L;, P; e
At

Outra aplicacdo é o produto interno bruto (PIB) de um pais no instante k é dado
por Pr. Suponha que o PIB seja fun¢ao do consumo interno Ck, do investimento I,



dos gastos realizados pelo governo G e do balanco entre exportacoes e importacoes

Bx, produzindo:

Pr = Ck + lx + Gk + Bg

Considere que o consumo interno Ci+; € uma fracao a (a ¢ R) de Px.
Considere que o investimento lx+; ¢ uma fracdo S (B8 ¢ R) do que deixou de ser
consumido entre dois periodos consecutivos, ou seja, Cx+1 = Ck. Com isso, obtém-se o

seguinte modelo matematico:
Pri1= Cre1 + lgr1 + Gpar + B

Pi+1= aPk + B[Ck+1 —Ck] + Gi+1 + Brs1
Prs1 = a(1 = B)Pr — afPk-1 = Gik+1 + Bis1

Este trabalho esta dividido em trés capitulos da seguinte forma.

No cap’1tulo 1 estudamos os conceitos fundamentais para o estudo de sistemas
dindmicos tais como: a representacao grafica de um sistema dinamico unidimensional,
a orbita de um ponto, pontos fixos e periodicos e sua classificacdo quanto a hiperbolici-
dade. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram York[8], Von Zuben[7],
Villate[6] e Jesus[5].

Ja no capitulo 2 estudamos a familia quadratica que é uma familia a um parametro
i de modelos simplificados de uma populacdo no qual um dos principais objetivos é
entender o que ocorre quando variamos o parametro . Tal estudo tem como referéncias
Devaney[3], Bocker[1] e Hernandez[4].

Finalmente no Capitulo 3, analisamos os sistemas dinamicos aplicados em métodos
numéricos para obtencao de raizes de uma equacao, o que é realizado através da simples
iteracdo de um sistema dinamico adequado que converge para algum ponto fixo e
verificamos que o método de Newton € um desses sistemas iterativos. Aqui utilizamos

como principal referéncia Hernandez[4].



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

Unidimensionais Discretos

Um sistema dinamico discreto unidimensional é uma funcdo F : A — A onde A é
um subconjunto de R.

A evolucao do sistema dinamico F a partir de um estado inicial xo € A é obtida
aplicando-se sucessivamente a funcdo F ao estado inicial Xy 0 que nos da a sequéncia
{Xo, X1 = F (X0), X2 = F ’(X0), . . ., Xn = F 2(xo)}, . . . ondeF"=|§iF‘ob.ioE.x

n vezes
A Equacao de evolucao do sistema dinamico F é dada a partir de X, por

Xn+1 = F (Xn). (1.1)

Note que tal sistema é dito discreto, pois estamos observando seu estado em tempos
discretos n = 0,1, 2, ....

O Conjunto O(Xo) = {Xo, F (Xo), F*(Xo), ...} é chamado de érbita do ponto Xo.

Exemplo 1: Encontre os primeiros 4 termos da evolucido do sistema Xp+1 =
cos(Xn), com estado inicial xg = 2.

Resolucao: Aplicando a equacao de diferencas trés vezes, obtemos os quatro pri-
meiros termos na sucessao: {2;0.99939; 0.99984; 0.99984}.

1.1  Analise Grafica

Uma forma grafica de representar a evolucao do sistema consiste em desenhar um
ponto para cada passo na sequéncia, com abcissa igual ao indice n e ordenada igual a xn.
Exemplo 2: Usando a variavel X com F(X) = cos(x), com valor inicial Xo = 2.

Obtemos o grafico de evolucdo dos primeiros 20 termos:
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Figura 1.1: Evolucao de Xn+1 = cos(Xn) com Xy = 2.

Uma outra forma de representar é o diagrama de degraus consiste em representar
as funcoes y = F (x) e y = X, e uma série alternada de segmentos verticais e horizontais
que unem os pontos (Xo, Xo), (Xo, X1), (X1, X1), (X1, X2), etc. A principal vantagem na

representacado pelo diagrama de degraus é que torna possivel saber quando uma

sequéncia converge ou diverge e qual o valor para onde converge.

Por exemplo, a figura 1.2 mostra o diagrama de degraus para o caso da sequéncia

representada na figura 1.1.
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Figura 1.2: Diagrama de degraus para X,.; = cos(X,) com X = 2
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1.2 Pontos Fixos

Definicdo 1.1. Um ponto X' no dominio de F é denominado um ponto de equilibrio
ou ponto fixo da equacdo (1.1) quando a partir dele nao ocorrem variacoes do estagio
n para o estagio n + 1, isto é, quando

Xn+1 = Xn= X", paratodon=ng, ne Z* (1.2)
ou seja, € a solucao constante de (1.1).

Teorema 1.1. Um niimero X é um ponto de equilibrio de (1.1) se, e somente se,
X" =F (x").

Demonstragdo. (=) Como X é um ponto de equilibrio, a sequéncia constante Xn.1 =
Xn = X , para todo n € N é uma solucao de (1.1). Assim, X' = Xp+1 = F(Xn) = F(X').
(<) Reciprocamente, suponhamos que Xo = X', provemos que a sequéncia constante (X',
X ,X,...) & solucdo do sistema. Como Xo = X obtemos X; = F(xp) = F(X') =X,
por hipotese; x; = F(x;) = f(X') = X', por hipotese. Assim, sucessivamente,
teremos que X, = F(Xn-1) = F(X') = X' . Logo, a solucdo X, € a sequéncia constante
(X',x,x,..) e portanto, X' é um ponto de equilibrio de (1.1). ]

Note que se um valor X' € um ponto de equilibrio de um sistema, entdo cada termo
subsequente é igual a X' .

Exemplo 3: Seja a equacdo Xn+1 = F(Xn), onde F(X) = x3. Para encontrarmos
os pontos fixos dessa equacdo faremos F(Xx') = X' , ou seja, (X )® = X' . A solucdo
dessa equacdo sdo os pontos de equilibrio: x; = -1, X, = 0 e X3 = 1, conforme mostra a

figura1.3.
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Figura 1.3: Xns1 = X°, e seus trés pontos de equilibrio: X =-1, X =oex =1
Exemplo 4: Seja a equagdo Xn+1 = 5- 5 , onde F(x) = 5~ °. As solugdes

F(X') =5- 2 sdo os pontos fixos: X, = 2 e X; = 3, como mostra a figura 1.4.

|
[
y=x !
[
|
[

6
Xn

Figura 1.4: Xps1 =5 — e seus dois pontos fixos: X" =2ex" =3.

Alguns exemplos elementares de sistemas dinamicos discretos sdo a progressao
aritmética e a progressao geométrica como destacaremos abaixo.
Denominamos de progressao aritmética uma sequéncia definida da seguinte forma:

ap,=a;+(n-r,



1. Sistemas Dinamicos Unidimensionais Discretos

onde a, € o enésimo termo da progressao e r é a razao da mesma.

Denominamos de progressao geométrica uma sequéncia definida da seguinte forma:
a, = aq" ",

Onde an € o enésimo termo da progressao e g € a razao da mesma.

Note que a progressao aritmeética de razao r e primeiro termo igual a a; é a evolucao
do sistema dinamico f (x) = x+r evoluida a partir de Xo = a; e a progressao geométrica
de razdo q e primeiro termo igual a a; é a evolucdo do sistema dinamico g(x) = gXx,
comecando com Xg = aj.

1.3 Ponto Fixo Hiperbdlico

Definicao 1.2. Seja F um difeomorfismo e x um ponto fixo de F. Dizemos que X é
um ponto fixo hiperbélico se [F/(x)| = 1. Se [F/(x)| < 1 dizemos que esse ponto fixo &
um atrator, e se [f/(x)| > 1 dizemos que é um ponto fixo repulsor. Um ponto fixo com

derivada igual a 1 ou -1 € dito nao-hiperbdlico.

Definicdo 1.3. Seja F : X — X uma aplicacgdo, e seja X' € X tal que F(x') = X', ou
seja, X' € um ponto fixo de F(x). Entao:

(I x é um ponto fixo estavel se para todo s > 0 existe § > 0 tal que se x € X e
[Xx-X'| <9, entdao |[F*(x) - x| <s para todone Z*.

Quando isto nao ocorre, X' se chama ponto fixo instavel.

(IT) X' se diz ponto fixo atrator se existe um naimero real n > o tal que

X =Xx"|<n=IlimFx)=x".

(III) X' se chama assintoticamente estavel se é ao mesmo tempo estavel e atrator.
Caso exista s > 0 tal que para todo x f= X", exista algum n € Z*tal que |F *(x) -
X | > s, entdo o ponto fixo é repulsor.

Teorema 1.2. Seja F : X — X uma func¢do diferencidvel e F'(x) continua (F de
classe C') . Entdo:

(D Se X' é um ponto fixo de F(x) com |F'(X')| < 1, entdo X ¢é assintoticamente
estavel. Logo as iteracoes de F na vizinhanca do ponto fixo convergem para ele, ou
seja, existe uma constante 0 < A < 1 tal que |F "(x) — X" | < An|x = X" | para todo n ¢
Z" e para todo x € X suficientemente proximo de X .

(ID) Se X' é um ponto fixo de F(X), tal que para todo x f= X' temos |F'(x) -x'| > 1,
entdo X' é um ponto fixo repulsor de F.
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Demonstracdo. (I) Suponhamos X intervalo aberto e [F'(X')] < A < 1 para algum
A > 0. Entdo pela continuidade de F'(x) existe um intervalo aberto | ¢ X tal que
IF'(X)| <A < 1paratodox ¢ I. Pelo Teorema do Valor Médio existeum c ¢ I que

satisfaz
X = X*

de modoque
IFO) =X [ =[F@Ix=X" | <Alx=x"|

ou seja, F(x) esta mais proximo de X' do que esta x.
Repetindo o processo para F (x) no lugar de X, e assim sucessivamente, temos:

IF2(¢) = X" | < A%x = X", ..., |F 2(X) = X" | < Anfx = X"

E como A" — 0, quando n — « se conclui que F (x) — X* quando n — .
Portanto, X' é estavel e atrator, ou seja, assintoticamente estavel.

(I1) Suponhamos agora que 1 < A < |[F'(x")|.

Pela continuidade de F'(x) existe um intervalo aberto | ¢ X, com x" € |, tal que
1 <A <|F'(X)|, para todo x € |. Entdo pelo Teorema do Valor Médio, se x ¢ I, existe
um c € | que verifica

|F(x)—x*|=|Fj(c)||x—x*|>/\|x—x*|.

ou seja, se F(x) nao pertence a I, entdo F(Xx) esta separado de X'.

Repetindo o processo para F (x) no lugar de x e assim sucessivamente, chegamos a
que F2(x) Z I ou |F(x) - x| > An|x = x'|. Como agora A" — e quando N — ,as
iteracbes de pontos vizinhos a X' tendem a distanciar-se de x . Portanto, X' € um
ponto fixo instavel. O

Consideremos um ponto fixo, onde a funcao F (x) intersecta a reta y = X, e com a
derivada da funcao, Fl(x):

Se esbocarmos o diagrama de degraus a partir de um ponto perto do ponto fixo,
a sequéncia se afastar do ponto fixo formando uma escada. Designamos esse tipo de
ponto fixo de no repulsivo. Analogamente, se a derivada da funcdo F tiver o valor entre
0 e 1, as sequéncias que comecarem proximas do ponto fixo aproximam dele na forma
de uma escada chamamos de né atrativo.

Se a derivada for negativa e menor do que -1 as sequéncias também se afastam
do ponto fixo, mas nesse caso alternando-se de um lado para o outro, formando uma
teia de aranha no diagrama de degraus, dizemos que o ponto fixo é um foco repulsivo.
Analogamente, se a derivada da funciao F tiver um valor compreendido entre -1 e 0,
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e as sequéncias comecarem perto do ponto fixo aproximam-se dele alternando de um
lado para o outro como uma teia de aranha no diagrama de degraus e o chamamos de
foco atrativo.

Temos resumidamente os seguintes casos:

1. né atrativo, se 0 < Fl(xg) < 1.
2. né repulsivo, se F(Xxp) > 1.
3. foco atrativo, se -1 < F '(xo) < 0.

4. foco repulsivo, se F I(xo) < -1.

Observacao 1.1. Se F!(xp) for igual a 1 ou -1, a situacdo é mais complexa: o ponto
fixo podera ser atrativo ou repulsivo, ou atrativo num lado e repulsivo no outro.

Exemplo 5: Seja a equacdo Xn+1 = 4Xn(1 - Xn), onde F(X) = 4x(1 - X). As
solugdes F (X' ) = 4x (1 -x) = X sao os pontos fixos 0 e 0.75.
Que podem ser obtidos no Maxima com o comandos Solve. O valor da Derivada de
nos pontos fixos é:
No ponto fixo x = 0.75, temos Fl(0,75) = -2, hi um foco repulsivo.
No ponto fixo x = 0, temos Fi(0) = 4, h4 um né repulsivo.

1.4 Pontos Perioédicos

Se a sequéncia {Xo, X1, Xz, ...} for uma solucdo do sistema dinamico:

Xn+1 = F (Xn) (1.3)

Um elemento qualquer na sequencia pode ser obtido diretamente a partir de X, , por

meio da funciao composta:
Xn = F1(Xo) = F(F(F(...F (X0)))) (1.4)

uma solucao sera um ciclo de periodo 2 se for uma sequéncia de dois valores alternados:
{Xo, X1, X0, X1, ...}, com Xo f= X;. Os dois pontos Xo, X; sdo pontos peridodicos am
periodo igual a 2. Como X, = F2(xo) = Xo, é necessario que F%(Xo) = Xo. E como
X3 = F2(x;) = X; temos também que F 2(x1) = X;. Ainda, como F (Xo) = X; f= Xo,
e
preciso que F(Xg) f= Xo, € como F(X1) = Xo £X1, também é preciso que F(x1)  X;.
Todas as condi¢des anteriores podem ser resumidas dizendo que dois pontos X, e
x; formam um ciclo de perfodo 2, se ambos forem pontos fixos da funcio F %(x), mas

sem ser pontos fixos da funcdo F(x).
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O ciclo sera atrativo ou repulsivo segundo o valor que a derivada de F? tiver em
cada ponto do ciclo. Para calcular a derivada de F ? em X, usa-se a regra da cadeia:

(F 2(x0)) = (F (F (x0))) = FI(F (x0))F '(x0) = F'(x1)F '(x0)

Assim, a derivada de F? ¢ igual nos dois pontos Xo, X; que fazem parte do ciclo, e
¢ igual ao produto da derivada de F nos dois pontos.

Generalizando, um ponto X, faz parte dum ciclo de periodo m, se F™(Xp) = Xo,
mas F7(xo) f= Xo, para j < m. Os pontos que formam o ciclo completo sdo:

Xo
X1 = F (Xo)
X2 = F 2(Xo)

Xm-1 = F m_l(XO)

Todos esses pontos sao pontos fixos de F™, mas ndo podem ser pontos fixos de
FJ,comj < m. Se o valor absoluto do produto da derivada nos m pontos do ciclo:
i:'g_l Fl(x;j) for maior que 1, o ciclo sera repulsivo; se o produto for menor que 1, o
ciclo sera atrativo, e se o produto for igual a 1, o ciclo podera ser atrativo ou repulsivo,
em diferentes regioes.

Exemplo 6: Encontre os ciclos de periodo igual a 2 do sistema logistico
Xn+1 = 3, IXn(1 = Xn)

e diga se sdo atrativos ou repulsivos.
Comecamos por definir a funcao F (x) e a fun¢io composta F%(x):

F(x) =3, 1x(1—-x)

F2(x) =3, 1(3, 1x - 12, 71X° + 19, 22X° - 9, 61x%)

Os pontos periodicos de periodo igual a dois estardo entre as solugdes da equacao:

F2(x)-x=0
\/
(31)-41 (31)+41 21
{X: - — X:T,X= 31,X:O}

Os dois altimos pontos, nomeadamente 0 e 2311 sao pontos fixos (a demonstracao



1. Sistemas Dinamicos Unidimensionais Discretos

disto pode ser feita simplesmente conferindo que essa equacao é valida para cada um
desses pontos).

Portanto, os outros dois pontos deverao formar um ciclo de periodo dois; se o estado
inicial for igual a um desses pontos, obtém-se uma sequéncia que oscila entre esses dois
pontos.

Paradeterminar se o ciclo e atrativo ou repulsivo, calcula-se o produto da derivada
em cada um dos dois pontos do ciclo Usando o Maxima temos que os pontos periddicos
$a0:

P1: -0. 3596875787352
P2:-1.640312421264802
Cujo produto é 0.5900000031740065. O valor absoluto do produto das duas deri-

vadas e menor que 1 e, portanto, o ciclo é atrativo.



Capitulo 2

A Familia Quadratica

A familia quadratica se tornou muito conhecida a partir da pesquisa sobre o cres
cimento demografico feita pelo bidlogo Robert May no ano de 1976 e a mesma pode
ser expressa matematicamente da seguinte forma X,+1 = HXn(1 - X,) onde U € o
parametro que varia. O parametro p varia de acordo com a populacdo que desejamos
estudar, caso tivéssemos com uma praga numa plantacao por exemplo, desejariamos
que o parametro W variasse entre 0 e 1, pois assim teriamos a extincdo dessa praga,
caso fosse a populacdo de uma espécie animal, como baleias, por exemplo, desejariamos
que a sua populacdo continuasse a crescer, neste caso precisariamos de um parametro
o> 1.

May pretendia modelar o crescimento de uma populacdo e mostrar que seu cres-
cimento se torna cada vez mais lento a medida que se aproxima de um determinado
limite. Também chegou a concluir que em alguns dos intervalos que estudaremos a
seguir este comportamento se torna caotico, pois uma infima variacao nas condicoes

iniciais muda drasticamente seu comportamento.

Note que: F (x) = ux(1 — x) tem dois pontos fixos, a saber e
pux(1 - x) =X

X =0o0uX f=0,se X f= 0 entdao temos:

F (pu) = ppu(1 = Py) = pu
U= Hpy =1

“Hpy=1-H
_u-1

LY

14



2. A Familia Quadratica

Antes de iniciamos o estudo de alguns casos da familia quadratica, temos o seguinte

exemplo: Calcular os 10 primeiros termos da sequéncia definida pela equacao:

Xns1 = 4Xn(1— Xn)

(2.1)

Usando os seguintes valores iniciais Xy = 0.75, Xo = 0.76 € Xo = 0.77, respectiva-

mente.

Resolucao:

Ao aplicamos X, = 0.75 na equacao (2.1) e iterando uma vez obtemos o ponto fixo

0.75 a partir dai todos os iterados sao iguais a 0.75.

Por outro lado, ao aplicamos Xy, = 0.76 na equacao (2.1) e iterando 10 vezes temos:

X1 =0.72060000
X2 =0.78913536
X3 = 0.66560297
X4 =0.89030261
X5 = 0.39065546
Xs=0.95217508
X7 =0.18215076
Xg = 0.59588744
X9 =0.96322238

X10 = 0.14170007

Ou seja, aparentemente a equacao nao vai para nenhum ponto fixo, quando toma-

mos o valor inicial xo = 0.76

Ao aplicamos Xo = 0.77 na equacgdo (2.1) e iterando 10 vezes temos:

X1 =0.70839999
X, = 0.82627776
X3 = 0.57417129
X4=0.97799447
X5 = 0.08608511
Xs = 0.31469788
X7 =0.86265250
X = 0.47393263
Xg = 0.99728196

X10 = 0.01084257

Ou seja, aparentemente a sequéncia nao vai para nenhum ponto fixo, quando to-

mamos o valor inicial X = 0.77.

15



2. A Familia Quadratica

Teorema 2.1. Seja 4> 1. Se x ¢ [0, 1] entdo FK(X) — =, quando K —
Para ilustrar a demonstracao temos a figura abaixo:

14

0.5

F(xr)=2z(1 —x)

F=(xq) F(xg) o)
a5 | 05 15

()

-0.5 1

1“2(' .I'q|i|

-1.5 4

Figura 2.1: Teorema 2.1

Demonstracdo. Para X < o, Fuj (X) = 4 - 2ux > 1. Portanto, se Xo < 0, pelo Teorema
do Valor Médio, existe Xo <X < 0 e como F)(X) > 1 e FJ(X)xo < Xo, temos que

Fu(Xo) = Fu(Xo) — Fu(0) = Fu(X)Xo < Xo. Por monotonicidade de F,, para X, < 0,
temos:

Xo > Fy(Xo) >F 2(Xo) > ... > F k(x> ...
I I

Se esta oObita fosse limitada, ela deveria convergir para algum ponto fixo negativo.
Como nao ha tal ponto, Fﬁ(xo) —> —o0,
Se Xo > 1, entdo Fu(Xo) < 0 e, assim, Fk(xo) = Fﬁ‘l(F#(xo)) —> — n

2.1 Caso:1<u<3

Neste caso vamos estudar quando o parametro [ esta entre 1 e 3.

Definicao 2.1. Um ponto X é positivamente assintotico a p se

lim |F7(x) - F(p) =o.

n—e

16



2. A Familia Quadratica

O conjunto estavel de p, denotado por W s(p), consiste de todos os pontos positiva-
mento assintoticos a p. Observamos que no caso em que p é periodico de periodo n, di-
que que X é positivamente assint6tico a p é equivalente a dizer que lim;_, » |[F77(X)| = p.

Se F é invertivel, dizemos que X é negativamente assintotico a p se

lim |Fx) - F (p)| = o.

n——o

O Conjunto dos pontos negativamente assintoticos a p é chamado de conjunto
instavel de p e é denotado por Wu(p).

Sabendo que py = #—;1 =1- lué um ponto fixo atrator, pois ao se tomar um ponto

proximo deste ponto fixo a sequéncia aproxima-se dele, logo vale o seguinte teorema.

Teorema 2.2. Se x € (0, 1), entdo F’L(x) converge para pu quando kK — <. Portanto,
W s(py) = (0, 1).

y=ux

F Y, e e -

Fy(2) = pal(1 — )
=28

L e tataatel TR B

Figura 2.2: Os iterados dos x € (0, 1) tendem a p,.

Demonstragdo. Dividiremos a demonstracao em dois casos:

(I) Considere primeiramente 1 < p < 2. O maximo de F, ocorre em X = 1.2 Para estes
pardmetros Fy(3) = & < L e, portanto, p, = Fu(p.) < 2.,

A funcio é, portanto mondtona crescente sobre (0, pu) € o grafico de F, esta acima da

diagonal (y = x). Logo, para X, € (0, p.), a sequéncia de F’i{xo) ¢ monotona crescente

17



2. A Familia Quadratica

e limitada por p,, e consequentemente converge para o ponto fixo py.
Analogamente, sobre o intervalo (py, 12] a funcdo é monotona crescente e o grafico de
F. esta abaixo da diagonal.

Dessa forma, para Xg € (Pu, 12], a sequéncia Fk(xo) decresce de maneira monotona para
pu. Finalmente, para xo € (i , 1), Fu(Xo) € (o, 12) e, assim F I;(XO) converge para pPy.

Isto completa a prova para 1< y < 2.

(II) Agora suponha que 2 < | < 3 e, portanto, p, =1-1>
u

N e

Seja Pu = 1-pu = 1#< 12 assim Fu(Pu) = Pu-
(a) Considere o intervalo [f, p.]. Aplicando F,, temos:

1 M
Fu([Pu, pul) = Full 5’ Pul) = [Pu, ‘T]

Entao,
FAI6 .p 1) =[uH)a- H),p ] (2.2)
H HoH 4 4 u

Queremos mostrar que

1
F ([, pu]) © [,pulc 8P

Por (2.2), é suficiente mostrar que
(u )( H) i
—_Y1--)> —
H 4 4" 2
Ou equivalentemente,

o>l -4° +8=u-2)(W-2u-4)
NN

As raizes de > - 2u-4s801+ 5e1- 5e, assim, este fator é negativo para p < 3.0
primeiro fator p - 2 é positivo, assim o produto € negativo, como queriamos mostrar.
Portanto, conclu 1imos que

1
Fi([ﬁ;u pu]) c [;p H] c [ﬁu, pJ

Além disso, F 5(%) = u(4)( - ﬂ) > 12 Portanto, sobre o interval [, p.] o grafico de

F? cruza a diagonal uma vez e é exatamente em p,, pois F? ndo possui outros pontos
u u

fixos além de 0 e p,. Como o grafico de F Z#esté acima da diagonal no intervalo [f, pul,

todos os pontos neste intervalo convergem para p,.

(b) Se xg € (0, p.) entdo, pela monotonicidade de F, e pelo fato de que o grafico de
F. esta acima da diagonal nesse intervalo, temos que F’;l(xo) ¢ monotona crescente

18



2. A Familia Quadratica

enquanto F 5(X0) pertencer a (0, ).

Como Fu(Pu) = pu, 0 primeiro iterado de Fk(Xo) que deixa (0, fi.) deve pertencer a
[, pul, isto &, FJ(Xo) € [Pu, pu] para algum j > o.

Entao F lf"(xo) converge para pp.

(c) Finalmente, se Xo € (pu, 1), entdo Fu(Xo) € (0,pu) €, assim, Fk/gxo) converge para

Pu-

Combinado os trés casos, provamos o teorema. O

Portanto, para 1 < p < 3, F, possui dois pontos fixos e todos os outros pontos em

[0, 1] s3o assintoticos a pu.

V_

2.2 Caso:3<u<1l+ 6

Antes de fazemos a analise de como se comporta o parametro p da familia quadratica

neste intervalo se faz necessario o conceito de ponto fixo nao hiperbolico.
Pontos Fixos Nao Hiperbolicos

Dentre os pontos fixos instaveis existem alguns que sao estaveis apenas pela direita

ou pela esquerda, estes sao chamados de semi-estaveis.

Definicfo 2.2. Um ponto fixo X' se denomina nao-hiperbélico quando temos |F 1(x')| =
1.

Teorema 2.3. Seja X um ponto fixo ndo hiperbélico de F(x), sendo F'(xX) = 1. Se
F'(x), F'(x) e E”(x) sdo continuas em x = X , temos:

(D Se F'(x) f= o0, entdo X é ponto fixo semi-estavel.

(II) Se F'(x) =0 e F”"(x') > o, entdo X é ponto fixo instdvel.

(I1) Se F'(x) =0 e F(x') <0, entdo X 6 ponto fixo assintoticamente estavel.

Demonstracdo. (I)Se F'(x') = 1 entdio F (x) é tangenteay = X em X = X .
Suponhamos F T(x') > 0, sem perda de generalidade, de modo que F (x) é concava esta
acimaemx = X" .

Como as derivadas sdo continuas por hipétese, neste caso temos que F'(x') > o
para todo x € (X = &, X* + &), & > 0. Desta forma F '(x) deve ser crescente neste
intervalo, e como F'(x") = 1 temos:

F'(x)<1,vxe (X -5x)F

j(x) >1,VXE (X, X" +0).

19



2. A Familia Quadratica

Pela continuidade de F'(x) podemos supor que F '(x) > 0 neste intervalo. Entdo pelo
Teorema do Valor Médio aplicado ao intervalo [x, X'] ¢ (X' = 9, X ], existe g € (X, X)

verificando:
_FXX-FX)
X — X* ’

F'(q)

ecomo 0 <F'(q) <1eX > X setém:

o< fo);f)‘f )<1,de modoque x<F (X) < X'.

Reiterando este processo podemos ver que a sequéncia F ?(x) € crescente e limitada
superiormente por X . Além disso ndo pode existir outro ponto fixo neste intervalo ja
que entdo o Teorema do Valor Médio daria F'(q;) = 1 para algum q; € (X, X ), 0 que
seria uma contradicao.

Logo, temos que X ¢ estavel e atrator pela direita.

Poroutrolado, se consideramos [x",x] c[x",x" +J). Aplicando de novo o Teorema
do Valor Médio se obtém: F'(q) = ﬂ% > 1, de modo que F (X) > x > X", Pois
X > X .

Repetindo este processo temos que os pontos proximos a X se distanciam por
iteracoes da funcdo, e portanto o ponto fixo X' é instavel pela esquerda.

Para verificar o mesmo quando F'(X') < 0 o gréafico é concavo para baixo em
x = X", se utiliza um processo analogo.

(II) Finalmente se F”(x') = 0, F”(x') >0 e F'(x') = 1. De novo ha um ponto de
inflexdo em x = X' e pelo estudo da segunda derivada se encontra o minimo local. Se
segue que:

F/(x)>1paratodox e (X' =8,x" +0),x X ed>0

Em particular, F'(x) f= 1, se X f= X, e pelo raciocinio feito em (I) os
pontos proximos de X se distanciam pelas interacoes de ambos os lados de Xx'.
Portanto X' é um ponto fixo instavel.

(I11) Para F”(x) <o, F'(x) = 0 e F'(x) = 1. Entdo ha um ponto de inflexdo
em X = X, e pelo estudo da terceira derivada concluimos que F’(x) tém maximo local
em dito ponto.

Pela continuidade se segue que:

F'(x) <1 para todo x € (X" =&,X" +0), X X" ed>o0.

Em outras palavras, F Ix) >0 para X € (X -9, x ), de modo que F '(x) é crescente
em dito intervalo, e F” < 0 para x € (X', X + 0), assim que F '(x) & decrescente neste
intervalo.

Em particular, F ') f=1se x f= X', e fazendo de forma analoga ao usado em §
obtemos que X' é um ponto fixo assintoticamente estavel.

]



2. A Familia Quadratica

Definicao 2.3. A derivada Schwarziana de F(x) é a funcao SF(x) definida por

FI09 _ 3 FI09

SF(x):W L Fico

]2
. Quando F!(x)= -1,
SF (x) = —F li(x) —2§[F i),

Teorema 2.4. Suponhamos X" ponto fixo de F (x) sendo Fi(x*)=-1. Se F/(x),Fi(x) e
Fii(x) sdo continuas em X = X', temos:

(I) Se SF(X') < o0, entdo X ¢é um ponto fixo assintoticamente estdvel.

(II) Se SF(X') > 0, entdo X ¢é um ponto fixo instavel.

Demonstragdo. (I) Definindo G(x) = F 2(x). Entdo G(X') = X', é 0 mesmo que dizer
que X € ponto fixo de G, além disso se X' é assintoticamente estavel em G, entao
também é em F, Vejamos que efetivamente é assim:

G (0 = f'j_(F (F 60)) = F'IF GOIF' 00,
X

de modoque
G(X)=FIxX)FIx)=(-D(-1) =1.

Entdo podemos aplicar o teorema anterior a G(x). Comecamos por ver que se G’ é
igual ou distintade o em x = x":

G'(x) = F'[F 0QIF " () + F"[F (01(F ' ()%
De modo que
G'(x)=Fx)IFX)+Fx)F X)) =-F(x')+F'(x') = 0o
estudamos a derivada terceira obtemos:
G"(x) = F"[F (OIF ' COF '(x) + F'[F (OIF Y00 + F " [F (01(F ' (0)°

+F'[F ()]2F ' (OF " ().

portanto, em X = X" :

G'(x') = [F' (<)1) ~ F'(x ) = F'(x') + 2F" (x )-)F' (x')

= -2F (x') = 3[F "(x' )’ = 2SF (x')
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2. A Familia Quadratica

e por hipotese SF(x') < 0), de modo que G”(x') = 2SF (X') < 0 e concluimos que
X é assintoticamente estavel em F.
(IT) De forma analoga ao procedido em (I), para G(x) = F2(x), obtemos igualmente
que G'(x)=1eG"(X) = 0. Porém, agora Gl(x)=2SF(x) >0 ja que por hipotese
SF(x') > 0. Concluimos que X ¢é instavel. ]

Teorema 2.5. Para 3 < pu <1+ 6 a familia quadrdatica Fu(X) = p(1 -x) tem um
2-ciclo assintético estdvel. Para 1+ 6 < [ o 2-ciclo é instdvel.

Demonstragdo. Para encontrar os 2-ciclos da equacdo logistica Fu(x) = px(1 - x),
0 <X <1 resolvemos a equacao:
2 _
F. (x) =x

MIpx(1 = x)][1 - px(@ = x)]-x =0

UK + 2R - (+pIx fux=x=o0.

Como X =0eXx =1- 1#550 os pontos fixos de Fu(x), x e x - (1 - 1) l(lievem ser

fatores da equacdo, de modo que:
F00 =% = =x(ux = g+ DX = p(p + DX + § + 1),
obtendo uma equa¢do quadratica que ndo tem raizes reais se L < 3 :

X - U+ DX+ +1=0

,\/
c_Hp+DF U+ 1) —4pP(u+1)

X
22

,\/
_ G+ (p-3)(p+1)
2l
Sejam X; e X, as raizes resultantes (que dependem de p). Buscamos que o 2-ciclo

seja assintoticamente estavel, logo temos:
[GRICHIEIHCD A CHIES!
-1 < pP(1-2x)(1-2%) <1

N N
-1<(-1- p?-2u-3)(-1+ p2-2pu-3)<1

2

“1<1-(H —2pu-3)<1,
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2. A Familia Quadratica

De onde saem duas inequacoes:
W-2u-3>0 e P-2u-5<0

e resolvendo obtemos o intervalo dos valores de 4 buscado:

V_
3<u<1+ 6.

Além disso p =1+ 6 se tém
FL(x*l)F#’ (%)=-1

De modo que o 2-ciclo nao € hiperbolico. Calculando sua derivada Schwarziana obte-
mos:
SF3(x')<o
o1

Assim que pela caracterizacdo do teorema anterior, o 2-ciclo também é assintoticamente
estavel. Portanto obtemos que em geral {X;, X,} € assintoticamente estavel para 3 <

M<1+ 6,equeparal>1+ 6 este 2-ciclo é instavel. O

2.3 Caso:pu>14

Como W > 4, o valor maximo de Fy, 4 € maior que 1, e portanto, existem pontos

que deixam o intervalo | := [0, 1] no primeiro iterado, veja o grafico de F, na Figura
2.3. Denote o conjunto de tais pontos por Ag. Claramente, Ay € um intervalo aberto

1 7 .
centrado em, e é caracterizado por

Ao ={x € I|Fu(x) > 1}.

Assim, se X € Ay, entdo F*(x) < 0 e portanto Fk(x) — —e, quando k — . Veja a
u u

Figura 2.3
Defina
A1 ={x € l|Fu(X) € Aq}
Se X € A, entdo F2(x) > 1 e portanto FX(x) — <, quando k — .
u u
Indutivamente defina

An = {x € IIF "(x) € Aq},

Isto é,
An = {xe HFip) e 1,i<n, mas Fr' (x) ¢1).

23



2. A Familia Quadratica

A

I Ay I,

Figura 2.3: H4 pontos em (0, 1) que escapam de [0, 1] por iteracdo de F.

Como acima, concluimos que se X ¢ An entdo Fk(X) — —«, quando k — o,
Portanto, resta-nos analisar os pontos que nunca escapam de | por iteracao de F,, isto

€, vamos analisar o conjunto de pontos que se encontram em

A:=1 (U, —oAn)... (2.3)

Como Ap é um interval aberto centrado em %, I\A; consiste de dois intervalos
fechados, Iy do lado esquerdo e |; do lado direito de Ao.

Observe que F, aplica de forma mono6tona ambos os intervalos Iy e I; sobre I; de
fato, F, é crescente em Iy e decrescente em I, com Fu(lp) = Fu(l1) = 1.

Assim, existe um par de intervalos abertos, um deles em Iy e 0o outro em I; que sao
levados em A, por F,. Portanto este par de intervalos é precisamente A;.

Agora considere I\(A; U A;). Este conjunto consiste de quatro intervalos e Fy
leva cada um deles, de maneira monotona, em Iy ou I;. Consequentemente, Fileva
cada um desses intervalos em |. E, portanto conclu”imos que cada um desses quatro
intervalos em I\(Aq U A;) contém um subintervalo aberto que é levado por F#2 em Ag.
Consequentemente, pontos desses intervalos escapam de | no terceiro iterado de F.

Logo, este conjunto é A,. Observamos que Ff, em A, ¢é alternadamente crescente
e decrescente nesses quatro intervalos. Segue que o grafico de Fitem, portanto duas

corcovas.
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2. A Familia Quadratica

Continuando dessa maneira, notamos que A, consiste de 2" intervalos abertos dis-
juntos e, portanto NAgU AU ...U An-; consiste de 2" intervalos fechados, uma vez
que cada intervalo de A, corresponde a retirada de um subintervalo de cada um dos
intervalos que permanecem em I\(AgU A1 U ... U Ap-p).

Além disso, Fr aplica, de maneira mono6tona, cada um desses intervalos sobre I.
De fato, F b ¢ alternadamente crescente e decrescente sobre cada um desses intervalos.

Portanto, o gréafico de F2 tem exatamente on™! corcovas sobre I, e consequente-
mente, o grafico de F? cruza a diagonal y = x pelo menos 2 vezes. Isto implica que

F 1 tem pelo menos 2" pontos fixos.

Definicao 2.4. Um conjunto A é um conjunto de Cantor se ele é fechado, totalmente
desconexo e um subconjunto perfeito de I. Um conjunto é totalmente desconexo se ele
nao contém intervalos; um conjunto é perfeito se qualquer de seus pontos é um ponto

de acumulag@o ou ponto limite de outros pontos do conjunto.

Exemplo: (conjunto Ter¢o-Médio de Cantor). Este é um exemplo classico de um

conjunto de Cantor. Comece com | = [0, 1], mas remova o “terco médio”aberto. Isto
é, remova o intervalo (%, 2). Em seguida remova dos dois intervalos que permaneceram
33

os dois tercos médios novamente, isto é remova os intervalos (2, 2y e (£,%). Continue
9 9 99

removendo os tercos médios dessa forma; note que 2" intervalos sao removidos no n-
ésimo estagio da construcdo. Portanto, este procedimento é inteiramente analogo a

construcao acima.

Teorema 2.6. Se u>2+ 5, entdo (2.3) é um conjunto de Cantor.

Demonstracdo. Ahipotese p > 2+ 5 garante que |F’ (X) > 1|paratodox € loU 11 2 A
. Portanto, existe A > 1 tal que, para todo x€ A, |F’ fX)| > A. Pela Regra da Cadeia,
|(F If)J (X)| > An para todo x € A.

Afirmamos que A nao contém intervalos. De fato, se existem X f= y tais @
[x,y] ¢ A, entdo pelo Teorema do Valor Médio, |[F7(x) = Fnfy)| > An|x - y|.

Como o lado direito da Gltima equacdo tende a infinito, quando n — <o, segue em
|F 2(x) = F 2(y)| > 1, para algum iterado n suficientemente grande. Isso contradiz a
hipotese de que ambos os pontos X e y estdo em A. Logo, A ndo contém intervalos,
isto é, A é totalmente desconexo.

Como A é uma intersecao de conjuntos fechados, A é fechado. Agora, vamos provar
que A é perfeito. Primeiramente, note que qualquer ponto extremo de Ax estd em
A, pois tais pontos sao pré-fixos. De fato, se y € um ponto extremo de Ax entao
F#k”(y) = 1, e portanto F k;'z(y) = 0, 0 que implica que F "(y) € | paratodon € N.
Note ainda que todo ponto extremo A é acumulado por pontos extremos de outros
An, com n > k.
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2. A Familia Quadratica

Agora, se p € um ponto isolado de A, entao qualquer ponto proximo de p deve deixar
I sob iteracOes de F,. Tais pontos devem pertencer a algum Ax. Assim, ou existe uma
sequéncia de extremidades dos Ak convergindo para p ou entdo todos os pontos de uma
vizinhanca de p deixam | no mesmo iterado.

No primeiro caso, p nao seria Isolado, pois estaria sendo acumulado por extremi-
dades dos Ax. No segundo caso, existiria um iterado n uma vizinhanc¢a de p que seria
levada no eixo real negativo, exceto p que seria levado em o por F 7, Assim, p serio

ponto de maximo para Fn.

Em particular, (F ")fu(p) = 0. Pela Regra da Cadeia, F'(F i(p)) = o para algum
It TR

i<n.

Portanto, Fi(p) = %, 0 que implica que Ffl(p) &1 e, assim, F1(p) — -,
contradizendo o fato de que E, n(p) = o.

Com isso concluimos a prova de que A é perfeito e a prova do teorema. O

NOTA: O teorema acima é verdadeiro para p > 4, todavia a sua demonstragao é

mais complexa.
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Capitulo 3
Resolucao Numeérica de Equacoes

Uma aplicacao importante dos sistemas dinamicos discretos é a na resolucao de
equacOes com uma variavel. O problema consiste em encontrar as raizes de uma funcao

real F, ou seja, os valores de x que verificam a equacdo:
FX)=o0 (3.1)

Por exemplo, encontrar os valores de X que resolvem a equacao:
3x? — xcos(5X) = 6

Este tipo de equacdo nao tem solucao analitica, podendo ser resolvida por métodos
numéricos. Tais métodos consistem em encontrar um sistema dinamico com sequéncias

convergentes que se aproximem das solucdes da equacao.

3.1 Meétodo de Iteracao

Se a equacdo (3.1) pode ser escrita na forma

X = G(x) (3.2)

As solucoes sao os pontos fixos do sistema dinamico:

Xn+1 = G(Xn) (3.3)

Para encontrar um ponto fixo, escolhemos um X, qualquer e calculamos a evolucao
do sistema.
Exemplo 3.1: Encontre a solu¢do da equacao x = cos(x).
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3. Resolu¢ao Numérica de Equacoes

Resolucao: Esta equacdo ja esta escrita numa forma que nos permite usar o
método de iteracao.
Considerando o sistema dinamico como relacdo de recorréncia:

Xn+1 = c0s(Xn)

Para encontrarmos um ponto fixo, escolhemos um valor inicial qualquer e calculamos
a evolucao do sistema.

Fazendo X, = 1 e iterando 15 vezes temos:

X1 =0.54030230586814
X2 =0.85755321584639
X3 = 0.65428979049778
X4=0.79348035874257
X5 = 0.70136877362276
Xg =0.7639596829000065
X7 = 0.72210242502671
Xg =0.75041776176376
X9 =0.73140404242251
X10=0.74423735490056
X11=0.73560474043635
X12 =0.74142508661011
X13 =0.73750689051324
X14 = 0.74014733556788
X15 =0.73836920412232

A solugdo da equacdo é aproximadamente 0.74. Este método foi bem sucedido neste
caso, porque o ponto fixo do sistema dinamico utilizado é um ponto atrator.
Exemplo 3.2: Calcule a raiz de 5, por meio de adicoes, multiplicacdes e divisoes.

Resolucao: A raiz quadrada de 5 é a solucdo positiva da equacao:

X“=5

Que pode ser escrita como:
x =2
X

Resolve-se o sistema dinamico associado a func¢do:

F) =2

X



3. Resolu¢ao Numérica de Equacoes

E facil ver que para qualquer valor inicial X, diferente de 5, a solucéo desse sistema

sera sempre um ciclo de periodo 2:

5 5

X,—|XO|_1
(o %0

!

Para fugir desse ciclo, e aproximarmos do ponto fixo em 5, podemos tentar usar o
ponto médio:
1 5

Xn+1 = 5 (Xn +Z)

Essesistema convergerapidamente paraopontofixoem 5: FazendoX, = 1 e iterando

7 vezes temos

X; =3.000000000000000
X2=2.333333333333334
X3 =2.238095238095238
X4 =2.236068895643363
X5 =2.236007977499978
X =2.23606797749979
X7 =2.23606797749979

Exemplo 3.3: Admita que a populacido atual de baleias no mundo é 1000 e que
cada ano o aumento natural da populacao (nascimentos menos mortes naturais) é de
25%. Admitindo que o nimero de baleias abatidas pelos pescadores cada ano fosse 300,
e que esse nimero nao mudasse nos proximos anos, como seria a evolucao da populacdo
de baleias nos préoximos 10 anos?

Resolucao: No ano de nimero n, a quantidade de baleias x,, sera igual a quanti-
dade de baleias do ano anterior x,-; mais o aumento de 25% deste periodo, menos as

300 baleias mortas por ano, assim temos a recorréncia:
Xn+1 = Xn + jXn = 300

Onde j é a taxa de crescimento da populacao das baleias anual (25%), a sequéncia
da quantidade de baleias pode ser obtida aplicando de forma repetida a relacao de
recorréncia acima j := 25%, X := 1000 € X := J + X = 300

X1 =950.00000000000
X2 =887.50000000000
X3 =809.37500000000
X4 = 711.718 75000000
Xs = 589.64843750000
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3. Resolu¢ao Numérica de Equacoes

Xs =437.06054687500
X7 =246.32568359375
Xg = 7.9071044921875

Ou seja, quando chegasse ao 10° ano a populacio de baleias do mundo estaria extinta.
Com isso concluimos que X' = 0 € um ponto fixo atrator deste problema.
Analisaremos agora o mesmo Exemplo 3.3 caso a quantidade inicial de baleias

fosse 2000 0 que aconteceria apds 10 anos?

Resolucao: Analogamente ao anterior de onde temos a recorréncia:
Xn+1 = Xn + JXn - 300

Onde a quantidade de baleias pode ser obtida aplicando de forma repetida a relacao
de recorréncia acima j := 25%, X := 2000 € X := j + X =300

X1 =2200.000000
X2 = 2450.000000
X3=2762.500000
X4=3153.125000
X5 = 3641.406250
Xs = 4251.757812
X7=5014.697265
Xg=5968.371582
X9 =7160.464477
X10 = 8650.58059

E facil notar que dependendo da quantidade inicial de baleias a relacio de re-

corréncia acima pode levar a extin¢do ou ao crescimento da espécie.

3.2 O Método de Newton

O método de Newton permite encontrar as raizes da equacao(3.1). Comecamos
por admitir que existe uma raiz perto do valor X, e melhorarmos a nossa aproximacao
inicial encontrando o ponto x; onde a tangente em F(Xo) corta o eixo dos X, verFigura

31 E(xo)

X1 = Xo —fJ(X05 (3.4)

Podemos usar a mesma equacdo para calcular uma outra aproximacao X, a partir de



3. Resolu¢ao Numérica de Equacoes

X1. Em geral:

x =x - E(n) (3.5)

o F(x)

fixa)

e Yo, R

Figura 3.1: Método de Newton para aproximacao a uma raiz

E evidente que as raizes de uma funcfo continua F, onde F é nula, sdo os pontos
fixos do sistema dinamico definido pela equacao(3.5).
A funcao que gera o sistema(3.5)é:

F ()
G(X) =X m (3'6)
A derivada dessa funcao é
j (FY-F'F  FIF
G =1 (3.7)

(Fz  ~(F'7

Nos pontos fixos, F é igual a zero. Assim, G' também serd nula nos pontos fixos.
Portanto, os pontos fixos de(3.5)serao sempre atrativos. Ou seja, se o ponto inicial X
for escolhido suficientemente proximo duma das raizes de F, a sequéncia X, aproximar-
se-a dela. O problema est4 em determinar, em cada caso o que é suficientemente perto.
Para ilustrar o método, vamos resolver novamente o exemplo3.2.pelo método de
Newton. A raiz quadrada de 5 é uma das solucdes da equacdio x* = 5. Assim, para

encontrar a raiz de 5 podemos procurar a raiz positiva da funcao:

F(X)=x"-5
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3. Resolu¢ao Numérica de Equacoes

A derivada dessa funcao é
F'(x) = 2x
Substituindo na relacdo de recorréncia(3.5)obtemos:
2 —
%5 _1
2Xn 2

5
Xn+1 = Xn — Xn +—)
XTl
Que é exatamente a mesma sequéncia que ja tinhamos encontrado e resolvido por
iteracao antes.
Porém, desta forma apenas foi preciso aplicar a formula padrao do método.
Exemplo 3.4: A sequéncia que encontramos neste capitulo, para calcular raizes

uadradas
d ’ 1 a

Xn+1 = 2—(Xn + X—n) (38)
.{/é er\? conhﬁcida pela civilizacdo suméria ha 4000 anos. Usando esse método, calcule
3, 15 e 234. Use qualquer valor inicial positivo, e represente o nimero a como
ponto flutuante, para os resultados obtidos no Maxima sejam também em ponto flutu-
ante. Em cada caso, compare o resultado com o valor obtido com a funcao sqrt() do

Maxima.
Resolucao:

Para 3, aplicando a formula x ,,,, = lz (Xn +%) e iterando 7 vezes temos:
n

Xp =2.000000000000000
X1=1.750000000000000
Xo =1.732142857142857
X3 = 1.732050810014727
X4 =1.732050807568877
X5 =1.732050807568877
Xg =1.732050807568877

Enquanto o valor usando o MAXIMA para 3¢ 1.732050807568877.

Para 15, aplicando a formula x,,,, = lz (Xn + l—jn) e iterando 7 vezes temos:

Xo = 8.000000000000000
X1=4.937500000000000
X, =3.987737341772152
X3 =3.874634467930020
Xs = 3.872983698008724
X5 = 3.872983346207433
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3. Resolu¢ao Numérica de Equacoes

Xs =3.872983346207417
X7 =3-872983\7%46207417
Enquanto o valor usando o MAXIMA para 15¢€ 3.872983346207417.

Para 234, aplicando a formula x,,,; = lz (Xn + 2341 ¢ jterando 10 vezes temos:

Xo = 117.5000000000000
X1=59.74574468085106
X, =31.83117080377198
X3 = 19.59122776896272
X4 =15.76767451180746
X5 =15.30408175120871
Xg =15.29706015229238
X7 =15.29705854077844
Xg =15.29705854077836
Xg =15.29705854077836

Enquanto o valor usando 0 MAXIMA para 234 é 15.29705854077836.

De onde podemos concluir que a formula (3.8) tras uma boa aproximacdo do valor
numérico da raiz quadrada pedida com poucas iteracoes.

Exemplo 3.5: Vamos calcular os 10 primeiros termos da sequéncia definida pela
equacao:

Xnep = X2 =2 (3.9)

usando os seguintes valores iniciais Xg = 1, Xg = 0.5, Xg = 2 € Xp = 1.999, respectiva-
mente.

Resolucao:

Ao aplicamos X, = 1 na equacao (3.9) e iterando uma vez obtemos o ponto fixo -1
e a partir dai todos os iterados sao iguais a -1.

Por outro lado, ao aplicamos X, = 0.5 na equacao (3.9) e iterando 10 vezes temos

X; = =1.7500000000000000
X2 = 1.06250000000000000
X3 = =0.871093750000000
X4 = —1.241195678710937
X5 =-0.4594332871492952
Xe ==1.7889210546591930
X7 = 1.2002385398029600
Xs = —0.559427447571659
X9 =-1.687040930903459
X10 =0.8461071025436091
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3. Resolu¢ao Numérica de Equacoes

Ou seja, aparentemente a equacdo nao vai para nenhum ponto fixo, quando toma-
mos o valor inicial xo = 0.5.

Ao aplicamos Xy = 2 na equacao (3.9), vemos que ele € um ponto fixo do sistema e a
equacao vai diretamente para o ponto fixo X' = 2 quando tomamos o valor inicial x, = 2.

Ao aplicamos Xo = 1.999 na equacao (3.9) e iterando 10 vezes temos

X1 = 1.996001000000001
X2 =1.984019992001002
X3 =1.936335328659657
X4 =1.749394505015502
X5 =1.060381134178431
Xg = —0.8755918502784632
X7 = —1.233338911725937
Xg = —0.4788751288226809
X9 = —1.770678610995061

X10 = 1.135302743435397

Ou seja, aparentemente a sequéncia nao vai para nenhum ponto fixo, quando tomamos
o valor inicial Xy = 1.999.

Deste exemplo, podemos notar que uma minima variacdo nos valores iniciais de
uma recorréncia pode mudar drasticamente o seu comportamento. E isto faz parte de
um estudo bem mais profundo em dinamica, conhecido como caos.

Como fungbes elementares em sistemas dinadmicos podem por vezes produzirem
problemas muito dif "1ceis alguns ficando em aberto temos o exemplo da Conjectura
de Collatz que diz:

Dado um namero natural nao nulo, se este for par dividimos 2, caso contrario o
multiplicamos por 3 e adicionamos 1. A conjectura apresenta uma regra dizendo que,
qualquer nimero natural ndo nulo, quando aplicado a esta regra, eventualmente sem-

pre chegaréa a 4, que se converte em 2 e termina em 1.

Em notacao aritmeética, a funcao de Collatz C é definida tal que:

C(x) = 3X + 1, se x = 1(mod 2)'

2, se x=o(mod 2)
Exemplos 1: Vamos aplicar a fun¢ao de Collatz ao niimero 15, e temos entao:
15, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5,16, 8, 4,2,1, 4, 2,1, . . .
Exemplos 2: Vamos aplicar a func¢ao de Collatz ao niimero 96, e temos entao:

96, 48, 24,12, 6, 3,10, 5,16, 8,4,2,1,4,2,1, . ..
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