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PROFMAT

Dissertação de Mestrado

Um estudo sobre Exponenciais e Logaritmos e aplicações.

Girlene Firmina Diniz

Uberaba - Minas Gerais

Novembro de 2018



Um estudo sobre Exponenciais e Logaritmos e aplicações

Girlene Firmina Diniz

Dissertação de Mestrado apresentada à Comissão
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Resumo

O ensino da matemática tem desafiado educadores na busca de estratégias para apresentar

a matemática de forma que instigue a curiosidade e o esṕırito exploratório de nossos alunos,

mostrando que existe uma relação entre os conteúdos estudados e a vida prática.

Neste trabalho, procuramos condensar assuntos relacionados a exponencial e logaritmos,

bem como suas respectivas funções, equações e inequações e suas respectivas aplicações

abordando a história do surgimento das exponenciais e logaritmos e apresentando uma

construção didática utilizando o GeoGebra para mostrar os gráficos. Desenvolvemos

um trabalho voltado a professores do ensino médio e cursos iniciais das áreas de exatas,

constituindo material básico para a disciplina de Cálculo Diferencial e Integral. Mostramos

a construção passo a passo, demonstrando assim algumas propriedades e exemplos. Ao final,

propomos aplicações voltadas a outras áreas do conhecimento, confirmando a importância

das funções exponenciais e logaŕıtmicas como ferramentas nas resoluções de problemas.

Palavras-chave: Exponencial, Logaritmo, Equações, Inequações.



Abstract

The teaching of mathematics has challenged educators in the search for strategies to

present mathematics in a way that instigates our students’ curiosity and the exploratory

spirit, showing that there is a link between the studied contents and the practical life.

In this work, we attempt to compile exponential and logarithmic subjects, as well as

their respective functions, equations and inequalities - and their respective applications-

discoursing the history of exponential and logarithmic emergence and presenting a didactic

construction using GeoGebra to show the graphs. We developed a work for both high school

teacher and initial courses in the areas of exact, constituting basic material for Differential

and Integral Calculus subject. We show the construction step by step, demonstrating

some properties and examples. In the end, we propose applications focused on other areas

of knowledge, confirming the importance of exponential and logarithmic functions as tools

in problem solving.

Keywords: Exponential, Logarithmic, Equations, Inequalities.
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1

INTRODUÇÃO

A matemática dever ser entendida como parte do nosso cotidiano e o ensino de

exponencial e logaritmos, bem como suas respectivas funções, deve se relacionar à vida

dos alunos. Nesse trabalho, será abordado a história do surgimento desses conteúdos,

apresentando uma construção didática para exponencial e logaritmos, bem como suas

respectivas funções, equações e inequações, com aplicações em problemas voltados ao

cotidiano dos alunos do ensino médio e em diversos cursos das áreas de exatas, constituindo

material básico para a disciplina Cálculo Diferencial e Integral.

Conversando com colegas de profissão, percebe-se as dificuldades apresentadas pelos

alunos quanto ao estudo ora mencionado, porque a abordagem metodológica de ensino

desses conteúdos é feita de forma abstrata, utilizando-se muito a álgebra para manipulação

das propriedades decorrentes da definição e a solução de equações através de tábuas

logaŕıtmicas, muitas vezes pouco entendida pelos alunos.

As mudanças na educação ocorrem a todo momento e a relação ensino/aprendizagem

deve-se adequar à essas alterações, bem como o processo de conhecimento e aprendizagem

ora decorrente como tema deste trabalho em tela.

Assim buscamos em documentos normativos a ńıvel estadual e federal informações que

norteariam o ensino desses conteúdos, os quais definem diretrizes e objetivos que visam

universalizar o ensino da matemática.

A Proposta Curricular do Conteúdo Básico Comum - CBC (CARNEIRO; SPIRA;
SABATUCCI, 2011) para o ensino de Matemática no Ensino Médio em todo Estado de
Minas Gerais está subdividido em eixos temáticos e com relação aos conteúdos, exponenciais
e logaritmos está no eixo funções elementares e modelagem, no qual objetiva que os alunos
sejam capazes de ler e interpretar tabelas, gráficos, diagramas, fórmulas, equações ou
representações geométricas; seja capaz também de traduzir matematicamente alguns
fenômenos, estabelecendo uma relação de dependência, por exemplo, a velocidade de
espalhamento de uma epidemia, depende, entre outras coisas, do número de pessoas
infectadas; ou ainda, a absorção de um remédio depende da sua concentração, do peso
do individuo e do tempo. Para o conteúdo de exponencial, espera-se que os alunos sejam
capazes de:

identificar exponencial crescente e exponencial decrescente; resolver pro-
blemas que envolvam uma função do tipo y = kax; reconhecer uma
progressão geométrica como função da forma y = kax definida no con-
junto dos números inteiros positivos.

Os Parâmetros Curriculares Nacionais - PCN’s, ensino médio, (BRASIL, 2000), trazem

orientações educacionais, organizados sob a forma de tópicos para cada área do conheci-

mento, elaborados de acordo com o Plano Nacional de Educação - PNE e definem os direitos

de aprendizagem em cada etapa do ensino. Em matemática, organizados sob a seguinte
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forma: competências em matemática, temas estruturadores do ensino de matemática,

organização do trabalho escolar e estratégias para ação, com sugestões metodológicas para

orientar o trabalho do professor em sala de aula. De acordo com os PCN’s, as funções

exponenciais e logaŕıtmicas são usadas para descrever a variação de grandezas em que o

crescimento da variável independente é muito rápido, como por exemplo o crescimento

de populações, sendo também aplicadas em áreas do conhecimento como matemática

financeira.

O livro didático Matemática, Contexto e Aplicações, (DANTE, 2012) inicia os conteúdos

através de situações-problemas motivadoras, usando exemplos de fácil entendimento, traz

também, menção a parte histórica. Com relação ao estudo de funções exponenciais,

f(x) = αx, faz uma revisão de potenciação, porém, sem fazer uma análise das variações de

α através de representações gráficas. Quanto ao estudo dos logaritmos, existe um rigor

desde as definições que são abordadas numa linguagem matemática até o entendimento

das propriedades. Em sua aplicação na resolução de equações exponenciais e de problemas,

utiliza-se calculadora substituindo as tábuas logaŕıtmicas. Observa-se também, problemas

aplicados a outras áreas de conhecimento, porém a exploração da representação gráfica das

funções logaŕıtmicas, em bases diversas não é contemplado e também não é mencionado a

função logaŕıtmica como inversa da função exponencial.

A partir dessa análise, algumas perguntas são importantes: Como ensinar de forma

significativa desses conteúdos? Quais pontos básicos? Por onde iniciar? A partir dessas

indagações propomos a construção dessa pesquisa sob uma perspectiva conceitual e

gráfica, relevando de forma significativa com a preocupação o estudo sobre exponenciais e

logaritmos e suas respectivas funções, equações, inequações e aplicações, utilizando uma

sequência didática que possa mostrar o entendimento da conceituação desses conteúdos,

com propriedades, demonstrações, exemplos, gráficos e aplicações.

A proposta desta pesquisa é a construção didática, buscando uma metodologia envol-

vendo a parte conceitual e gráfica das funções exponenciais e logaŕıtmicas como ferramenta

para a resolução de problemas.

Para isso, foram elaborados caṕıtulos, os quais serão apresentados da seguinte forma:

na Introdução, um breve relato da motivação para a pesquisa, no Caṕıtulo 1, um pouco

de história da origem das exponenciais e logaritmos, os primeiros relatos sobre cálculos,

como eram abordados, nomenclaturas, notações e suas aplicações da época. No Caṕıtulo

2, abordamos como surgiu o cálculo da exponencial, partindo do conceito de potências

com números naturais e construindo os conceitos através dos conjuntos Naturais, Inteiros,

Racionais, Irracionais e Reais, esse último será melhor abordado no caṕıtulo 4, onde

falaremos das funções exponenciais. Será pontuado também nesse caṕıtulo, as propriedades

de potências, com demonstração de algumas delas, equações e inequações exponenciais

com exemplos resolvidos aplicando as propriedades necessárias. No Caṕıtulo 3, sobre os

logaritmos, surgidos da necessidade de resolver problemas simples do tipo 2x = 3, conceitos

UFTM PROFMAT
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de antilogaritmo, cologaritmo, logaritmo decimal e logaritmo natural. Abordando também,

as propriedades de logaritmos, com demonstrações; a forma de calcular a caracteŕıstica e

mantissa de um número; apresentação de tábuas de logaritmos e exemplos de aplicação

das tábua de logaritmos utilizado a caracteŕıstica e mantissa; equações e inequações

logaŕıtmicas com exemplos resolvidos. No Caṕıtulo 4, definições e gráficos de funções

exponenciais e logaŕıtmicas, observando para quais valores as funções são crescentes e

decrescentes, com exemplos de gráficos das funções, 2x, 10x,
(

1
2

)x
e
(

1
10

)x
, apresentando

variações dos expoentes e translações. No Caṕıtulo 5, alguns problemas de modelagem

matemática utilizando funções exponenciais e logaŕıtmica.

Para construir didaticamente o presente trabalho, faremos um compêndio de vários

materiais dispońıveis, de vários autores que trabalham com o tema, buscando desenvolver

uma linguagem simples, com aplicações em várias áreas do conhecimento, para subsidiar

aos professores do Ensino Básico e alunos da disciplina de Cálculo Diferencial e Integral

com o objetivo de trabalharem e entenderem os conteúdos de exponenciais e logaritmos,

bem como suas respectivas funções, equações, inequações e aplicações.

UFTM PROFMAT



1 Um pouco de História

Neste item vamos apresentar um pouco da história de como surgiram as exponenciais

e os logaritmos, buscando nos livros de história da matemáticas os primeiros relatos sobre

os conteúdos.

Segundo o livro (BOYER, 1974) a exponencial e logaritmos eram usados em problemas

juntamente a outros conteúdos, para resolver questões bem espećıficas da época e não

possúıam a notação existente hoje.

1.1 A origem das exponenciais

Livros de história da matemática trazem relatos dos primeiros conceitos sobre a

exponencial, ideias com relação ao significado e que foram transmitidos de época em época.

Sabe-se que muitos ficaram perdidos, uma vez que muitas obras desaparecem no decorrer

dos tempos. Serão citadas passagens com menção da época em que os relatos aconteceram.

Fala-se que o problema 79 do papiro Ahmes, copiado por volta de 1650 a.C., “sete
casas, 49 gatos, 343 ratos, 2401 espigas de trigo, 16807 hectares”, encontrado no livro
(BOYER, 1974), o qual transcrevo:

... foi presumı́vel que o escriba estava tratando de um problema, talvez
bem conhecido, em que em cada uma das sete casas havia sete gatos,
cada um deles come sete ratos, cada um dos quais havia comido sete
espigas, cada uma delas teria produzido sete medidas de grão, ...

nos remetendo uma primeira ideia de exponencial.

Na Grécia, encontramos relatos que existia dois sistemas principais de numeração, o

sistema ático e o jônio (alfabético), um mais antigo, o ático, conhecido como notação

ática, com representação de potências da base (dez), representados pelas letras iniciais, em

maiúsculas, das palavras correspondentes, ∆ para deka (dez), H para hekaton (cem) e X

para khilioni (mil) e M para myrioi (dez mil).

No livro Introductio de Nicômaco, traduzido em 1926, livro caracterizado por ser um

manual dos elementos de matemática, foi descrito uma classificação dos números, parmente

ı́mpares e parmente pares (potências de dois), atribuindo a construção dos números a

potências de dois.

Nas obras de Diofante, considerado o pai da álgebra, por volta do fim do século quinze

e começo do século dezessete, na Europa, aparece notações para operações e relações, bem

como, notação exponencial, provavelmente uma das primeiras notações citadas nos livros.

Por volta de 1.202, Fibonacci propõe um problema semelhante ao problema descrito

no papiro Ahmes, “sete velhas foram a Roma; cada uma tinha sete mulas; cada mula
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carregava sete sacos; cada saco continha sete pães; e com cada pão havia sete facas; cada

faca estava dentro de sete bainhas”.

Percebe-se que ao longo do livro (BOYER, 1974), são apresentados vários problemas

resolvidos por vários estudiosos da época, dando mais ou menos ênfase a algumas proprie-

dades. Percebe-se também uma grande disputa entre os povos com relação a criação da

matemática, sendo que muitos dos problemas se perderam ao longo do tempo.

1.2 A origem dos logaritmos

Na Mesopotâmia, a meados do quarto milênio antes de nossa era, entre as tabletas

babilônias encontram-se tabelas contendo potências sucessivas de um dado número, seme-

lhantes às nossas tabelas de logaritmos, ou mais propriamente, de antilogaritmos. Tabelas

exponenciais (ou logaŕıtmicas) foram encontradas em que são dadas as dez primeiras

potências para as bases 9 e 16 (todos quadrados perfeitos).

A questão posta num problema “a que potência deve ser elevado um certo número

para fornecer um número dado”, livro (BOYER, 1974, p.22) , equivale à nossa, qual o

logaritmo de um número dado num sistema com um certo número como base.

As diferenças principais entre as tabelas antigas e as nossas, além de linguagem e

notação, é o não uso de um número único, sistematicamente, como base em variadas

situações e que as lacunas entre os número que constam das tabelas antigas são muito

maiores que nas nossas, até então não eram usadas para fins gerais de cálculo, mas para

resolver certas questões bem espećıficas, como por exemplo tabelas exponenciais num

problema que pergunta quanto tempo levaria uma quantia em dinheiro para dobrar, a 20

por cento ao ano, problema esse que hoje aplicamos a utilização de tabelas de logaritmos

para resolver.

Na Europa do século dezesseis eram usadas fórmulas de transformação de “produto por

soma”, uma delas, 2cos(x).cos(y) = cos(x+ y)− cos(x− y), introduzida por Ibn-Yunus

(morreu em 1008), contemporâneo de Alhazen, que, mais tarde, com a invenção dos

logaritmos, foi substitúıda.

No livro Logaritmos de (LIMA, 2016, p.1), vemos que no fim do século XVI, o desenvol-

vimento da Astronomia e da navegação exigia longos e laboriosos cálculos aritméticos. Um

aux́ılio precioso já tinha sido obtido com a invenção das frações decimais. Mesmo assim,

achar um método que permitisse efetuar com presteza multiplicações, divisões, potenciações

e extrações de ráızes era, nos anos próximos de 1600, um problema fundamental.

Segundo o grau de dificuldade, (LIMA, 2016) classificou as operações aritméticas em 3

grupos:

1) operações de 1a espécie: adição e subtração;

2) operações de 2a espécie: multiplicação e divisão;

UFTM PROFMAT
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3) operações de 3a espécie: potenciação e radiciação.

Procurava-se então um processo que permitisse reduzir cada operação de 2a ou 3a

espécie a uma de espécie inferior e portanto mais simples e o meio que os estudiosos da

época encontraram foi o cálculo através de logaritmos.

Jost Bürgi (1552 - 1632) súıço, relojoeiro, matemático e inventor; e John Napier (1550 -

1617), um nobre escocês, teólogo e matemático, cada uma deles desconhecendo inteiramente

um ao outro, publicaram as primeiras tábuas de logaritmos. As tábuas de Napier foram

publicadas em 1614 e as de Bürgi em 1620. Logo depois do aparecimento da primeira tábua

de logaritmos de Napier, o matemático inglês Henry Briggs (1561 - 1631), professor da

Universidade de Londres, e depois em Oxford, elaborou, juntamente com Napier, uma nova

tábua, de mais fácil utilização, contendo os chamados logaritmos decimais, ou logaritmos

ordinários, que tiram proveito do fato de usar o sistema de numeração decimal.

Recentemente, com a utilização cada vez mais divulgada dos computadores, sendo

este cada vez com maior velocidade de processamento de dados, as tábuas de logaritmos

perderam algo do seu poder como instrumento de cálculo, o mesmo acaba acontecendo

com outras tabelas matemáticas. O estudo dos logaritmos ainda é e continuará a ser de

fundamental importância. Com efeito, embora eles tenham sido inventados como acessório

para facilitar operações aritméticas, o desenvolvimento da matemática e das ciências em

geral veio mostrar que diversas leis matemáticas e vários fenômenos naturais e mesmo

sociais são estreitamente relacionados com os logaritmos. Assim sendo, os logaritmos, que

no prinćıpio eram importantes apenas por causa das tábuas, mostraram seu apreciável

valor intŕınseco.
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2 Exponenciais

Do dicionário da ĺıngua portuguesa, (AURÉLIO. . . , ) exponencial é: “que tem expoente

variável ou indeterminado, relativo a expoente”. Em matemática, o estudo com expoentes

partem das potências, as quais, partiremos delas para o estudo das exponenciais, funções

exponenciais, gráficos, equações e inequações exponenciais.

Para iniciarmos faremos algumas definições de potências no conjunto dos números na-

turais, posteriormente, nos inteiros, racionais e irracionais, partindo para um entendimento

do comportamento de potências com expoentes reais.

Definição 2.1. Seja α um número real positivo. Para todo n ∈ N, a potência αn, de base

α e expoente n é definida como o produto de n fatores iguais a α, ou seja

αn = α.α.α.....α

Observemos que para n = 1, como não há produto de um só fator, põe-se α1 = α, por

definição.

A definição indutiva de αn é: α1 = α e αn+1 = α.αn.

Para quaisquer m, n ∈ N tem-se αm.αn=αm+n. Essa afirmação é verdadeira, uma vez

que ambos os membros desta igualdade temos o produto de m+ n fatores iguais a α.

Assim, para m1,m2,m3, ....,mk ∈ N temos: αm1 .αm2 .αm3 .....αmk = αm1+m2+m3+...+mk .

Em particular se m1 = m2 = m3 = ... = mk = m temos (αm)k = αm.k

Podemos observar o comportamento de α, se α > 1 ou se 0 < α < 1.

Se α > 1, multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por αn, obtemos

αn+1 > αn. Portanto,

α > 1⇒ 1 < α < α2 < α3 < ... < αn < αn+1 < ....

Além disso, pode-se observar que multiplicando ambos os membros da desigualdade

α < 1 pelo número positivo αn, obtemos αn+1 < αn. Portanto,

0 < α < 1⇒ 1 > α > α2 > α3 > ... > αn > αn+1 > ....

Exemplos:

1. Seja α = 1, 000001 (um inteiro e um milionésimo). As potências sucessivas α, α2, α3

, . . . , αn a prinćıpio próximas de 1, podem tornar-se tão grandes quanto se deseje,

desde que o expoente seja tomado suficientemente grande. Observe:

1, 00000110 = 1, 000010000045

1, 000001100 = 1, 000001102 = 1, 00010000495
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1, 0000011.000 = 1, 000001103 = 1, 0010004996

1, 00000110.000 = 1, 000001104 = 1, 010005016

1, 000001100.000 = 1, 000001105 = 1, 10517086

1, 0000011.000.000 = 1, 000001106 = 2, 71828046

1, 00000110.000.000 = 1, 000001107 = 22.026, 35566282

1, 00000120.000.000 = 1, 0000012.107 = 22.026, 355662822 = 485.160.343, 203664

Observando as potências acima percebemos que os valores das potências crescem a

medida que o expoente cresce.

Se usar o argumento acima podemos obter uma potência de α que seja superior a 1

bilhão, devemos calcular o expoente para ter (1, 000001)n > um bilhão.

Portanto as potências sucessivas de um número maior do que 1 crescem acima de

qualquer limite prefixado, bastando tomarmos um expoente suficientemente grande.

2. Seja α = 0, 999 (novecentos e noventa e nove milésimos). As potências sucessivas α,

α2, α3 , . . . ,αn a prinćıpio próximas de 1, podem tornar-se tão pequenas quanto se

deseje, desde que o expoente seja tomado suficientemente grande. Observe:

(0, 999)2 = 0, 998001

(0, 999)5 = 0, 995009

(0, 999)10 = 0, 990044

(0, 999)50 = 0, 951205

(0, 999)100 = 0, 904792

Portanto a sequência cujo n-ésimo termo é αn é crescente quando α > 1, logo, αn < αm,

se α > 1 e n < m e decrescente se 0 < α < 1, logo, αn > αm, se 0 < α < 1 e n < m. Para

α = 1, esta sequência é constante, com todos os seus termos iguais a 1.

Procuremos agora atribuir um significado à potência αn , quando n ∈ Z é um número

inteiro, que pode ser negativo ou zero. Isto deve ser feito de modo que seja mantida a

regra fundamental,

αn+1 = α.αn

Em primeiro lugar, qual deve ser o valor de α0? Para responder a questão observemos

que como,

α0.α1 = α0+1,

teremos α1 = α, como α > 0, logo α0 = 1.

Em seguida, dado qualquer n ∈ N, devemos ter α−n.αn = α−n+n = α0 = 1, logo,

α−n =
1

αn
.

Assim para estender a definição de potências para números inteiros, preservando que

αm.αn = αm+n, acrescentaremos a seguinte definição:
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Definição 2.2. Seja α um número real positivo. Para todo m e n ∈ Z, definimos α0=1 e

α−n= 1
αn para todo n ∈ N, assim temos que αm.αn = αm+n e (αm)n = αm.n.

Com as definições de potências de expoente natural e potência de expoente inteiro,

podemos estabelecer a seguinte definição:

Definição 2.3. Se α um número real positivo e n ∈ Z então

αn =


1 se n = 0

αn−1.α se n > 0
1
αn se n < 0 e α 6= 0

Agora prosseguindo vejamos que sentido pode ser dado à potência αr, quando r = m
n

é um número racional (onde m ∈ Z e n ∈ Z∗), de modo que continua válida a regra

αr.αs = αr+s onde r e s ∈ Q. Dessa igualdade resulta, que se deve ter, para

para r =
m

n
⇒ nr = n

(m
n

)
= m.

(αr)n = αr.αr.αr.....αr︸ ︷︷ ︸
n vezes

= αr+r+r+....+r = αn.r = αm

.

Portanto αr é um número real positivo cuja n-ésima potência é igual a αm, ou seja,

(αr)n = αm, o que nos motiva a definição a seguir.

Definição 2.4. Definimos a potência αr, com r ∈ Q, r = m
n

, m ∈ Z e n ∈ Z∗ por

α
m
n = n
√
αm.

As potências αr, com expoente racional, embora não contenha todos os números reais

positivos, estão espalhados por toda a parte em R+, desde que α 6= 1.

Dados um número real positivo α e um número irracional a, podemos construir, as

potências αa, por exemplo a potência 3
√

2. Calculamos o valor real de
√

2 e achamos os

arredondamentos mais próximos a casa das unidades, aos décimos, aos centésimos, aos

milésimos e aos décimos de milésimos. Os valores abaixo e acima nos arrendondamentos

dessas casas, chamaremos de valores racionais aproximados por falta e ou por excesso

de
√

2, e usando uma calculadora obtemos em correspondência os valores aproximados

por falta ou por excesso de 3
√

2 (potência de base 3 e expoente racional, já definidos

anteriormente).
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Exemplo 2.0.1. Vamos construir uma tabela para a aproximação de 3
√

2.

Tabela 1 – Tabela indicando as aproximações para
√

2 e para 3
√

2

A1 A2 B1 B2 Valor de B1 Valor de B2

1 2 31 32 3 9
1, 4 1, 5 31,4 31,5 4, 6555 5, 1961
1, 41 1, 42 31,41 31,42 4, 7069 4, 7589
1, 414 1, 415 31,414 31,415 4, 7277 4, 7329
1, 4142 1, 4143 31,4142 31,4143 4, 7287 4, 7292
↓ ↓ ↓ ↓√
2

√
2 3

√
2 3

√
2

Observe que o para valores próximos de
√

2, o valor de 3
√

2 está entre 4, 7287 e 4, 7292

(valores aproximados por falta ou por excesso de 3
√

2).

Definição 2.5. Definimos a potência αa, com α > 0 e a ∈ I, considerando os conjuntos

A1 = {r ∈ Q | r < a} e A2 = {s ∈ Q | s > a} .

Notemos que:

• a) todo número de A1 é menor que qualquer número de A2.

• b) existem dois racionais r e s tais que r < a < s e a diferença r − s é menor que

qualquer número positivo e arbitrário.

Em correspondência aos conjuntos A1 e A2 consideremos os conjuntos

B1 = {αr | r ∈ A1} e B2 = {αs | s ∈ A2}

. Nota-se que:

• a) todo número de B1 é menor que qualquer número de B2.

• b) existem dois números αr e αs tais que a diferença αr − αs é menor que qualquer

número positivo e arbitrário.

Nessas condições, dizemos que αr e αs são aproximações por falta e por excesso,

respectivamente de αa e que B1 e B2 são classes que definem αa.

Obtemos assim, por aproximação de racionais, as potências αa, com α > 0 e a ∈ I.
As potências αa om α > 0 e a ∈ I podem ser obtidas envolvendo o conceito de limites

de sequências, que não é abordado na Educação Básica, mas que os professores podem

consultar em vários materiais dispońıveis.
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Agora, naturalmente deveŕıamos o conceito de αx para x um número real qualquer

(inclusive irracional). Este conceito requer algum resultado mais refinado que não se

encaixam no 2o grau, por isso ele será abordado no Caṕıtulo 4, em funções exponenciais.

2.1 Propriedades das potências

Seja α e b ∈ R∗; m e n ∈ N valem as seguintes propriedades:

Propriedades:

1) αm.αn = αm+n

Demonstração. Demonstraremos P1 por indução sobre n, para isso consideremos m fixo.

• i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois αm+0 = αm = αm.1 = αm.α0

• ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, αm.αp = αm+p,

e mostraremos que é verdadeira para n = p+ 1, isto é, αm.αp+1 = αm+p+1.

De fato: αm.αp+1 = αm. (αp.α) = (αm.αp)︸ ︷︷ ︸
HI

.α = αm+p.α = αm+p+1.

2) αm

αn = αm−n, α 6= 0 e m ≥ n

Demonstração. Para P2, o racioćınio é análogo e será feita por indução sobre n, para isso

consideremos m fixo.

• i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois

αm−0 = αm =
αm

1
=
αm

α0

• ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, αm

αp = αm−p, e

mostraremos que é verdadeira para n = p+ 1, isto é, αm

αp+1 = αm−p−1.

De fato:
αm

αp+1 = αm

(αp.α)
= αm.

(
1
αp .

1
α

)
=

(
αm

αp

)
︸ ︷︷ ︸

HI

. 1
α

= αm−p. 1
α

= αm−p.α−1 = αm−p−1.

3) (α.b)n = αn.bn

Demonstração. A demonstração de P3 também será feita por indução sobre n, para isso

consideremos m fixo.
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• i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois

(α.b)0 = 1 = 1.1 = α0.b0

• ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, (α.b)p = αp.bp,

mostraremos que é verdadeira para n = p+ 1, isto é, (α.b)p+1 = αp+1.bp+1.

De fato:

(α.b)p+1 = (α.b)p︸ ︷︷ ︸
HI

. (α.b) = (αp.bp) . (α.b) = (αp.α) . (bp.b) = αp+1.bp+1.

4)
(
α
b

)n
= αn

bn
, b 6= 0

Demonstração. A demonstração de P4 será feita por indução sobre n, para isso considere-

mos m fixo.

• i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois(α
b

)0

= 1 =
1

1
=
α0

b0

• ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é,
(
α
b

)p
= αp

bp
,

mostraremos que é verdadeira para n = p+ 1, isto é,
(
α
b

)p+1
= αp+1

bp+1 .

De fato:(
α
b

)p+1
=
(α
b

)p
︸ ︷︷ ︸
HI

.
(
α
b

)
=
(
αp

bp

)
.
(
α
b

)
= (αp.α)

(bp.b)
= αp+1

bp+1 .

5) (αm)n = αm.n

Demonstração. A demonstração de P5 também será feita por indução sobre n, para isso

consideremos m fixo.

• i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois

(αm)0 = 1 = α0 = αm.0

• ii) Supondo que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, (αm)p = αm.p,

mostraremos que é verdadeira para n = p+ 1, isto é, (αm)p+1 = αm.(p+1).

De fato:

(αm)p+1 = (αm)p︸ ︷︷ ︸
HI

. (αm) = αm.p.αm = α(m.p)+m = αm(p+1).
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Para α e b ∈ R∗; m e n ∈ Z valem as propriedades:

Propriedades:

1) αm.αn = αm+n

2) αm

αn = αm−n, α 6= 0 e m ≥ n

3) (α.b)n = αn.bn

4)
(
α
b

)n
= αn

bn
, b 6= 0

5) (αm)n = αm.n

As demonstrações para os números inteiros são análogas para os números naturais,

através de indução sobre n.

No conjunto dos racionais, para α e b ∈ R∗; m e n ∈ Q tomemos m = p
q
e n = r

s
,

então as propriedades P1, P2, P3, P4 e P5 são válidas e utilizaremos a definição 2.4 para

demonstrar as propriedades P1 a P5, como segue:

Propriedades:

1) α
p
q .α

r
s = α

p
q

+ r
s

Demonstração.

α
p
q .α

r
s = q
√
αp. s
√
αr = q.s

√
αp.s. q.s

√
αr.q = q.s

√
αp.s.αr.q =

q.s
√
αp.s+r.q = α

ps+rq
qs = α

p
q

+ r
s

Observe que: (*)

α
p
q = α

p.s
q.s = q.s

√
αp.s

α
r
s = α

r.q
s.q = q.s

√
αr.q

2) α
p
q

α
r
s

= α
p
q
− r

s , α 6= 0, q 6= 0 e s 6= 0

Demonstração.

α
p
q

α
r
s

=
q
√
αp

s
√
αr

∗︷︸︸︷
=

q.s
√
αp.s

q.s
√
αr.q

= q.s

√
αp.s

αr.q
=

q.s
√
αp.s−r.q = α

ps−rq
qs = α

p
q
− r

s

3) (α.b)
p
q = α

p
q .b

p
q

Demonstração.

(α.b)
p
q = q

√
(α.b)p =

q
√
αp.bp = q

√
αp.

q
√
bp = α

p
q .b

p
q
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4)
(
α
b

) p
q = α

p
q

b
p
q
, b 6= 0 e q 6= 0

Demonstração. (α
b

) p
q

= q

√(α
b

)p
= q

√
αp

bp
=

q
√
αp

q
√
bp

=
α

p
q

b
p
q

5)
(
α

p
q

) r
s

= α
p
q
. r
s

Demonstração.(
α

p
q

) r
s

= s

√(
α

p
q

)r
= s

√(
q
√
αp
)r

=
s

√
q
√
αp.r = q.s

√
αp.r = α

p.r
q.s = α

p
q
. r
s

Observe que:(
α

p
q

) r
s

=
(
α

p
q
. r
s

)
=
(
α

p.r
q.s

)
= q.s
√
αp.r

Para α ∈ R∗;m e n ∈ I, também são válidas as propriedades:

Propriedades:

1) αm.αn = αm+n

2) αm

αn = αm−n, α 6= 0 e m ≥ n

3) (α.b)n = αn.bn

4)
(
α
b

)n
= αn

bn
, b 6= 0

5) (αm)n = αm.n

Portanto qualquer número α > 0 e α 6= 1, x ∈ R, αx é uma exponencial. Em números,

podemos dizer que 2x, 3x, 4x, ..., αx são exponenciais. Para x ∈ I, utilizamos a definição 2.5

e exemplificamos em 2.0.1 e para x ∈ R os exemplos serão melhor abordadas no Caṕıtulo

4 desse trabalho.

2.2 Equações exponenciais

Equação exponencial é uma igualdade, onde a variável é o expoente. Existem dois

métodos fundamentais para resolução das equações exponenciais: se as bases forem iguais,

essas poderão ser canceladas e o outro para bases diferentes, que está ligado ao estudo de

logaritmos e será abordado no Caṕıtulo 3.

Vejamos como resolver equações reduzindo a uma base comum: este método, como o

próprio nome já diz, consiste em escrever ambos os membros da equação na mesma base

(se posśıvel) com as transformações convenientes baseadas nas propriedades de potências
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de mesma base α (α > 0 e α 6= 1). Assim, do fato da função exponencial ser injetora

temos que:

αb = αc ⇔ b = c (α > 0 e α 6= 1)

Exemplos:

1. 8x = 3
√

16

Resolução: (23)
x

=
3
√

24 ⇒ (23)
x

= 2
3
4 ⇒ 23x = 2

3
4 , cancelando a base 2, pois a

função exponencial é injetora, teremos 3x = 3
4
, ou seja, x = 1

4

S =
{
x = 1

4

}
2. 2x = 64

Resolução: Fatorando o 64 temos: 2x = 26 ⇒ x = 6

S = {x = 6}

3. 8x = 1
32

Resolução: Fatorando o 32 e aplicando as propriedades temos:

(23)
x

= 2−5 ⇒ 23x = 2−5 ⇒ 3x = −5⇒ x = −5
3

S =
{
x = −5

3

}
4.
(√

3
)x

= 3
√

81

Resolução: Fatorando o 81 e aplicando as propriedades temos:(
3

1
2

)x
=

3
√

34 ⇒ 3
x
2 = 3

4
3 ⇒ x

2
= 4

3
⇒ 3x = 8⇒ x = 8

3

S =
{
x = 8

3

}
2.3 Inequações exponenciais

Inequações exponenciais são inequações que envolvem incógnitas no expoente, ou seja,

desigualdades entre números, cujo expoente é uma incógnita.

Assim como em equações exponenciais, existem dois métodos fundamentais para

resolução das inequações exponenciais. Faremos a apresentação agora do primeiro método

e o segundo no estudo de logaritmos.

Redução a uma base comum: este método será aplicado quando ambos os membros da

inequação puderem ser representados como potências de mesma base, com as transformações

convenientes baseadas nas propriedades de potências de mesma base α (α > 0 e α 6= 1).

Lembremos que a função exponencial f(x) = αx é crescente se α > 1 e decrescente se

0 < α < 1, portanto se b e c são números reais, então:

para α > 1 tem-se αb > αc ⇔ b > c;

αb < αc ⇔ b < c;

para 0 < α < 1 tem-se αb > αc ⇔ b < c;

αb < αc ⇔ b > c;
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Exemplos:

1. 2x > 128

Solução: Observe que α > 1, fatorando o 128 temos: 2x > 128⇔ 2x > 27. Como a

base é maior que um, temos x > 7.

S = {x ∈ R | x > 7}

2.
(

3
5

)x ≥ 125
27

Solução: Observe que α = 3
5
, 0 < α < 1 e aplicando as propriedades temos que:(

3
5

)x ≥ 53

33
⇔
(

3
5

)x ≥ (3
5

)−3
. Como a base está compreendida ente 0 e 1, temos

x ≤ −3

S = {x ∈ R | x ≤ −3}

3.
(

3
√

2
)x
<
(

4
√

8
)

Solução: Observe que
(

3
√

2
)x
<
(

4
√

8
)
⇔
(

2
1
3

)x
<
(

4
√

23
)
⇔ 2

x
3 < 2

3
4 . Como a base

é maior que 1, temos: x
3
< 3

4
⇔ x < 9

4

S =
{
x ∈ R | x < 9

4

}
4. Resolver x2x2−9x+4 < 1 em R+

Solução: Devemos considerar três casos:

1o Caso:

Devemos verificar se 0 ou 1 são soluções particulares da inequação.

Fazendo x = 0 e x = 1, temos:

x = 0⇒ 04 < 1 (verdadeira) ⇒ x = 0 é solução

x = 1⇒ 1−3 < 1 (falsa) ⇒ x = 1 não é solução

A solução neste caso é S1 = {0}

2o Caso:

A base da potência é maior que um.

Se x > 1 (I), temos:

x2x2−9x+4 < 1⇒ x2x2−9x+4 < x0 ⇒ 2x2 − 9x+ 4 < 0⇒ 1
2
< x < 4 (II)

A solução desse caso é dada por (I) ∩ (II)

S2 = {x ∈ R | 1 < x < 4}

3o Caso:

A base da potência é positiva, mas menor que um.

Se 0 < x < 1 (III), temos:

x2x2−9x+4 < 1⇒ x2x2−9x+4 < x0 ⇒ 2x2 − 9x+ 4 > 0⇒ x < 1
2
ou x > 4 (IV )

A solução desse caso é dada por (III) ∩ (IV )

S3 =
{
x ∈ R | 0 < x < 1

2

}
A solução da inequação proposta é:

S = S1 ∪ S2 ∪ S3 =
{
x ∈ R | 0 ≤ x < 1

2
ou 1 < x < 4

}
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3 Logaritmos

Os logaritmos foram criados como instrumento para tornar mais simples cálculos

aritméticos complicados. Posteriormente verificou-se que a importância dos logaritmos

na Matemática e nas Ciências em geral era bem maior do que se pensava. Com efeito,

diversos fatos matemáticos, bem como fenômenos naturais e até mesmo sociais, podem ser

expressos quantitativamente através dos logaritmos.

Uma das primeiras motivações para o ensino de logaritmos, parte do estudo de equações

exponenciais, onde teremos, por exemplo, que calcular o valor que assume o x, se 2x = 3,

ou seja, resolver equação exponencial com bases diferentes. Sabemos que x assume um

valor entre 1 e 2, pois 21 < 2x < 22, mas com o conhecimento que temos até aqui não

sabeŕıamos qual é esse valor e nem o processo para determiná-lo. A fim de que possamos

resolver este e outros problemas, vamos iniciar o estudo de logaritmos.

Definição 3.1. Sendo a e b números reais e positivos, com a 6= 1, chama-se logaritmo de

b na base a, o expoente que se deve dar à base a de modo que a potência obtida seja igual

a b. Em śımbolos: a, b ∈ R, a > 0 a 6= 1 e b > 0, então

logab = x⇔ ax = b

.

Em logab = x, dizemos: a é a base do logaritmo, b é o logaritmando, x é o logaritmo.

Conheçamos também o que é antilogaritmo e cologaritmo. O número b é o logaritmando

ou também chamado antilogaritmo de x na base a.

Definição 3.2. Sejam a e b números reais positivos com a 6= 1, se o logaritmo de b na base

a é x, então b é o antilogaritmo de x na base a. Em śımbolos: a, b ∈ R, a > 0 a 6= 1 e b > 0,

então logab = x⇔ b = antilogax.

Definição 3.3. Chama-se cologaritmo de um número b ( b ∈ R e b > 0 ), numa base

a ( a ∈ R, a > 0 a 6= 1 ), ao oposto do logaritmo de b na base a. Em śımbolos: se

a > 0 a 6= 1 e b > 0 então cologab = −logab. Considerando que logab = −loga 1
b

então

cologab = loga
1
b
.

3.1 Sistema de logaritmos

Ao conjunto dos logaritmos de todos os números positivos, em certa base α, chamamos

sistema de logaritmos de base α. Assim, o conjunto dos logaritmos, na base 2, de todos os
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números positivos constitui o sistema de logaritmos de base 2. Entre a infinidade de valores

que a base pose assumir, são particularmente importante dois sistemas de logaritmos a

seguir.

3.1.1 Sistema de Logaritmos Decimais

Sistema de logaritmo decimal é o sistema de base 10, também chamado sistema de

logaritmos comuns, ou vulgares, ou de Briggs (Henry Briggs, matemático Inglês (1561 –

1630), foi quem primeiro destacou a vantagem do emprego dos logaritmos de base 10 para

os cálculos).

Dentre os diversos sistemas de logaritmos (diversas bases), vamos agora estudar, com

particular interesse, o sistema de logaritmos de base 10.

Lembremos as principais propriedades dos logaritmos de base 10:

1) log1 = 0

2) log10 = 1

3) x > 1⇒ logx > 0 e se 0 < x < 1⇒ logx < 0

3.1.2 Sistema de Logaritmos Neperianos

É o sistema de base e ( e = 2,718 ..., número irracional), também chamado sistema de

logaritmos naturais. O nome neperiano lembra John Neper, matemático escocês (1.550 -

1.617), autor de um dos primeiros trabalhos desenvolvendo a teoria dos logaritmos. Diz-se

também sistema de logaritmos naturais, uma vez que no estudo de fenômenos naturais

surge, muitas vezes, uma lei exponencial de base e. Os logaritmos neperianos são usados

na Análise Matemática e em assuntos técnicos.

Indica-se, em geral, com um dos śımbolos : logex , ou lnx, ou dependendo do texto,

usa-se lgx, logx ou Lx.

No livro do ensino médio (DANTE, 2012) o logaritmo natural é definido como o

logaritmo que tem base e e lembrado como uma importante ferramenta nas aplicações de

logaritmos, as quais intitula de “A matemática e as práticas sociais”.

Para (LIMA, 2016) o logaritmo natural de x, x um número real positivo, é definido

como a área da faixa delimitada pelo eixo x e a função 1
x
, designada Área (Hx

1 ), com x

variando de 1 a x. Assim, quando x > 0, escrevendo ln x para indicar o logaritmo natural

de x, temos: lnx = Área (Hx
1 ), mostrada no esquema abaixo.
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Figura 3.1 – Figura esquema para indicar o logaritmo natural a partir do cálculo da área

3.2 Propriedades de logaritmos

Notemos que, com as propriedades operatórias de logaritmos, podemos transformar

uma multiplicação em uma soma, uma divisão em uma subtração e uma potência em uma

multiplicação, isto é, com o emprego da teoria de logaritmos podemos transformar uma

operação em outra mais simples de ser realizada ou de ordem inferior.

Seja a, b e c ∈ R, a > 0 a 6= 1, b > 0 e c > 0 são válidas as seguintes propriedades:

• 1a) Logaritmo do produto:

Em qualquer base a (a > 0 a 6= 1), o logaritmo do produto de dois números reais

positivos é igual a soma dos logaritmos dos fatores.

Em śımbolos: a, b e c ∈ R+, a > 0 a 6= 1, b > 0 e c > 0, então

loga(b.c) = logab+ logac

Demonstração. Fazendo logab = x e logac = y e loga(b.c) = z, provaremos que

z = x+ y.

De fato:
logab = x⇒ ax = b

logac = y ⇒ ay = c =⇒ az = ax.ay ⇒ az = ax+y ⇒ z = x+ y

loga(b.c) = z ⇒ az = b.c

OBSERVAÇÕES:

1) Esta propriedade pode ser entendida para o caso do logaritmo do produto de

n (n ≥ 2) fatores reais e positivos, isto é: Se a > 0, a 6= 1 e b1, b2, b3, ....., bn ∈ R∗+
então loga(b1.b2.b3.....bn) = logab1 + logab2 + logab3 + ....+ logabn.

2) Devemos observar que se b > 0 e c > 0 então b.c > 0 e vale a identidade:

loga(b.c) = logab + logac com a > 0, a 6= 1, mas se soubermos apenas que b.c > 0
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então, temos: loga(b.c) = loga|b|+ loga|c| com a > 0, a 6= 1, uma vez que o logaritmo

só está definido para valores positivos.

• 2a) Logaritmo do quociente:

Em qualquer base a (a > 0 a 6= 1), o logaritmo do quociente de dois números reais

positivos é igual a diferença entre o logaritmo do dividendo e o logaritmo do divisor.

Em śımbolos: a, b e c ∈ R+, a > 0 a 6= 1, b > 0 e c > 0, então

loga(
b

c
) = logab− logac

Demonstração. Fazendo logab = x e logac = y e loga(
b
c
) = z, mostraremos que

z = x− y.

De fato:
logab = x⇒ ax = b

logac = y ⇒ ay = c =⇒ az = ax

ay
⇒ az = ax−y ⇒ z = x− y

loga(
b
c
) = z ⇒ az = b

c

OBSERVAÇÕES:

1) Fazendo b = 1, escrevemos loga(
1
c
) = loga1− logac =⇒ loga(

1
c
) = −logac.

2) Se b > 0 e c > 0 então b
c
> 0 e vale a identidade: loga(

b
c
) = logab − logac com

a > 0, a 6= 1, mas se soubermos apenas que b
c
> 0 então, temos:

loga(
b
c
) = loga|b|− loga|c| com a > 0, a 6= 1, uma vez que o logaritmo só está definido

para valores positivos.

• 3a) Logaritmo da potência

Em qualquer base a (a > 0 a 6= 1), o logaritmo de uma potência de base real positiva

e expoente real é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da potência.

Em śımbolos: a, b ∈ R+, α ∈ R, a > 0 a 6= 1, b > 0, então

logab
α = α.logab

Demonstração. Fazendo logab = x e logab
α = y, provaremos que y = α.x.

De fato:{
logab = x⇒ ax = b

logab
α = y ⇒ ay = bα =⇒ ay = (ax)α ⇒ ay = aα.x ⇒ y = α.x

OBSERVAÇÕES:

1) Decorre da 3a propriedade que em qualquer base a (a > 0 a 6= 1), o logaritmo da

raiz enésima de um número real positivo é igual ao produto do inverso do ı́ndice da

raiz pelo logaritmo do radicando.

Em śımbolos: a, b ∈ R+, n ∈ N∗, a > 0 a 6= 1, b > 0, então,

loga
n
√
b = logab

1
n =

1

n
.logab
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2) Se b > 0 então bα > 0 para todo α real e vale a identidade: logab
α = α.logab, mas

se soubermos apenas que bα > 0 então, temos: logab
α = α.loga|b|, uma vez que o

logaritmo só está definido para valores positivos.

As propriedades vistas anteriormente, válidas com as devidas restrições impostas aos

números reais a, b, c e α, nos permitem obter o logaritmo de um produto, de um quociente

ou de uma potência, conhecendo somente os logaritmos dos termos do produto, dos termos

do quociente ou da base da potência.

Notemos a impossibilidade de obter o logaritmo de uma soma ou de uma diferença, por

meio de regras semelhantes às dadas. Assim, para encontrarmos loga(b+ c) e loga(b− c),
devemos, calcular inicialmente (b+ c) e (b− c) respectivamente.

Observe que até o momento tratamos de logaritmos de bases iguais, caso essas bases

sejam diferentes, procederemos uma a mudança de base para uma base conveniente.

Vejamos o processo que permite transformar o logaritmo de um número positivo em

uma certa base para outro em base conveniente, aqui vamos considerar como uma 4a

propriedade.

• 4a) Mudança de base:

Se a, b e c são números reais positivos (a 6= 1 e c 6= 1), então tem-se:

logab =
logcb

logca

Demonstração. Considerando logab = x, logcb = y e logca = z, e notemos que z 6= 0,

pois a 6= 1. Provaremos que x = y
z
.

De fato:
logab = x⇒ ax = b

logcb = y ⇒ cy = b =⇒ (cz)x = (ax) = b = cy ⇒ (cz)x = cy ⇒ zx = y ⇒ x = y
z

logca = z ⇒ cz = a

3.3 Como calcular logaritmos?

Nessa seção vamos falar como eram feitos os cálculos de logaritmos no passando, com

o uso de tábuas. Hoje com o avanço da computação essas tábuas perderam a utilidade,

ficando registradas na história da matemática.

Para calcular logaritmos podemos usar uma tábua de logaritmos. Essa tábua consiste

essencialmente de duas colunas de números. A cada número da coluna à esquerda

corresponde um números à sua direita, chamado de logaritmo. A tábua de logaritmos é

uma tabela de valores que possibilita determinar o valor do logaritmo decimal de qualquer

número real positivo na base decimal. Se houver necessidade de determinar o valor de
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um logaritmo não decimal, deve-se antes transformá-lo em logaritmo decimal para depois

procurar o valor na tabela.

Com as tábulas podemos calcular por exemplo o produto de dois números, basta somar

seus logaritmos, o resultado é o logaritmo do produto e assim encontrar o valor na tabela

do produto.

Vejamos uma tabela de logaritmos decimais dos números naturais de 1 a 300, os valores

são aproximações até a quinta casa decimal, para ser utilizada como exemplo para o cálculo

do produto de dois números.

Figura 3.2 – Tabela de logaritmo decimais dos números naturais de 1 a 300
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Exemplo 3.3.1. Retirando dados da tabela Figura 3.2, log3 ≈ 0,47712 e log5 ≈ 0,69897,

logo log3+log5 ≈ 1,17609. Observe que consultado a tabela citada, o valor 0,17609

corresponde a coluna de log 15. O número 1 é a caracteŕıstica do número 15, logo, log 15

≈ 1 + 0,17609 = 1,17609.

Exemplo 3.3.2. Vamos calcular o log 1024 de três formas diferentes:

• log 1024 = log 2.512

Consultando a tabela de logaritmo Figura 3.2, log 2 ≈ 0,30103 e consultando a tabela

Figura 3.5 log 512 ≈ 0,70927. Somando as mantissas 0,30103 + 0,70927 = 1,0103.

Logo a mantissa de 2.512 é 0,0103. Como 103 < 1024 < 104, a carateŕıstica é 3.

Portanto log 1024 ≈ 3 + 0,0103 = 3,0103

• log 1024 = log 4.256

Consultando a tabela Figura 3.2, log 4 ≈ 0,60206 e log 256 ≈ 0,40824. Somando as

mantissas 0,60206 + 0,40824 = 1,0103. Logo a mantissa de 4.256 é 0,0103. Como

103 < 1024 < 104, a carateŕıstica é 3. Portanto log 1024 ≈ 3 + 0,0103 = 3,0103

• log 1024 = log 210 = 10. log 2

Consultando a tabela Figura 3.2, log 2 ≈ 0,30103. Portanto log 1024 ≈ 10.0,30103

= 3,0103.

Os exemplos acima foram calculados com números pequenos, mas as tabelas envolviam

números grandes. Poderia-se também aplicar algumas propriedades e encontrar uma vasta

quantidade de resultados. Na época em que não existia calculadoras esses cálculos se

tornaram bem interessantes.

Os escritos que encontramos nos contam que levamos 20 anos para construir a primeira

tábua de logaritmos dos números, o que mostra as dificuldades que tiveram aqueles que

se dedicaram a esta tarefa, pois tudo tinha que ser feito apenas com a disponibilidade

do conhecimento matemático, lápis e papel e uma infinita paciência. A construção da

tábua parte do grau de aproximação desejada para o cálculo dos logaritmos de um número,

digamos que seja a quarta casa decimal, para isso, dividindo o eixo x (logaritmos dos

números) no intervalo entre 0 e 1 em 220 partes, ou seja, 1
1048576

será a menor parte, o qual

correspondente a uma progressão aritmética. Para cada correspondente de y (números

aos quais se pesquisem os logaritmos) y = 10
n

1048576 correspondem a uma progressão

geométrica. Se conhecermos dois pontos consecutivos de uma PA e PG já teremos definido

suas respectivas razões e isso é suficiente para traçar todos os pontos da PA e PG no

intervalo definido. Podemos colocar em correspondência os pontos da PG e PA, e para os

mesmos valores de n ir anotando os resultados dos números para a construção da tábua

de logaritmos.
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Vale lembrar também que é importante para nós professores insistirmos para que

os alunos conheçam a história da matemática, como eram os cálculos com utilização

das tabelas, conhecer como foi constrúıdo os conteúdos matemáticos e como este foi

mudando com a utilização das tecnologias. Conhecer as propriedades de logaritmos se

torna interessante para a realização de provas de acesso às universidades, Exame Nacional

do Ensino Médio, ou concurso público, onde não é permitida a utilização de calculadoras.

Segue abaixo um modelo de tabela (cópia retirada do Livro), utilizada em 1977,

publicada no livro (SERRÃO, 1977) que era utilizada para achar o valor do logaritmo de

alguns números usuais.

Figura 3.3 – Tabela 1 - Apresenta os resultados de logaritmos dos números decimais,
irracionais, medidas na circunferência (π, medida de ângulos (◦) e raio)
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Figura 3.4 – Tabela 2 de logaritmo de números usuais

As tábuas apresentadas nas tabelas (Figura 3.3) e (Figura 3.4) são números, cujo

logaritmos não poderiam ser obtidos através de aplicação de propriedades. São apresentados

com uma notação não usual. Nesse caso, o śımbolo barra, acima do número, por exemplo

no cálculo de log(1
2
), 1 quer dizer caracteŕıstica + mantissa, 1, abcd = 0, abcd− 1, onde

0,abcd é a mantissa e -1 é a caracteŕıstica de 1
2
, a maneira de calcular será vista logo a

seguir. Mas como calcular os logaritmos de um número utilizando os dados da tabela? E

quando o números não forem inteiros?

A seguir veremos mais uma tabela, trata-se de tábuas de logaritmos decimais dos

números inteiros de 300 até 600 com cinco decimais. A tabela completa está publicada no

livro (SERRÃO, 1977) e vai de 1 até dez mil.
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Figura 3.5 – Tabela de logaritmo decimais dos números naturais de 300 a 600

Se quisermos calcular o logaritmo de um número não natural e que este não esteja

em tabelas, observaremos a caracteŕıstica e a mantissa. Para isso veremos abaixo como

encontrar a caracteŕıstica e a mantissa e utilizar as tabelas de mantissa.
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3.3.1 Caracteŕıstica e Mantissa

Qualquer que seja o número real positivo x, considere n = [x] (parte inteira de x). Se

n tiver k + 1 d́ıgitos então 10k ≤ n ≤ 10(k+1) e a mesma coisa acontece para x, ou seja, x

estará necessariamente compreendido entre duas potências de 10 com expoentes inteiros

consecutivos.

Exemplo 3.3.3. Se x = 0, 04⇒ 10−2 < 0, 04 < 10−1.

Assim, dado x > 0, existe c ∈ Z tal que: 10c ≤ x < 10c+1 ⇒ log 10c ≤ log x < log 10c+1

⇒ c ≤ log x < c+ 1, pois, log x é crescente.

Podemos afirmar que:

log x = c+m onde c ∈ Z e 0 ≤ m < 1

isto é, o logaritmo decimal de x é a soma de um número inteiro c com um número decimal

m não negativo e menor que 1.

O número inteiro c é por definição a caracteŕıstica do logaritmo de x e o número

decimal m (0 ≤ m < 1) é por definição a mantissa do logaritmo de x.

Em geral, a mantissa é um número irracional, as tábuas de logaritmos nos fornecem

valores aproximados dos logaritmos dos números inteiros, geralmente de 1 a 10.000.

Ao procurarmos a mantissa do logaritmo decimal de x, devemos lembrar a seguinte

propriedade:

Propriedade 01: A mantissa do logaritmo decimal de x não se altera se multiplicarmos

x por uma potência de 10 com expoente inteiro.

Demonstração. Para demonstrarmos essa propriedade mostraremos que se p ∈ Z então

(log(x.10p)− log x) ∈ Z

De fato:

(log(10p.x)− log x) = log(
10p.x

x
) = log 10p = p ∈ Z

Uma consequência importante é:

“Os logaritmos de dois números cujas representações decimais diferem ape-

nas pela posição da v́ırgula tem mantissas iguais.”

Assim os logaritmos decimais dos números: 2, 200, 2000, 0,2; 0,002 tem todos a mesma

mantissa 0,3010; mas com caracteŕısticas diferentes, ou seja, iguais a 0, 2, 3, -1 e -3,

respectivamente.
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Segue abaixo tabelas de mantissas dos logaritmos dos números inteiros de 100 a 999,

encontradas no livro (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 1985, p.113-114).

Figura 3.6 – Tabela de mantissas de números naturais de 100 a 549

Na tabela 3.6 a mantissa pode ser encontrada localizando o número pela linha e coluna,

por exemplo o número 517, a mantissa está na linha 51 coluna 7. A mantissa juntamente

com a caracteŕıstica nos fornece o logaritmo do número procurado.
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Figura 3.7 – Tabela de mantissas de números naturais de 550 a 999

3.3.2 Exemplos de aplicação das tábua de logaritmos utilizando a caracteŕıstica

e mantissa

1. Calcular log 23, 4

Como 10 < 23, 4 < 100, a caracteŕıstica é 1 e a mantissa é 0,3692 que é a mesma

do número 234 (basta verificar na tabela Figura 3.6 na linha 23, coluna 4). Temos

então:

log 23, 4 = 1 + 0, 3692 = 1, 3692
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2. Calcular log 0, 042

Como 10−2 < 0, 042 < 100, logo a caracteŕıstica é -2 e a mantissa é 0,6232 que é a

mesma do número 420 (vide Figura 3.6). Temos, então:

log 0, 042 = −2 + 0, 6232 = −1, 3768.

Entretanto, é usual escrevermos -2+0,6232 sob a forma 2, 6232; onde figura expli-

citamente a mantissa do logaritmo e a caracteŕıstica -2 é substitúıda pela notação

2.

Dizemos que 2, 6232 é a forma mista ou preparada do log 0, 042 e que -1,3768 é a

forma negativa de log 0, 042.

3. Calcular log 314, 3

Para calcularmos log 314, 3 usaremos um processo de interpolação linear.

Como 102 < 314, 3 < 103, logo a caracteŕıstica é 2 e consideremos os valores de

mantissa (vide Figura 3.6), mostrados na tabela abaixo:

x y= log x
314 y= log 314 = 2,4969
315 y= log 315 = 2,4983

Figura 3.8 – Figura esquema para interpolação

A variação da função logaŕıtmica não é linear, mas podemos aceitar como uma

boa aproximação de log 314, 3, a ordenada y do ponto F sobre a reta DE. Para

determinarmos o valor de y, consideremos os triângulos ECD e EHF. Como os

triângulos ECD e EHF são semelhantes, temos:
FH
DC

= EH
EC

, onde FH = y, DC = log 315− log 314, EH=0,3 e EC=1, logo
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y
log 315−log 314

= 0,3
1

y
2,4983−2,4969

= 0, 3

y = 0, 0004

Portanto log 314, 3 = log 314 + y = 2,4969 + 0,0004 = 2,4973

4. Calcular antilog -1,3716

Fazendo x = antilog -1,3716, e aplicando a definição do antilogaritmo loga b = x⇔
b = antilogax temos:

log x = -1,3716

Observe que:

−1, 3716 = −1− 0, 3716 = −1− 1 + 1− 0, 3716 = −2 + 0, 6284 = 2, 6284.

Com a mantissa 0,6284 encontramos o número 425, mas como a caracteŕıstica do

log x é -2, duas casas decimais, temos x = 0,0425.

Os exemplos a seguir não são para resolver o cálculo de logaritmo, mas para usar

o logaritmo para o cálculo de potências e ráızes.

5. Calcular a potência (1, 12)20

Fazendo x = (1, 12)20, podemos aplicar log em ambos os membros da igualdade,

assim teremos: log x = log(1, 12)20 ⇒ log x = 20. log(1, 12)⇒ log x = 20.0, 0492⇒
log x = 0, 9840.

Portanto x = antilog0, 9840 = 100,9840 ≈ 9, 638.

6. Calcular x = 7
√

1969

Aplicando log e suas propriedades, temos: log x = log(1969)
1
7 ⇒ log x = 1

7
. log 1969⇒

log x = 1
7
.3, 2943⇒ log x = 3,2943

7
⇒ log x = 0, 4806.

Portanto x = antilog0, 4806 = 100,4806 ≈ 3, 024.

Em problemas, utilizaremos da modelagem matemática e as funções exponenciais e

logaŕıtmicas como ferramentas de resolução.

3.4 Equações logaŕıtmicas

Para resolver equações logaŕıtmicas é importante lembrar do conceito de logaritmo,

a, b ∈ R, a > 0 a 6= 1 e b > 0, então

loga b = x⇔ ax = b.

Observe que a base e o logaritmando sempre são positivos, ou seja, uma condição de

existência para os mesmos.
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Se loga x = loga y, aplicando a definição temos:

loga x = z ⇔ az = x

loga y = z ⇔ az = y

Portanto, se loga x = loga y ⇒ x = y.

Podemos classificá-las em três tipos:

1o Tipo: loga f(x) = loga g(x)

É a equação que apresenta ou é redut́ıvel a uma igualdade entre dois logaritmos de

mesma base a, (a > 0 e a 6= 1).

A resolução de uma equação deste tipo baseia-se na consequência da definição.

Não devemos esquecer das condições de existência do logaritmo, isto é, a base do

logaritmo deverá ser positiva e diferente de um e o logaritmando deverá ser positivo. Assim

sendo, os valores encontrados na solução da equação só serão considerados solução da

equação logaŕıtmica proposta se for um valor qe satisfaz as condições de existência do

logaritmo.

Esquematicamente, temos: Se a > 0 e a 6= 1 então

loga f(x) = loga g(x) =⇒ f(x) = g(x) (f(x) > 0 e g(x) > 0)

2o Tipo: loga f(x) = α

É a equação que apresenta ou é redut́ıvel a uma igualdade ente um logaritmo e um

número real.

A resolução de uma equação deste tipo é simples, basta aplicarmos a definição de

logaritmo.

Esquematicamente, temos: Se a > 0, a 6= 1 e α ∈ R então

loga f(x) = α =⇒ f(x) = aα

Não precisamos nos preocupar com a condição de existência do logaritmo, sendo

a > 0, a 6= 1, temos aα > 0 para todo α real e consequentemente f(x) = aα > 0.

3o Tipo: incógnita auxiliar

São as equações que resolvemos fazendo inicialmente uma mudança de incógnita. Ex:

(log2 x)2 − log2 x = 2, ou seja, devemos resolver fazendo log2 x = y, assim sendo, iremos

resolver a equação em y, y2 − y − 2 = 0.

Exemplos:
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Resolver as seguintes equações:

1. log2(3x− 5) = log2 7

Solução: log2(3x− 5) = log2 7⇒ (3x− 5) = 7 > 0

Resolvendo 3x− 5 = 7⇒ x = 4. Logo x = 4 é solução da equação proposta e não

há necessidade de verificarmos pois 7 > 0 é satisfatória para todo x real.

S = {4}

2. log3(2x− 3) = log3(4x− 5)

Solução: log3(2x− 3) = log3(4x− 5)⇒ (2x− 3) = (4x− 5) > 0

Resolvendo 2x− 3 = 4x− 5⇒ x = 1. Observe que x = 1 não pode ser solução da

equação proposta pois fazendo x = 1 em 4x− 5 encontramos 4.1− 5 = −1 < 0, logo

a equação proposta não tem solução. Chegaŕıamos a mesma conclusão se ao invés de

fazer x = 1 em 4x− 5, o fizéssemos em 2x− 3, já que 2x− 3 = 4x− 5.

S = ∅

3. log5(x2 − 3x− 10) = log5(2− 2x)

Solução: log5(x2 − 3x− 10) = log5(2− 2x)⇒ (x2 − 3x− 10) = (2− 2x) > 0

Resolvendo x2− 3x− 10 = 2− 2x⇒ x2− 3x− 12 = 0⇒ x = 4 ou x = −3. Observe

que x = 4 não pode ser solução da equação proposta pois fazendo x = 4 em 2− 2x

encontramos 2 − 2.4 = −6 < 0. Fazendo x = −3 em 2 − 2x ou em x2 − 3x − 10

encontramos 2− 2.(−3) = 8 > 0 ou (−3)2 − 3.(−3)− 10 = 8 > 0. Portanto x = −3

é solução da equação proposta.

S = {−3}

4. log2(3x+ 1) = 4

Solução: Aplicando a definição de logaritmo temos: log2(3x+ 1) = 4⇒ 3x+ 1 =

24 ⇒ 3x = 15⇒ x = 5

S = {5}

5. log3(x2 + 3x− 1) = 2

Solução: Aplicando a definição de logaritmo temos: log3(x
2 + 3x − 1) = 2 ⇒

x2 + 3x− 1 = 32 ⇒ x2 + 3x− 10 = 0⇒ x = 2 ou x = −5.

S = {2,−5}

6. log2 [1 + log3(1− 2x)] = 2

Solução: Aplicando a definição de logaritmo temos: log2 [1 + log3(1− 2x)] = 2 ⇒
1 + log3(1− 2x) = 22 ⇒ log3(1− 2x) = 3⇒ 1− 2x = 33 ⇒ −2x = 26⇒ x = −13.

S = {−13}

7. (log2 x)2 − log2 x = 2

Solução: Fazendo uma mudança de variável temos: log2 x = y, assim sendo, iremos
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resolver a equação em y, y2 − y − 2 = 0.

Resolvendo y2 − y − 2 = 0 temos y = 2 ou y = −1.

Mas, log2 x = y, então log2 x = 2⇒ x = 22 ⇒ x = 4

log2 x = −1⇒ x = 2−1 ⇒ x = 1
2

S =
{

4, 1
2

}
8. 2+log3 x

log3 x
+ log3 x

1+log3 x
= 2

Solução: Fazendo log3 x = y, temos:
2+y
y

+ y
1+y

= 2 ⇒ (2 + y) (1 + y) + y2 = 2y (1 + y) ⇒ 2y2 + 3y + 2 = 2y2 + 2y ⇒
3y + 2 = 2y ⇒ y = −2

Substituindo em log3 x = y, temos: log3 x = −2⇒ x = 3−2 ⇒ x = 1
9

S =
{

1
9

}
9. log3 x = log2 10

Solução: Aplicando a propriedade de mudança de base, temos:
log10 x
log10 3

= log10 10
log10 2

Consultando a tabela Figura 3.2 temos:

log10 3 ≈ 0, 47712

log10 10 = 1

log10 2 ≈ 0, 30103

Fazendo as substituições temos:
log10 x
0,47712

= 1
0,30103

log10 x = 0,47712
0,30103

log10 x = 1, 5849→ x = 101,5849 → x ≈ 38, 45

S = {x ≈ 38, 45}

3.5 Inequações logaŕıtmicas

Assim como classificamos as equações logaŕıtmicas em três tipos básicos, vamos também

classificar as inequações logaŕıtmicas em três tipos:

Tipo I: loga f(x) > loga g(x)

É a inequação que é redut́ıvel a uma desigualdade entre dois logaritmos de mesma base

a, (a > 0 e a 6= 1).

Como a função logaritmo é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, devemos

considerar dois casos:

• 1o Caso: Quando a base é maior que 1, a relação de desigualdade existente entre os

logaritmandos é de mesmo sentido que o dos logaritmos, ou seja, cresce (ou decresce)
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conforme a variável cresce (ou decresce). Não devemos esquecer que, para existirem

o logaritmos em R, os logaritmandos deverão ser positivos.

Esquematicamente, temos: Se a > 1 então,

loga f(x) > loga g(x)⇐⇒ f(x) > g(x) (f(x) > 0 e g(x) > 0)

• 2o Caso: Quando a base é positiva e menor que 1, a relação de desigualdade existente

entre os logaritmandos é de sentido contrário a dos logaritmos, ou seja, cresce (ou

decresce) conforme a variável decresce (ou cresce). Também, não devemos esquecer

que os logaritmandos deverão ser positivos para que os logaritmos sejam reais.

Esquematicamente, temos: Se 0 < a < 1 então,

loga f(x) > loga g(x)⇐⇒ f(x) < g(x) (f(x) > 0 e g(x) > 0)

Agrupando os dois casos num só esquema temos:

loga f(x) > loga g(x)⇐⇒


f(x) > g(x) > 0 se a > 1

ou

0 < f(x) < g(x) se 0 < a < 1

Não devemos esquecer das condições de existência do logaritmo, isto é, a base do

logaritmo deverá ser positiva e diferente de um e o logaritmando também deverá ser

positivo. Assim sendo, os valores encontrados na solução da equação só serão considerados

solução da equação logaŕıtmica proposta se for um valor que satisfaz as condições de

existência do logaritmo.

Tipo II: loga f(x) > k e loga f(x) < k

É quando a inequação logaŕıtmica é redut́ıvel a uma desigualdade entre um logaritmo

e um número real.

Para resolvermos uma inequação deste tipo, basta notarmos que o número real k pode

ser expresso k = k. loga a = loga a
k.

Portanto, são equivalentes as inequações:

loga f(x) > k ⇐⇒ loga f(x) > loga a
k

loga f(x) < k ⇐⇒ loga f(x) < loga a
k

Pelo estudo feito no Tipo I, temos esquematicamente:

loga f(x) > k ⇐⇒


f(x) > ak se a > 1

ou

0 < f(x) < ak se 0 < a < 1
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loga f(x) < k ⇐⇒


0 < f(x) < ak se a > 1

ou

f(x) > ak se 0 < a < 1

Tipo III: incógnita auxiliar

São as inequações que resolvemos fazendo inicialmente uma mudança de incógnita.

Ex: (log3 x)2 − 3. log3 x+ 2 > 0, ou seja, a resolução será log3 x = y, assim sendo, iremos

resolver a equação em y, y2 − 3y + 2 > 0.

Exemplos:

Resolva as seguintes equações:

1. log2(2x− 1) < log2 6

Solução: Observe que a base é maior que um, logo a desigualdade entre os logarit-

mando tem o mesmo sentido dos logaritmos, ou seja, cresce (ou decresce) conforme

a variável cresce (ou decresce).

log2(2x− 1) < log2 6⇒ 0 < 2x− 1 < 6⇒ 1
2
< x < 7

2

S =
{
x ∈ R|1

2
< x < 7

2

}
2. log 1

3
(x2 − 4x) > log 1

3
5

Solução: Observe que a base é menor que um, logo a desigualdade entre os logarit-

mando tem o sentido contrário dos logaritmos, ou seja, cresce (ou decresce) conforme

a variável decresce (ou cresce).

log 1
3
(x2 − 4x) > log 1

3
5⇒ 0 < x2 − 4x < 5⇒

⇒


x2 − 4x > 0⇒ x < 0 ou x > 4 (I)

e

x2 − 4x < 5⇒ x2 − 4x− 5 < 0⇒ −1 < x < 5 (II)

Fazendo (I) ∩ (II) temos: −1 < x < 0 ou 4 < x < 5

S = {x ∈ R| − 1 < x < 0 ou 4 < x < 5}

3. log5(x2 − 2x− 6) ≥ log5 2

Solução: log5(x
2 − 2x − 6) ≥ log5 2 ⇒ x2 − 2x − 6 ≥ 2 ⇒ x2 − 2x − 8 ≥ 0 ⇒ x ≤

−2 ou x ≥ 4

S = {x ∈ R|x ≤ −2 ou x ≥ 4}

4. log3(3x+ 2) < 2

Solução: log3(3x+ 2) < 2⇒ 0 < 3x+ 2 < 32 ⇒ −2
3
< x < 7

3

S =
{
x ∈ R| − 2

3
< x < 7

3

}
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5. log 1
2
(2x2 − 3x) > −1

Solução: log 1
2
(2x2 − 3x) > −1⇒ 0 < 2x2 − 3x <

(
1
2

)−1 ⇒ 0 < 2x2 − 3x < 2

⇒


2x2 − 3x > 0⇒ x < 0 ou x > 3

2
(I)

e

2x2 − 3x < 2⇒ 2x2 − 3x− 2 < 0⇒ −1
2
< x < 2 (II)

Fazendo (I) ∩ (II) temos: −1
2
< x < 0 ou 3

2
< x < 2

S =
{
x ∈ R| − 1

2
< x < 0 ou 3

2
< x < 2

}
6. log 1

3
(2x2 − 7x+ 5) ≤ −2

Solução: log 1
3
(2x2 − 7x + 5) ≤ −2 ⇒ 2x2 − 7x + 5 ≥

(
1
3

)−2 ⇒ x2 − 7x + 5 ≥ 9 ⇒
x2 − 7x− 4 ≥ 0⇒ x ≤ −1

2
ou x ≥ 4

S =
{
x ∈ R|x ≤ −1

2
ou x ≥ 4

}
7. (log3 x)2 − 3. log3 x+ 2 > 0

Solução: Resolver (log3 x)2 − 3. log3 x + 2 > 0, fazemos log3 x = y, e temos que

resolver a equação em y, y2 − 3y + 2 > 0 ⇒ y < 1 ou y > 2. Fazendo y = log3 x

obteremos:
log3 x < 1⇒ 0 < x < 31

ou

log3 x > 2⇒ x > 32 ⇒ x > 9

S = {x ∈ R|0 < x < 3 ou x > 9}

8. logx(2x
2 − 5x+ 2) > 1

Solução: Antes de resolver a inequação, devemos levantar a condição para existência

do logaritmo.
2x2 − 5x+ 2 > 0⇒ x < 1

2
ou x > 2

e ⇒ 0 < x < 1
2
ou x > 2 (I)

0 < x e x 6= 1

Como a base x poder ser maior ou menor que um, devemos examinar dois casos:

1o Caso: Se x > 1 (II)

logx(2x
2 − 5x + 2) > 1 ⇒ 2x2 − 5x + 2 > x ⇒ 2x2 − 6x + 2 > 0 ⇒ x < 3−

√
5

2
ou

x > 3+
√

5
2

(III)

Fazendo (I) ∩ (II) ∩ (III) teremos: x > 3+
√

5
2

S1 =
{
x ∈ R|x > 3+

√
5

2

}
2o Caso: Se 0 < x < 1 (IV ) temos:

logx(2x
2 − 5x + 2) > 1 ⇒ 2x2 − 5x + 2 < x ⇒ 2x2 − 6x + 2 < 0 ⇒ x3−

√
5

2
< x <

3+
√

5
2

(V )
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Fazendo (I) ∩ (IV ) ∩ (V ) teremos: 3−
√

5
2

< x < 1
2

S2 =
{
x ∈ R|3−

√
5

2
< x < 1

2

}
Portanto a solução geral será dada por: S1 ∪ S2 = S

S =
{
x ∈ R|3−

√
5

2
< x < 1

2

}
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4 Função Exponencial e Função Logaŕıtmica

Nesse caṕıtulo falaremos sobre as funções exponenciais e logaŕıtmicas. Para esse estudo,

consideramos os conceitos já conhecidos e que serão utilizados como por exemplo domı́nio,

contradomı́nio, imagem de função, função injetora, função sobrejetora, função bijetora e

função inversa.

4.1 Função Exponencial

Por que estudar funções exponenciais? Dado um problema contextualizado, como saber

se a função exponencial é o modelo matemático mais adequado?

As perguntas acima serão introduzidas, através das definições e caracteŕısticas das

funções nessa seção e respondidas na próxima seção, onde trataremos dos modelos/aplicações,

identificando se um determinado problema poderá ser modelado por uma função exponen-

cial, dados sua caracterização matemática.

Trataremos nessa seção de funções exponenciais, conceituando e mostrando seu com-

portamento, crescimento, decrescimento e translações, gráficos apresentados utilizando o

GeoGebra.

Definição 4.1. Para todo número real y positivo, α > 0 e α 6= 1, existe um único x ∈ R
tal que αx = y, ou seja f(x) = αx.

A unicidade do número x ∈ R vem da função logaŕıtmica ser injetora e pode ser

mostrada da seguinte forma: Seja a ∈ R com a > 0 e a 6= 1, m,n ∈ R, se am = an,

aplicando loga a ambos os membros da equação, temos:

loga a
m = loga a

n ⇒ m = n

.

Sabemos que o conjunto imagem da função exponencial,

f : R→ R

x→ y = αx,

com α > 0 e α 6= 1, é o conjuntos dos números reais positivos R∗+ ⊂ R. Portanto, f não é

sobrejetora uma vez que αx > 0. Assim, se considerarmos a função exponencial f : R→ R∗+,

com α > 0 e α 6= 1, f será sobrejetora pois o conjunto de chegada (contradomı́nio) é igual

ao seu conjunto imagem.

Essa função exponencial também é injetora pois para x1 6= x2 corresponde αx1 6= αx2 .
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Portanto a função exponencial é bijetora, logo exite f−1 : R∗+ → R, que é a função

inversa de f .

Essa função inversa é o logaritmo de x na base α e é indicado por f−1 (x) = logα x.

Assim: logaritmo de x na base α é o expoente y que se deve dar a base α a fim de obter x,

ou seja,

y = logα x⇔ αy = x, com α > 0 e α 6= 1.

Portanto a função inversa da função exponencial, f−1 : R→ R∗+ onde x→ y = logα x,

é a função logaŕıtmica e será definida na próxima seção.

Com relação aos gráficos da função f(x) = αx toma um dos aspectos das figuras abaixo,

dependendo do valor de α:

Para α > 0, ou seja, α = 2, α = 3, α = 5 e α = 50 temos:

Figura 4.1 – Funções: f(x) = 2x, g(x) = 3x, h(x) = 5x e i(x) = 50x

Pode ser observado nos gráficos da figura 4.1 que para α > 0, as funções exponenciais

são crescentes e se comportam de forma semelhantes na variação dos valores de α.

Para 0 < α < 1, ou seja, por exemplo α = 1
2
, α = 1

3
, α = 1

5
e α = 1

50
temos:
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Figura 4.2 – Funções f(x) =
(

1
2

)x
, g(x) =

(
1
3

)x
, h(x) =

(
1
5

)x
e i(x) =

(
1
50

)x
Observamos nos gráficos da figura 4.2 que para 0 < α < 1, as funções exponenciais são

decrescentes e se comportam de forma semelhante na variação dos valores de α.

Vejamos mais alguns gráficos de exponenciais para α > 1 e 0 < α < 1, mostrando

deslocamento e translação:

Para α > 1

Figura 4.3 – Gráficos de 2x e 10x Figura 4.4 – Gráficos de 2x+2 e 102x

Observa-se que os gráficos, figuras 4.3 e 4.4 há variação da amplitude em virtude da
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variação dos expoentes, onde no gráfico figura 4.3 o expoente é x e no gráfico figura 4.4 é

x+ 2 e 2x.

Figura 4.5 – Gráficos de 2
x
2 e 10

x
3 Figura 4.6 – Gráficos de 2x− 3 e 10x + 1

Observa-se que os gráficos da figura 4.5 houve mudança nos expoentes, se comparar

com os gráficos figura 4.3 os expoentes foram divididos por 2 e por 3 respectivamente,

fazendo com que a amplitude das funções também sofressem alterações. Nos gráficos da

figura 4.6, 2x−3 translada no sentido negativo no eixo y, em 3 unidades e 10x+1 translada

no eixo y, sentido positivo, em 1 unidade.

Em todos os gráficos, com α > 1 observa-se que as exponenciais são crescentes,

independentemente da variação dos expoentes.

Para 0 < α < 1

Figura 4.7 – Gráficos de
(

1
2

)x
e
(

1
10

)x
Figura 4.8 – Gráficos de

(
1
2

)x+2
e
(

1
10

)2x
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Figura 4.9 – Gráficos de
(

1
2

)x
2 e
(

1
10

)x
3 Figura 4.10 – Gráficos de

(
1
2

)x − 3 e(
1
10

)x
+ 1

Da mesma forma, utilizamos a mesma variação dos expoentes dos gráficos das figuras

4.3, 4.4, 4.5 e 4.6, para construção dos gráficos das figuras 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10 trocando as

bases de 2x e 10x para
(

1
2

)x
e
(

1
10

)x
.

Observa-se que para 0 < α < 1 as exponenciais são decrescentes e a variação do

expoentes provocam apenas mudanças na amplitude e translação.

Se α = e (número irracional aproximadamente igual a 2, 7182), que é base do sistema de

logaritmos naturais. Vejamos os gráficos abaixo das funções f(x) = ex e g(x) = e−x =
(

1
e

)x
.

Figura 4.11 – Funções f(x) = ex e g(x) = e−x

Observa-se nos gráficos da figura 4.11 que a função f(x) = ex é crescente e a função

g(x) = e−x é decrescente, mas com comportamento semelhante a função αx, 0 < α < 1 e

α > 1.
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4.2 Função Logaŕıtmicas

Definição 4.2. Para todo número real x positivo, α > 0 e α 6= 1, existe um único y ∈ R
tal que

f−1 : R∗+ → R
x→ y = logα x,

Se α > 0 e α 6= 1 então as funções f de R∗+ em R definida por f(x) = logα x e g de R
em R∗+ definida por g(x) = αx são inversas uma da outra. Logo f é bijetora e, portanto, a

imagem de f é R.

A função logaŕıtmica f(x) = logα x é crescente se, e somente se, α > 1 e é decrescente

se, e somente se 0 < α < 1.

Observações:

1. Quando a base é maior que um, a relação de desigualdade existente entre os logarit-

mos de dois números positivos tem mesmo sentido que a relação entre esses números.

α > 1, x > 0, y > 0, logα x > logα y ⇒ x > y

α > 1, x > 0, y > 0, logα x < logα y ⇒ x < y

2. Quando a base é positiva e menor que um, a relação de desigualdade existente entre

os logaritmos de dois números positivos é de sentido contrário à que existe entre

esses números.

0 < α < 1, x > 0, y > 0, logα x > logα y ⇒ x < y

0 < α < 1, x > 0, y > 0, logα x < logα y ⇒ x > y

3. Se a base é maior que um, então os números positivos menores que um têm logaritmos

negativos e os números maiores que um têm logaritmos positivos. Se α > 1,

0 < x < 1⇒ logα x < logα 1⇒ logα x < 0

x > 1⇒ logα x > logα 1⇒ logα x > 0

4. Se a base é positiva e menor que um, então os números positivos menores que um

têm logaritmos positivos e os números maiores que um têm logaritmos negativos. Se

0 < α < 1,

0 < x < 1⇒ logα x > logα 1⇒ logα x > 0

x > 1⇒ logα x < logα 1⇒ logα x < 0

UFTM PROFMAT
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Com relação ao gráfico da função f(x) = logα x (α > 0 e α 6= 1), podemos dizer:

1o) está todo a direita do eixo y (x > 0);

2o) corta o eixo x no ponto de abscissa 1 (logα 1 = 0 para todo α > 0 e α 6= 1);

3o) Se α > 1, então f(x) = logα x é de uma função crescente e se 0 < α < 1, então

f(x) = logα x é de uma função decrescente;

4o) é simétrico em relação a reta y = x (bissetriz dos quadrantes ı́mpares do gráfico da

função g(x) = αx;

5o) toma aspectos das figuras abaixo: vejamos o comportamento das funções logaŕıtmicas,

considerando a variação de α.

Para α > 1 temos:

Figura 4.12 – Funções f(x) = log2 x, g(x) = log3 x, h(x) = log5 x e i(x) = log50 x

Pode ser observado nos gráficos da figura 4.12 que para α > 1, as funções logaŕıtmicas

são crescentes e se comportam de forma semelhantes na variação dos valores de α.
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Para 0 < α < 1 temos:

Figura 4.13 – Funções f(x) = log 1
2
x, g(x) = log 1

3
x, h(x) = log 1

5
x e i(x) = log 1

50
x

Pode ser observado nos gráficos da figura 4.13 que para 0 < α < 1, as funções

logaŕıtmicas são decrescentes e se comportam de forma semelhantes na variação dos valores

de α.

Vejamos mais alguns gráficos com deslocamento e translação para as funções lo-

gaŕıtmicas:

Figura 4.14 – Gráficos de log2(x + 2) e
log10(2x)

Figura 4.15 – Gráficos de log 1
2
(x + 2) e

log 1
10

2x

Nas figuras 4.14 e 4.15 observa se o deslocamento da função logaŕıtmica, sendo a função

crescente para base maior que 1, α > 1 e decrescente se a base for maior que 0 e menor

que 1, 0 < α < 1.
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Figura 4.16 – Gráficos de log 1
2

x
2

e
log 1

10

x
3

Figura 4.17 – Gráficos de log 1
2
(x − 3) e

log 1
10

(x+ 1)

Na figura 4.16, observa-se que os gráficos das funções log 1
2

(
x
2

)
e log 1

10

(
x
3

)
há mudança

na amplitude e na figura 4.17 a função log 1
2
(x− 3) translada sentido positivo no eixo x,

em 3 unidades e log 1
10

(x+ 1) translada no eixo x, sentido negativo, em 1 unidade.

Se α = e (número irracional igual a 2, 7182), que é base do sistema de logaritmos

naturais. Vejamos o gráfico abaixo da função f(x) = lnx

Figura 4.18 – Função f(x) = lnx

Nesse caṕıtulo abordamos as funções exponenciais e logaŕıtmicas como inversas, vejamos

os gráficos abaixo das funções f(x) = 3x e g(x) = log3 x.
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Figura 4.19 – Funções f(x) = 3x e g(x) = log3 x

Observe que na figura 4.19 as funções f(x) e g(x) são inversas e pode ser observado

também uma simetria com relação a reta y = x.

Pode ser observado também o comportamento das funções quando os valores de x

crescem infinitamente positivo ou infinitamente negativo, ou seja, x→ +∞ ou x→ −∞ e

nas proximidades de x = 0.

Observe que a função f(x) = 3x, quando x→ +∞, f(x)→ +∞ e quando x→ −∞,

f(x)→ 0.

Observe também que a função g(x) = log3 x, quando x→ +∞, g(x)→ +∞ e quando

x→ 0, g(x)→ −∞.

Se observarmos essas funções em x = 0, f(x) = 3x, logo f(0) = 30 = 1 e g(x) = log3 x,

logo g(0) = log3 0 = 1,

Quando 0 < α < 1 as funções f(x) =
(

1
2

)x
e g(x) = log 1

2
x também são inversas e

observa-se uma simetria com relação a reta y = x.
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Figura 4.20 – Funções f(x) =
(

1
2

)x
e g(x) = log 1

2
x

Observe que na figura 4.20 as funções f(x) e g(x), apesar de decrescentes, também são

inversas e pode ser observado também uma simetria com relação a reta y = x.

Nessas duas últimas figuras 4.19 e 4.20 os gráficos são apresentados com malha, no

qual o leitor pode observar a simetria com relação a reta y = x.
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5 Aplicações

Dada uma situação real, esta pode ser representada por uma equação ou um sistema

de equações, as quais chamamos de modelos matemáticos, ou seja, modelar um fenômeno

ou um experimento qualquer do dia a dia.

(BASSANEZI; JR., 1988) cita por exemplo: “quando observamos a desintegração

(variação) de uma substância radioativa constatamos que o número de desintegrações por

unidade de tempo é proporcional à quantidade de substância presente em cada instante”e

“quando analisamos a variação de uma população”, a qual depende das taxas de natalidade e

mortalidade no decorrer do tempo, são fenômenos que podemos modelar matematicamente.

Cada processo de modelagem pode ser remetido a um modelo existente e com solução

única, já demonstrada.

Em (BASSANEZI; JR., 1988) alguns modelos são relevantes a esse trabalho:

Modelo I:

Sempre que uma lei afirma que a taxa de variação de uma quantidade y(t) é proporcional

a esta mesma quantidade, estamos diante de uma equação diferencial da forma:

dy

dt
= ky,

onde f(y) = ky.

Como f(0) = 0, y = 0 é um ponto singular e, portanto, devemos considerar a equação

separadamente nos intervalos −∞ < y < 0 e 0 < y < +∞ e no ponto y = 0.

Considere então o problema de Cauchy:{
dy
dt

= ky

y(t0) = y0 y0 > 0

e o problema inverso: {
dt
dy

= 1
ky

t(y0) = t0

cuja única solução sabemos ser:

t(y) = t0 +

∫ y

y0

ds

ks
= t0 +

1

k
(lny − lny0) .

Invertendo a função t(y), temos:

y(t) = y0.e
k(t−t0) −∞ < t < +∞,

que é a solução única do problema.
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Nesse trabalho chamemos de Modelo 1:

{
dy
dt

= ky

y(t0) = y0 y0 > 0
, cuja solução é dada

por: y(t) = y0.e
k(t−t0) −∞ < t < +∞, que será melhor entendida nos exemplos abaixo.

Exemplos:

1. Crescimento de uma planta

Se uma planta de massa m = 100 g cresce 4 g nas próximas 24 horas, queremos

determinar:

i) Em quanto tempo se tornará uma árvore de 100 kg?

ii) Quanto aumentará sua massa por dia quando a planta estiver com 100kg?

Resolução:

i) A taxa de crescimento é de 4g
24h

= 1g
6h

.

Supondo que esta taxa varie com o tempo, podemos considerar que 1
6
g/h seja uma

boa aproximação de dm
dt

(taxa de crescimento instantâneo).

A taxa de crescimento espećıfico, definida por 1
m0
.dm
dt

= k, nesse caso m0 = 100 g,

então: k =
1
6
g/h

100g
= 1

600h

Logo: Como m0 = 100g = 0, 1 kg, então: dm
dt

= m0.k ⇒ dm
dt

= 0, 1.k ⇒ m =

0, 1. 1
600h

.t ⇒ m = 0,1
600h

.t ⇒ m = 1
6000h

.t, como foi dado que m = 100 kg, logo:

100 = 1
6000h

.t⇒ t = 60000h⇒ t = 25000 dias ⇒ t = 68, 49 anos.

Portanto a árvore atingirá 100 kg em 68, 49 anos.

ii) A solução para a equação dm
dt

= m.k é dada por m(t) = m0.e
k(t−t0), de acordo

com o Modelo I.

Temos que m0 = 100 kg; k = 1
600h

; t = 24 h e t0 = 0, logo:

m(t) = 100.e
24h
600h ⇒ m(t) = 100.e0,04 ⇒ m(t) = 100.1, 0408⇒ m(t) = 104, 08

A planta após atingir 100 kg aumentará 4,08 kg por dia.

OBS: Observemos que o crescimento de uma planta não é tão simples como descrito

acima. A divisão das células não é sempre um processo cont́ınuo, e se considerar uma

divisão não cont́ınua, será proposto um outro modelo, envolvendo outra variável, que

não será abordado nesse trabalho.

2. Juros Compostos

Em um hipotético páıs instável economicamente, onde a inflação ultrapassa a casa

dos 200% ao ano, um problema sério, é como “investir”as economias, pelo menos

para que não seja corróıda pela própria desvalorização do dinheiro. Para isso vamos

considerar que um t́ıpico investidor “bem-sucedido”recebeu em junho/84 o valor
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de 3 milhões de cruzeiros. Neste mês a BANCA estava pagando 9, 7% de correção

monetária ao mês. Nosso amigo resolveu colocar seu capital na BANCA, na esperança

de dias melhores. Supondo que nosso investidor não necessitou fazer retiradas e que

o dinheiro depositado, permaneceu rendendo normalmente na mesma taxa. Se a

inflação acumulada nos 12 meses seguintes foi de 230%, o investidor teve lucro ou

prejúızo?

Resolução:

Para a solução desse problema vamos calcular valor investido no tempo de 12

meses, através de juros compostos, comparar com o valor do dinheiro em termos

do percentual de inflação observada nesse mesmo peŕıodo e comparar também com

correção cont́ınua, nos moldes do Modelo I, abordado nesse caṕıtulo.

Observemos que para calcular o capital no primeiro mês de investimento e nos

subsequentes, consideraremos C para capital, C0 = 3 milhões de cruzeiros para

capital inicial e i para taxa e procedemos da seguinte forma:

C(1) = C0 + i.C0 ⇒ C(1) = C0. (1 + i)

C(1) = C0. (1 + i)

C(2) = (C0 + i.C0) + i. (C0 + i.C0)⇒
C(2) = C0. (1 + i) + i.C0 (1 + i)⇒
C(2) = (1 + i) . (C0 + i.C0)⇒
C(2) = (1 + i) .C0. (1 + i)⇒
C(2) = C0. (1 + i)2

...
...

Para um tempo qualquer t temos:

C(t) = C0. (1 + i)t

No caso do nosso exemplo: C0 = 3; t = 12 e i = 9, 7% = 0, 097 temos:

C(12) = C0. (1 + i)12

C(12) = 3. (1 + 0, 097)12

C(12) = 3.1, 09712 (Para esse cálculo foi utilizado a exponencial)

C(12) = 3.3, 0372 ≈ 9, 112 milhões de cruzeiros.

Calculando o montante em 12 meses, a juros composto, o valor investido mais os

juros seriam aproximadamente 9, 112 milhões de cruzeiros.

Agora, considerando a pergunta se o investidor teve lucro e prejúızo, teremos que

observar a taxa anual de 230% de infração. Transformemos essa taxa anual em taxa

mensal, logo as taxas devem ser equivalentes, e portanto teremos:

(1 + I)n = (1 + i)12n, onde n número de anos, I é a taxa anual e i é a taxa mensal,

no nosso exemplo I = 230% = 2, 3; logo:

(1 + 2, 3)1 = (1 + i)12

(3, 3)
1
12 = (1 + i) (Nesse, utilizamos o cálculo de uma equação exponencial)
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1 + i = 1, 10461⇒ i = 10, 461%. Portanto para o investidor não ter prejúızos a taxa

mensal deveria ser de i = 10, 461%.

Agora fazendo os cálculos para i = 10, 461%, seremos capazes de calcular o prejúızo

nesse investimento. Logo:

C(12) = 3. (1 + 0, 10461)12

C(12) = 3.1, 1046112

C(12) = 3.3, 2999 ≈ 9, 899 milhões de cruzeiros.

No primeiro cálculo, obtivemos 9, 112 milhões de cruzeiros e no segundo cálculo

9, 899 milhões de cruzeiros. Fazendo a diferença, teremos 788 mil cruzeiros. Portanto

o investidor terá prejúızo de 788 mil cruzeiros se deixar o dinheiro investido.

Agora pensando em uma correção cont́ınua teremos:

Observando C(t) = C0. (1 + i)t, nos fornece o capital acumulado até o mês t, mas se

a correção for feita duas vezes ao mês, teremos:

C(t) = C0.
[(

1 + i
2

)
.
(
1 + i

2

)]t
C(t) = C0.

(
1 + i

2

)2t
e, em geral se a correção for feita n vezes ao mês, o capital será:

C(t) = C0.
(
1 + i

n

)nt
Se aproximarmos a situação real por um modelo matemático no qual considera a

correção composta cont́ınua, podeŕıamos propor como lei de investimento que: “A

razão de variação do capital é proporcional ao próprio capital em cada instante”e

portanto dC
dt

= i.C (sendo i a taxa de correção mensal).

Se C0 for o capital inicial, a solução será dada por C(t) = C0.e
it e voltando ao nosso

problema, teremos:

C(t) = 3.e0,097.12

C(t) = 3.e1,164 ⇒ C(t) = 3.3, 2026⇒ C(t) = 9, 6078 milhões de cruzeiros.

Portanto nesse modelo o investidor terá aproximadamente 9, 6078 milhões de cruzeiros

no final dos 12 meses, tendo novamente prejúızo com relação a inflação proposta da

época.

3. Ainda dentro de juros compostos, se o problema envolvesse o cálculo do tempo de

uma aplicação, por exemplo, se aplicarmos um capital inicial de 1.000 reais, a taxa de

1% ao mês, qual seria o tempo necessário dessa aplicação para produzir um montante

de 50.000 reais?

Resolução:

Sabemos que C(t) = C0. (1 + i)t, substituindo os dados do problema temos:

50000 = 1000. (1 + 0, 01)t

50000
1000

= (1, 01)t

50 = (1, 01)t (aplicando log a ambos os membros da equação e aplicando as proprie-

dades resolvemos a equação logaŕıtmica)
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CAPÍTULO 5. APLICAÇÕES 54

log50 = log (1, 01)t

log50 = t.log (1, 01)

1, 69897 = 0, 0043.t

t = 1,69897
0,0043

t = 395, 10 meses

t ≈ 33 anos

Portanto para produzir um montante de 50.000 reais seriam necessários aproximada-

mente 33 anos.

4. Em 2018 os rendimentos da poupança são calculados através da TR + 0, 5%, a taxa

de inflação prevista é de 3, 8% e a TR é de 0%. (Fonte: Banco Central e Portal

Brasil, acesso em 02/06/2018). Com esses dados, a poupança hoje está dando lucro

ou prejúızo?

Resolução:

Transformemos a taxa anual em taxa mensal, logo as taxas devem ser equivalentes,

e portanto teremos:

(1 + I)n = (1 + i)12n, onde n número de anos, I é a taxa anual e i é a taxa mensal,

no nosso exemplo I = 3, 8% = 0, 038; logo:

(1 + 0, 038)1 = (1 + i)12

(1, 038)
1
12 = (1 + i)

1 + i = 1, 003112⇒ i = 0, 31%.

Portanto a poupança hoje ainda é um investimento que está tendo lucro, mesmo que

mı́nimo.

5. Crescimento populacional

Segundo o Banco Mundial, a previsão do crescimento demográfico na América Latina,

no peŕıodo de 2004 a 2020, é de 1, 2% ao ano, aproximadamente. Em quantos anos

a população da América Latina vai dobrar se a taxa de crescimento continuar a

mesma?

Resolução:

População do ano-base = P0

População após um ano = P1 = P0.(1 + 0, 012)

População após dois ano = P2 = P1.(1 + 0, 012) = P0.(1 + 0, 012).(1 + 0, 012) =

P0.(1 + 0, 012)2

...

População após t anos = Pt = P0. (1, 012)t

Supondo que a população dobrará em relação ao ano-base após t anos, temos:

Pt = 2.P0 ⇒ P0. (1, 012)t = 2.P0 ⇒ (1, 012)t = 2

Aplicando logaritmos e resolvendo a equação logaŕıtmica temos:
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CAPÍTULO 5. APLICAÇÕES 55

log (1, 012)t = log2

t.log1, 012 = log2

t = log2
log1,012

= 0,30103
0,00518

t ≈ 58 anos

Portanto a população dobrará em 58 anos, aproximadamente.

6. Um meio de cultura é infectado por N0 bactérias. As células das bactérias se dividem

a cada duas horas.

i) Quantas bactérias estarão no meio, 24 h mais tarde?

ii) Em que instante o número de bactérias alcançou 25% do total anterior?

Resolução:

Seja Nt o número de bactérias no tempo t, t contados a cada intervalos de 2 horas,

N0 o número inicial de bactérias, logo:

Bactérias após as 2 primeiras horas: N1 = N0.2

Bactérias após as 4 horas: N2 = N1.2 = N0.2.2 = N0.2
2

...

Bactérias após t intervalos: Nt = N0.2
t

i) Para 24 h mais tarde, t = 12, logo: Nt = N0.2
12

ii) Inicialmente vamos encontrar 25% de N0.2
12

25
100
.N0.2

12 = 1
4
.N0.2

12 = 1
22
.N0.2

12 = N0.2
10

Logo: Nt = N0.2
10 e Nt = N0.2

t, igualando as equações temos:

N0.2
t = N0.2

10, como N0 6= 0, logo:

2t = 210 (equação exponencial de mesma base, cancelando as bases temos:)

t = 10

Portanto será alcançado em 20 horas, pois cada intervalo de tempo é contado de 2

horas.

Modelo II:

Ainda com relação aos modelos apresentados, citemos a desintegração de substância

radioativa.

A atividade de uma substância radioativa é medida pelo número de desintegrações

por unidade de tempo. Este fenômeno é devido à emissão de radiações e é uma atividade

proporcional ao número de átomos radioativos presentes em cada instante.

Se N = N(t) é o número de átomos radioativos na amostra no instante t e N0 a

quantidade inicial destes átomos, isto é, N(0) = N0, então:

dN

dt
= −λN,

onde λ > 0 é a constante de desintegração (usamos o sinal negativo porque o número de

átomos diminui com o passar do tempo e portanto dN
dt
< 0), onde a solução particular é
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dada por: N(t) = N0.e
−λ.t, assim em termos de massa do material radioativo, podemos

expressar a solução por:

m(t) = m0.e
−λ.t (Modelo II).

Exemplos:

1. Em quantos anos 500 g de uma substância radioativa, que se desintegra a uma taxa

de 3% ao ano, se reduzirá a 100 g? Dados que Q(t) = Q0.e
−rt, em que Q é a massa

da substância, r é a taxa de desintegração e t é o tempo em anos.

Resolução:

Sabemos que Q(t) = 100, Q0 = 500, r = 0, 03, logo:

Q(t) = Q0.e
−rt

100 = 500.e−0,03t

100
500

= e−0,03t

1
5

= e−0,03t (aplicando ln a ambos os membros da equação temos:)

ln
(

1
5

)
= ln (e−0,03t)

−0, 03t = ln
(

1
5

)
= −ln5

0, 03t = ln5

t = ln5
0,03

= 1,6094
0,03

t ≈ 53, 6 anos

Portanto 500 g de substância radioativa se desintegra em aproximadamente 53, 6

anos nas condições do problema.

2. Várias cadeias de v́ırus do tabaco, tal como Aucuba, em folhas de Nicotiana sylvestris

e outras plantas de tabaco foram expostas a raios X de diferentes comprimentos

de ondas. Por radiação, parte das part́ıculas de v́ırus ficou inativada, de tal forma

que a reprodução cessou. Gowen (1964) declara que o número y de part́ıculas

sobreviventes decresce exponencialmente com a dosagem de roentgen, r, aplicada.

Consequentemente, com a aproximação satisfatória y(t) = y0.e
−ar, onde a é uma

constante positiva, dependente do material biológico. Podemos perguntar: qual é a

dosagem apropriada para inativar 90% do v́ırus?

Resolução:

Sabemos que y(t) = 10%.y0 = 0, 1.y0, logo:

y(t) = y0.e
−ar

0, 1.y0 = y0.e
−ar

e−ar = 0, 1 (aplicando ln e resolvendo a equação temos:)

lne−ar = ln0, 1

−ar = −2, 3025

r = 2,3025
a
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A dosagem apropriada para inativar 90% do v́ırus é r = 2,3025
a

, onde a é uma constante

positiva, dependente do material biológico.

3. A lei de resfriamento de Newton afirma que a diferença de temperatura entre um

corpo e o meio que o contém decresce a uma taxa de variação proporcional à diferença

de temperatura. Considerando ∆T (0) a diferença de temperatura no instante t = 0

e ∆T (t), a diferença em um instante t qualquer, essa lei se traduz pela expressão

∆T (t) = ∆T (0).e−kt, em que a constante k depende do corpo. Suponha que, em

uma cozinha, cuja temperatura ambiente constante é de 30oC, um bolo é retirado

do forno e colocado sobre a pia. Nesse momento, a temperatura do bolo é de 100oC.

Após 5 minutos, verifica-se a temperatura do bolo e o termômetro marca 65oC. Se

o bolo estiver no ponto para servir quando sua temperatura atingir 37oC, depois

de quanto tempo, a partir do momento em que foi colocado sobre a pia, ele estará

pronto para ser servido?

Resolução:

Sabendo que ∆T (0) = 100oC − 30oC = 70oC, ∆T (t) = 65oC − 30oC = 35oC e

∆T (t) = ∆T (0).e−kt, para t = 5 temos:

∆T (t) = ∆T (0).e−kt

35 = 70.e−k5

1
2

= e−k5 (aplicando ln e resolvendo a equação logaŕıtmica temos:)

ln1
2

= lne−k5

−5k = −ln2

k = ln2
5

Agora, para achar o tempo para servir, ∆T (t) = 37oC − 30oC = 7oC, logo:

∆T (t) = ∆T (0).e−kt, k = ln2
5

7 = 70.e−
ln2
5
.t

1
10

= e−
ln2
5
.t (aplicando ln e resolvendo a equação logaŕıtmica temos:)

ln 1
10

= lne−
ln2
5
.t

− ln2
5
.t = −ln10

ln2.t = 5.ln10

t = 5.ln10
ln2

t = 5.2,3025
0,6931

t ≈ 16, 61

Portanto t = 16 minutos e 37 segundos.

Podemos citar também como uma importante aplicação dos logaritmos é a escala

Richter na área da sismologia, que fornece as magnitudes dos terremotos. Desenvolvida em

1935 pelos sismólogos Charles Francis Richert e Beno Gutenberg, é uma escala logaŕıtmica.

No ińıcio, a escala Richter era graduada de 1 a 9, já que terremotos mais fortes não

eram comuns na Califórnia (local onde Richter e Gutenberg faziam seus estudos). Mas
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teoricamente não existia limite para essa medida. A magnitude de Richter corresponde

ao logaritmo da medida da amplitude das ondas śısmicas de tipo P (primárias, mais

rápidas) e S (secundárias, mais lentas) a 100 km do epicentro. A fórmula utilizada é

ML = logA− logA0, sendo log a abreviação de logaritmo, A a amplitude máxima medida

no simógrafo e A0 uma amplitude de referência.

Exemplo:

(Cesgranrio-RJ) As indicações R1 e R2, na escala Richter, de dois terremotos estão relaci-

onados pela fórmula R1 −R2 = log10

(
M1

M2

)
, em que M1 e M2 medem a energia liberada

pelos terremotos sob a forma de ondas que se propagam pela crosta terrestre. Houve dois

terremotos: um correspondente a R1 = 8 e outro correspondente a R2 = 6. A razão M1

M2
é:

Resolução:

Sabemos da definição de logaritmos que logab = x ⇔ ax = b, substituindo os dados do

problema temos:

R1 −R2 = log10

(
M1

M2

)
8− 6 = log10

(
M1

M2

)
log10

(
M1

M2

)
= 2 aplicando a definição de logaritmos temos:

102 = M1

M2

Portanto a razão M1

M2
é 102.

Em (BATSCHELET, 1978) os problemas de crescimento foram abordados como

sequências, envolvendo funções exponenciais e logaŕıtmicas, por exemplo, o crescimento de

um potro, assumindo que o peso aumentava numa média de 20% durante intervalos de

tempo consecutivos e iguais, sendo w o peso inicial e p a média de crescimento, os pesos

no final de 0, 1, 2, .... intervalos de tempo são:

w,w.
(

1 +
p

100

)
, w.

(
1 +

p

100

)2

, w.
(

1 +
p

100

)3

, ....

Usando q = 1 + p
100

, os pesos do potro são respectivamente:

w,w.q, w.q2, w.q3, ....

Essa sequência pode ser encarada como uma função exponencial e pode ser escrita da

forma: f(x) = w.qx, x ∈ {0, 1, 2, ....}.

Exemplos:

1. A quantidade de madeira em uma floresta jovem cresce quase exponencialmente.

Podemos admitir que a média anual é 3, 5% . Que crescimento é esperado no prazo

de 10 anos?
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Resolução:

Sabemos que q = 1 + p
100

, onde p = 3, 5, logo q = 1, 035 e para achar o crescimento

em dez anos, esse é determinado pelo fator q10 e para determinar numericamente

este valor, aplicamos logaritmos:

logq10 = 10.logq = 10.log1, 035 = 10.0, 01494 = 0, 1494

q10 = 100,1494 = 1, 41, ou seja 1,41 é o antilogaritmo de q10. Consequentemente, a

quantidade de madeira aumentará de 41% em dez anos.

2. Admitindo novamente que a média de crescimento da madeira é de 3, 5%. Quantos

anos decorrerão para que a quantidade de madeira duplique?

Resolução:

Seja n o número de anos procurado e q = 1 + p
100

. Então, obtemos a equação qn = 2,

que é uma equação exponencial, aplicando logaritmos à equação teremos:

logqn = n.logq = log2

n = log2
logq

. Como q = 1, 035, obtemos:

n = 0,30103
0,01494

n ≈ 20, 1. Consequentemente, decorrerão um pouco mais de 20 anos até que a

quantidade de madeira duplique.

3. O rio Nilo Branco, acima da represa em Jebel Aulia, foi infestado por uma vegetação

conhecida como “jacinto aquático”. Em 1958 a planta cobriu somente 12km2, mas o

aumento anual foi de 50%.

i) Que área foi coberta 1, 2, ...., n anos mais tarde?

ii) Quanto tempo levou para que toda a área represada, medindo 200km2, fosse

coberta?

Resolução:

i) No primeiro ano, n = 1, A = 12.1, 5 = 18km2, n = 2, A = 12.1, 52 = 27km2, .....

Para n anos temos: Área A = 12. (1, 5)n km2

ii) 12. (1, 5)n = 200

(1, 5)n = 200
12

, aplicando logaritmos, resolveremos uma equação logaŕıtmica:

log (1, 5)n = log 200
12

n.log1, 5 = log200− log12

n.0, 17609 = 2, 30102− 1, 07918

n = 1,22184
0,17609

n ≈ 6, 9 anos

Logo, a água represada foi completamente coberta em 1965.

Uma importante aplicação biológica de funções exponenciais e logaŕıtmicas teve lugar

em 1846 quando E. H. Weber estudou a resposta dos seres humanos a est́ımulos f́ısicos.
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Admitimos que uma pessoa mantenha um peso de 20g em sua mão e que seja testada

sua habilidade em distinguir entre esse peso e um peso um pouco superior. As experiências

mostram que uma pessoa não é capaz de discriminar entre 20, 5g e 20g, mas que, na

maioria das vezes, ela acha 21g mais pesado que 20g. O aumento de est́ımulo requedido é

de 1g. Com um peso inicial de 40g, o resultado é bem diferente. Uma pessoa não pode

realmente disciminar ente 41g e 40g. O aumento deveria ser de 2g ao invés de 1g. Da

mesma forma, a experiência mostra que 63g pode ser discriminado de 60g, 84g de 80g

e 105g de 100g, mas que os intervalos não podem ser reduzidos. A partir desses dados

conclui-se que discriminação é posśıvel se a magnitude de discriminação é aumentada de

um vinte avos ou 5% do valor original.

Resultados análogos foram encontrados para as percepções de som, luz, olfato e gustação.

Assim, seja s a magnitude de um est́ımulo mensurável e ∆s o aumento requerido para a

discriminação. Então a proporção:

r =
∆s

s

é constante, isto é, não depende de s. Em outras palavras: diferenças marcantes na

sensação ocorrem quando o aumento de est́ımulo é uma porcentagem constante do próprio

est́ımulo. Esta é a lei de Weber. A seguinte tabela de proporções aproximadas ∆s
s

pode

ilustrar a sensibilidade dos sentidos humanos:

Tabela 2 – Tabela indicando as proporções aproximadas da magnitude do est́ımulo de
acordo com o tipo de est́ımulo

Est́ımulo Proporção
Claridade visual 1:50 (s = intensidade de luz)
Tons musicais 1:10 (s = intensidade de som)

Olfato para borracha 1:8 (s = número de moléculas)
Gosto por solução salina 1:4 (s = concentração da solução)

Exemplos:

1. Consideremos três tons que são igualmente espaçados na escala de frequência, os

três tons com frequências 300 Hz, 600 Hz, 900 Hz. As pessoas que ouvem esses

tons concordam unanimemente que o intervalo entre o segundo e o terceiro tom é

consideravelmente menor que entre o primeiro e o segundo. Portanto, nossa sensação

para ńıvel musical não é proporcional à frequência. Para termos dois intervalos

consecutivos, que sejam percebidos como iguais em magnitude, temos que adotar uma

sequência geométrica. Por exemplo, 300 Hz, 600 Hz, 1200 Hz diferem em intervalos

de oitavas. Uma escala adequada para o ńıvel musical é baseada no logaritmo da

frequência.

2. No Brasil, a unidade mais usada para medir rúıdos é o decibel (dB), que equivale a

um décimo do bel, O decibel é uma homenagem a Graham Bell, o inventor do telefone.
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60 dB é a intensidade do som de uma conversa, e 140 dB, a de um avião a jato. A

escala que mede a intensidade ou volume do som é uma escala logaŕıtmica. A escala

de uma aparelho para medir rúıdos é definida da seguinte forma: R = 12 + log10l,

onde R é a medida do rúıdo em bel e l é a intensidade sonora em W/m2.

i) Qual seria a medida em decibéis de um trombone de intensidade sonora l = 10−2

W/m2?

ii) Sabendo que o ńıvel máximo de rúıdo que a orelha humana pode suportar sem

sofrer danos é de 120 dB, qual é a intensidade sonora equivalente em W/m2 que

podemos suportar sem termos a saúde prejudicada?

Resolução:

i) Sabemos que R = 12 + log10l e como l = 10−2 W/m2, logo:

R = 12 + log1010−2

R = 12− 2

R = 10 bel

Para saber em decibel, devemos fazer uma conversão:

1 decibel é 1
10

do bel, se temos 10 bel, logo, teremos 100 decibéis.

Portanto a medida de um trombone é de 100 decibéis.

ii) Como 1 decibel é 1
10

do bel, se temos 120 decibéis, então teremos 12 bel, logo, se

R = 12 + log10l e R = 12, então:

12 = 12 + log10l

log10l = 0 Aplicando a definição de logaritmos temos:

l = 100

l = 1 W/m2

Logo suportamos 1 W/m2
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

É de suma importância a contextualização dos conteúdos exponenciais e logaritmos,

propostos pelos livros didáticos. Com base na relevante frase citada anteriormente, o

presente trabalho teve ińıcio com a parte histórica, onde foi descrito o surgimento do

assunto em tela, com o objetivo de condensar assuntos relacionados aos mesmos.

Foi estudado de forma intŕınseca a construção das exponenciais com inicio no conjunto

dos números naturais até o conjuntos dos reais, onde foi trabalhado definições, proprie-

dades, equações, inequações e funções, bem como, aplicações práticas, visualizações do

comportamento das funções através de softwares (foi utilizado o (GEOGEBRA, ), por

ser um software livre), assunto esse que foi ponto de partida do referido trabalho ora

apresentado.

Verifica-se no Apêndice o número e, importante irracional utilizado na resolução de

problemas, sob a perspectiva de vários autores, trabalhado a t́ıtulo de complementação.

É necessário que o aluno esteja em contato direto com os cálculos de exponenciais e

logaritmos, acima de tudo, quando esses cálculos são números inteiros, onde consiga realizar

esses cálculos mentalmente, sem a utilização de calculadoras cient́ıficas ou dispositivos

similares.

É necessário também que os alunos despertem o interesse pelo estudo da matemática

como um todo, percebendo a aplicação dos conteúdos estudados em sala de aula na vida

prática.

Portanto, este estudo pode contribuir para a melhoria da compreensão sobre exponen-

ciais e logaritmos como ferramenta na resolução de problemas.

Dessa forma, espera-se que esse trabalho possa ser utilizado como material básico de

consulta sobre exponenciais e logaritmos nos anos finais do ensino médio e em cursos

iniciais das áreas de exatas.
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BATSCHELET, E. Introdução à Matemática para Biocientistas. 2. ed. [S.l.]:
Editora Interciência da Universidade Federal de São Paulo, 1978. v. 1. 1–565 p.
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A O número e

A.1 Introdução

É dif́ıcil abordar a história do número e, cuja aproximação mais usual é 2,7182 sem se

referir ao seu parente mais famoso, o número π.

Devido a simplicidade do aparecimento do π, quociente do comprimento pelo diâmetro

de uma dada circunferência, sua história se reporta à antiguidade, inclusive com citações

b́ıblicas e de uma forma bem consciente nos trabalhos de Arquimedes (287 a 212 a.C.).

O número e por sua vez, só foi reconhecido, praticamente, cem anos após a criação do

cálculo diferencial e integral.

Estudos recentes dão conta de que a primeira vez que o número e apareceu na ma-

temática foi no ińıcio do século XVII em problemas práticos sobre juros compostos e,

com situação t́ıpica de acumulação capitalista. Aparece na matemática, especialmente

no Cálculo Diferencial e Integral, em conceitos fundamentais para o seu desenvolvimento

é uma das grandes invenções no campo computacional, foram os logaritmos de Napier

(1550-1617), os quais são abordados nessa pesquisa.

A definição tradicional de e, faz-se pondo:

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

A expressão acima significa que, fazendo sucessivamente n = 1, 2, 3, 4, ....., as potências

1,
(
1 + 1

2

)2
,
(
1 + 1

3

)3
,
(
1 + 1

4

)4
, .... aproximam-se cada vez mais do número e, podendo a

diferença e−
(
1 + 1

n

)n
(que é um número positivo tão pequeno quanto se deseje, bastando

para isso tomar n suficientemente grande).

Em virtude do Teorema, “Toda função logaŕıtmica L é sobrejetiva, isto é, dado qualquer

número real c, existe sempre um (único) número real positivo x tal que L(x) = c”, existe um

único número real positivo cujo logaritmo natural é igual a 1. Tal número é representado

pela letra e. Ele é a base do sistema de logaritmos naturais.

Portanto, as afirmações “lnx = 1”e “x = e”são equivalentes. Em śımbolos, temos:

lnx = 1⇔ x = e.

Imediatamente temos e > 1, pois os números reais positivos menores que 1 tem

logaritmos negativos. Lembrando em (LIMA, 2016) o significado geométrico dos logaritmos

naturais, vemos que a faixa He
1 tem área 1. Podemos observar que a faixa H2

1 tem área
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menor do que 1, enquanto que H3
1 tem área maior que 1, logo, ln2 < 1 < ln3, concluindo

assim que 2 < e < 3, ou seja, o número e está compreendido entre 2 e 3.

O número e em (GUIDORIZZI, 2001) é definido através de uma sequência de termo

geral an =
(
1 + 1

n

)n
que é convergente, então, o número e é o limite da sequência

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e

.

Para provar a convergência de tal sequência, é suficiente provar que ela é crescente e

que existe M > 0 tal que an < M para todo n ≥ 1.

Primeiro, vamos provar que
(
1 + 1

n

)n
< 3 para todo n ≥ 1. Temos:(

1 +
1

n

)n
=

n∑
i=0

(
n

1

)(
1

n

)i
= 1 +

(
n

1

)
1

n
+

(
n

2

)
1

n2
+

(
n

3

)
1

n3
+ ...+

(
n

n

)
1

nn(
1 +

1

n

)n
= 1 + 1 +

n(n− 1)

n2
.
1

2!
+
n(n− 1)(n− 2)

n3
.
1

3!
+ ...+

n!

nn
.

1

n!
,

logo, (
1 +

1

n

)n
≤ 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ ...+

1

n!

Como 2n ≤ (n + 1)! (*) para todo n ≥ 1 resulta que: 1
(n+1)!

≤ 1
2n

para todo n ≥ 1,

segue que: (
1 +

1

n

)n
≤ 1 + 1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ ...+

1

2n−1

e como

1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ ...+

1

2n−1
+

1

2n
+ ... = 2

, que é uma série geométrica, resulta(
1 +

1

n

)n
< 1 + 2 < 3

para todo n ≥ 1.

Vamos provar agora que a sequência
(
1 + 1

n

)n
é crescente.

Seja n e m naturais maiores que 1, tais que n < m, temos:(
1 +

1

n

)n
=

n∑
i=0

(
n

1

)(
1

n

)i
= 1 + 1 +

n(n− 1)

n2
.
1

2!
+
n(n− 1)(n− 2)

n3
.
1

3!
+ ...+

n!

nn
.

1

n!

e(
1 +

1

m

)m
=

m∑
i=0

(
m

1

)(
1

m

)i
= 1+1+

m(m− 1)

n2
.
1

2!
+
m(m− 1)(m− 2)

m3
.
1

3!
+...+

m!

mm
.

1

m!

Se n < m resulta: 1
m
< 1

n
, multiplicando por (−1) temos: − 1

n
< − 1

m
, logo:

1− 1

n
< 1− 1

m
(somando 1 a cada membro)
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APÊNDICE A. O NÚMERO E 66

n− 1

n
<
m− 1

m
(tirando o m.m.c)

n

n
.
n− 1

n
<
m

m
.
m− 1

m
(com um pouco de manipulação)

n(n− 1)

n2
<
m(m− 1)

m2
, que é o segundo termo do desenvolvimento da sequência

(
1 +

1

n

)n
.

Observe que: 1− 1
n
< 1− 1

m
e − 1

n
< − 1

m
, somando membro a membro temos:

1− 2

n
< 1− 2

m

.

Se multiplicarmos membro a membro 1− 1
n
< 1− 1

m
por 1− 2

n
< 1− 2

m
, temos:(

1− 1

n

)(
1− 2

n

)
<

(
1− 1

m

)(
1− 2

m

)
.

Assim:

(n− 1)

n

(n− 2)

n
<

(m− 1)

m

(m− 2)

m

n

n

(n− 1)

n

(n− 2)

n
<
m

m

(m− 1)

m

(m− 2)

m

n(n− 1)(n− 2)

n3
<
m(m− 1)(m− 2)

m3
,

que é o terceiro termo do desenvolvimento da sequência
(
1 + 1

n

)n
.

Usando isso, segue que
(
1 + 1

n

)n
<
(
1 + 1

m

)m
se n < m. Concluindo a sequência é

crescente.

Portanto
(
1 + 1

n

)n
é convergente, como queŕıamos provar.

Observação (*): A afirmação 2n ≤ (n+ 1)! pode ser demonstrada através de indução

finita.

Demonstração. Demonstraremos 2n ≤ (n+ 1)! por indução sobre n para n ≥ 1.

• i) A propriedade é verdadeira para n = 1, pois

21 ≤ (1 + 1)! = 2!

• ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, 2p ≤ (p+ 1)!, e

mostraremos que é verdadeira para n = p+ 1, isto é, 2p+1 ≤ (p+ 1 + 1)! = (p+ 2)!.

De fato: 2p+1 = 2p.2 = (2p)︸︷︷︸
HI

.2 ≤ (p+ 1)!.2 = 2(p+ 1)! = 2(p+ 1).p! = (2p+ 2).p! ≤

(p2 + p+ 2p+ 2).p! = (p+ 2)(p+ 1)p! = (p+ 2)!.
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A.2 O número e é irracional

Como e é um número irracional, podemos encontrar um valor, de acordo com a definição

de (LIMA, 2016) dando valores para n.

Em (DJAIRO, 1985) podemos ver uma demostração de que tal número e é irracional,

a qual segue adaptada.

O número e, que aparece no estudo de função logaŕıtmica, é definido como o número

tal que a área hachurada abaixo é igual a 1, conforme mostra a figura A.1 abaixo:

Figura A.1 – Área hachurada abaixo da função f(x) = 1
x

é igual a 1

A curva da figura A.1 é o gráfico da função f(x) = 1
x

para x > 0

.

Demonstra-se nos textos de cálculo que:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ .... (A.1)

Suponha que e fosse um número racional, isto é, e = p
q
, onde p, q ∈ N, são primos ente

si. De (A.1) segue-se:

p

q
−
(

1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ ....+

1

q!

)
=

∞∑
j=q+1

1

j!
(A.2)

Agora, faremos uma estimativa do segundo membro de (A.2):

∞∑
j=q+1

1

j!
=

1

(q + 1)!
+

1

(q + 2)!
+ ....
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Colocando na expressão anterior 1
(q)!

em evidência temos e considerando que:

(q + 1)(q + 2) > (q + 1).(q + 1) = (q + 1)2 ⇒ 1

(q + 1)(q + 2)
<

1

(q + 1)2

Logo,

∞∑
j=q+1

1

j!
=

1

q!

(
1

q + 1
+

1

(q + 1)(q + 2)
+ ...

)
<

1

q!

(
1

q + 1
+

1

(q + 1)2
+ ...

)
(A.3)

A expressão entre parêntese no último membro de (A.3) é uma série geométrica da

forma
∞∑
n=1

rn,

a qual para 0 < r < 1, tem soma igual a r
1−r . Usando esse fato em (A.3) e r = 1

q+1
, ou

seja:
r

1−r =
1

q+1

1− 1
q+1

=︸︷︷︸
calculando o m.m.c

1
q+1

q+1−1
q+1

=
1

q+1
q

q+1
= 1

q+1
. q+1
q

= 1
q
, obtemos:

∞∑
j=q+1

1

j!
<

1

q!

(
1

q + 1
+

1

(q + 1)2
+ ...

)
<

1

q!
.
1

q
(A.4)

Voltando a (A.2) com a estimativa (A.4) temos:

0 <
p

q
−
(

1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ ....+

1

q!

)
<

1

q!
.
1

q

logo:

0 < q!

(
p

q
− 1− 1

1!
− 1

2!
− 1

3!
− ....− 1

q!

)
<

1

q
(A.5)

(
q!p

q
− q!− q!

1!
− q!

2!
− q!

3!
− .....− q!

(q − 2)!
− q!

(q − 1)!
− q!

q!

)
(
p.(q − 1)!− q!− q!− q!

2!
− q!

3!
− ....− q(q − 1)− q − 1

)
Observe (A.5), o termo do meio é inteiro pois q! cancela todos os denominadores das

frações nele presentes. Mas isso é imposśıvel, pois sendo 1
q
< 1, a expressão (A.5) diria

que o termo médio é um inteiro positivo estritamente menor que 1, o que é um absurdo.

Logo, e é irracional.
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