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Resumo

O ensino da matematica tem desafiado educadores na busca de estratégias para apresentar
a matematica de forma que instigue a curiosidade e o espirito exploratorio de nossos alunos,

mostrando que existe uma relacao entre os conteidos estudados e a vida pratica.

Neste trabalho, procuramos condensar assuntos relacionados a exponencial e logaritmos,
bem como suas respectivas funcgoes, equacoes e inequagoes e suas respectivas aplicacoes
abordando a histéria do surgimento das exponenciais e logaritmos e apresentando uma
construgao didatica utilizando o GeoGebra para mostrar os graficos. Desenvolvemos
um trabalho voltado a professores do ensino médio e cursos iniciais das areas de exatas,
constituindo material basico para a disciplina de Calculo Diferencial e Integral. Mostramos
a construgao passo a passo, demonstrando assim algumas propriedades e exemplos. Ao final,
propomos aplicacoes voltadas a outras areas do conhecimento, confirmando a importancia

das fungoes exponenciais e logaritmicas como ferramentas nas resolucoes de problemas.

Palavras-chave: Exponencial, Logaritmo, Equacgoes, Inequagoes.



Abstract

The teaching of mathematics has challenged educators in the search for strategies to
present mathematics in a way that instigates our students’ curiosity and the exploratory

spirit, showing that there is a link between the studied contents and the practical life.

In this work, we attempt to compile exponential and logarithmic subjects, as well as
their respective functions, equations and inequalities - and their respective applications-
discoursing the history of exponential and logarithmic emergence and presenting a didactic
construction using GeoGebra to show the graphs. We developed a work for both high school
teacher and initial courses in the areas of exact, constituting basic material for Differential
and Integral Calculus subject. We show the construction step by step, demonstrating
some properties and examples. In the end, we propose applications focused on other areas
of knowledge, confirming the importance of exponential and logarithmic functions as tools

in problem solving.

Keywords: Exponential, Logarithmic, Equations, Inequalities.
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INTRODUCAO

A matematica dever ser entendida como parte do nosso cotidiano e o ensino de
exponencial e logaritmos, bem como suas respectivas fungoes, deve se relacionar a vida
dos alunos. Nesse trabalho, serd abordado a histéria do surgimento desses contetudos,
apresentando uma construcao didatica para exponencial e logaritmos, bem como suas
respectivas funcoes, equagcoes e inequacoes, com aplicagoes em problemas voltados ao
cotidiano dos alunos do ensino médio e em diversos cursos das areas de exatas, constituindo
material basico para a disciplina Célculo Diferencial e Integral.

Conversando com colegas de profissao, percebe-se as dificuldades apresentadas pelos
alunos quanto ao estudo ora mencionado, porque a abordagem metodoldgica de ensino
desses contetidos é feita de forma abstrata, utilizando-se muito a algebra para manipulacao
das propriedades decorrentes da definicao e a solucao de equacoes através de tabuas
logaritmicas, muitas vezes pouco entendida pelos alunos.

As mudangas na educagdo ocorrem a todo momento e a relagao ensino/aprendizagem
deve-se adequar a essas alteracoes, bem como o processo de conhecimento e aprendizagem
ora decorrente como tema deste trabalho em tela.

Assim buscamos em documentos normativos a nivel estadual e federal informagoes que
norteariam o ensino desses conteidos, os quais definem diretrizes e objetivos que visam

universalizar o ensino da matematica.

A Proposta Curricular do Contetiddo Béasico Comum - CBC (CARNEIRO; SPIRA;
SABATUCCI 2011) para o ensino de Matematica no Ensino Médio em todo Estado de
Minas Gerais estd subdividido em eixos teméticos e com relagao aos contetidos, exponenciais
e logaritmos esta no eixo fungoes elementares e modelagem, no qual objetiva que os alunos
sejam capazes de ler e interpretar tabelas, graficos, diagramas, féormulas, equagoes ou
representacoes geométricas; seja capaz também de traduzir matematicamente alguns
fenomenos, estabelecendo uma relacao de dependéncia, por exemplo, a velocidade de
espalhamento de uma epidemia, depende, entre outras coisas, do niimero de pessoas
infectadas; ou ainda, a absor¢ao de um remédio depende da sua concentragao, do peso
do individuo e do tempo. Para o contetido de exponencial, espera-se que os alunos sejam
capazes de:

identificar exponencial crescente e exponencial decrescente; resolver pro-
blemas que envolvam uma funcao do tipo y = ka®; reconhecer uma
progressao geométrica como funcgao da forma y = ka® definida no con-
junto dos ntmeros inteiros positivos.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN’s, ensino médio, (BRASIL| 2000), trazem
orientagoes educacionais, organizados sob a forma de tépicos para cada area do conheci-
mento, elaborados de acordo com o Plano Nacional de Educacao - PNE e definem os direitos

de aprendizagem em cada etapa do ensino. Em matematica, organizados sob a seguinte
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forma: competéncias em matematica, temas estruturadores do ensino de matematica,
organizacao do trabalho escolar e estratégias para acao, com sugestoes metodoldgicas para
orientar o trabalho do professor em sala de aula. De acordo com os PCN’s,; as fungoes
exponenciais e logaritmicas sao usadas para descrever a variacao de grandezas em que o
crescimento da variavel independente é muito rapido, como por exemplo o crescimento
de populagoes, sendo também aplicadas em areas do conhecimento como matemaética

financeira.

O livro didético Matematica, Contexto e Aplicagoes, (DANTEL 2012) inicia os contetidos
através de situagoes-problemas motivadoras, usando exemplos de facil entendimento, traz
também, mencao a parte historica. Com relacao ao estudo de funcoes exponenciais,
f(z) = a”, faz uma revisao de potenciagao, porém, sem fazer uma anélise das variagoes de
a através de representagoes graficas. Quanto ao estudo dos logaritmos, existe um rigor
desde as defini¢oes que sao abordadas numa linguagem matematica até o entendimento
das propriedades. Em sua aplicacao na resolugao de equagoes exponenciais e de problemas,
utiliza-se calculadora substituindo as tabuas logaritmicas. Observa-se também, problemas
aplicados a outras dreas de conhecimento, porém a exploracao da representacao grafica das
fungoes logaritmicas, em bases diversas nao é contemplado e também nao é mencionado a

funcao logaritmica como inversa da fungao exponencial.

A partir dessa analise, algumas perguntas sao importantes: Como ensinar de forma
significativa desses conteidos? Quais pontos basicos? Por onde iniciar? A partir dessas
indagacoes propomos a construcao dessa pesquisa sob uma perspectiva conceitual e
grafica, relevando de forma significativa com a preocupacao o estudo sobre exponenciais e
logaritmos e suas respectivas funcoes, equagoes, inequacgoes e aplicagoes, utilizando uma
sequéncia didatica que possa mostrar o entendimento da conceituacao desses conteidos,

com propriedades, demonstragoes, exemplos, graficos e aplicagoes.

A proposta desta pesquisa é a construgao didética, buscando uma metodologia envol-
vendo a parte conceitual e grafica das fungoes exponenciais e logaritmicas como ferramenta
para a resolucao de problemas.

Para isso, foram elaborados capitulos, os quais serao apresentados da seguinte forma:
na Introducao, um breve relato da motivacao para a pesquisa, no Capitulo 1, um pouco
de historia da origem das exponenciais e logaritmos, os primeiros relatos sobre célculos,
como eram abordados, nomenclaturas, notagoes e suas aplicagoes da época. No Capitulo
2, abordamos como surgiu o célculo da exponencial, partindo do conceito de poténcias
com numeros naturais e construindo os conceitos através dos conjuntos Naturais, Inteiros,
Racionais, Irracionais e Reais, esse ultimo sera melhor abordado no capitulo 4, onde
falaremos das fungoes exponenciais. Sera pontuado também nesse capitulo, as propriedades
de poténcias, com demonstracao de algumas delas, equacoes e inequacoes exponenciais
com exemplos resolvidos aplicando as propriedades necessarias. No Capitulo 3, sobre os

logaritmos, surgidos da necessidade de resolver problemas simples do tipo 2% = 3, conceitos

UFTM PROFMAT
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de antilogaritmo, cologaritmo, logaritmo decimal e logaritmo natural. Abordando também,
as propriedades de logaritmos, com demonstracoes; a forma de calcular a caracteristica e
mantissa de um numero; apresentacao de tabuas de logaritmos e exemplos de aplicacao
das tabua de logaritmos utilizado a caracteristica e mantissa; equacgoes e inequacoes
logaritmicas com exemplos resolvidos. No Capitulo 4, defini¢oes e graficos de fungoes
exponenciais e logaritmicas, observando para quais valores as funcoes sao crescentes e
decrescentes, com exemplos de gréaficos das fungoes, 2%, 107, (%)m e (%)z, apresentando
variacoes dos expoentes e translacoes. No Capitulo 5, alguns problemas de modelagem
matematica utilizando fungoes exponenciais e logaritmica.

Para construir didaticamente o presente trabalho, faremos um compeéndio de varios
materiais disponiveis, de varios autores que trabalham com o tema, buscando desenvolver
uma linguagem simples, com aplicacoes em varias areas do conhecimento, para subsidiar
aos professores do Ensino Basico e alunos da disciplina de Calculo Diferencial e Integral
com o objetivo de trabalharem e entenderem os conteidos de exponenciais e logaritmos,

bem como suas respectivas funcoes, equacoes, inequacoes e aplicagoes.

UFTM PROFMAT



1 Um pouco de Histéria

Neste item vamos apresentar um pouco da histéria de como surgiram as exponenciais
e os logaritmos, buscando nos livros de histéria da matematicas os primeiros relatos sobre
os conteidos.

Segundo o livro (BOYER| [1974)) a exponencial e logaritmos eram usados em problemas
juntamente a outros conteudos, para resolver questoes bem especificas da época e nao

possuiam a notacao existente hoje.
1.1 A origem das exponenciais

Livros de histéria da matematica trazem relatos dos primeiros conceitos sobre a
exponencial, ideias com relacao ao significado e que foram transmitidos de época em época.
Sabe-se que muitos ficaram perdidos, uma vez que muitas obras desaparecem no decorrer

dos tempos. Serao citadas passagens com mencao da época em que os relatos aconteceram.

Fala-se que o problema 79 do papiro Ahmes, copiado por volta de 1650 a.C., “sete
casas, 49 gatos, 343 ratos, 2401 espigas de trigo, 16807 hectares”, encontrado no livro
(BOYER, 1974), o qual transcrevo:

... foi presumivel que o escriba estava tratando de um problema, talvez
bem conhecido, em que em cada uma das sete casas havia sete gatos,
cada um deles come sete ratos, cada um dos quais havia comido sete
espigas, cada uma delas teria produzido sete medidas de grao, ...

nos remetendo uma primeira ideia de exponencial.

Na Grécia, encontramos relatos que existia dois sistemas principais de numeracao, o
sistema atico e o jonio (alfabético), um mais antigo, o atico, conhecido como notagao
atica, com representacao de poténcias da base (dez), representados pelas letras iniciais, em
maiusculas, das palavras correspondentes, A para deka (dez), H para hekaton (cem) e X
para khilioni (mil) e M para myrioi (dez mil).

No livro Introductio de Nicomaco, traduzido em 1926, livro caracterizado por ser um
manual dos elementos de matemadtica, foi descrito uma classificacao dos niimeros, parmente
impares e parmente pares (poténcias de dois), atribuindo a constru¢ao dos nimeros a
poténcias de dois.

Nas obras de Diofante, considerado o pai da algebra, por volta do fim do século quinze
e comeco do século dezessete, na Europa, aparece notagoes para operagoes e relagoes, bem
como, notagao exponencial, provavelmente uma das primeiras notagoes citadas nos livros.

Por volta de 1.202, Fibonacci propoe um problema semelhante ao problema descrito

no papiro Ahmes, “sete velhas foram a Roma; cada uma tinha sete mulas; cada mula
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carregava sete sacos; cada saco continha sete paes; e com cada pao havia sete facas; cada
faca estava dentro de sete bainhas”.

Percebe-se que ao longo do livro (BOYER), [1974)), sdo apresentados vérios problemas
resolvidos por varios estudiosos da época, dando mais ou menos énfase a algumas proprie-
dades. Percebe-se também uma grande disputa entre os povos com relagao a criagao da

matematica, sendo que muitos dos problemas se perderam ao longo do tempo.

1.2 A origem dos logaritmos

Na Mesopotamia, a meados do quarto milénio antes de nossa era, entre as tabletas
babilonias encontram-se tabelas contendo poténcias sucessivas de um dado ntimero, seme-
lhantes as nossas tabelas de logaritmos, ou mais propriamente, de antilogaritmos. Tabelas
exponenciais (ou logaritmicas) foram encontradas em que sdo dadas as dez primeiras
poténcias para as bases 9 e 16 (todos quadrados perfeitos).

A questao posta num problema “a que poténcia deve ser elevado um certo niimero
para fornecer um nimero dado”, livro (BOYER] |1974] p.22) , equivale a nossa, qual o
logaritmo de um ntimero dado num sistema com um certo nimero como base.

As diferengas principais entre as tabelas antigas e as nossas, além de linguagem e
notagao, ¢ o nao uso de um nimero Unico, sistematicamente, como base em variadas
situagoes e que as lacunas entre os nimero que constam das tabelas antigas sao muito
maiores que nas nossas, até entao nao eram usadas para fins gerais de calculo, mas para
resolver certas questoes bem especificas, como por exemplo tabelas exponenciais num
problema que pergunta quanto tempo levaria uma quantia em dinheiro para dobrar, a 20
por cento ao ano, problema esse que hoje aplicamos a utilizacao de tabelas de logaritmos
para resolver.

Na Europa do século dezesseis eram usadas formulas de transformagao de “produto por
soma”, uma delas, 2cos(z).cos(y) = cos(z +y) — cos(x — y), introduzida por Ibn-Yunus
(morreu em 1008), contemporaneo de Alhazen, que, mais tarde, com a invengao dos
logaritmos, foi substituida.

No livro Logaritmos de (LIMA/ [2016} p.1), vemos que no fim do século XVI, o desenvol-
vimento da Astronomia e da navegagao exigia longos e laboriosos cédlculos aritméticos. Um
auxilio precioso ja tinha sido obtido com a invencao das fracoes decimais. Mesmo assim,
achar um método que permitisse efetuar com presteza multiplicagoes, divisoes, potenciacoes
e extracoes de raizes era, nos anos proximos de 1600, um problema fundamental.

Segundo o grau de dificuldade, (LIMA| 2016) classificou as operagoes aritméticas em 3
grupos:

1) operagoes de 1 espécie: adigao e subtracao;

2) operagoes de 2% espécie: multiplicacao e divisao;

UFTM PROFMAT
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3) operagoes de 3% espécie: potenciagao e radiciagao.

Procurava-se entao um processo que permitisse reduzir cada operacao de 2% ou 3
espécie a uma de espécie inferior e portanto mais simples e o meio que os estudiosos da
época encontraram foi o célculo através de logaritmos.

Jost Biirgi (1552 - 1632) suico, relojoeiro, matemadtico e inventor; e John Napier (1550 -
1617), um nobre escocés, tedlogo e matemético, cada uma deles desconhecendo inteiramente
um ao outro, publicaram as primeiras tabuas de logaritmos. As tdabuas de Napier foram
publicadas em 1614 e as de Biirgi em 1620. Logo depois do aparecimento da primeira tabua
de logaritmos de Napier, o matemadtico inglés Henry Briggs (1561 - 1631), professor da
Universidade de Londres, e depois em Oxford, elaborou, juntamente com Napier, uma nova
tabua, de mais facil utilizagao, contendo os chamados logaritmos decimais, ou logaritmos
ordindrios, que tiram proveito do fato de usar o sistema de numeracao decimal.

Recentemente, com a utilizacao cada vez mais divulgada dos computadores, sendo
este cada vez com maior velocidade de processamento de dados, as tabuas de logaritmos
perderam algo do seu poder como instrumento de calculo, o mesmo acaba acontecendo
com outras tabelas matematicas. O estudo dos logaritmos ainda é e continuara a ser de
fundamental importancia. Com efeito, embora eles tenham sido inventados como acessério
para facilitar operagoes aritméticas, o desenvolvimento da matematica e das ciéncias em
geral veio mostrar que diversas leis matematicas e varios fenomenos naturais e mesmo
sociais sao estreitamente relacionados com os logaritmos. Assim sendo, os logaritmos, que
no principio eram importantes apenas por causa das tabuas, mostraram seu apreciavel

valor intrinseco.

UFTM PROFMAT



2 Exponenciais

Do dicionario da lingua portuguesa, (AURELIO. ..} ) exponencial é: “que tem expoente
variavel ou indeterminado, relativo a expoente”. Em matematica, o estudo com expoentes
partem das poténcias, as quais, partiremos delas para o estudo das exponenciais, fungoes
exponenciais, graficos, equagcoes e inequagoes exponenciais.

Para iniciarmos faremos algumas defini¢oes de poténcias no conjunto dos nimeros na-
turais, posteriormente, nos inteiros, racionais e irracionais, partindo para um entendimento

do comportamento de poténcias com expoentes reais.

Definicao 2.1. Seja a um niumero real positivo. Para todo n € N, a poténcia o, de base

a e expoente n € definida como o produto de n fatores iguais a o, ou seja

Observemos que para n = 1, como nao hd produto de um sé fator, poe-se a! = «, por

definicao.
A definicao indutiva de a” é: o' = a e ! = a.a™.

mtn - Essa afirmacao é verdadeira, uma vez

Para quaisquer m, n € N tem-se .o =«

que ambos os membros desta igualdade temos o produto de m + n fatores iguais a «.
Assim, para my, mo, ms, ....,my € N temos: a™'.a2.a™.....q"Mk = qMtmetmst
Em particular se my; = my = ms = ... = my, = m temos (am)k = a™*

Podemos observar o comportamento de o, se a > 1 ouse 0 < a < 1.

Se a > 1, multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por ", obtemos

a1 > ", Portanto,
a>l=l<a<al<al<..<a*<a"t< ..

Além disso, pode-se observar que multiplicando ambos os membros da desigualdade

a < 1 pelo ntimero positivo o, obtemos "t < a”. Portanto,

O<a<l=l>a>a’>a’>.>a">a"' > ...

Exemplos:

1. Seja a = 1,000001 (um inteiro e um milionésimo). As poténcias sucessivas a, o?, o

, . . ., a"aprincipio proximas de 1, podem tornar-se tao grandes quanto se deseje,
desde que o expoente seja tomado suficientemente grande. Observe:

1,000001° = 1,000010000045

1,0000011%° = 1,000001'°* = 1, 00010000495
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1,0000011%%° = 1 000001'°" = 1, 0010004996

1,0000019-99 — 1, 000001'°* = 1,010005016

1,00000199-00 — 1,000001'%" = 1, 10517086

1,0000011-000:000 — 1 0p0001'" = 2, 71828046

1,00000110-000:000 — 1 000001'%" = 22.026, 35566282

1,00000120-000-000 — 1 (0p0001219" = 22.026, 355662822 = 485.160.343, 203664

Observando as poténcias acima percebemos que os valores das poténcias crescem a

medida que o expoente cresce.

Se usar o argumento acima podemos obter uma poténcia de a que seja superior a 1

bilhao, devemos calcular o expoente para ter (1,000001)" > um bilhao.

Portanto as poténcias sucessivas de um niimero maior do que 1 crescem acima de

qualquer limite prefixado, bastando tomarmos um expoente suficientemente grande.

2. Seja a = 0,999 (novecentos e noventa e nove milésimos). As poténcias sucessivas «,
a?, 0%, . .. ,a" a principio préximas de 1, podem tornar-se tao pequenas quanto se
deseje, desde que o expoente seja tomado suficientemente grande. Observe:
(0,999)2 = 0, 998001
(0,999)° = 0, 995009
(0,999)° = 0,990044
(0,999)%° = 0,951205
(0,999)190 = 0,904792

Portanto a sequéncia cujo n-ésimo termo é o™ é crescente quando a > 1, logo, o™ < o™,
se > 1en <m e decrescente se 0 < a < 1, logo, o™ > a™,se 0 < a < 1en < m. Para
a = 1, esta sequéncia é constante, com todos os seus termos iguais a 1.

Procuremos agora atribuir um significado a poténcia o™ , quando n € Z é um numero
inteiro, que pode ser negativo ou zero. Isto deve ser feito de modo que seja mantida a
regra fundamental,

o™t = a.a”

Em primeiro lugar, qual deve ser o valor de a’? Para responder a questao observemos

que como,

teremos a' = a, como a > 0, logo a® = 1.
Em seguida, dado qualquer n € N, devemos ter o ".a" = a """ = o’ = 1, logo,

a = i
a?’L

Assim para estender a definicao de poténcias para nimeros inteiros, preservando que

m-+

a™.a™ = o™, acrescentaremos a seguinte definicao:

UFTM PROFMAT
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Definicao 2.2. Seja o um nimero real positivo. Para todo m e n € Z, definimos a®=1 e

-n

a "= - para todo n € N, assim temos que a™.a™ = o™ e (™) = ™.

Com as definicoes de poténcias de expoente natural e poténcia de expoente inteiro,

podemos estabelecer a seguinte definicao:

Definigao 2.3. Se a um nimero real positivo e n € Z entao

1 se n=0

n n

o = a" la se n>0

1
= sen<0 ea#0

Agora prosseguindo vejamos que sentido pode ser dado a poténcia a”, quando r = 2
n

é um numero racional (onde m € Z e n € Z*), de modo que continua valida a regra
a".a® =a" onder e s € Q. Dessa igualdade resulta, que se deve ter, para
m m
parar=—=nr=n|—) =m.
n n

(@' =a".a".a ...’ = TTTAT = g = g
—_—
n vezes

Portanto o” é um nimero real positivo cuja n-ésima poténcia é igual a o™, ou seja,

(") = a™, o que nos motiva a defini¢ao a seguir.

Definigao 2.4. Definimos a poténcia o', comr € Q, r =" m € Z e n € Z* por

n

m
an = \/a™m.

As poténcias a”, com expoente racional, embora nao contenha todos os niimeros reais
positivos, estao espalhados por toda a parte em R, , desde que a # 1.

Dados um ntumero real positivo a e um nimero irracional a, podemos construir, as
poténcias a®, por exemplo a poténcia 3V2 Calculamos o valor real de v/2 e achamos os
arredondamentos mais proximos a casa das unidades, aos décimos, aos centésimos, aos
milésimos e aos décimos de milésimos. Os valores abaixo e acima nos arrendondamentos
dessas casas, chamaremos de valores racionais aproximados por falta e ou por excesso
de v/2, e usando uma calculadora obtemos em correspondéncia os valores aproximados
por falta ou por excesso de 3v2 (poténcia de base 3 e expoente racional, ja definidos

anteriormente).
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Exemplo 2.0.1. Vamos construir uma tabela para a aprorimacao de 3v2,

Tabela 1 — Tabela indicando as aproximacoes para v/2 e para 3v2

A1 A2 Bl BQ Valor de B1 Valor de B2
1 2 3! 32 3 9
1,4 1,5 | 34 | 39 4, 6555 5,1961
1,4l | 1,42 | 384T | 312 4, 7069 4, 7589
1,414 | 1,415 | 304 [ 3045 [ 4 7277 14,7329
1,4142 | 1,4143 | 3022 | 30185 | 4 7987 14,7292
| | 2 |
\/§ \/§ 3v2 3v2

Observe que o para valores préximos de v/2, o valor de 3V2 estd entre 47287 e 4,7292

(valores aproximados por falta ou por excesso de 3\/5).

Definicao 2.5. Definimos a poténcia a®, com a >0 e a € I, considerando os conjuntos
Ai={reQ|r<a} eAy={s€Q|s>a}.

Notemos que:
e a) todo numero de Ay € menor que qualquer nimero de A,.

e ) existem dois racionais r e s tais que r < a < s e a diferenca r — s € menor que

qualquer niumero positivo e arbitrdrio.

Em correspondéncia aos conjuntos Ay e Ay consideremos 0s conjuntos
Bi={a"|re A} e Bo={a’|s€ Ay}

. Nota-se que:
e a) todo nimero de By € menor que qualquer nimero de Bs.

e b) existem dois nimeros " e o tais que a diferenca o — o € menor que qualquer

numero positivo e arbitrdrio.

Nessas condigoes, dizemos que o e o sao aproximacoes por falta e por excesso,

respectivamente de a® e que By e By sao classes que definem a“.

Obtemos assim, por aproximacao de racionais, as poténcias a®, com o >0 e a €.
As poténcias a® om a > 0 e a € I podem ser obtidas envolvendo o conceito de limites

de sequéncias, que nao é abordado na Educacao Béasica, mas que os professores podem

consultar em vérios materiais disponiveis.
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Agora, naturalmente deveriamos o conceito de o para x um nimero real qualquer
(inclusive irracional). Este conceito requer algum resultado mais refinado que nao se

encaixam no 2° grau, por isso ele serd abordado no Capitulo 4, em fungoes exponenciais.

2.1 Propriedades das poténcias

Seja a e b € R*; m e n € N valem as seguintes propriedades:

Propriedades:

1) a™.a" = o™t
Demonstracao. Demonstraremos P; por indugao sobre n, para isso consideremos m fixo.
e i) A propriedade ¢ verdadeira para n = 0, pois @™ = o™ = a™.1 = a™.a’

e ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, a™.af = o™P,
e mostraremos que é verdadeira para n = p + 1, isto é, a™.aPt! = o™ P+,
De fato: a™.aP™ = a™. (af.a) = (a™.a?) .a = a™P.q = o™ PTL,
——

HI

m

2) e =" a#£Oem>n

Demonstracao. Para P, o raciocinio é analogo e sera feita por inducao sobre n, para isso

consideremos m fixo.
e i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois

ame:am:_:

.o . . . . ’ m —_
e ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, & =™ P e
) ) QP )

/7 . . 7’ m [— o —
mostraremos que ¢ verdadeira para n =p + 1, isto ¢, 55 = a™? L

De fato:
m m a™y 1 1 1
a .« —_—ym (1 1Y _ 1i_ m-pl __ m-p -1 __ m-p—
ap+1_(aﬂ.a)_0"(ap'a) e «Q S =a . «Q .
——
HI

3) (a.b)" = a™.b"

Demonstra¢ao. A demonstracao de P3 também serd feita por inducao sobre n, para isso

consideremos m fixo.
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e i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois

(a.b)’=1=11=a"1"

e ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, (a.b)’ = oP.b?,
mostraremos que é verdadeira para n = p + 1, isto é, (a.b)?™h = aPt1 ppl,
De fato:
(.b)P™ = (@.b)? . (a.b) = (a?.P) . (a.b) = (aP.cr) . (BP.b) = aPt! potT,
——

HI

8 (3) =8 b#0

Demonstracao. A demonstracao de Py sera feita por indugao sobre n, para isso considere-

mos m fixo.

e i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois

A 1 o
—_ :1:—:—
(5) =1=1-%

e ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, (%)p =%
mostraremos que é verdadeira para n = p + 1, isto é, (%)‘DJr1 = ‘;;:11
De fato:
p+1 [ p o p _ (aPa) _ qprtl
B =(3) -6 =) (5) =55t = 5
——

HI

5) (a™)" = ™"

Demonstracao. A demonstracgao de Ps também serd feita por inducao sobre n, para isso

consideremos m fixo.

e i) A propriedade é verdadeira para n = 0, pois

e ii) Supondo que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, (a™)? = a™?,

, . o 1
mostraremos que é verdadeira para n = p + 1, isto é, (a™)P* = oP+D),

De fato:
(Ozm)pH — (am)p . (am) = a™P o™ = a(m.p)+m _ Oém(erl)‘
HI

UFTM PROFMAT



CAPITULO 2. EXPONENCIAIS 13

Para a e b € R*; m e n € Z valem as propriedades:

Propriedades:
1) a™.a" = o™t
2) ST =a™ ", a#F0em>n
3) (a.b)" =a™b"

a\" _ a™
4) (3) =4 b#0
5) (a")" = a™"

As demonstragoes para os nimeros inteiros sao analogas para os nimeros naturais,

através de inducao sobre n.

No conjunto dos racionais, para a e b € R*; m e n € Q tomemos m = g en ==z,

entao as propriedades Py, P, P3, Py e P5 sao validas e utilizaremos a definicao 2.4 para

demonstrar as propriedades P, a P5, como segue:

Propriedades:

4 P, r
1) av.as =qa s

Demonstracao.

ps+rq Py
q + s

P
OéE.Oég = YaP.Sar = W aprs. Ward = WapPs.ard = Napstrd = = =

Observe que: (*)

m
2) ﬁ :oﬁ_%, a0, ¢g#£0es#0
Demonstracao.
a? _ qap,_i\ Vars o e
s v o W ard a4
m
3) (a.b)1 = qa.be
Demonstracao.
(a.b)s = ¢/ (a.b)’ = Varbw = Jap /b = i b
m
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Demonstracao.

O
Demonstracao.
(08)" = (o) = {f () = v = e = =i
Observe que:
(@) = (039 - (o) - v
O

Para a € R*;m e n € [, também sao validas as propriedades:

Propriedades:
1) a™.a" = o™t
2) i—::am’”, a#0em>n
3) (a.b)" =a™.b"
4) (5)" =57 b#0
5) (") =

Portanto qualquer nimero o > 0 e o # 1, x € R, o* é uma exponencial. Em nitimeros,
podemos dizer que 27, 3%, 4%, ..., o sao exponenciais. Para x € I, utilizamos a definicao 2.5
e exemplificamos em [2.0.1] e para = € R os exemplos serao melhor abordadas no Capitulo
4 desse trabalho.

2.2 Equacodes exponenciais

Equacao exponencial é uma igualdade, onde a variavel é o expoente. Existem dois
métodos fundamentais para resolucao das equagoes exponenciais: se as bases forem iguais,
essas poderao ser canceladas e o outro para bases diferentes, que estd ligado ao estudo de
logaritmos e serda abordado no Capitulo 3.

Vejamos como resolver equagoes reduzindo a uma base comum: este método, como o
proprio nome ja diz, consiste em escrever ambos os membros da equacao na mesma base

(se possivel) com as transformagdes convenientes baseadas nas propriedades de poténcias
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de mesma base o (o > 0 e @ # 1). Assim, do fato da fungdo exponencial ser injetora
temos que:

dd=a‘sb=ca>0ea#l)

Exemplos:
1. 8 = /16

Resolucdo: (23)" = v/2% = (2%)" = 21 = 23 = 21, cancelando a base 2, pois a

funcao exponencial é injetora, teremos 3z = %, ou seja, r = }L

S={r=1}

2. 2" =64
Resolucao: Fatorando o 64 temos: 2* = 2% = 2 =6
S ={x =06}

3. 80 =1

32
Resolucao: Fatorando o 32 e aplicando as propriedades temos:

() =27=22"=2"=33r=-"bH=>r=3
§={r=7}

4. (V3)" = V8l
Resolugao: Fatorando o 81 e aplicando as propriedades temos:

(3%)36:W:S%:3§:>§:§:>3x:8:>x:§
S={z=5}

2.3 Inequagdes exponenciais

Inequagoes exponenciais sao inequagoes que envolvem incognitas no expoente, ou seja,
desigualdades entre ntimeros, cujo expoente é uma incognita.

Assim como em equacOes exponenciais, existem dois métodos fundamentais para
resolucao das inequacgoes exponenciais. Faremos a apresentagao agora do primeiro método
e o segundo no estudo de logaritmos.

Redugao a uma base comum: este método sera aplicado quando ambos os membros da
inequacao puderem ser representados como poténcias de mesma base, com as transformagoes
convenientes baseadas nas propriedades de poténcias de mesma base o (v > 0 e « # 1).
Lembremos que a fungado exponencial f(z) = a” é crescente se a > 1 e decrescente se

0 < a < 1, portanto se b e ¢ sao ntimeros reais, entao:

para a > 1 tem-se o’ > a® < b > ¢
b <ateb<c
para 0 < a < 1 tem-se a® > a¢ < b < ¢;
a’ <ateb>c
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Exemplos:

1. 2% > 128
Solucao: Observe que o > 1, fatorando o 128 temos: 2% > 128 < 2% > 27. Como a

base é maior que um, temos x > 7.
S={zeR|z>T}

3\% < 125
2. 3) 2%
Solucao: Observe que o = % 0 < a < 1 e aplicando as propriedades temos que:
(%)x > 2 3—3 & (%)x > (5) 5. Como a base esta compreendida ente 0 e 1, temos

r< =3
S={zeR|z< -3}

5. (V2)" < (V)
Solucao: Observe que ( ) ( ) & (2%>$ < (4 23) & 25 < 21. Como a base
¢ maior que 1, temos: §<%<:>w< g
S={zeR|z<$}

4. Resolver #2°~9+4 < 1 em R
Solugao: Devemos considerar trés casos:
1° Caso:
Devemos verificar se 0 ou 1 sao solugoes particulares da inequacao.
Fazendo x = 0 e x = 1, temos:
r=0= 0" <1 (verdadeira) = z = 0 é solugao
r=1= 173 <1 (falsa) = z = 1 nao é solugao

A solugao neste caso é S; = {0}

2¢ Caso:
A base da poténcia é maior que um.
Se x > 1 (I), temos:
g2 ] = g2 00 = 002 Op 44 < 0= L <o <4 (IT)
A solucao desse caso é dada por (1) N (1)
={reR|l<z<4}

3° Caso:
A base da poténcia é positiva, mas menor que um.
Se0<x<1([II), temos:
g2t o] o 279t g0 5 942 _9p 44> 0= < Touz>4(IV)
A solucao desse caso é dada por (I11)N (IV)
={reR|0<z<i}
A solucao da inequacao proposta é:
S=5USUS; = {x€R|0<x<—0u1<x<4}
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3 Logaritmos

Os logaritmos foram criados como instrumento para tornar mais simples calculos
aritméticos complicados. Posteriormente verificou-se que a importancia dos logaritmos
na Matematica e nas Ciéncias em geral era bem maior do que se pensava. Com efeito,
diversos fatos matematicos, bem como fenomenos naturais e até mesmo sociais, podem ser
expressos quantitativamente através dos logaritmos.

Uma das primeiras motivagoes para o ensino de logaritmos, parte do estudo de equagoes
exponenciais, onde teremos, por exemplo, que calcular o valor que assume o z, se 2% = 3,
ou seja, resolver equacao exponencial com bases diferentes. Sabemos que x assume um
valor entre 1 e 2, pois 2! < 2% < 22 mas com o conhecimento que temos até aqui nao
saberiamos qual é esse valor e nem o processo para determiné-lo. A fim de que possamos

resolver este e outros problemas, vamos iniciar o estudo de logaritmos.

Definicao 3.1. Sendo a e b numeros reais e positivos, com a # 1, chama-se logaritmo de
b na base a, o expoente que se deve dar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual

ab. Em simbolos: a,b € R,a>0a#1eb>0, entao

logsb=x< a* =0

Em log,b = x, dizemos: a é a base do logaritmo, b é o logaritmando, x é o logaritmo.
Conhecamos também o que é antilogaritmo e cologaritmo. O niimero b é o logaritmando

ou também chamado antilogaritmo de z na base a.

Definicao 3.2. Sejam a e b nimeros reais positivos com a # 1, se o logaritmo de b na base
a € x, entao b € o antilogaritmo de x na base a. Em simbolos: a,b € R,a>0a#1eb >0,

entao log,b = v < b= antilog,x.

Definicao 3.3. Chama-se cologaritmo de um nimero b (b € R e b > 0 ), numa base
a (a€Ra>0a+#1) ao oposto do logaritmo de b na base a. Em simbolos: se
a>0a#1eb>0 entao colog,b = —log,b. Considerando que log,b = —loga% entao

colog,b = loga% .

3.1 Sistema de logaritmos

Ao conjunto dos logaritmos de todos os niimeros positivos, em certa base «, chamamos

sistema de logaritmos de base a.. Assim, o conjunto dos logaritmos, na base 2, de todos os
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numeros positivos constitui o sistema de logaritmos de base 2. Entre a infinidade de valores
que a base pose assumir, sao particularmente importante dois sistemas de logaritmos a

seguir.

3.1.1 Sistema de Logaritmos Decimais

Sistema de logaritmo decimal é o sistema de base 10, também chamado sistema de
logaritmos comuns, ou vulgares, ou de Briggs (Henry Briggs, matemético Inglés (1561 —
1630), foi quem primeiro destacou a vantagem do emprego dos logaritmos de base 10 para
os calculos).

Dentre os diversos sistemas de logaritmos (diversas bases), vamos agora estudar, com
particular interesse, o sistema de logaritmos de base 10.

Lembremos as principais propriedades dos logaritmos de base 10:

1) logl =0
2) logl0 =1
3)x>1=logr>0ese<x<1=logr<0

3.1.2 Sistema de Logaritmos Neperianos

E o sistema de base e (e = 2,718 ..., nimero irracional), também chamado sistema de
logaritmos naturais. O nome neperiano lembra John Neper, matemético escocés (1.550 -
1.617), autor de um dos primeiros trabalhos desenvolvendo a teoria dos logaritmos. Diz-se
também sistema de logaritmos naturais, uma vez que no estudo de fendomenos naturais
surge, muitas vezes, uma lei exponencial de base e. Os logaritmos neperianos sao usados
na Andlise Matematica e em assuntos técnicos.

Indica-se, em geral, com um dos simbolos : log.x , ou Inx, ou dependendo do texto,
usa-se lgx, logr ou Lx.

No livro do ensino médio (DANTE, 2012) o logaritmo natural é definido como o
logaritmo que tem base e e lembrado como uma importante ferramenta nas aplicagoes de
logaritmos, as quais intitula de “A matematica e as praticas sociais”.

Para (LIMA] 2016)) o logaritmo natural de z,  um nimero real positivo, é definido
como a area da faixa delimitada pelo eixo x e a funcao %, designada Area (HY), com x
variando de 1 a z. Assim, quando x > 0, escrevendo In x para indicar o logaritmo natural

de x, temos: Inx = Area (HY), mostrada no esquema abaixo.
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N\

0.5 1

0 05 1 15 X 25

Figura 3.1 — Figura esquema para indicar o logaritmo natural a partir do calculo da area

3.2 Propriedades de logaritmos

Notemos que, com as propriedades operatorias de logaritmos, podemos transformar
uma multiplicacao em uma soma, uma divisao em uma subtragao e uma poténcia em uma
multiplicacao, isto é, com o emprego da teoria de logaritmos podemos transformar uma
operacao em outra mais simples de ser realizada ou de ordem inferior.

Sejaa,beceR,a>0a#1, b>0ec>0sao validas as seguintes propriedades:

e 1?) Logaritmo do produto:
Em qualquer base a (a > 0 a # 1), o logaritmo do produto de dois niimeros reais
positivos é igual a soma dos logaritmos dos fatores.
Em simbolos: a,bec€e R, ,a>0a#1, b>0e c >0, entao

loga(b.c) = log,b + log,c

Demonstragao. Fazendo log,b = x e log,c = y e log,(b.c) = z, provaremos que

zZ=x+y.
De fato:
logeb =2 =a"=b
logac =1y = a¥ =c — d=d".a¥ = F=a"" = z=zx+y O

loga(b.c) =2z = a* =b.c

OBSERVACOES:

1) Esta propriedade pode ser entendida para o caso do logaritmo do produto de
n (n > 2) fatores reais e positivos, isto é: Se a > 0, a # 1 e by, ba, b3, ..., b, € R}
entao [0g,(by.b2.bs.....b,) = log,b1 + logaba + logabs + ... + logaby,.

2) Devemos observar que se b > 0 e ¢ > 0 entdo b.c > 0 e vale a identidade:

l0ga(b.c) = log,b + log,c com a > 0, a # 1, mas se soubermos apenas que b.c > 0
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entdo, temos: l0g,(b.c) = log,|b| +1og,|c| com a > 0, a # 1, uma vez que o logaritmo

sO esta definido para valores positivos.

e 2?) Logaritmo do quociente:
Em qualquer base a (a > 0 a # 1), o logaritmo do quociente de dois niimeros reais
positivos ¢ igual a diferenca entre o logaritmo do dividendo e o logaritmo do divisor.
Em simbolos: a,bec€e R ,a>0a#1, b>0ec>0, entao
loga(g) = logab - logac
Demonstracao. Fazendo log,b = x e log,c = y e loga(g) = 2z, mostraremos que
z=x—y.

De fato:
log,b=2x=a"=0b

logic=y=a¥=c — =% = F=ad""Y = z=x-y [
b

C

loga(g) =z =a° =

OBSERVACOES:
1) Fazendo b = 1, escrevemos loge(2) = log,1 — log,c = 10g,(2) = —log,c.

2) Seb>0ec>0entdo 2 > 0 e vale a identidade: log,(%) = log,b — log,c com
a >0, a # 1, mas se soubermos apenas que g > 0 entao, temos:
10ga(2) = loga|b| — loga|c| com a > 0, a # 1, uma vez que o logaritmo s6 estd definido

para valores positivos.

e 3*) Logaritmo da poténcia
Em qualquer base a (a > 0 a # 1), o logaritmo de uma poténcia de base real positiva
e expoente real é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da poténcia.
Em simbolos: a,b € R,,a € R,a>0a# 1, b > 0, entao

log,b® = a.log,b

Demonstracao. Fazendo log,b = x e log,b® = y, provaremos que y = «.x.

De fato:
logsb=2=a" =0

logeb® =y = a¥ = b* = = (a")* = ad=a"" = y=azx

OBSERVACOES:

1) Decorre da 3* propriedade que em qualquer base a (a > 0 a # 1), o logaritmo da
raiz enésima de um nimero real positivo é igual ao produto do inverso do indice da
raiz pelo logaritmo do radicando.

Em simbolos: a,b € R,,n € N* a>0a# 1, b > 0, entao,

1 1
10ga Vb = logab= = —.log.b
n
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2) Se b > 0 entao b* > 0 para todo « real e vale a identidade: log,b* = a.log,b, mas
se soubermos apenas que b* > 0 entao, temos: log,b® = «.log,|b|, uma vez que o

logaritmo s6 esté definido para valores positivos.

As propriedades vistas anteriormente, validas com as devidas restricoes impostas aos
numeros reais a, b, ¢ e a;, nos permitem obter o logaritmo de um produto, de um quociente
ou de uma poténcia, conhecendo somente os logaritmos dos termos do produto, dos termos
do quociente ou da base da poténcia.

Notemos a impossibilidade de obter o logaritmo de uma soma ou de uma diferenca, por
meio de regras semelhantes as dadas. Assim, para encontrarmos log, (b + ¢) e log,(b — ¢),
devemos, calcular inicialmente (b + ¢) e (b — ¢) respectivamente.

Observe que até o momento tratamos de logaritmos de bases iguais, caso essas bases
sejam diferentes, procederemos uma a mudanca de base para uma base conveniente.
Vejamos o processo que permite transformar o logaritmo de um ndmero positivo em
uma certa base para outro em base conveniente, aqui vamos considerar como uma 4*

propriedade.

e 4*) Mudanga de base:

Se a, b e ¢ sdo numeros reais positivos (a # 1 e ¢ # 1), entao tem-se:

log.b

log,b =
log.a

Demonstracao. Considerando log,b = z, log.b = y e log.a = z, e notemos que z # 0,
pois a # 1. Provaremos que x = £.

De fato:
logesb=2x=a"=0b

logh=y=d"=b = (*)"'=W@)=b== (*)'=d=> zoe=y =>x=

logea=2=c"=a
O

3.3 Como calcular logaritmos?

Nessa secao vamos falar como eram feitos os calculos de logaritmos no passando, com
o uso de tabuas. Hoje com o avanco da computacao essas tabuas perderam a utilidade,
ficando registradas na histéria da matematica.

Para calcular logaritmos podemos usar uma tabua de logaritmos. Essa tabua consiste
essencialmente de duas colunas de numeros. A cada nimero da coluna a esquerda
corresponde um numeros a sua direita, chamado de logaritmo. A tabua de logaritmos é
uma tabela de valores que possibilita determinar o valor do logaritmo decimal de qualquer

numero real positivo na base decimal. Se houver necessidade de determinar o valor de
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um logaritmo nao decimal, deve-se antes transforma-lo em logaritmo decimal para depois
procurar o valor na tabela.

Com as tabulas podemos calcular por exemplo o produto de dois nimeros, basta somar
seus logaritmos, o resultado ¢ o logaritmo do produto e assim encontrar o valor na tabela
do produto.

Vejamos uma tabela de logaritmos decimais dos nimeros naturais de 1 a 300, os valores
sao aproximacoes até a quinta casa decimal, para ser utilizada como exemplo para o célculo

do produto de dois niimeros.

L. 00-47 N 0-300
N |Log N |Log N |Log N |Log N |Log
o] — 60 | 77815 120 | 07918 180 | 25527 240 | 38021
1| 00000 61 | 78533 121 | 08279 181 | 25768 241 | 38202
2| 30103 62 | 79239 122 | 08636 182 | 26007 242 | 38382
3| 47712 63 | 79934 123 | 08991 183 | 26245 243 | 38561
4| 60206 64 | 80618 124 | 09342 184 | 26482 244 | 38739
5| 69897 65 | 81291 125 | 09691 185 | 26717 245 | 38917
6| 77815 66 | 81954 126 | 10037 186 | 26951 246 | 39094
7| 84510 67 127 | 10380 187 | 27184 247 | 39270
8| 90309 68 | 83251 128 | 10721 188 | 27416 248 | 39445
9| 95424 69 | 83885 129 | 11059 189 | 27646 249 | 39620
10 | 00000 70 | 84510 130 | 11394 190 | 27875 250 | 39794
11| 04139 71 | 85126 131 | 11727 191 | 28103 251 | 39967
12| 07918 72 | 85733 132 | 12057 192 | 28330 252 | 40140
13| 11394 73 | 86332 133 | 12385 193 | 28556 253 | 40312
14| 14613 74 | 86923 134 [ 12710 194 | 28780 254 | 40483
15| 17609 75 | 87506 135 | 13033 195 | 29003 255 | 40654
16| 20412 76 | 88081 136 | 13354 196 | 29226 256 | 40824
17 | 23045 77 | 88649 137 | 13672 197 | 29447 257 | 40993
18 | 25527 78 | 89209 138 | 13988 198 | 29667 258 | 41162
19| 27875 79 | 89763 139 | 14301 199 | 29885 259 | 41330
20 | 30103 80 | 90309 140 | 14613 200 | 30103 260 | 41497
21 | 32222 81 | 90849 141 | 14922 201 | 30320 261 | 41664
22 | 34242 82 | 91381 142 | 15229 202 | 30535 262 | 41830
23| 36173 83 | 91908 143 | 15534 203 | 30750 263 | 41996
24 | 38021 84 | 92428 144 | 15836 204 | 30963 264 | 42160
25 | 39794 85 | 92942 145 | 16137 205 | 31175 265 | 42325
26 | 41497 86 | 93450 146 | 16435 206 | 31387 266 | 42488
27 | 43136 87 | 93952 147 | 16732 207 | 31597 267 | 42651
28 | 44716 88 | 94448 148 | 17026 208 | 31806 268 | 42813
29 | 46240 89 | 94939 149 {17319 209 | 32015 269 | 42975
30 | 47712 90 | 95424 150 | 17609 210 | 32222 270 | 43136
31| 49136 91 | 95904 151 | 17898 211 | 32428 271 | 43297
32| 50515 92 | 96379 152 | 18184 212 | 32634 272 | 43457
33 | 51851 93 | 96848 153 | 18469 213 | 32838 273 | 43616
34 | 53148 94 | 97313 154 | 18752 214 | 33041 274 | 43775
35 | 54407 95 | 97772 155 | 19033 215 | 33244 275 | 43933
36 | 55630 96 | 98227 156 | 19312 216 | 33445 276 | 44091
37 | 56820 97 | 98677 157 | 19590 217 | 33646 277 | 44248
38 | 57978 98 | 99123 158 | 19866 218 | 33846 278 | 44404
39 | 59106 99 | 99564 159 | 20140 219 | 34044 279 | 44560
40 | 60206 100 | 00000 160 | 20412 220 | 34242 280 | 44716
41 | 61278 101 | 00432 161 | 20683 221 | 34439 281 | 44871 |
42 | 62325 102 | 00860 162 | 20952 222 | 34635 282 | 45025
43 | 63347 103 | 01284 163 | 21219 223 | 34830 283 | 45179
44 | 64345 104 | 01703 164 | 21484 224 | 35025 284 | 45332
{
45| 65321 105 | 02119 165 | 21748 225 | 35218 285 | 45484
46 | 66276 106 | 02531 166 | 22011 226 | 35411 286 | 45637
47 | 67210 107 | 02938 167 | 22272 227 | 35603 287 | 45788
48 | 68124 108 | 03342 168 | 2253 228 | 35793 288 | 45939
49 | 69020 109 | 03743 169 | 22789 229 | 35984 289 | 46090
50 | 69897 110 | 04139 170 | 23045 230 | 36173 290 | 46240 |
51 | 70757 111 | 04532 171 | 23300 231 | 36361 291 | 46389
52 | 71600 112 | 04922 172 | 23553 232 | 36549 292 | 46538
53 | 72428 113 | 05308 173 | 23805 233 | 36736 293 | 4687 |
54 | 73239 114 | 05690 174 | 24055 234 | 36922 294 | 46835
55 | 74036 115 | 06070 175 | 24304 235 | 37107 295 | 46982
56 | 74819 116 | 06446 176 | 24551 236 | 37291 296 | 47129
57 | 75587 117 | 06819 177 | 24797 237 | 37475 297 | 47276
58 | 76343 118 | 07188 178 | 25042 238 | 37658 298 | 47422
59 | 77085 119 | 07555 179 | 25285 239 | 37840 299 | 47567
60| 77815 120 | 07918 180 | 25527 240 | 38021 300 | 47712
N |Log N | Log N |Log | N | Log N |Log |

66

Figura 3.2 — Tabela de logaritmo decimais dos nimeros naturais de 1 a 300
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Exemplo 3.3.1. Retirando dados da tabela Figura[3.3, log3 =~ 0,47712 e log5 ~ 0,69897,
logo log3+logs ~ 1,17609. Observe que consultado a tabela citada, o wvalor 0,17609
corresponde a coluna de log 15. O nimero 1 € a caracteristica do numero 15, logo, log 15
~ 1+ 017609 = 1,17609.

Exemplo 3.3.2. Vamos calcular o log 1024 de trés formas diferentes:

e log 1024 = log 2.512

Consultando a tabela de logaritmo Figura[3.3, log 2 ~ 0,30103 e consultando a tabela
Figum log 512 = 0,70927. Somando as mantissas 0,30103 + 0,70927 = 1,0103.
Logo a mantissa de 2.512 é 0,0103. Como 103 < 1024 < 10*, a carateristica é 3.
Portanto log 1024 ~ 3 + 0,0103 = 3,0103

o log 1024 = log 4.256

Consultando a tabela Figura[3.3, log 4 = 0,60206 € log 256 =~ 0,40824. Somando as
mantissas 0,60206 + 0,40824 = 1,0105. Logo a mantissa de 4.256 € 0,0103. Como
10® < 1024 < 10%, a carateristica é 3. Portanto log 1024 ~ 3 + 0,0103 = 3,0103

o log 1024 = log 2'° = 10. log 2

Consultando a tabela Figura[3.3, log 2 = 0,30103. Portanto log 1024 ~ 10.0,30103
= 3,0103.

Os exemplos acima foram calculados com nimeros pequenos, mas as tabelas envolviam
numeros grandes. Poderia-se também aplicar algumas propriedades e encontrar uma vasta
quantidade de resultados. Na época em que nao existia calculadoras esses céalculos se
tornaram bem interessantes.

Os escritos que encontramos nos contam que levamos 20 anos para construir a primeira
tabua de logaritmos dos nimeros, o que mostra as dificuldades que tiveram aqueles que
se dedicaram a esta tarefa, pois tudo tinha que ser feito apenas com a disponibilidade
do conhecimento matematico, lapis e papel e uma infinita paciéncia. A construcao da
tabua parte do grau de aproximacao desejada para o calculo dos logaritmos de um nimero,
digamos que seja a quarta casa decimal, para isso, dividindo o eixo x (logaritmos dos
sera a menor parte, o qual

1
’ 1048576
correspondente a uma progressao aritmética. Para cada correspondente de y (ntimeros

nimeros) no intervalo entre 0 e 1 em 22° partes, ou seja

aos quais se pesquisem os logaritmos) y = 101857 correspondem a uma progressao
geométrica. Se conhecermos dois pontos consecutivos de uma PA e PG ja teremos definido
suas respectivas razoes e isso é suficiente para tracar todos os pontos da PA e PG no
intervalo definido. Podemos colocar em correspondéncia os pontos da PG e PA, e para os
mesmos valores de n ir anotando os resultados dos nimeros para a construgao da tabua

de logaritmos.
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Vale lembrar também que é importante para nés professores insistirmos para que

os alunos conhecam a histéria da matematica, como eram os calculos com utilizacao

das tabelas, conhecer como foi construido os conteiidos mateméaticos e como este foi

mudando com a utilizacao das tecnologias. Conhecer as propriedades de logaritmos se

torna interessante para a realizacao de provas de acesso as universidades, Exame Nacional

do Ensino Médio, ou concurso piblico, onde nao é permitida a utilizagao de calculadoras.
Segue abaixo um modelo de tabela (cépia retirada do Livro), utilizada em 1977,

publicada no livro (SERRAO), [1977) que era utilizada para achar o valor do logaritmo de

alguns ntmeros usuais.

Numeros Usuais e Seus Logaritmos

Niimeros Log. Niimeros Log.
A B il 4
1os | 69807 2r=6,28319 | 0,79818
5 1; =0,78540 | 1,89509
: | -’bi_=o,52360 1,71900
1=0.25 1,39794
4
\ - T’r =4,18879 | 0,62209
=075 1,87506 y
™ ” o -
5 =0125 1,09691
72=9,86960 | 0,99430
1 _ ——
15 =0,08333 | 2,92082 Vr =1,77245 | 0,24857
.
V2 =1,41421 | 0,15051 v%=0,80600 1,90633
V'3 =1,73205 | 0,23856 T
_ S
V6 =2,44949 | 0,38908 V 3 —1,61199 | 0,20736
V/5=2,23607 | 034949 | Cireunfe-  ( 360° | 2,55630
- réncia. . . 4 21600 | 4,33445
V10 =3,16228 | 0,50000 ( 1296000 | 6,11261
1 = 57,2058° 5
V2 V2 =038268 | Tosose | o | SyOS | LTI
1 | 206265 | 531443
+(V'5 —1)=0,30902 | T48998 | 1 -
100 do quadr. =0,9° 1,95424
1 I = —
Z‘/ 10-2+/5 =0,58779 | 1,76922 1 _
— A’
- o =0,54 1,73239
V2 =1,25992 | 0,10034 A
V/3'=144225 | 0,15904 | 1000000 —  —0324" | 1,51055
V6 =1,81712 | 0,25938 ¢ =2,71828 | 043429
7=3,14159 | 0,49715 | M=log vulg. ¢ =0,43429 i 1,63778

60

Figura 3.3 — Tabela 1 - Apresenta os resultados de logaritmos dos ntimeros decimais,
irracionais, medidas na circunferéncia (7, medida de angulos (°) e raio)
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Numeros Usuais e Seus Logaritmos

Niimeros Log. Niimeros Log.
L _0,33333 | T,52288 L _ 015915 |T,20182
8 2
2 ——

2 =0,60667 | T,82391 A yo7s |00
™
1 _0,16667 | T,22185 6
6 ’ — = 1,90986 |0,28100
™
-3—_1,33333 0,12494 5 }
2= opssr3 | TaTron
< i
L _o,11111 | T04576
9 360
) ~ 360 _ 11450156 | 2,05915
L _0,04167 | 361979 T
54
- 1 e
_ e 2
\/T)-=o,70711 134949 = 010152 100670
~/-§-=0,57735 1,76144 ‘/i= 0,56419 |1,75143
i
i e
= 5 o Y
\/6 0,40825 | 1,61002 ‘/3= 1,24070 | 0,00367
e ™

\/-{ =0,44721 | 1,65051

3 ——3“ 3 e

o 22— 0,62035 |1,79264
/15 =3,87298 | 0,58805 J‘lr

1 r— _ ( 24n | 1,38021
7;\/ 2+ 1/2'=0,92388 | 1,96562 Dia...... | 1440m | 3,15836
1 i 86400 | 4,93651
Z(\/:) + 1) =0,80902 1.90796 1° = 0’017453 5,24188

[ — - ; S ¢ A
-}ﬂ‘ 10 +2+/5 =0,95106 | 1,97821 1" = 0,000291 | 4,46373
- B 1'’= 0,000005 | 6,68557
\/ =0,79370 | 1,89966 1° = 1,11111 gr | 0,04576
31T - 1 = 185185’ | 0,26761

i=0,69336 1,34096 g pre e
8 1= 3,08642"" |0,48045
\/ & =0,5503 §T7406 log. nat. = = 1,14473 | 0,05870
\

1 e = ¢ 5 l 229
~—=0,31831 1,50285 | 3 = log nat. 10=2,30259 0,36222
T

61

Figura 3.4 — Tabela 2 de logaritmo de nimeros usuais

As tabuas apresentadas nas tabelas (Figura e (Figura sa0 numeros, cujo
logaritmos nao poderiam ser obtidos através de aplicacao de propriedades. Sao apresentados
com uma notacao nao usual. Nesse caso, o simbolo barra, acima do niimero, por exemplo
no calculo de log(%), 1 quer dizer caracteristica + mantissa, 1, abed = 0, abed — 1, onde
0,abcd é a mantissa e -1 é a caracteristica de %, a maneira de calcular sera vista logo a
seguir. Mas como calcular os logaritmos de um numero utilizando os dados da tabela? E
quando o nimeros nao forem inteiros?

A seguir veremos mais uma tabela, trata-se de tdbuas de logaritmos decimais dos

numeros inteiros de 300 até 600 com cinco decimais. A tabela completa estd publicada no
livro (SERRAO), [1977) e vai de 1 até dez mil.
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N 300 - 600 L. 47-77
1
IN | N Log N |Log N |Log N |Log PP
v T

300 | 360 | 55630 420 | 62325 480 | 68124 540 | 73239
301 | 361 | 55751 421 | 62428 481 | 68215 541 | 73320
3::j 362 | 55871 422 | 62531 482 | 68305 542 | 73400
303 | 363 | 55991 423 .| 62634 483 | 68395 543 | 73480
304 | 364 | 56110 424 | 62737 484 | 68485 544 | 73560
305 3 43430 365 :56229 425 | 62839 485 | 68574 545 | 73640
306 | 43572 366 | 56348 426 | 62541 486 | 68664 546 | 73719
307 | 48714 367 | 56467 427 | 63043 487 | 68753 547 | 73799
308 | 43355 | 368 | 56585 428 | 63144 488 | 68842 548 | 73878
309 | 43996 369 | 56703 429 | 63246 489 | 68931 549 | 73957
310 | 49136 370 | 56820 430 | 63347 490 | 69020 550 | 74036
311 | 49276 371 | 56937 431 | 63448 491 | 69108 551 | 74115
312 | 4941 372 | 57054 432 | 63548 492 | 69197 552 | 74194
313 | 49554 373 | 57171 433 | 63649 493 | 69285 553 | 74273
312 | 49693 374 | 57287 434 | 63749 494 | 69373 554 | 74351
315 | 49831 375 | 57403 435 | 63849 495 | 69461 555 | 74429
315 | 49969 376 | 57519 436 | 63949 496 | 69548 556 | 74507
317 | 50106 377 | 57634 437 | 64048 497 | 69636 557 | 74586
318 | 50243 378 | 57749 438 | 64147 498 | 69723 558 | 74663
319 | 50379 379 | 57864 439 | 64246 499 | 69810 559 | 74741
320 | 50515 380 | 57978 440 | 64345 500 | 69897 560 | 74819
321 | 50651 381 | 58092 441 | 64444 501 | 69984 561 | 74896
| 322 | 50786 382 | 58206 442 | 64542 502 | 70070 562 | 74974
| 323 | 50920 383 | 58320 443 | 64640 503 | 70157 563 | 75051
| 32451055 384 | 58433 444 | 64738 504 | 70243 564 | 75128
| 325{51188 385 | 58546 445 | 64836 505 | 70329 565 | 75205
| 32651322 386 | 58659 446 | 64933 506 | 70415 566 | 75282
| 327 | 51455 387 | 58771 447 | 65031 507 | 70501 567 | 75358
| 32851587 388 | 58883 448 | 65128 508 | 70586 568 | 75435
329 | 51720 389 | 58995 449 | 65225 509 | 70672 569 | 75511
330 | 51851 390 | 59106 450 | 65321 510 | 70757 570 | 75587
331 | 51983 391 | 59218 451 | 65418 511 | 70842 571 | 75664
332 | 52114 392 | 59329 452 | 65514 512 | 70927 572 | 75740
333 | 52244 393 | 59439 453 | 65610 513 | 71012 573 | 75815
334 | 52375 394 | 59550 454 | 65706 514 | 71096 574 | 75891
335 | 52504 395 | 59660 455 | 65801 515 | 71181 575 | 75967
336 | 52634 396 | 59770 456 | 65896 516 | 71265 576 | 76042
337 | 52763 397 | 59879 457 | 65992 517 | 71349 577 | 76118
338 | 52892 398 | 59988 458 | 66087 518 | 71433 578 176193
339 | 53020 399 | 80097 459 | 66181 519 | 71517 579 | 76268
340 | 53148 400 | 60206 460 | 66276 520 | 71600 580 | 76343
341 | 53275 401 | 60314 461 | 66370 521 | 71684 581 76418
342 | 53403 402 | 60423 462 | 66464 522 | 71767 582 | 76492
343 | 53529 403 | 60531 463 | 66558 523 | 71850 583 | 76567
344 | 53656 404 | 60638 464 | 66652 524 | 71933 584 | 76641
345 | 53782 405 | 60746 465 | 66745 525 | 72016 585 | 76716
346 | 53908 406 | 60853 466 | 66839 526 | 72099 586 | 76790
347 | 54033 407 | 60959 467 | 66932 527 | 72181 587 | 76864
348 | 54158 408 | 61066 468 | 67025 528 | 72263 588 | 76938
349 | 54283 409 | 61172 469 | 67117 529 | 72346 589 | 77012
350 | 54407 410 | 61278 470 | 67210 530 | 72428 590 | 77085
351 | 54531 411 | 61384 471 | 67302 531 | 72509 591 | 77159
352 | 54654 412 | 61490 472 | 67394 532 | 72591 592 | 77232
353 | 54777 413 | 61595 473 | 67486 533 | 72673 593 | 77305
354 | 54900 414 | 61700 474 | 67578 534 | 72754 594 | 77379
355 | 55023 415 | 61805 475 | 67669 535 | 72835 595 | 77452
356 | 55145 416 | 61909 476 | 67761 536 | 72916 596 | 77525
357 | 55267 417 | 62014 477 | 67852 537 | 72997 597 | 77597
358 | 55388 418 | 62118 478 | 67943 538 | 73078 598 | 77670
359 | 55509 419 | 62221 479 | 68034 539 | 73159 599 | 77743
360 | 55630 420 | 62325 480 | 68124 540 | 73239 600 | 77815

N |Log N [Log N |Log N | Log N |Log PP

67
Figura 3.5 — Tabela de logaritmo decimais dos nimeros naturais de 300 a 600

Se quisermos calcular o logaritmo de um nimero nao natural e que este nao esteja

em tabelas, observaremos a caracteristica e a mantissa. Para isso veremos abaixo como

encontrar a caracteristica e a mantissa e utilizar as tabelas de mantissa.
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3.3.1 Caracteristica e Mantissa

Qualquer que seja o nimero real positivo x, considere n = [z] (parte inteira de z). Se
n tiver k + 1 digitos entdo 10F < n < 10 *1 e a mesma coisa acontece para x, ou seja, x
estara necessariamente compreendido entre duas poténcias de 10 com expoentes inteiros

consecutivos.

Exemplo 3.3.3. Sex =0,04 = 1072 < 0,04 < 1071,

Assim, dado x > 0, existe ¢ € Z tal que: 10° < z < 10! = log 10¢ < log z < log 10¢*!
= c<logx < c+ 1, pois, log x é crescente.

Podemos afirmar que:
logr=c+mondece ZeO<m<1

isto é, o logaritmo decimal de x é a soma de um nimero inteiro ¢ com um nimero decimal
m nao negativo e menor que 1.

O numero inteiro ¢ é por definicao a caracteristica do logaritmo de = e o ntmero
decimal m (0 < m < 1) é por defini¢do a mantissa do logaritmo de z.

Em geral, a mantissa é um niimero irracional, as tabuas de logaritmos nos fornecem
valores aproximados dos logaritmos dos niimeros inteiros, geralmente de 1 a 10.000.

Ao procurarmos a mantissa do logaritmo decimal de z, devemos lembrar a seguinte

propriedade:
Propriedade 01: A mantissa do logaritmo decimal de x nao se altera se multiplicarmos
x por uma poténcia de 10 com expoente inteiro.
Demonstracao. Para demonstrarmos essa propriedade mostraremos que se p € Z entao
(log(x.107) — logx) € Z

De fato:
D

1
(log(107.2) — log z) = log( 0 x> =logl0? =pcZ

Uma consequeéncia importante é:

“Os logaritmos de dois ntimeros cujas representagoes decimais diferem ape-
nas pela posicao da virgula tem mantissas iguais.”

Assim os logaritmos decimais dos numeros: 2, 200, 2000, 0,2; 0,002 tem todos a mesma
mantissa 0,3010; mas com caracteristicas diferentes, ou seja, iguais a 0, 2, 3, -1 e -3,

respectivamente.
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Segue abaixo tabelas de mantissas dos logaritmos dos ntimeros inteiros de 100 a 999,
encontradas no livro (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 1985 p.113-114).

Mantissas

T 1 2 3 4 5 | & 7 8 L9 |

10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755
12 | 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106
13 | 1139 | 1773 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1684 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732

15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 2014
16 | 2041 | 2088 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989

20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201
21 | 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404
22 | 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3598
23 | 3617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 | 3945 3962

25 | 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 | 41 16 | 4133
26 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 4298
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 4456
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 4609
| 29 | 4624 | 4639 | 4654 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757

30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | 5024 | 5038
32 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 5159 | 5172
33 | 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 5302
34 | 5315 | 5328 | 5340 | 5353 | 5366 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428

35 | 5441 | 5453 | 5465 | 5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5527 5539 | 5551
36 | 5563 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5623 | 5635 | 5647 5658 | 5670
37 | 5682 | 5694 | 5705 | 5717 5729 | 5740 | 5752 | 5763 | 5775 | 5786
38 | 5798 | 5809 | 5821 | 5832 | 5843 | 5855 | 5866 | 5877 | 5888 5899
39 | 5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 601 0

40 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117
41 | 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 61 80 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222
42 | 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325
43 | 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 6385 | 6395 | 6405 | 6415 | 6425
44 | 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522

45 | 6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 6618
46 | 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 671 2
47 | 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 | 6767 | 6776 | 6785 | 6794 6803
43 | 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | 6866 | 6875 | 6884 6893
49 | 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 | 6946 | 6955 | 6964 | 6972 6981

50 | 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067
51 | 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110 | 7418 | 7126 | 7135 | 7143 7152
52 | 7160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 7210 | 7218 7226 | 7235
53 | 7243 | 7251 | 7259 | 7267 | 7275 | 7284 | 7292 | 7300 | 7308 7316
54 | 7324 | 7332 | 7340 | 7348 | 7356 | 7464 | 7372 | 7380 7388 | 7396

Figura 3.6 — Tabela de mantissas de nimeros naturais de 100 a 549

Na tabela [3.6| a mantissa pode ser encontrada localizando o niimero pela linha e coluna,
por exemplo o nimero 517, a mantissa esta na linha 51 coluna 7. A mantissa juntamente

com a caracteristica nos fornece o logaritmo do nimero procurado.

UFTM PROFMAT



CAPITULO 3. LOGARITMOS 29

Mantissas

s ey 8 9

7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 | 7443 .| 7451 | 7459 | 7466 | 7474
7482 | 7490 | 7497 | 7505 | 7513 | 7520 | 7528 | 7536 | 7543 | 7551
7559 | 7566 | 7574 | 7582 | 7589 | 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627
7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701
7709 | 7716 | 7723 | 7731 | 7738 | 7745 | 7752 | 7760 | 7767 | 7774

7782 | 7789 | 7796 | 7803 | 7810 | 7818 | 7825 | 7832 | 7839 | 7846
7853 | 7860 | 7868 | 7875 | 7882 | 7889 | 7896 | 7903 | 7910 | 7917
7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | 7987
7993 | 8000 | 8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8055
8062 | 8069 | 8075 | 8082 | 8089 | 8096 | 8102 | 8109 | 8116 | 8122

| 8129 | 8136 | 8142 | 8149 | 8156 | 8162 | 8169 | 8176 | 8182 | 8189
| 8195 | 8202 | 8209 | 8215 | 8222 | 8228 | 8235 | 8241 | 8248 | 8254
8261 | 8267 | 8274 | 8280 | 8287 | 8293 | 8299 | 8306 | 8312 | 8319
8325 | 8331 | 8338 | 8344 | 8351 | 8357 | 8363 | 8370 | 8376 | 8382

8388 | 8395 | 8401 | 8407 | 8414 | 8420 | 8426 | 8432 | 8439 | 8445

8451 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8482 | 8488 | 8494 | 8500 | 8506
8513 | 8519 | 8525 | 8531 | 8537 | 8543 | 8549 | 8555 | 8561 | 8567
| 8573 | 8579 | 8585 | 8591 | 8597.| 8603 | 8609 | 8615 | 8621 | 8627
| 8633 | 8639 | 8645 | 8651 | 8657 | 8663 | 8669 | 8675 | 8681 | 8686
| 8692 | 8698 | 8704 | 8710 | 8716 | 8722 | 8727 | 8733 | 8739 | 8745

| 8751 | 8756 | 8762 | 8768 | 8774 | 8779 | 8785 | 8791 | 8797 | 8802
8808 | 8814 | 8820 | 8825 | 8831 | 8837 | 8842 | 8848 | 8854.| 8859
8865 | 8871 | 8876 | 8882 | 8837 | 8893 | 8899 | 8904 | 8910 | 8915
8921 | 8927 | 8932 | 8938 | 8943 | 8949 | 8954 | 8960 | 8965 | 8971
8976 | 8982 |- 8987 | 8993 | 8998 | 9004 | 9009 | 9015 | 9020 | 9025

80 | 9031 | 9036 | 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9079
81 | 9085 | 9090 | 9096 | 9101 | 9106 | 9112 | 9117 | 9122 | 9128 | 9133
82 | 9138 | 9143 | 9149 | 9154 | 9150 | 9165 | 9170 | 9175 | 9180 | 9186
83 | 9191 | 9196 | 9201 | 9206 | 9212 | 9217 | 9222 | 9227 | 9232 | 9238
84 | 9243 | 9248 | 9253 | 9258 | 9263 | 9269 | 9274 | 9279 | 9284 | 9289

85 | 9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 | 9320 | 9325 | 9330 | 9335 | 9340
86 | 9345 | 9350 | 9355 | 9360 | 9365 | 9370 | 9375 | 9380 | 9385 | 9390
87 | 9395 | 9400 | 9405 | 9410 | 9415 | 9420 | 9425 | 9430 | 9435 | 9440
| 88 | 9445 | 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 9474 | 9479 | 9484 | 9489
B89 | 9494 | 9499 | 9504 | 9509 | 9513 | 9518 | 9523 | 9528 | 9533 | 9538

90 | 9542 | 9547 | 9552 | 9557 | 9562 | 9566 | 9571 | 9576 | 9581 | 9586
91 | 9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619 | 9624 | 9628 | 9633
92 | 9638 | 9643 | 9647 | 9652 | 9657 | 9661 | 9666 | 9671 | 9675 | 9680
93 | 9685 | 9689 | 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 | 9717 | 9722 | 9727
94 | 9731 | 9736 | 9741 | 9745 | 9750 | 9754 | 9759 | 9763 | 9768 | 9773

86 | 9777 | 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 9805 | 9809 | 9814 | 9818
96 | 9823 | 9827 | 9832 | 9836 | 9841 | 9845 | 9850 | 9854 | 9859 | 9863
97 | 9868 | 9872 | 9877 | 9881 | 9886 | 9890 | 9894 | 9899 | 9903 | 9908
98 | 9912 | 9917 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939 | 9943 | 9948 | 9952
99 | 9956 | 9961 | 9965 | 9969 | 9974 | 9978 | 9983 | 9987 | 9991 | 9996

NoFg e | g g 4o re hraiug 7 8 "9

Figura 3.7 — Tabela de mantissas de nimeros naturais de 550 a 999

3.3.2 Exemplos de aplicacao das tabua de logaritmos utilizando a caracteristica

e mantissa

1. Calcular log 23,4
Como 10 < 23,4 < 100, a caracteristica é 1 e a mantissa é 0,3692 que é a mesma
do nimero 234 (basta verificar na tabela Figura na linha 23, coluna 4). Temos

entao:

log 23,4 =1+ 0,3692 = 1, 3692
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2. Calcular log 0,042
Como 1072 < 0,042 < 10°, logo a caracteristica é -2 e a mantissa é 0,6232 que ¢ a
mesma do nimero 420 (vide Figura [3.6). Temos, entao:

log 0,042 = —2 + 0, 6232 = —1, 3768.

Entretanto, é usual escrevermos -2+0,6232 sob a forma 2,6232; onde figura expli-

citamente a mantissa do logaritmo e a caracteristica -2 é substituida pela notagao

2.
Dizemos que 2, 6232 é a forma mista ou preparada do log0, 042 e que -1,3768 é a
forma negativa de log 0, 042.
3. Calcular log 314, 3
Para calcularmos log 314, 3 usaremos um processo de interpolacao linear.

Como 10? < 314,3 < 103, logo a caracteristica ¢ 2 e consideremos os valores de
mantissa (vide Figura |3.6]), mostrados na tabela abaixo:

X y= logz
314 | y= log 314 = 2,4969
315 | y= log 315 = 2,4983

log 314.3
log 314
K P
A G B
| G =
314 314,3 315

Figura 3.8 — Figura esquema para interpolacao

A variacao da funcao logaritmica nao é linear, mas podemos aceitar como uma
boa aproximacao de log 314, 3, a ordenada y do ponto F sobre a reta DE. Para
determinarmos o valor de y, consideremos os triangulos ECD e EHF. Como os
triangulos ECD e EHF sao semelhantes, temos:

£ = 28 onde FH = y, DC = log 315 — log 314, EH=0,3 ¢ EC=1, logo
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Y — 03
log315—log 314 —
—y p—
2,4983—2,4969 O’ 3
y = 0,0004

Portanto log 314, 3 = log 314 + y = 2,4969 + 0,0004 = 2,4973

4. Calcular antilog -1,3716
Fazendo = = antilog -1,3716, e aplicando a defini¢cao do antilogaritmo log, b = = <
b = antilog,r temos:
logxz =-1,3716
Observe que:
—1,3716 = =1 —0,3716 = =1 — 1+ 1 —0,3716 = —2 + 0, 6284 = 2, 6284.
Com a mantissa 0,6284 encontramos o nimero 425, mas como a caracteristica do

log x é -2, duas casas decimais, temos z = 0,0425.

Os exemplos a seguir nao sao para resolver o calculo de logaritmo, mas para usar

o logaritmo para o cédlculo de poténcias e raizes.

5. Calcular a poténcia (1,12)%°
Fazendo = = (1,12)%, podemos aplicar log em ambos os membros da igualdade,
assim teremos: logz = log(1,12)* = logz = 20.log(1, 12) = logz = 20.0, 0492 =
log x = 0, 9840.
Portanto x = antilog0, 9840 = 10%984 ~ 9, 638.

6. Calcular x = v/1969
Aplicando log e suas propriedades, temos: logx = log(1969)% = logx = % log 1969 =
3,2943 _
logx = %.3, 2943 = logx = 25— = logx = 0, 4806.
Portanto x = antilog0, 4806 = 10°48%6 ~ 3 024.

Em problemas, utilizaremos da modelagem matematica e as fungoes exponenciais e

logaritmicas como ferramentas de resolucao.

3.4 Equacoes logaritmicas

Para resolver equacoes logaritmicas é importante lembrar do conceito de logaritmo,
a,beER a>0a#1eb>0,entao

log,b=2< a* =0.

Observe que a base e o logaritmando sempre sao positivos, ou seja, uma condi¢ao de

existéncia para os mesmos.
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Se log, x = log, y, aplicando a definicao temos:
log,z=2ad* =z
log,y=2&a*=y
Portanto, se log, z = log,y = = = y.

Podemos classifica-las em trés tipos:

1° Tipo: log, f(z) = log, g(z)

Ea equagao que apresenta ou ¢ redutivel a uma igualdade entre dois logaritmos de
mesma base a, (a >0 e a # 1).

A resolucao de uma equacao deste tipo baseia-se na consequéncia da definicao.

Nao devemos esquecer das condicoes de existéncia do logaritmo, isto é, a base do
logaritmo devera ser positiva e diferente de um e o logaritmando deverd ser positivo. Assim
sendo, os valores encontrados na solucao da equacao s serao considerados solucao da
equagao logaritmica proposta se for um valor qge satisfaz as condigoes de existéncia do
logaritmo.

Esquematicamente, temos: Se a > 0 e a # 1 entao

log, f(z) = log, g(z) = f(x) = g(z) (f(z)>0eg(x)>0)

2° Tipo: log, f(z) = «

E a equacao que apresenta ou ¢é redutivel a uma igualdade ente um logaritmo e um
nimero real.

A resolucao de uma equacao deste tipo é simples, basta aplicarmos a definicao de
logaritmo.

Esquematicamente, temos: Se a > 0, a # 1 e a € R entao

log, f(x) = a = f(z) = a®

Nao precisamos nos preocupar com a condicao de existéncia do logaritmo, sendo

a>0, a+#1, temos a® > 0 para todo « real e consequentemente f(z) = a®“ > 0.

3° Tipo: incégnita auxiliar
Sao as equagoes que resolvemos fazendo inicialmente uma mudanca de incognita. Ex:
2 . . .
(log, )" — log, z = 2, ou seja, devemos resolver fazendo log, x = y, assim sendo, iremos

resolver a equacdo em ¥, y> —y — 2 = 0.

Exemplos:

UFTM PROFMAT



CAPITULO 3. LOGARITMOS 33

Resolver as seguintes equacoes:

1. logy(3x — 5) = log, 7
Solugao: logy(3z —5) =log, 7= B3z —5)=7>0
Resolvendo 3x — 5 =7 = x = 4. Logo x = 4 ¢é solugao da equacao proposta e nao

ha necessidade de verificarmos pois 7 > 0 ¢ satisfatéria para todo x real.

S = {4}

2. logs(2z — 3) = logs(4x — b)
Solugao: logy(2z — 3) = logg(4x — 5) = (20 —3) = (4o —5) > 0
Resolvendo 2z — 3 = 4x — 5 = x = 1. Observe que z = 1 nao pode ser solucao da
equagao proposta pois fazendo x = 1 em 4x — 5 encontramos 4.1 —5 = —1 < 0, logo
a equagao proposta nao tem solugao. Chegariamos a mesma conclusao se ao invés de

fazer x = 1 em 4x — 5, o fizéssemos em 2x — 3, j4 que 2z — 3 = 4o — 5.

S =10

3. logs(z? — 3x — 10) = logs(2 — 2x)
Solucao: logs(z? — 3z — 10) = logy(2 — 2x) = (22 — 3x — 10) = (2 —2x) > 0
Resolvendo 22 — 32z —10 =222 = 22 - 32— 12=0= 2 = 4 ou v = —3. Observe
que x = 4 nao pode ser solucao da equacao proposta pois fazendo x = 4 em 2 — 2z
encontramos 2 — 2.4 = —6 < 0. Fazendo x = —3 em 2 — 22 ou em 2% — 3z — 10
encontramos 2 — 2.(—3) =8 > 0 ou (—3)? — 3.(—=3) — 10 = 8 > 0. Portanto x = —3
¢ solucao da equagao proposta.

S ={-3}

4. logy(3z4+1) =4
Solugao: Aplicando a defini¢gao de logaritmo temos: logy(3z +1) =4 =3z + 1 =
2 =3r=15=>2=5
5 ={5}

5. logg(z? +3x —1) =2
Solugao: Aplicando a definigao de logaritmo temos: logs(z? + 3z — 1) = 2 =
P +3z-1=3F=2+3r—-10=0=r=20urx=—5.
S ={2,-5}

6. log, [1 +logs(1 —2x)] =2
Solugao: Aplicando a definigao de logaritmo temos: log, [1 + logs(1 — 2x)] = 2 =
1+1logs(1 —22) =22 =logy(1—22)=3=>1-20=3= 20 =26= 2= —13.
S ={-13}

7. (logyz)* — logy z = 2

Solugao: Fazendo uma mudanga de variavel temos: log, x = y, assim sendo, iremos
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resolver a equacao em y, y2 —y — 2 = 0.
Resolvendo 4> —y —2 =10 temos y =2 ou y = —1.

Mas, log, z =y, entdo log, 7 =2 = 2 =22 = 1 =4

1

logopz =—1=or=2"=s2=1

5= {13}

2+logs x logsxz
8. logs + 1+loggz 2

Solucao: Fazendo logs x = y, temos:
B =2 2+y) A4y + P =29 (14y) = 22+ 3y +2 =27+ 2 =
Jy+2=2y=y=-2

1

Substituindo em logs z = y, temos: loggz = 2= =37 =2 =g
_ g1
S = {3}

9. log; x = log, 10

Solugao: Aplicando a propriedade de mudanca de base, temos:
logigz _ logqg 10

logy 3 logy 2

Consultando a tabela Figura temos:
log,,3 ~ 0,47712

log,n 10 =1

log,2 ~ 0,30103

Fazendo as substitui¢oes temos:

logigz 1

0,47712 — 0,30103
_0,47712

log)yx = 0,30103

log o r = 1,5849 — x = 1015849 — » ~ 38,45
S = {z ~ 38,45}

3.5 Inequagoes logaritmicas

Assim como classificamos as equacoes logaritmicas em trés tipos basicos, vamos também

classificar as inequagoes logaritmicas em trés tipos:

Tipo I: log, f(x) > log, g(z)

Ea inequacao que ¢é redutivel a uma desigualdade entre dois logaritmos de mesma base
a, (a>0ea##1).

Como a fungao logaritmo é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, devemos

considerar dois casos:

e 1° Caso: Quando a base é maior que 1, a relagao de desigualdade existente entre os

logaritmandos é de mesmo sentido que o dos logaritmos, ou seja, cresce (ou decresce)
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conforme a varidvel cresce (ou decresce). Nao devemos esquecer que, para existirem

o logaritmos em R, os logaritmandos deverao ser positivos.

Esquematicamente, temos: Se a > 1 entao,
log, f(x) > log, g(z) <= f(z) > g(x) (f(z) >0eg(z)>0)

e 2° Caso: Quando a base é positiva e menor que 1, a relacao de desigualdade existente
entre os logaritmandos é de sentido contrario a dos logaritmos, ou seja, cresce (ou
decresce) conforme a variavel decresce (ou cresce). Também, nao devemos esquecer

que os logaritmandos deverao ser positivos para que os logaritmos sejam reais.

Esquematicamente, temos: Se 0 < a < 1 entao,
log, f(x) > log, g(z) <= f(z) < g(x) (f(z)>0eg(x)>0)

Agrupando os dois casos num so esquema temos:

f(z) >g(x) >0sea>1
log, f(z) > log, g(v) <= ou

0< f(z)<g(z)sed<a<l

Nao devemos esquecer das condigoes de existéncia do logaritmo, isto é, a base do
logaritmo devera ser positiva e diferente de um e o logaritmando também devera ser
positivo. Assim sendo, os valores encontrados na solucao da equagao sé serao considerados
solugao da equagao logaritmica proposta se for um valor que satisfaz as condigoes de

existéncia do logaritmo.

Tipo II: log, f(z) > k e log, f(z) < k

E quando a inequacgao logaritmica é redutivel a uma desigualdade entre um logaritmo
e um numero real.

Para resolvermos uma inequacao deste tipo, basta notarmos que o nimero real k pode
ser expresso k = k.log, a = log, a”.

Portanto, sao equivalentes as inequagoes:
log, f(z) > k <= log, f(x) > log, a”

log, f(z) < k <= log, f(x) < log, a”
Pelo estudo feito no Tipo I, temos esquematicamente:
f(x) >a"sea>1

log, f(z) > k <— ou
0< flx)<a*sel0<a<l
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0< flx)<a* sea>1
log, f(z) < k <— ou
flx)>afse0<a<1

Tipo III: incégnita auxiliar
Sao as inequagoes que resolvemos fazendo inicialmente uma mudanca de incognita.
Ex: (logs £U)2 — 3.loggz + 2 > 0, ou seja, a resolucao sera log; * = y, assim sendo, iremos

resolver a equacao em ¥, y°> — 3y + 2 > 0.
Exemplos:

Resolva as seguintes equacoes:

1. logy(2x — 1) < log, 6
Solucao: Observe que a base ¢ maior que um, logo a desigualdade entre os logarit-
mando tem o mesmo sentido dos logaritmos, ou seja, cresce (ou decresce) conforme
a variavel cresce (ou decresce).
logy(2z — 1) <logy6 = 0<2r—1<6=1<z<?
S={reRji<z<i}

2. logi(2® —4z) > log1 5
Solucao: Observe que a base é menor que um, logo a desigualdade entre os logarit-
mando tem o sentido contrario dos logaritmos, ou seja, cresce (ou decresce) conforme
a variavel decresce (ou cresce).
log%(x2—4:r) >log%5:>0<:£2—4x<5:>
> —4r>0=2<0oux>4()
= e
P —dr<b=2*—4r—-5<0=—-1<z<5 (I

Fazendo (/)N (II) temos: —1 <z <0oud<x <5
S={zeR|-1<x<0ouidd<z<5b}

3. logs(z? — 22 — 6) > log; 2
Solugao: logs(2? —2x —6) > logs2 = 22 —2x —6>2 =2 -2 —8>0=1z <
—2oux>4
S={zeRlz<-20uzx>4}

4. logy(3z +2) < 2
Solugao: logs(3z+2) <2=>0<3z+2<3=> -2 <z <1
S={zeRl-2<z<I}
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5. log1(22® — 3z) > —1
Solugao: logi(22° —3x) > —1= 0 < 22° — 3z < (%)_1 =0<22? -3z <2
20 =3z >0=a<0ouz>3 (I
= €
207 =30 <2=22" 30 -2<0=> - <z <2 ()

Fazendo (I) N (IT) temos: —3 <z <0ou 3 <z <2
S={zeR-i<z<0oui<z<2}

6. log%(2x2—7x—|—5) < -2
Solucao: log%(2x2—7x+5)§—2:2x2—7x+52 (%)_2:x2—7x+529:
?—Te—4>0=z<—-Lfouzx>4
S:{xeR\xS—%ouxzél}

7. (loggz)? —3.loggz +2 > 0
Solugao: Resolver (logs 3:)2 —3.1logsx + 2 > 0, fazemos logsz = y, e temos que
resolver a equagao em y, y> — 3y +2 > 0=y < 1 ouy > 2. Fazendo y = logy x

obteremos:
logsz <1=0<z<3

ou

logsz >2=2>3*=1>9
S={reR0<z<3ouxz>09}

8. log, (222 — 5z +2) > 1
Solucao: Antes de resolver a inequacao, devemos levantar a condigao para existéncia
do logaritmo.
202 —=bx +2>0=12 <3 oux > 2
e = 0<z<iouz>2(I)
O<zex#l

Como a base x poder ser maior ou menor que um, devemos examinar dois casos:

1° Caso: Se xz > 1 (I1)
log, (22> —br+2) > 1= 222 -Hx+2>x =22 -6x+2>0=1<
x> 35 ([]])

S

3—
2

ou

Fazendo (1) N (1) N (II1) teremos: = > %
Slz{xER\x>#5}

2° Caso: Se 0 < x <1 (IV) temos:

10gm<2x2_5$+2)>1=>2$2—5x+2<m:>212—6x+2<0:>x—3_2\/5<x<
3—&—\/5(‘/>
2
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Fazendo (1) N (IV) N (V) teremos: %5 <z <3
ng{xER\%g<a:<%}

Portanto a solucao geral sera dada por: S; U S, = S
S:{xeR\%g<x<%}
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4 Funcao Exponencial e Funcao Logaritmica

Nesse capitulo falaremos sobre as fungoes exponenciais e logaritmicas. Para esse estudo,
consideramos os conceitos ja conhecidos e que serao utilizados como por exemplo dominio,
contradominio, imagem de funcao, funcao injetora, funcao sobrejetora, funcao bijetora e

funcao inversa.

4.1 Funcao Exponencial

Por que estudar fungoes exponenciais? Dado um problema contextualizado, como saber
se a funcao exponencial é o modelo matematico mais adequado?

As perguntas acima serao introduzidas, através das definicoes e caracteristicas das
fungoes nessa secao e respondidas na préxima segao, onde trataremos dos modelos/aplicagoes,
identificando se um determinado problema podera ser modelado por uma func¢ao exponen-
cial, dados sua caracterizacao matematica.

Trataremos nessa secao de fungoes exponenciais, conceituando e mostrando seu com-

portamento, crescimento, decrescimento e translacoes, graficos apresentados utilizando o
GeoGebra.

Definicao 4.1. Para todo nimero real y positivo, o > 0 e a # 1, existe um unico x € R

tal que a* =y, ou seja f(r) = a®.

A unicidade do niimero x € R vem da fungao logaritmica ser injetora e pode ser
mostrada da seguinte forma: Seja a € R coma > 0ea # 1, m,n € R, se a™ = a",

aplicando log, a ambos os membros da equagao, temos:

log,a™ =log,a" = m=mn

Sabemos que o conjunto imagem da fungao exponencial,
f:R—=R

r—y=a”,

com o > 0 e a # 1, é o conjuntos dos niimeros reais positivos R} C R. Portanto, f nao ¢
sobrejetora uma vez que a” > 0. Assim, se considerarmos a funcao exponencial f : R — R,
com a >0 e a # 1, f serd sobrejetora pois o conjunto de chegada (contradominio) é igual
ao seu conjunto imagem.

Essa funcao exponencial também é injetora pois para x; # xo corresponde o' # 2.
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Portanto a fungéo exponencial é bijetora, logo exite f~!: R% — R, que é a funcao
inversa de f.

Essa fun¢ao inversa é o logaritmo de x na base a e é indicado por f~! (z) = log,, .
Assim: logaritmo de x na base o é o expoente y que se deve dar a base a a fim de obter =z,
ou seja,

y=log,x < a’ =x,coma>0ea#l.

Portanto a funcéo inversa da fungao exponencial, f~* : R — R* onde z — y = log, z,

¢ a funcao logaritmica e sera definida na préxima segao.

Com relacao aos gréficos da fungao f(x) = o® toma um dos aspectos das figuras abaixo,
dependendo do valor de a:

Para o > 0, ou seja, « = 2, = 3, = 5 e a = 50 temos:

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Ao AlN]red ]

» Janela de Algebuﬂ » Janela de Visualizagéo

. Joksl [/

® g(x) = 3 :
~® h(x) = 5 h(x)=5
Lo i(x) = 50" /f( )= 2
A 5 , é$ =3" / -

Entrada: ‘

Figura 4.1 — Fungoes: f(x) = 2%, g(z) = 3%, h(x) = 5" e i(x) = 50"

Pode ser observado nos graficos da figura que para a > 0, as fungoes exponenciais

sao crescentes e se comportam de forma semelhantes na variagao dos valores de .

. 11,1 _ 1 .
Para 0 < o < 1, ou seja, por exemplo a = 5,0 = 3, = ¢ € a = g5 temos:
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Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

BlLALALM[Olo] <] N]=c]2]

» Janela de Algebra< | » Janela de V/
- Funcdo f g i
i
\"l )\_ \‘:)\ ki
gle) =\(7) i
P b
N CANRS
\\
\!
\\N“
NN
N
<l i B 15 I lde [ o 05 115 25 35 45 55
Enlrada:‘

Figura 4.2 — Funcdes f(z) = (1), g(z) = (%)m Jh(z) = (%)x ei(z) = (5i)x

[e=]

Observamos nos graficos da figura que para 0 < a < 1, as fungoes exponenciais sao
decrescentes e se comportam de forma semelhante na variacao dos valores de a.

Vejamos mais alguns graficos de exponenciais para a > 1 e 0 < a < 1, mostrando
deslocamento e translacao:

Paraa >1

2" 21+2

102910
9 -5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
-2
-4 -2
Figura 4.3 — Gréficos de 2% e 10* Figura 4.4 — Gréficos de 2°2 e 10%*

Observa-se que os graficos, figuras [.3] e [£.4] ha variacao da amplitude em virtude da
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variagao dos expoentes, onde no grafico figura [4.3] o expoente é z e no grafico figura [£.4] é
T+ 2e2x.

10°+1

-4

Figura 4.5 — Gréficos de 22 e 103 Figura 4.6 — Gréficos de 2* —3 e 10" 4+ 1

Observa-se que os graficos da figura houve mudanca nos expoentes, se comparar
com os graficos figura [4.3] os expoentes foram divididos por 2 e por 3 respectivamente,
fazendo com que a amplitude das fungoes também sofressem alteracoes. Nos graficos da
figura[4.6] 2* — 3 translada no sentido negativo no eixo y, em 3 unidades e 10* +1 translada
no eixo y, sentido positivo, em 1 unidade.

Em todos os graficos, com a > 1 observa-se que as exponenciais sao crescentes,
independentemente da variagao dos expoentes.

Para0<a <1

-3

Figura 4.7 — Gréficos de (%)x e (%)x Figura 4.8 — Gréficos de (%)x+2 ¢ (%)21
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Figura 4.10 — Graficos de (%)x -3 e
(%) +1

Da mesma forma, utilizamos a mesma variacao dos expoentes dos graficos das figuras

[4.3] e para construcao dos gréficos das figuras [4.8 [4.9 e trocando as
T T 1\Z 1\~
bases de 2* e 10” para (5) e (E) .
Observa-se que para 0 < o < 1 as exponenciais sao decrescentes e a variagao do
expoentes provocam apenas mudancas na amplitude e translacao.
Se o = e (numero irracional aproximadamente igual a 2, 7182), que é base do sistema de

logaritmos naturais. Vejamos os graficos abaixo das fungoes f(z) = e* e g(z) = e % = (%)x

flz)=¢e

Figura 4.11 — Fungoes f(xz) =e” e g(xz) = e~*

Observa-se nos graficos da figura que a fungao f(x) = e” é crescente e a fun¢ao
g(x) = e~ é decrescente, mas com comportamento semelhante a funcao a*, 0 < a < 1le
a > 1.
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4.2 Funcao Logaritmicas

Definigao 4.2. Para todo numero real x positivo, a > 0 e o # 1, existe um unico y € R

tal que
R =R
r —y=log,x,

Se >0 e a # 1 entdo as fungoes f de R’ em R definida por f(z) =log,z e g de R
em R definida por g(x) = a” sao inversas uma da outra. Logo f é bijetora e, portanto, a
imagem de f é R.

A funcao logaritmica f(z) = log, « é crescente se, e somente se, « > 1 e é decrescente

se, e somente se 0 < a < 1.

Observagoes:
1. Quando a base é maior que um, a relacao de desigualdade existente entre os logarit-

mos de dois nimeros positivos tem mesmo sentido que a relacao entre esses niimeros.

a>1,x>0,y>0log,z>log,y=2>y

a>1,2>0y>0log,z <log,y =<y

2. Quando a base ¢ positiva e menor que um, a relacao de desigualdade existente entre
os logaritmos de dois ntimeros positivos ¢ de sentido contrario a que existe entre

esses Numeros.
O0<a<l,z>0y>0log,z>log,y=2<y
0<a<l,z>0,y>0log,r<log,y=2>y

3. Se a base é maior que um, entao os nimeros positivos menores que um tém logaritmos

negativos e os nimeros maiores que um tém logaritmos positivos. Se o > 1,

0<z<l=log,xr <log,1=log,z<0

x>1=log,z >log,1=log,z>0

4. Se a base é positiva e menor que um, entao os nimeros positivos menores que um
tém logaritmos positivos e os nimeros maiores que um tém logaritmos negativos. Se

0<a<l,

0<z<1l=log,z>log,1=log,z>0

x>1=log,z <log,1=log,z <0
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Com relagao ao gréfico da fungao f(x) =log,x (> 0 e a # 1), podemos dizer:
1°) estd todo a direita do eixo y (z > 0);
2°) corta o eixo x no ponto de abscissa 1 (log, 1 = 0 para todo a > 0 e a # 1);
3°) Se a > 1, entao f(x) = log,x é de uma fungao crescente e se 0 < o < 1, entao
f(x) =log, = é de uma fungao decrescente;
4°) é simétrico em relagao a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares do gréfico da
fungao g(x) = o*;
5°) toma aspectos das figuras abaixo: vejamos o comportamento das fungoes logaritmicas,
considerando a variacao de a.

Para a > 1 temos:

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

B |5 82 )5 [o) ) NI 3

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo
Funcéo
@ f(x) = logy(x) -_-_______________._-_-—-—"
------ ® g(x) = log;(x) f(x) = log,(x
® h(x) = logs(x) L—
------ ® i(x) = logsg(x) / I A e e
Texto
| ——  d®=logjx
/—-—""'._ I ———— R
'——_—_—:F;T—J loa-x)
- Ll b :’5\"!
I
//
| ] e i(x) = loggy(x)

i

i

=

Entrada: ‘

Figura 4.12 — Funcgoes f(x) = log, x, g(z) = logs z, h(z) = log; z e i(x) = logs,

Pode ser observado nos gréaficos da figura que para « > 1, as fungoes logaritmicas

sao crescentes e se comportam de forma semelhantes na variacao dos valores de .
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Para 0 < o < 1 temos:

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
DR ER N oERNEE o .
» Janelade Algebra X [» Janela de Visualizagio X
- Funcdo of
e f(x) = logy(x)
o 8(x) = logy(x)
@ h(x) = log(x) \\
Lo i(x) = log(x)
+ Texto i
l 0 L_______ 10 " 12 13 J
‘-\__
T i(z) = loa;u )
[ ——
T —— -_j_‘_"‘——-—-________
B AR L I i
7)=logi(z - e = S
\\
T
._-_-_--—-—-—---"—-_-_'—‘—-—-_
Enlrada:‘

Figura 4.13 — Fungoes f(x) = log% x,g(x) = log% x, h(x) = log% xei(r) = log% T

Pode ser observado nos graficos da figura que para 0 < a < 1, as funcgoes
logaritmicas sao decrescentes e se comportam de forma semelhantes na variacao dos valores
de a.

Vejamos mais alguns graficos com deslocamento e translagao para as fungoes lo-

garitmicas:

logs( +2) 3

1 logi(z +2) logs 2
/ log102x £ } K 0

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.14 — Graficos de log,(z + 2) e Figura 4.15 — Gréficos de log%(x +2)e
log,o(2x) log1 2z

Nas figuras e observa se o deslocamento da fungao logaritmica, sendo a fungéo
crescente para base maior que 1, a > 1 e decrescente se a base for maior que 0 e menor
que 1, 0 < a < 1.
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g f
. logy(z —3)
1 logﬁ(x +1)
Figura 4.16 — Graficos de logi 5 e Figura 4.17 — Gréficos de log%(a: —3)e
log 1 % log1 (z+1)

Na figura [4.16, observa-se que os graficos das fungoes log% (%) e log% (%) ha mudanca

na amplitude e na figura a funcao log 1 (x — 3) translada sentido positivo no eixo x,
em 3 unidades e log ks (x 4 1) translada no eixo x, sentido negativo, em 1 unidade.
Se a = e (numero irracional igual a 2,7182), que é base do sistema de logaritmos

naturais. Vejamos o grafico abaixo da funcao f(z) = Inx

41

34

fla)=lus

f

Figura 4.18 — Funcao f(z) = Inx

Nesse capitulo abordamos as fungoes exponenciais e logaritmicas como inversas, vejamos

os graficos abaixo das fungdes f(x) = 3" e g(z) = log; .
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flz) =3

h g

Figura 4.19 — Fungoes f(z) = 3" e g(z) = logg

Observe que na figura as fungoes f(z) e g(x) sao inversas e pode ser observado
também uma simetria com relagao a reta y = x.

Pode ser observado também o comportamento das fungoes quando os valores de x
crescem infinitamente positivo ou infinitamente negativo, ou seja, © — +00 ou x — —o0 €
nas proximidades de x = 0.

Observe que a fungao f(x) = 3%, quando * — 400, f(z) — +00 e quando xr — —o0,
f(z) — 0.

Observe também que a funcao g(z) = logs z, quando = — 400, g(z) — 400 e quando
r— 0, g(x) —» —o0.

Se observarmos essas fungoes em = = 0, f(z) = 3%, logo f(0) =3° =1 e g(z) = log; z,
logo ¢(0) =log; 0 =1,

1

Quando 0 < o < 1 as fungdes f(z) = (1)" e g(z) = logs x também sao inversas e

observa-se uma simetria com relagao a reta y = x.
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X o] |9

™~

Figura 4.20 — Fungoes f(z) = (%)x eg(x)= logs @

Observe que na figura as fungoes f(z) e g(x), apesar de decrescentes, também sao

inversas e pode ser observado também uma simetria com relacao a reta y = x.

Nessas duas ultimas figuras e os graficos sao apresentados com malha, no
qual o leitor pode observar a simetria com relacao a reta y = x.
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5 Aplicacoes

Dada uma situacao real, esta pode ser representada por uma equacao ou um sistema
de equagoes, as quais chamamos de modelos matematicos, ou seja, modelar um fenémeno
ou um experimento qualquer do dia a dia.

(BASSANEZI; JR. 1988) cita por exemplo: “quando observamos a desintegragao
(variacao) de uma substancia radioativa constatamos que o nimero de desintegragoes por
unidade de tempo é proporcional a quantidade de substancia presente em cada instante”e
“quando analisamos a variacao de uma populacao”, a qual depende das taxas de natalidade e
mortalidade no decorrer do tempo, sao fenémenos que podemos modelar matematicamente.

Cada processo de modelagem pode ser remetido a um modelo existente e com solucao
Unica, ja demonstrada.

Em (BASSANEZI; JR., 1988) alguns modelos sao relevantes a esse trabalho:

Modelo I:

Sempre que uma lei afirma que a taxa de variagao de uma quantidade y(t) é proporcional
a esta mesma quantidade, estamos diante de uma equacao diferencial da forma:

dy _

=k
dt y?

onde f(y) = ky.
Como f(0) =0, y = 0 é um ponto singular e, portanto, devemos considerar a equagao

separadamente nos intervalos —oco <y < 0 e 0 < y < 400 e no ponto y = 0.

Considere entao o problema de Cauchy:

d
a =y
y(to) = 4o Yo >0

e o problema inverso:

cuja unica solugao sabemos ser:

ks k

0

Y ds 1
t(y):tg—i-/ — =to+ — (Iny — Iny) .
y

Invertendo a fungao ¢(y), temos:

y(t) = yo.e"tt)  — 0o < t < 400,

que ¢é a solugao unica do problema.
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dy — k
Nesse trabalho chamemos de Modelo 1: 4 , cuja solucao ¢é dada
3/(150) =Y Y >0
por: y(t) = yo.e"t%)  — 00 <t < 400, que serd melhor entendida nos exemplos abaixo.

Exemplos:

1. Crescimento de uma planta
Se uma planta de massa m = 100 g cresce 4 g nas proximas 24 horas, queremos
determinar:
i) Em quanto tempo se tornara uma arvore de 100 kg?

ii) Quanto aumentard sua massa por dia quando a planta estiver com 100kg?

Resolucao:

— 19
i) A taxa de crescimento é de - 2 = oo

Supondo que esta taxa varie com o tempo, podemos considerar que % g/h seja uma

boa aproximacgao de i (taxa de crescimento instantaneo).

A taxa de crescimento especifico, definida por - - % = k, nesse caso mg = 100 g,
_ Gg/h 1

entao: k = 1009 — 600%

Logo: Como mgy = 100g = 0,1 kg, entao: %—T—mgkﬁi—T—Olkﬁm—

0, 1. 600ht = m = 6%01ht = m = 6000ht como foi dado que m = 100 kg, logo:
100 = t=t=60000h = t = 25000 dias = t = 68,49 anos.

6000h

Portanto a arvore atingira 100 kg em 68,49 anos.

ii) A solugao para a equagao ‘;—T = m.k é dada por m(t) = my.e*t=%) de acordo

com o Modelo I.

Temos que my = 100 kg; k = 600h, t=24hety=0, logo:

m(t) = 100.e00n = m(t) = 100.¢%% = m(t) = 100.1,0408 = m(t) = 104, 08
A planta apds atingir 100 kg aumentard 4,08 kg por dia.

OBS: Observemos que o crescimento de uma planta nao é tao simples como descrito
acima. A divisdo das células nao é sempre um processo continuo, e se considerar uma
divisao nao continua, sera proposto um outro modelo, envolvendo outra variavel, que

nao sera abordado nesse trabalho.

2. Juros Compostos
Em um hipotético pais instavel economicamente, onde a inflacao ultrapassa a casa
dos 200% ao ano, um problema sério, é como “investir’as economias, pelo menos
para que nao seja corroida pela propria desvalorizacao do dinheiro. Para isso vamos

considerar que um tipico investidor “bem-sucedido”’recebeu em junho/84 o valor
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de 3 milhoes de cruzeiros. Neste més a BANCA estava pagando 9, 7% de correcao
monetaria ao meés. Nosso amigo resolveu colocar seu capital na BANCA, na esperanga
de dias melhores. Supondo que nosso investidor nao necessitou fazer retiradas e que
o dinheiro depositado, permaneceu rendendo normalmente na mesma taxa. Se a
inflacao acumulada nos 12 meses seguintes foi de 230%, o investidor teve lucro ou
prejuizo?

Resolugao:

Para a solucao desse problema vamos calcular valor investido no tempo de 12
meses, através de juros compostos, comparar com o valor do dinheiro em termos
do percentual de inflacao observada nesse mesmo periodo e comparar também com

corre¢ao continua, nos moldes do Modelo I, abordado nesse capitulo.

Observemos que para calcular o capital no primeiro meés de investimento e nos
subsequentes, consideraremos C' para capital, Cy = 3 milhoes de cruzeiros para
capital inicial e ¢ para taxa e procedemos da seguinte forma:

C(1)=Co+1i.Co= C(1) = Co. (1 +1)

Para um tempo qualquer ¢ temos:

O(t) = Co. (1 +4)'

No caso do nosso exemplo: Cyp =3;t=12ei=9,7% = 0,097 temos:
C(12) = Cp. (1 + )"

C(12) = 3.(1 4+ 0,097)"

C(12) = 3.1,097*2 (Para esse cédlculo foi utilizado a exponencial)
C(12) = 3.3,0372 &~ 9, 112 milhoes de cruzeiros.

Calculando o montante em 12 meses, a juros composto, o valor investido mais os

juros seriam aproximadamente 9, 112 milhoes de cruzeiros.

Agora, considerando a pergunta se o investidor teve lucro e prejuizo, teremos que
observar a taxa anual de 230% de infracao. Transformemos essa taxa anual em taxa
mensal, logo as taxas devem ser equivalentes, e portanto teremos:

(1+ )" = (1+1)"*", onde n nimero de anos, I ¢ a taxa anual e 7 é a taxa mensal,
no nosso exemplo I = 230% = 2, 3; logo:

(1+2,3) = (1+4)"?

(3,3)12 = (1 414) (Nesse, utilizamos o calculo de uma equagio exponencial)
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144 =1,10461 = ¢ = 10,461%. Portanto para o investidor nao ter prejuizos a taxa

mensal deveria ser de ¢ = 10, 461%.

Agora fazendo os cdlculos para i = 10, 461%, seremos capazes de calcular o prejuizo
nesse investimento. Logo:

C(12) = 3. (1 +0,10461) "

C(12) = 3.1,1046112

C(12) = 3.3,2999 ~ 9,899 milhoes de cruzeiros.

No primeiro céalculo, obtivemos 9,112 milhoes de cruzeiros e no segundo calculo
9,899 milhoes de cruzeiros. Fazendo a diferenca, teremos 788 mil cruzeiros. Portanto

o investidor tera prejuizo de 788 mil cruzeiros se deixar o dinheiro investido.
Agora pensando em uma correcao continua teremos:

Observando C(t) = Cy. (1 4 4)", nos fornece o capital acumulado até o més ¢, mas se
a correcao for feita duas vezes ao meés, teremos:

Ct)=Co. [1+1). 1+ )]

C(t) = Cp. (1 + %)2t e, em geral se a correcao for feita n vezes ao més, o capital sera:
C(t) = Cop. (1+ )™

Se aproximarmos a situagao real por um modelo matematico no qual considera a
correcao composta continua, poderiamos propor como lei de investimento que: “A
razao de variagao do capital é proporcional ao préprio capital em cada instante”e

portanto 4 = i.C' (sendo i a taxa de correcdo mensal).

Se Cj for o capital inicial, a solugao serd dada por C(t) = Cy.€ e voltando ao nosso
problema, teremos:

C(t) = 3.009712

C(t) = 3.eM% = O(t) = 3.3,2026 = C(t) = 9,6078 milhoes de cruzeiros.

Portanto nesse modelo o investidor tera aproximadamente 9, 6078 milhoes de cruzeiros
no final dos 12 meses, tendo novamente prejuizo com relagao a inflagdo proposta da

época.

3. Ainda dentro de juros compostos, se o problema envolvesse o calculo do tempo de
uma aplicagao, por exemplo, se aplicarmos um capital inicial de 1.000 reais, a taxa de
1% ao més, qual seria o tempo necessario dessa aplicacao para produzir um montante

de 50.000 reais?

Resolucao:
Sabemos que C(t) = Cp. (14 i)', substituindo os dados do problema temos:
50000 = 1000. (1 +0,01)"
t
51000(?00 = (1,01)
50 = (1, 01)t (aplicando log a ambos os membros da equagao e aplicando as proprie-

dades resolvemos a equagao logaritmica)
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log50 = log (1,01)"
log50 = t.log (1,01)

1,69897 = 0,0043.¢

4 — 169897
~ 70,0043

t = 395, 10 meses

t =~ 33 anos

Portanto para produzir um montante de 50.000 reais seriam necesséarios aproximada-

mente 33 anos.

4. Em 2018 os rendimentos da poupanca sao calculados através da TR + 0,5%, a taxa
de inflagao prevista é de 3,8% e a TR é de 0%. (Fonte: Banco Central e Portal
Brasil, acesso em 02/06/2018). Com esses dados, a poupanca hoje estd dando lucro

ou prejuizo?

Resolucao:

Transformemos a taxa anual em taxa mensal, logo as taxas devem ser equivalentes,
e portanto teremos:

(1+ )" = (1+4)"*", onde n nimero de anos, I ¢ a taxa anual e i é a taxa mensal,
no nosso exemplo I = 3,8% = 0, 038; logo:

(1+0,038)! = (1 + 1)

(1,038)12 = (1 + 1)

14+4=1,003112 = i =0, 31%.

Portanto a poupanga hoje ainda é um investimento que esta tendo lucro, mesmo que

minimo.

5. Crescimento populacional
Segundo o Banco Mundial, a previsao do crescimento demografico na América Latina,
no periodo de 2004 a 2020, ¢é de 1,2% ao ano, aproximadamente. Em quantos anos
a populacao da América Latina vai dobrar se a taxa de crescimento continuar a

mesma’

Resolucao:

Populacao do ano-base = F,

Populagao ap6s um ano = P; = Py.(1 +0,012)

Populagao apés dois ano = P, = P;.(1+0,012) = Fy.(1 +0,012).(1 + 0,012) =
Py.(1+40,012)?

Populacio apés t anos = P, = Py. (1,012)"
Supondo que a populagao dobrara em relacao ao ano-base apds t anos, temos:
P, =2.Py= P,.(1,012)" = 2.P) = (1,012)"' =2

Aplicando logaritmos e resolvendo a equagao logaritmica temos:
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log (1,012)" = log2

t.logl,012 = log2

4 — _log2 __ 030103
— logl,012 — 0,00518

t =~ b8 anos

Portanto a populacao dobrara em 58 anos, aproximadamente.

6. Um meio de cultura é infectado por Ny bactérias. As células das bactérias se dividem
a cada duas horas.
i) Quantas bactérias estardo no meio, 24 h mais tarde?

ii) Em que instante o nimero de bactérias alcangou 25% do total anterior?

Resolucao:

Seja N; o numero de bactérias no tempo t, t contados a cada intervalos de 2 horas,
Ny o nimero inicial de bactérias, logo:

Bactérias apos as 2 primeiras horas: N; = Ny.2

Bactérias apds as 4 horas: Ny = N;.2 = Ny.2.2 = N,.22

Bactérias apds t intervalos: N, = N,.2!

i) Para 24 h mais tarde, t = 12, logo: Ny = Ny.2'2

ii) Inicialmente vamos encontrar 25% de Ny.2'2

2 No.21% = 1.Np.212 = 57 Np.212 = N,.210

Logo: Ny = Ny.2'% e N, = N,.2¢, igualando as equacoes temos:

Np.28 = Ny.21% como Ny # 0, logo:

2! = 219 (equagao exponencial de mesma base, cancelando as bases temos:)

t=10

Portanto sera alcancado em 20 horas, pois cada intervalo de tempo é contado de 2

horas.

Modelo II:

Ainda com relacao aos modelos apresentados, citemos a desintegracao de substancia
radioativa.

A atividade de uma substancia radioativa é medida pelo niimero de desintegragoes
por unidade de tempo. Este fenémeno é devido a emissao de radiagoes e é uma atividade
proporcional ao nimero de atomos radioativos presentes em cada instante.

Se N = N(t) é o numero de dtomos radioativos na amostra no instante t e Ny a

quantidade inicial destes dtomos, isto é, N(0) = Ny, entao:

dN
R VA%
dt ’

onde A > 0 é a constante de desintegragao (usamos o sinal negativo porque o nimero de

atomos diminui com o passar do tempo e portanto % < 0), onde a solugao particular é
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dada por: N(t) = Np.e ™, assim em termos de massa do material radioativo, podemos
expressar a solucgao por:
m(t) = mg.e”*" (Modelo II).

Exemplos:

1. Em quantos anos 500 g de uma substancia radioativa, que se desintegra a uma taxa
de 3% ao ano, se reduzird a 100 g? Dados que Q(t) = Qp.e™"™, em que @) é a massa

da substancia, r é a taxa de desintegracao e t é o tempo em anos.

Resolucao:

Sabemos que Q(t) = 100, Q¢ = 500, r = 0, 03, logo:
Q(t) = Qo.eirt

100 = 500.e70:03¢

100 _ ,—0,03t
500

1_ =003t (

= aplicando [n a ambos os membros da equagao temos:)
In (1) =ln (e 00%)
—0,03t = In (£) = —Inb

0,03t = Inb

t = in5 __ 1,6094
~ 0,03 0,03

t ~ 53,6 anos
Portanto 500 g de substancia radioativa se desintegra em aproximadamente 53,6

anos nas condi¢oes do problema.

2. Varias cadeias de virus do tabaco, tal como Aucuba, em folhas de Nicotiana sylvestris
e outras plantas de tabaco foram expostas a raios X de diferentes comprimentos
de ondas. Por radiacao, parte das particulas de virus ficou inativada, de tal forma
que a reprodugao cessou. Gowen (1964) declara que o nimero y de particulas
sobreviventes decresce exponencialmente com a dosagem de roentgen, r, aplicada.
Consequentemente, com a aproximagao satisfatéria y(t) = yo.e”*", onde a é uma
constante positiva, dependente do material biol6gico. Podemos perguntar: qual é a

dosagem apropriada para inativar 90% do virus?

Resolucao:

Sabemos que y(t) = 10%.yo = 0, 1.yo, logo:
y(t) = yo.e~
0,1.y0 = yo.e™
e~ = 0,1 (aplicando In e resolvendo a equagao temos:)
lne ™ =1[n0,1

—ar = —2,3025

23025
T a

ar

ar
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2,3025

a Y

onde a é uma constante

A dosagem apropriada para inativar 90% do virus é r =

positiva, dependente do material biologico.

3. A lei de resfriamento de Newton afirma que a diferenga de temperatura entre um
corpo e o meio que o contém decresce a uma taxa de variagao proporcional a diferenca
de temperatura. Considerando AT'(0) a diferenca de temperatura no instante t = 0
e AT(t), a diferenca em um instante t qualquer, essa lei se traduz pela expressao
AT(t) = AT(0).e ™ em que a constante k depende do corpo. Suponha que, em
uma cozinha, cuja temperatura ambiente constante é de 30°C', um bolo é retirado
do forno e colocado sobre a pia. Nesse momento, a temperatura do bolo é de 100°C.
Apos 5 minutos, verifica-se a temperatura do bolo e o termometro marca 65°C. Se
o bolo estiver no ponto para servir quando sua temperatura atingir 37°C', depois
de quanto tempo, a partir do momento em que foi colocado sobre a pia, ele estara

pronto para ser servido?

Resolucao:

Sabendo que AT'(0) = 100°C' — 30°C = 70°C, AT(t) = 65°C — 30°C = 35°C' e
AT(t) = AT(0).e ™, para t =5 temos:

AT(t) = AT(0).e~*

35 =T70.e7%
+ = ¢ (aplicando In e resolvendo a equagao logaritmica temos:)
Ing = lne "
—5k = —In2

_ 2
k_5

Agora, para achar o tempo para servir, AT (t) = 37°C' — 30°C = 7°C, logo:
AT(t) = AT(0).e™™, k =22

_in2 4

7="70.e""5
1 2y
0 ¢ °
1 —ln2
lnm =lne 5
—2 ¢ = —Inl0

In2.t = 5.In10

__ 5.nl0
t= In2
t = 5.2,3025
~0,6931

t ~ 16,61

(aplicando In e resolvendo a equagao logaritmica temos:)

Portanto ¢t = 16 minutos e 37 segundos.

Podemos citar também como uma importante aplicacao dos logaritmos é a escala
Richter na drea da sismologia, que fornece as magnitudes dos terremotos. Desenvolvida em
1935 pelos sismodlogos Charles Francis Richert e Beno Gutenberg, é uma escala logaritmica.
No inicio, a escala Richter era graduada de 1 a 9, j4 que terremotos mais fortes nao

eram comuns na Califérnia (local onde Richter e Gutenberg faziam seus estudos). Mas
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teoricamente nao existia limite para essa medida. A magnitude de Richter corresponde
ao logaritmo da medida da amplitude das ondas sismicas de tipo P (primarias, mais
rapidas) e S (secundarias, mais lentas) a 100 km do epicentro. A férmula utilizada é
My, = logA — logAy, sendo log a abreviacao de logaritmo, A a amplitude maxima medida

no simografo e Ay uma amplitude de referéncia.

Exemplo:
(Cesgranrio-RJ) As indicagoes R; e Ry, na escala Richter, de dois terremotos estao relaci-
onados pela féormula Ry — Ry = logyg (%), em que M; e My medem a energia liberada

pelos terremotos sob a forma de ondas que se propagam pela crosta terrestre. Houve dois

terremotos: um correspondente a R; = 8 e outro correspondente a Ry = 6. A razao % é:
Resolucao:
Sabemos da defini¢ao de logaritmos que log,b = = < a® = b, substituindo os dados do

problema temos:
Ry — Ry = logio (%)
8 — 6 = lOglo (%)

logro (%) = 2 aplicando a defini¢ao de logaritmos temos:

2 _ My
10° = YA
Portanto a razao % é 102

Em (BATSCHELET)] 1978) os problemas de crescimento foram abordados como
sequencias, envolvendo fungoes exponenciais e logaritmicas, por exemplo, o crescimento de
um potro, assumindo que o peso aumentava numa média de 20% durante intervalos de
tempo consecutivos e iguais, sendo w o peso inicial e p a média de crescimento, os pesos

no final de 0, 1,2, .... intervalos de tempo sao:

D P \? P \?
w,w ( T 100 U 100) U 100

Usando g =1+ 1%0, os pesos do potro sao respectivamente:

2 3
w,w.q,w.q°, w.q°, ....

Essa sequéncia pode ser encarada como uma funcao exponencial e pode ser escrita da
forma: f(z) =w.¢*, x € {0,1,2,....}.

Exemplos:

1. A quantidade de madeira em uma floresta jovem cresce quase exponencialmente.
Podemos admitir que a média anual é 3,5% . Que crescimento é esperado no prazo

de 10 anos?
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Resolucao:

_b_
1007

em dez anos, esse é determinado pelo fator ¢'° e para determinar numericamente

Sabemos que ¢ = 1 + onde p = 3,5, logo ¢ = 1,035 e para achar o crescimento

este valor, aplicamos logaritmos:

logq'® = 10.logq = 10.log1, 035 = 10.0,01494 = 0, 1494
g0 = 1001494 —

quantidade de madeira aumentard de 41% em dez anos.

1,41, ou seja 1,41 é o antilogaritmo de ¢'°. Consequentemente, a

2. Admitindo novamente que a média de crescimento da madeira é de 3,5%. Quantos

anos decorrerao para que a quantidade de madeira duplique?

Resolucao:

Seja n o niimero de anos procurado e ¢ = 1 + 55. Entdo, obtemos a equacao ¢" = 2,
que é uma equagao exponencial, aplicando logaritmos a equacao teremos:

logq™ = n.logq = log2

n ~ 20,1. Consequentemente, decorrerao um pouco mais de 20 anos até que a

quantidade de madeira duplique.

3. O rio Nilo Branco, acima da represa em Jebel Aulia, foi infestado por uma vegetacao
conhecida como “jacinto aquatico”. Em 1958 a planta cobriu somente 12km?, mas o
aumento anual foi de 50%.

i) Que érea foi coberta 1,2, ....,n anos mais tarde?
ii) Quanto tempo levou para que toda a drea represada, medindo 200km?, fosse

coberta?

Resolucao:
i) No primeiro ano, n = 1, A = 12.1,5 = 18km? n =2, A = 12.1,5? = 27km?, .....

Para n anos temos: Area A =12.(1,5)" km?

i) 12.(1,5)" = 200

(1,5)" = 2% "aplicando logaritmos, resolveremos uma equacao logaritmica:

12
log (1,5)" = log®}

n.logl, 5 = log200 — log12

n.0,17609 = 2,30102 — 1,07918

1,22184
0,17609

n ~ 6,9 anos

n =

Logo, a agua represada foi completamente coberta em 1965.

Uma importante aplicagao biolégica de funcoes exponenciais e logaritmicas teve lugar

em 1846 quando E. H. Weber estudou a resposta dos seres humanos a estimulos fisicos.
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Admitimos que uma pessoa mantenha um peso de 20g em sua mao e que seja testada
sua habilidade em distinguir entre esse peso e um peso um pouco superior. As experiéncias
mostram que uma pessoa nao é capaz de discriminar entre 20,59 e 20g, mas que, na
maioria das vezes, ela acha 21¢ mais pesado que 20g. O aumento de estimulo requedido é
de 1g. Com um peso inicial de 40g, o resultado é bem diferente. Uma pessoa nao pode
realmente disciminar ente 41g e 40g. O aumento deveria ser de 2¢g ao invés de 1g. Da
mesma forma, a experiéncia mostra que 63g pode ser discriminado de 60g, 84g de 80g
e 105g de 100g, mas que os intervalos nao podem ser reduzidos. A partir desses dados
conclui-se que discriminacao ¢ possivel se a magnitude de discriminacao é aumentada de
um vinte avos ou 5% do valor original.

Resultados andlogos foram encontrados para as percepgoes de som, luz, olfato e gustagao.
Assim, seja s a magnitude de um estimulo mensuravel e As o aumento requerido para a
discriminacao. Entao a proporcao: A

s

r =
S

é constante, isto é, nao depende de s. Em outras palavras: diferencas marcantes na
sensacao ocorrem quando o aumento de estimulo é uma porcentagem constante do préprio
estimulo. Esta é a lei de Weber. A seguinte tabela de proporg¢oes aproximadas % pode

ilustrar a sensibilidade dos sentidos humanos:

Tabela 2 — Tabela indicando as proporcoes aproximadas da magnitude do estimulo de
acordo com o tipo de estimulo

Estimulo Proporgao
Claridade visual 1:50 (s = intensidade de luz)
Tons musicais 1:10 (s = intensidade de som)
Olfato para borracha 1:8 (s = nimero de moléculas)
Gosto por solucao salina 1:4 (s = concentragao da solugao)

Exemplos:

1. Consideremos trés tons que sao igualmente espacados na escala de frequéncia, os
trés tons com frequéncias 300 Hz, 600 Hz, 900 Hz. As pessoas que ouvem esses
tons concordam unanimemente que o intervalo entre o segundo e o terceiro tom é
consideravelmente menor que entre o primeiro e o segundo. Portanto, nossa sensacao
para nivel musical ndao é proporcional a frequéncia. Para termos dois intervalos
consecutivos, que sejam percebidos como iguais em magnitude, temos que adotar uma
sequéncia geométrica. Por exemplo, 300 Hz, 600 Hz, 1200 Hz diferem em intervalos
de oitavas. Uma escala adequada para o nivel musical é baseada no logaritmo da

frequeéncia.

2. No Brasil, a unidade mais usada para medir ruidos é o decibel (dB), que equivale a

um décimo do bel, O decibel é uma homenagem a Graham Bell, o inventor do telefone.
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60 dB ¢ a intensidade do som de uma conversa, e 140 dB, a de um aviao a jato. A
escala que mede a intensidade ou volume do som é uma escala logaritmica. A escala
de uma aparelho para medir ruidos é definida da seguinte forma: R = 12 + log1ol,
onde R é a medida do ruido em bel e [ é a intensidade sonora em W/m?.

i) Qual seria a medida em decibéis de um trombone de intensidade sonora [ = 1072
W/m??

ii) Sabendo que o nivel maximo de ruido que a orelha humana pode suportar sem
sofrer danos ¢ de 120 dB, qual é a intensidade sonora equivalente em W/m? que

podemos suportar sem termos a saide prejudicada?

Resolucao:

i) Sabemos que R = 12 + logyol e como [ = 1072 W/m?, logo:
R =12+ logyn10~2

R=12-2

R =10 bel

Para saber em decibel, devemos fazer uma conversao:

1 decibel é % do bel, se temos 10 bel, logo, teremos 100 decibéis.
Portanto a medida de um trombone é de 100 decibéis.

ii) Como 1 decibel é 1io do bel, se temos 120 decibéis, entao teremos 12 bel, logo, se
R =12+ logypl e R = 12, entao:

12 =12 + logyol

logipl = 0 Aplicando a defini¢ao de logaritmos temos:

[ =10°

[ =1W/m?

Logo suportamos 1 W/m?
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6 CONSIDERACOES FINAIS

E de suma importancia a contextualizacao dos contelidos exponenciais e logaritmos,
propostos pelos livros didaticos. Com base na relevante frase citada anteriormente, o
presente trabalho teve inicio com a parte histérica, onde foi descrito o surgimento do
assunto em tela, com o objetivo de condensar assuntos relacionados aos mesmos.

Foi estudado de forma intrinseca a construgao das exponenciais com inicio no conjunto
dos numeros naturais até o conjuntos dos reais, onde foi trabalhado defini¢oes, proprie-
dades, equacoes, inequagoes e func¢oes, bem como, aplicacoes praticas, visualizacoes do
comportamento das fungdes através de softwares (foi utilizado o (GEOGEBRA| ), por
ser um software livre), assunto esse que foi ponto de partida do referido trabalho ora
apresentado.

Verifica-se no Apéndice o nimero e, importante irracional utilizado na resolugao de
problemas, sob a perspectiva de varios autores, trabalhado a titulo de complementagcao.

E necessario que o aluno esteja em contato direto com os cédlculos de exponenciais e
logaritmos, acima de tudo, quando esses calculos sao niimeros inteiros, onde consiga realizar
esses calculos mentalmente, sem a utilizagao de calculadoras cientificas ou dispositivos
similares.

E necessdrio também que os alunos despertem o interesse pelo estudo da matematica
como um todo, percebendo a aplicagao dos conteudos estudados em sala de aula na vida
pratica.

Portanto, este estudo pode contribuir para a melhoria da compreensao sobre exponen-
ciais e logaritmos como ferramenta na resolucao de problemas.

Dessa forma, espera-se que esse trabalho possa ser utilizado como material basico de
consulta sobre exponenciais e logaritmos nos anos finais do ensino médio e em cursos

iniciais das areas de exatas.
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A O nimero e

A.1 Introducido

E diffcil abordar a histéria do nidmero e, cuja aproximacgao mais usual é 2,7182 sem se
referir ao seu parente mais famoso, o nimero 7.

Devido a simplicidade do aparecimento do 7, quociente do comprimento pelo diametro
de uma dada circunferéncia, sua historia se reporta a antiguidade, inclusive com citac¢oes
biblicas e de uma forma bem consciente nos trabalhos de Arquimedes (287 a 212 a.C.).
O ntmero e por sua vez, s6 foi reconhecido, praticamente, cem anos apds a criagao do
calculo diferencial e integral.

Estudos recentes dao conta de que a primeira vez que o nimero e apareceu na ma-
tematica foi no inicio do século XVII em problemas praticos sobre juros compostos e,
com situacao tipica de acumulacao capitalista. Aparece na matematica, especialmente
no Calculo Diferencial e Integral, em conceitos fundamentais para o seu desenvolvimento
¢ uma das grandes invencoes no campo computacional, foram os logaritmos de Napier
(1550-1617), os quais sao abordados nessa pesquisa.

A definicao tradicional de e, faz-se pondo:
1 n
e = lim (1 + —)
n—oo n

A expressao acima significa que, fazendo sucessivamente n = 1,2,3,4, ....., as poténcias
1, (1 + %)2, (1 + %)3, (1 + i)4, .... aproximam-se cada vez mais do nimero e, podendo a
diferenca e — (1 + %)n (que é um nimero positivo tdo pequeno quanto se deseje, bastando
para isso tomar n suficientemente grande).

Em virtude do Teorema, “Toda fungao logaritmica L é sobrejetiva, isto é, dado qualquer
nimero real ¢, existe sempre um (tinico) nimero real positivo = tal que L(x) = ¢”, existe um
Unico ntmero real positivo cujo logaritmo natural é igual a 1. Tal niimero é representado
pela letra e. Ele é a base do sistema de logaritmos naturais.

Portanto, as afirmacoes “Inx = 17e “x = e”sao equivalentes. Em simbolos, temos:
Int=1<zx=ec.

Imediatamente temos e > 1, pois os nimeros reais positivos menores que 1 tem
logaritmos negativos. Lembrando em (LIMA| 2016) o significado geométrico dos logaritmos

naturais, vemos que a faixa H{ tem area 1. Podemos observar que a faixa H? tem 4rea
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menor do que 1, enquanto que H} tem drea maior que 1, logo, In2 < 1 < In3, concluindo
assim que 2 < e < 3, ou seja, o numero e estd compreendido entre 2 e 3.
O numero e em (GUIDORIZZI, 2001) é definido através de uma sequéncia de termo

la, = (1+1)" 5 te, enta ] 5 0 limite d énci
geral a, = ( + ﬁ) que ¢ convergente, entao, 0 nuimero € € O l11mite da sequencla

) \"
lim (1 + —) =e
n—oo n

Para provar a convergéncia de tal sequéncia, é suficiente provar que ela é crescente e
que existe M > 0 tal que a,, < M para todo n > 1.

Primeiro, vamos provar que (1 + %)n < 3 para todo n > 1. Temos:

(o) =2 () G) = (i G (e ()i

1\" nn—1) 1 nn—-1)n-2) 1 n! 1
1+ — =14+14+ —-—— —t e+ — . —
( +n) T n? 3! n" nl’
logo,
T R PO N
n) — 2031 77 pl
Como 2" < (n+ 1)! (*) para todo n > 1 resulta que: (nil)! < 2% para todo n > 1,
segue que:
TR SRS S
n - 2 922 923 7 9n-1
e como

i Lol v o
stptmttgato To=

, que € uma série geométrica, resulta
1 n
1+—-) <1+2<3
n

para todo n > 1.
A . 1\"
Vamos provar agora que a sequéncia (1 + ﬁ) é crescente.

Seja n e m naturais maiores que 1, tais que n < m, temos:

1\" < /n\ /1) nn—1) 1 nn-1n-2)1 nl 1
(1+5) _Z<1) (5) =141+ =+ pe gttt

1=0

(S

I\N" S (m\ (1) mim—1) 1 mm—1)(m-2) 1 m! 1
(1+E) —Z(l)(g)—HH gt — gt

=0

Se n < m resulta: - < 1 multiplicando por (—1) temos: —+ < —=x_ logo:

1
1 —— < 1— — (somando 1 a cada membro)
n m

UFTM PROFMAT
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—1 —1
n < mn (tirando o m.m.c)
m

n
nn—1 mm-—1 . -

< —. (com um pouco de manipulagao)
n o n m

n(n—1) _ m(m — 1)

2 2

n

n
, que ¢é o segundo termo do desenvolvimento da sequéncia (1 + —)
m n

1

Observe que: 1 — % <1- % e —% < —--, somando membro a membro temos:

2 2
1-2<1-=
n m

Se multiplicarmos membro a membro 1 — + <1— L por 1 — 2 <1— 2 temos:
1 2 1 2
(=) (=0 <=3 0-2)
n n m m

(n—1)(n—2) _ (m—1)(m—2)

Assim:

nn-1)(n-2) _m(m—1)m-2
n(n—1)(n — 2) _ m(m—l)(m—?),

que é o terceiro termo do desenvolvimento da sequéncia (1 + %)n )
Usando isso, segue que (1 + %)n < (1 + %)m se n < m. Concluindo a sequéncia ¢
crescente.

Portanto (1 + %)n é convergente, como queriamos provar.

Observagao (*): A afirmacao 2" < (n + 1)! pode ser demonstrada através de indugao
finita.
Demonstragao. Demonstraremos 2" < (n + 1)! por indugao sobre n para n > 1.

e i) A propriedade é verdadeira para n = 1, pois

28 < (14 1) =2
e ii) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, 2¥ < (p+1)!, e
mostraremos que é verdadeira para n =p+ 1, isto é, 2271 < (p+ 1+ 1)l = (p+2)L.

De fato: 2Pt =2r2 = (2") 2< (p+ 1)!1.2=2(p+ 1) =2(p+ 1).p' = (2p+ 2).p! <
N

HI
(P +p+2p+2)p=(p+2)(p+1)p = (p+2).
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A.2 O ndmero e é irracional

Como e é um nimero irracional, podemos encontrar um valor, de acordo com a definicao
de (LIMA] 2016) dando valores para n.

Em (DJAIRO, |1985)) podemos ver uma demostragao de que tal nimero e é irracional,
a qual segue adaptada.

O namero e, que aparece no estudo de funcao logaritmica, é definido como o nimero

tal que a area hachurada abaixo é igual a 1, conforme mostra a figura abaixo:

f

151

0.51

-0.5 1

Figura A.1 — Area hachurada abaixo da funco f(z) = 2 ¢igual a1
A curva da figura é o grafico da fungao f(z) = % para x > 0

Demonstra-se nos textos de calculo que:

1 1 1

Suponha que e fosse um numero racional, isto é, e = %, onde p, ¢ € N, sao primos ente

si. De (A.1)) segue-se:
p 11 1 1\ «— 1
§_<1+ﬂ+5+§+“”+a —.E - (A.2)

Agora, faremos uma estimativa do segundo membro de (A.2)):

=1 1 1
Z i (Q+1)!+ (q+2)!+""
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Colocando na expressao anterior (1), em evidéncia temos e considerando que:

1 1

(+D(@+2)> @+ Dla+ 1) = e+ V' = e < oy

Logo,

=1 1 1 1 1 1
Z J_:_<q+1+(q+1)(q+2)+m) <E(Q+1+(Q+1)2+m> (49)

A expressao entre paréntese no ultimo membro de (A.3)) é uma série geométrica da

forma
o0
E r",
n=1

a qual para 0 < r < 1, tem soma igual a +*~. Usando esse fato em (A.3) e r = L ou

q+1
seja:
roo_ # _ q% _ q% _ 1 +1 _ 1 b .
= TL e TLTTL T g g Obtemos:
calculando o m.m.c
oo
1 1 1 11
Z = <= < + >+ > < == (A4)
30 d N+l (g+1) q'q

Voltando a (A.2) com a estimativa (A.4) temos:

p 1 1 1 1 11
0<= O+U+m+'+ + =)< ==

q 3 q! q'q
logo:
» 1 1 1 1 1
0<g("—1—-=—=—=— —— )<= A5
q( 1 21 3 ) =g (A-5)
do_ g0 _d_d g g g
q o2t o3t (@=2)! (¢-D' ¢

(pm—lﬂ—¢—¢—gy—@—~~—ﬂq—n—q—1)

Observe (A.5)), o termo do meio ¢ inteiro pois ¢! cancela todos os denominadores das
fragoes nele presentes. Mas isso é impossivel, pois sendo % < 1, a expressao (|A.5)) diria
que o termo médio é um inteiro positivo estritamente menor que 1, o que é um absurdo.

Logo, e é irracional.
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