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E TEOREMA DE LIOUVILLE

Dissertação submetida ao Programa
de Mestrado Profissional em Matemá-
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E TEOREMA DE LIOUVILLE

por
Luiz Arthur Dornelles Jr

Esta Dissertação foi julgada aprovada para a obtenção do T́ı-
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RESUMO

Em áreas como Geometria, F́ısica em geral e Mecânica Anaĺıtica em
particular, surgem uma ampla gama de exemplos e aplicações, culmi-
nando no que é conhecido como Geometria Simplética. Neste trabalho,
exploramos como construir um modelo matemático da Mecânica Clás-
sica usando o prinćıpio variacional que leva ao formalismo Lagrangeano
e Hamiltoniano. Finalmente estudamos o Teorema de Liouville sobre o
volume invariante de regiões do espaço de fase sob algumas restrições.

Palavras-chave: Mecânica Anaĺıtica, equações diferenciais, cálculo
variacional, Teorema de Liouville





ABSTRACT

In areas such Geometry, Physics in general and Analytical Mechanics
in particular, there arise a wide range of examples and applications,
culminating in what is know as Symplectic Geometry. In this work, we
explore how to construct a mathematical model of Classical Mechanics
by using the variational principle this leads to the Lagrangian and Ha-
miltonian formalisms. Finally we study the Liouville theorem about
invariant volume of regions of the phase space under some restrictions.

Keywords: Analytical Mechanics, Differential Equations, Variational
Calculus, Liouville’s Theorem
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2.4 CONSERVAÇÃO DE ENERGIA E TRABALHO . . . . . . . 26
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1 INTRODUÇÃO

Os modelos matemáticos que surgem na F́ısica e, mais precisa-
mente na Mecânica Anaĺıtica, representam uma fonte abundante de
exemplos para a construção de modelos geométricos e anaĺıticos para
descrever sistemas f́ısicos.

Além disso, como motivação para este trabalho, podemos citar
a associação entre a F́ısica e a Matemática que, além de fomentar a
formação e especialização de professores, disponibiliza ferramentas para
uso em sala de aula e, ainda, proporciona interação entre diferentes
componentes curriculares.

A geometrização na formalização da Mecânica é de grande im-
portância para a construção da Geometria Simplética, pois, segundo [1]:
”A Geometria Simplética se originou no estudo dos sistemas Hamilto-
nianos, que descrevem a evolução de sistemas mecânicos de natureza
conservativa”, ou ainda, segundo [2], a formulação Hamitoniana é um
caminho para a Mecânica Quântica e para a Mecânica Relativista.

Apresentaremos, neste trabalho, a construção destes modelos se-
gundo os formalismos de Newton, de Lagrange e de Hamilton, compa-
rando e mostrando, que ao passar de um para o outro, nesta ordem, o
processo vai se tornando mais sistemático e econômico em termos da
matemática envolvida.

Veremos que o formalismo de Newton ”... é basicamente vetorial,
e nele o conceito de força desempenha um papel proeminente.” [3]. Além
disto, as equações de movimento para sistemas mecânicos, decorrentes
deste formalismo, tem uma dependência mais explicita das forças de
v́ınculo[4]. Estas equações são determinadas por soluções de equações
diferenciais de segunda ordem envolvendo um número considerável de
variáveis e análise vetorial.

Na construção dos modelos do formalismo de Lagrange[5], para
sistemas mecânicos conservativos e sujeitos a v́ınculos holônomos, vere-
mos que as equações são definidas usando o Cálculo Variacional, mais
precisamente, pelo extremo de um funcional da função Lagrangeana,
que por sua vez, é dada em termos de coordenadas e velocidades ge-
neralizadas (independentes), de onde decorrem as equações de Euler-
Lagrange. As coordenadas generalizadas, em comparação com Newton,
possibilitam um uso mı́nimo de coordenadas necessárias. Segundo [3],
”... o ponto de vista Lagrangeano dá mais relevo a uma função escalar.”

Essas equações formam um sistema de n equações diferenciais de
segunda ordem, a partir das quais podemos obter as mesmas equações
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do formalismo Newtoniano, diferenciando-se pelo método de obtenção.
O formalismo de Hamilton[5], que descreve o movimento de um

sistema mecânico conservativo usando um sistema de equações diferen-
ciais de primeira ordem simétrico, obtido pela transformação de Le-
gendre aplicada a função Lagrangeana. Estas equações são chamadas
de equações de Hamilton ou equações canônicas, dadas em termos de
coordenadas generalizadas e momentos associados (conjugados) [4].

Veremos que a função de Hamilton, dada sua natureza, pode ser
associada à lei de conservação da energia[4, 5].

Poderemos observar que o formalismo Newtoniano é mais con-
creto e palpável, embora seja mais dif́ıcil pelo caráter vetorial, enquanto
que, neste sentido, os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano, de ca-
ráter escalar, são mais abstratos, mas abrem um leque de possibilidades
maior tornando-os muito mais interessantes e fluidos.

É importante salientar que, neste trabalho, tanto o formalismo de
Lagrange quanto o de Hamilton se aplicam para sistemas conservativos,
sujeitos a v́ınculos holônomos. Em geral, para sistemas que não o são
conservativos, existem outras técnicas para a obtenção das equações de
movimento.

O estudo das equações das dinâmicas Lagrangeana e Hamitoni-
ana no espaço de fase se justifica, segundo [3], como segue:

(i) Para a dinâmica Lagrangeana, uma das vantagens é poder deter-
minar as integrais primeiras através das simetrias que eventual-
mente aparecem na variável q;

(ii) Para a dinâmica Hamitoniana, para um espaço estendido para
mais variáveis pq, pq, a prinćıpio, teremos mais liberdade para en-
contrar as simetrias nestas variáveis, o que pode facilitar encontrar
as integrais primeira.

Sendo assim, podemos identificar melhor a evolução temporal das traje-
tórias do sistema mecânico. Obervamos que nem sempre existem essas
simetrias, nem integrais primeiras.

Ainda sobre o formalismo Hamiltoniano, veremos que as equa-
ções de Hamilton são invariantes sob um determinado tipo de transfor-
mação no espaço de fase[3, 5, 6].

Além dessas transformações veremos, pelo Teorema de Liouville,
que, em particular, um grupo a um parâmetro de transformações do
espaço de fase, chamado de fluxo de fase, aplicado às equações de Ha-
milton preserva o volume infinitesimal[5].

As mais importantes aplicações desta associação entre o fluxo
gerado pelas equações de Hamilton e a preservação de volume, além da
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Geometria Simplética, estão no contexto da mecânica estat́ıstica e da
mecânica quântica [3, 6].

Para tanto, este trabalho foi estruturado como segue:
No Caṕıtulo 2, apresentaremos as definições e as noções bási-

cas da f́ısica Newtoniana[7]. Abordaremos suas equações[5] e a lei de
conservação da energia[4, 7]. Além disto, mostraremos aplicações à
dinâmica, adaptadas de [4, 7].

No Caṕıtulo 3, apresentaremos a definição de coordenadas gene-
ralizadas e espaço de configuração [4] e, a seguir, mostraremos como
o Cálculo Variacional nos permite determinar as equações de Euler-
Lagrange, fundamento do formalismo de Lagrange, o que, por sua vez,
permite definir a função Lagrangeana[5]. Num segundo momento, no
que diz respeito à dinâmica de Hamilton, vamos ver que a função de
Hamilton é dada pela transformação de Legendre aplicada à função de
Lagrange, onde formas quadráticas são levadas à formas quadráticas,
o que nos proporciona determinar as equações de Hamilton[5]. Ainda
temos nesse caṕıtulo alguns exemplos de dinâmicas adaptados de [4, 7].

No caṕıtulo 4, vamos definir as equações de Hamilton usando o
prinćıpio variacional[4, 6] para que possamos conhecer as transforma-
ções canônicas sobre as equações de Hamilton e mostrar que as mesmas
são invariantes sob estas transformações o que é mostrado em uma apli-
cação [6]. Visto isto, abordaremos o Teorema de Liouville, que mostra,
para um grupo a um parâmetro de transformações do espaço de fase,
o volume é conservado[4, 5, 8–10]. Mostraremos, como aplicações, a
dinâmica do pêndulo simples e o Teorema de Poincaré [6, 11].
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2 PRINCÍPIOS BÁSICOS DA MECÂNICA ANALÍTICA
E O FORMALISMO DE NEWTON

Neste caṕıtulo veremos que o formalismo de Newton depende,
além das coordenadas que definem a posição de uma part́ıcula, de for-
ças como vetores (forças internas, externas e de v́ınculo) que envolve
o cálculo vetorial, tornando sua análise mais complexa, ainda que seja
mais direta e intuitiva. As equações de Newton têm a forma de equa-
ções diferenciais de segunda ordem em termos de posição, velocidades
e tempo.

Primeiro vamos apresentar alguns conceitos básicos da F́ısica,
bem como as leis de movimento de Newton (segundo [7, cap. 1].

2.1 POSIÇÃO, VELOCIDADE E ACELERAÇÃO

Consideremos um sistema de eixos coordenados, x, y e z, orto-
gonais, e, neste sistema, uma part́ıcula desloca-se do ponto A para o
ponto B, conforme a Figura 1.

A posição inicial da part́ıcula é dada pelo vetor ~xptq e a posição
final por ~xpt`∆tq. Logo, o vetor deslocamento é dado por

∆~xptq “ ~xpt`∆tq ´ ~xptq. (2.1)

Figura 1 – Trajetória de uma part́ıcula [7]

Com base na equação (2.1) podemos definir algumas grandezas
f́ısicas.
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Definição 2.1. A velocidade média de uma part́ıcula, em um intervalo
de tempo ∆t “ t2´ t1 (variação do tempo no intervalo rt1, t2s), é dada
por:

~vm “
∆~x

∆t
. (2.2)

Definição 2.2. A velocidade instantânea num ponto qualquer da tra-
jetória de uma part́ıcula é dada por:

~v “ 9~x “ lim
∆tÑ0

∆~x

∆t
“
d~x

dt
. (2.3)

Definição 2.3. A aceleração média de uma part́ıcula, em um intervalo
de tempo ∆t, é dada por:

~am “
∆~v

∆t
, (2.4)

sendo ∆~v “ ~vpt`∆tq ´ ~vptq a variação de velocidade entre t e t`∆t.

Definição 2.4. A aceleração instantânea num ponto qualquer da tra-
jetória de uma part́ıcula é dada por:

:~x “ lim
∆tÑ0

∆~v

∆t
“
d~v

dt
ñ :~x “

d2~x

dt2
. (2.5)

2.2 LEIS DO MOVIMENTO DE NEWTON

A formalização Newtoniana da Mecânica está baseada nas três
leis do movimento de Newton, segundo [4, cap.1, seção 1.1]:

Primeira Lei de Newton: Existem sistemas de referên-
cia, ditos inerciais, em relação aos quais toda part́ıcula iso-
lada, isto é, sobre a qual não atuam forças, ou está em re-
pouso ou em movimento retiĺıneo com velocidade constante.

Segunda Lei de Newton: Em qualquer referencial iner-
cial o movimento de uma part́ıcula é regido pela equação:

m.~a “ ~F , (2.6)

sendo:
~a: aceleração da part́ıcula
m: massa da part́ıcula1

~F : força total à qual ela está sujeita
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Terceira Lei de Newton: Em um referencial inercial, a
cada ação corresponde uma reação igual e oposta, isto é, se
~Fij é a força sobre a part́ıcula i exercida pela part́ıcula j e
~Fji é a força sobre a part́ıcula j exercida pela part́ıcula i,
então:

~Fij “ ´~Fji. (2.7)

Para Newton, a existência de um referencial inercial, implica na
existência de uma infinidade de outros referenciais inerciais e, ainda,
para ele o tempo é absoluto, ou seja, flui uniformemente ”sem relação
com qualquer coisa externa”.

A segunda lei de Newton ainda pode ser representada, segundo
[7, cap.2], da seguinte forma:

Quando uma part́ıcula interage, seu estado de movimento é
alterado da seguinte maneira

~F “
d~p

dt
, sendo ~p “ m~v “ m 9~x (2.8)

onde
~F é a resultante das forças que atuam sobre a part́ıcula
~p é seu momento linear (quantidade de movimento da par-
t́ıcula)
m a massa da part́ıcula
~v o vetor velocidade.

2.3 AS EQUAÇÕES DE NEWTON

Os movimentos de um sistema de N part́ıculas são determinados,
exclusivamente pelas posições iniciais e pelas velocidades iniciais, que
determinam a aceleração, ou seja, existe uma função F : UˆRNˆR ÝÑ
RN , pU Ď RN q, tal que:

:x “ F px, 9x, tq, (2.9)

sujeita às condições iniciais xpt0q “ x0 e 9xpt0q “ v0.
A equação (2.9) é chamada de Equação de Newton, cujas solu-

ções, definem de forma única o movimento [5, cap.1, seção D].

1Se a massa for constante. Para o caso de massa variável, temos
dpm~vq

dt
“ ~F .
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Para o sistema de N part́ıculas citado, podemos escrever a equa-
ção de movimento da i-ésima part́ıcula, conforme a segunda e a terceira
leis de Newton da seguinte forma [4, cap.1, seção 1.1]:

d~p

dt
“

N
ÿ

i,j“1,
i‰j

~Fij ` ~F
peq
i “

1

2

N
ÿ

i,j“1,
i‰j

´

~Fij ` ~Fji

¯

`

N
ÿ

i“1

~F
peq
i “

N
ÿ

i“1

~F
peq
i ,

(2.10)
onde:
pi: momento linear da i-ésima part́ıcula
~Fij e ~Fji: forças internas do sistema de N part́ıculas
~F
peq
i : representa a força total externa, isto é, de todo o sistema.

Note que da terceira lei de Newton podemos escrever:

N
ÿ

i,j“1,
i‰j

~Fij “
1

2

N
ÿ

i,j“1,
i‰j

´

~Fij ` ~Fji

¯

“ 0. (2.11)

Na equação (2.10) o momento linear total é dado por:

~Pi “
N
ÿ

i“1

mi~vi “
N
ÿ

i“1

mi
d~xi
dt
, (2.12)

onde:
~P : momento linear total do sistema
~ri: vetor posição da i-ésima part́ıcula
mi: massa da i-ésima part́ıcula
~vi: vetor velocidade da i-ésima part́ıcula

2.4 CONSERVAÇÃO DE ENERGIA E TRABALHO

O estudo do movimento, sob o ponto de vista dos prinćıpios de
conservação, permite uma análise das mesmas equações de movimento
vistas na seção anterior, só que com formatos diferentes. Para tanto,
começamos definindo trabalho realizado pelas forças[4, cap.1, seção 1.1]:

Definição 2.5. Sejam A, B P R3 e γ um caminho de A a B. O
trabalho WAB realizado por todas forças para levar o sistema de A para
B, é definido pela integral de linha:
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WAB “

ż

γ

¨

˚

˝

N
ÿ

i“1

~F
peq
i `

N
ÿ

i,j“1,
i‰j

~Fij

˛

‹

‚

d~xi “
N
ÿ

i“1

ż

γ

~F
peq
i d~xi `

N
ÿ

i,j“1,
i‰j

ż

γ

~Fijd~xi,

(2.13)

temos, pelas equações (2.10) e (2.12):

WAB “

N
ÿ

i“1

ż

γ

mi
9~vi~vidt,

logo

WAB “

N
ÿ

i“1

ż

γ

d

ˆ

1

2
mi~v

2
i

˙

, (2.14)

A equação (2.14) nos dá uma relação muito importante entre
trabalho e a Energia Cinética, que é definida a seguir.

Definição 2.6. A energia cinética de um sistema de N part́ıculas é
dada por:

T “
1

2

N
ÿ

i“1

mi~v
2
i . (2.15)

Note que podemos associar as equações (2.14) e (2.15) e escrever
o trabalho em termos da variação da energia cinética:

WAB “ TB ´ TA. (2.16)

Note [4, cap.1, seção 1.1], que em muitos casos, as forças deri-
vam de potenciais escalares. Estas forças são chamadas de conservati-
vas. Vamos supor que as forças externas admitam uma função energia
potencial V peq, tal que:

F
peq
i “ ´OV peq, (2.17)

ou seja, F peq é o vetor gradiente da energia potencial externa.
Para forças internas, supondo que dependam somente das posi-

ções relativas xij “ xi ´ xj e, também, podemos deduzir que a função
energia potencial Vijpxijq sendo Vij “ Vji, então:

Fij “ ´OVij , (2.18)
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onde Vij é a energia potencial interna, isto é, a Fij é o vetor gradiente
da energia potencial interna. Considerando um sistema de part́ıculas
que se move de A para B, sendo A, B P R3 e γ um caminho de A a B,
da terceira lei de Newton, temos:

ÿ

i,j,
j‰i

ż

γ

~Fijd~xi “
1

2

ÿ

i,j,
j‰i

ż

γ

´

~Fijd~xi ` ~Fjid~xj

¯

“
1

2

ÿ

i,j,
j‰i

ż

γ

~Fijdp~xi ´ ~xjq

“ ´
1

2

ÿ

i,j,
j‰i

ż

γ

OVijd~xij (2.19)

“ ´
1

2

ÿ

i,j,
j‰i

Vij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

A

.

Logo a energia potencial total é dada por:

V “ V peq `
1

2

ÿ

i,j
j‰i

Vij . (2.20)

Logo, para forças conservativas atuando em um sistema, temos
um importante teorema sobre conservação de cnergia:

Teorema 2.1 (Teorema da Conservação de Energia). [4, cap.1,seção
1.1] Se todas as forças são conservativas, a energia total E “ T `V de
um sistema de part́ıculas é conservada

Demonstração. Da Definição 2.5 e da equação (2.15), para força re-
sultante atuando sobre um corpo, independente se as forças são conser-
vativas ou não, podemos escrever:

dW “ dT. (2.21)

Caso a resultante seja conservativa, das equações (2.13), (2.17),
(2.18) e (2.19), podemos escrever:

dW “ ´dV. (2.22)
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Das equações (2.21) e (2.22), temos:

dT “ ´dV ñ dpT ` V q “ 0 ñ T ` V “ CTE. �

No caso de somente forças conservativas atuarem no sistema, a
energia total é constante de movimento.

2.5 SISTEMAS SUJEITOS A VÍNCULOS

As restrições, de natureza cinemática, associadas às posições e
velocidades de uma sistema mecânico de part́ıculas são chamadas de
v́ınculos. Estas restrições, ou seja, os v́ınculos, devem ser levados em
consideração na construção das equações que descrevem o movimento
deste sistema.

É importante salientar que as restrições decorrentes das equações
de movimento (restrições dinâmicas) não são v́ınculos, ou seja, se uma
part́ıcula se move devido à ação de uma força no plano, este plano fixo,
não caracteriza um v́ınculo[4, cap.1, seção 1.2].

Definição 2.7. Chamamos de v́ınculos holonômicos2relacões da forma:

fpξ1, ¨ ¨ ¨ , ξN , tq “ 0, (2.23)

envolvendo somente ξ1, ¨ ¨ ¨ , ξN coordendas das posições e, possivelmente,
o tempo.

Analisando alguns exemplos, a definição de v́ınculos holonômicos
fica mais clara:

Exemplo 2.1. Uma part́ıcula restrita à uma superf́ıcie

A superf́ıcie fpx, y, zq “ 0 na qual a part́ıcula se movimenta,
restringe o movimento da mesma (Figura 2).

Um exemplo de uma superf́ıcie pode ser uma esfera centrada na
origem, de raio R, cuja equação de v́ınculo seria:

fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2 ´R2 “ 0.

Neste exemplo, o v́ınculo é holônomo.

2Palavra de origem grega, holos (inteiro, completo) e nomos (regra, lei)
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Figura 2 – Vı́nculo fpx, y, zq “ 0

Exemplo 2.2. Um pêndulo simples ideal (sem atrito e movimentando-
se em um plano vertical fixo):

Tem como equação de v́ınculo x2 ` y2 ´ l2 “ 0, sendo l o com-
primento da haste.

Neste exemplo, o v́ınculo também é holônomo.

Exemplo 2.3. Um pêndulo duplo (sem atrito e movimentando-se em
um plano vertical fixo):

Tem como equações de v́ınculo:

x2
1 ` y

2
1 ´ l

2
1 “ 0 e px2 ´ x1q

2 ` py2 ´ y1q
2 ´ l22 “ 0,

sendo l1 o comprimento da haste que prende a primeira massa na origem
do sistema e l2 o comprimento da haste que prende a segunda massa
na primeira massa.

Neste exemplo, o v́ınculo também é holônomo.

Exemplo 2.4. [4, cap.1, seção 1.2] Moeda que rola, sem deslizar em
um plano horizontal (sistema conforme figura abaixo - Figura 3):

sendo:
C 1 “ px, yq: projeção da posição do centro de massa da moeda no
plano
θ: ângulo do plano da moeda com o eixo x
φ: ângulo de rotação da moeda em torno de seu eixo de simetria
~v: velocidade do centro de massa
R: raio da moeda
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Figura 3 – Moeda em um plano horizontal

Logo as equações de v́ınculo são dadas por:

9x´R 9φ cos θ “ 0 e 9y ´R 9φ sen θ “ 0. (2.24)

Neste caso, os v́ınculos não são holônomos, pois essas equações
envolvem também velocidades e não somente as coordenadas. Além
disso, não podemos ”integra-las” para equações da forma 2.23.

Exemplo 2.5. Maquina de Atwood (sistema conforme figura abaixo -
Figura (4)):

Figura 4 – Máquina de Atwood

Tem como equação de v́ınculo x1 ` x2 “ l, sendo l dada pelo
raio da roldana e comprimento da corda, também classificado como
holônomo.
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2.6 APLICAÇÕES DO FORMALISMO DE NEWTON

Abaixo, temos alguns exemplos de aplicações da formalização
Newtoniana.

Exemplo 2.6 (Pêndulo simples plano). Uma part́ıcula de massa m
presa a um fio ŕıgido, fixado em 0 e seu movimento é dado em um
plano vertical fixo, descrevendo um arco s dado por θ (ângulo com a
vertical) conforme mostrado na Figura 5.

Figura 5 – Pêndulo simples plano

Análise do sistema:

(i) Vı́nculos: x2 ` y2 “ l2

(ii) O arco s é dado por: s “ lθ

(iii) O peso da part́ıcula: P “ mg, sendo g o valor (norma) da
aceleração da gravidade.

(iv) A velocidade: 9s “ l. 9θ

(v) A aceleração: :s “ l.:θ

Seja F0 a força restauradora do movimento de m, que é dada por
(veja Figura 6):

F0 “ P. sen θ. (2.25)

Substituindo P “ mg na equação (2.25):

F0 “ ´mg. sen θ. (2.26)
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Figura 6 – Forças que atuam no pêndulo simples

Pela segunda lei de Newton, temos que

F0 “ m:s “ ml.:θ. (2.27)

Agora, de (2.26) e (2.27), temos:

ml.:θ “ ´mg. sen θ.

Ou seja, para pequenas oscilações, vamos considerar sen θ « θ:

:θ `
g

l
.θ “ 0. (2.28)

A solução desta EDO linear de segunda ordem pode ser obtida
usando a equação caracteŕıstica:

r2 “ ´
g

l
ñ r “ ˘

c

g

l
i.

Considerando
a

g
l “ ω, θ é dado por:

θ “ A cospωtq `B senpωtq, (2.29)

onde A e B são as constantes de integração.
Uma forma alternativa de representar estas soluções, usando o

ângulo de fase (posição/localização angular) ϕ e uma nova constante
K, dados por:

K2 “ A2 `B2

e

ϕ “ arctg

ˆ

A

B

˙

.
(2.30)
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Logo, a forma alternativa para esta solução (2.29), usando (2.30),
será:

θ “ K cos pωt` ϕq . (2.31)

A equação (2.31) descreve o movimento do pêndulo simples plano.

Exemplo 2.7 (Máquina de Atwood). Conforme Exemplo 2.5, a má-
quina de Atwood pode ser vista na Figura 7 abaixo.

Figura 7 – Máquina de Atwood

Vı́nculos: x1 ` x2 “ l
Análise do sistema:

(i) Consiste em uma roldana sem massa e sem atrito com seu eixo;

(ii) O fio que prende as massas m1 e m2, sem massa, não se estende;

(iii) Sistema começa em repouso e somente começa o movimento ao
soltarmos as duas massas;

Sejam: T1 e T2: trações (tensões) das massas m1 e m2 sobre o fio,
respectivamente; P1 e P2: pesos das massas m1 e m2, respectivamente.

Segue do fio ser ”sem massa”, as trações ao longo do eixo x podem
ser escritas:

|T1| “ |T2| “ T. (2.32)

Pela segunda lei de Newton, temos: F “ ma, logo, para a massa
m1 temos:

P1 ´ T “ F1 ñ m1g ´ T “ m1a1. (2.33)
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Para m2, temos:

T ´ P2 “ F2 ñ T ´m2g “ m2a2. (2.34)

As acelerações podem ser escritas da segunte forma:

|a1| “ |a2| “ a “ :x. (2.35)

Sendo assim, de (2.33), (2.34) e (2.35) temos:

$

&

%

T “ m1g ´m1:x

T “ m2g `m2:x
. (2.36)

Igualando as duas equações, temos:

m2g `m2:x “ m1g ´m1:xñ :x “
m1 ´m2

m1 `m2
g. (2.37)

Observe que podemos escrever esta última equação como:

:x1 “
m1 ´m2

m1 `m2
g, (2.38)

a qual fornece a aceleração de m1, ou seja, descreve o movimento de
m1, é se caracteriza por ser uma equação diferencial de segunda ordem.

Como consequência disto, temos que, para m2 a aceleração será
:x2 “ ´:x1.

Exemplo 2.8 (Pêndulos idênticos acoplados por mola). Considere os
pêndulos conforme Figura 8, abaixo:

Figura 8 – Pêndulo duplo acoplado por mola
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Análise do sistema:

(i) São pêndulos idênticos;

(ii) Fixos por hastes, de comprimento l, ŕıgidas com massas despreźı-
veis;

(iii) A distância entre os pontos de apoio é d;

(iv) As massas m1 e m2, são conectadas por uma mola medindo, em
equiĺıbrio, d de comprimento;

(v) As massas m1 e m2, por serem pêndulos idênticos, são iguais.

Analisando o sistema em repouso, vamos fazer as seguintes con-
siderações.

A posição inicial da massa m1 é de abscissa zero. Sendo assim,
a posição inicial da massa m2 é dada por x2 “ x1 ` d.

Usando coordenadas polares podemos representar x1 e x2 como
segue:

x1 “ l sen θ1

e
x2 “ d` l sen θ2.

(2.39)

Para pequenos deslocamentos a partir do repouso, podemos apro-
ximar sen θ1 « θ1 e sen θ2 « θ2, logo, temos de (2.39) que:

x1 “ lθ1 ñ :x1 “ l:θ1

e

x2 “ d` lθ2 ñ :x2 “ l :θ2.

(2.40)

Para determinar a força restauradora da mola, consideremos
x0 “ 0 (posição da massa m1 e xd “ x2 ´ x1 o comprimento da mola
(referente à posição da massa m2), ambas em repouso. Logo, a força
restauradora da mola, FM , é dada por:

FM “ k|xd ´ d|, (2.41)

onde:
FM é a força restauradora da mola
xd é dado por x2 ´ x1

d é a distância entre as massas com sistema em repouso
k é a constante elástica da mola.
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Substituindo xd em (2.41), temos:

FM “ k|x2 ´ x1 ´ d|. (2.42)

Substituindo a equação (2.40) em (2.42):

FM “ k|d` lθ2 ´ lθ1 ´ d| ñ FM “ kl|θ2 ´ θ1|. (2.43)

Como esta força age simultâneamente nas duas massas, de forma
oposta, conforme Figura (9), temos:

Figura 9 – Força restauradora da mola

FM1 “ klpθ2 ´ θ1q

e
FM2 “ ´klpθ2 ´ θ1q.

(2.44)

Além da força restauradora da mola, as forças que agem em
cada pêndulo são as mesmas que agem em um pêndulo simples. Vamos
analisar conforme a Figura 10 abaixo, tomando como referência a massa
m1.

Forças que atuam nas massas m1 e m2, respectivamente:

(i) P1 e P2, pesos;

(ii) T tração exercida pelas massas no fio;

(iii) FR1 e FR2 resultante tangente ao arco definido pelo movimento
(perpendicular a T );

(iv) θ1 e θ2 são arcos que o fio faz com a vertical quando o sistema sai
do repouso.

As forças FP1 e FP2, decorrentes dos pesos, são dadas por:

FP1 “ ´m1g sen θ1 « ´m1gθ1

e
FP2 “ ´m2g sen θ2 « ´m2gθ2.

(2.45)

Sendo assim, pela segunda lei de Newton, temos:
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Figura 10 – Forças que atuam no pêndulo duplo

FR1 “ FP1 ` FM1

e
FR2 “ FP2 ` FM2.

(2.46)

O que podemos escrever, substituindo as equações (2.44) e (2.45)
em (2.46), da seguinte forma:

m1l:θ1 “ ´m1gθ1 ` klpθ2 ´ θ1q

e

m2l:θ2 “ ´m2gθ2 ´ klpθ2 ´ θ1q.

(2.47)

Como as massas m1 e m2, são iguais, podemos escrever m1 “

m2 “ m, e isolando :θ1 e :θ1 em (2.47), temos:

:θ1 “ ´
g

l
θ1 `

k

m
pθ2 ´ θ1q

e

:θ2 “ ´
g

l
θ2 ´

k

m
pθ2 ´ θ1q.

(2.48)

Somando e subtraindo as equações de (2.48), temos o sistema:

$

’

’

&

’

’

%

:θ2 ` :θ1 “ ´
g

l
pθ2 ` θ1q

:θ2 ´ :θ1 “ ´
g

l
pθ2 ´ θ1q ´

2k

m
pθ2 ´ θ1q

. (2.49)

O que podemos escrever da seguinte forma:
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$

’

’

’

&

’

’

’

%

d2

dt2
pθ2 ` θ1q `

g

l
pθ2 ` θ1q “ 0

d2

dt2
pθ2 ´ θ1q `

ˆ

g

l
`

2k

m

˙

pθ2 ´ θ1q “ 0

. (2.50)

Tomando f “ θ2 ` θ1 e h “ θ2 ´ θ1, ficamos com duas equações
diferenciais ordinárias lineares de segunda ordem descritas da seguinte
forma:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

d2f

dt2
`
g

l
f “ 0

d2h

dt2
`

ˆ

g

l
`

2k

m

˙

h “ 0

. (2.51)

Cujas soluções, dadas usando as equações caracteŕısticas

r2 “ ´
g

l
er2 “ ´

ˆ

g

l
`

2k

m

˙

.

Considerando ω2
1 “

g

l
e ω2

2 “

ˆ

g

l
`

2k

m

˙

, temos que f e h serão:

f “ A cos pω1tq `B sen pω1tq
e

h “ C cos pω2tq `D sen pω2tq .
(2.52)

Sendo, A, B, C e D, os parâmetros (constantes de integração).
Uma forma alternativa de representar estas soluções, usando os

ângulos de fase (posição/localização angular) ϕ1 e ϕ1 e novas constantes
K1 e K2, dados por:

K2
1 “ A2 `B2,

K2
2 “ C2 `D2,

ϕ1 “ arctg

ˆ

A

B

˙

e

ϕ2 “ arctg

ˆ

C

D

˙

.

(2.53)

Logo, a forma alternativa para estas soluções (2.52), usando
(2.53), será:
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f “ K1cos pω1t` ϕ1q

e
h “ K2 cos pω2t` ϕ2q .

(2.54)

Como f “ θ2 ` θ1 e h “ θ2 ´ θ1, precisamos determinar θ1 e θ2.

f “ θ2 ` θ1 “ K1cos pω1t` ϕ1q

e
h “ θ2 ´ θ1 “ K2 cos pω2t` ϕ2q .

(2.55)

Somando f e h, temos:

θ2 “
1

2
rK1cos pω1t` ϕ1q `K2 cos pω2t` ϕ2qs . (2.56)

Subtraindo f e h, temos:

θ1 “
1

2
rK1cos pω1t` ϕ1q ´K2 cos pω2t` ϕ2qs . (2.57)

Que são as equações de movimento para o sistema de pêndulos
idênticos acoplados por uma mola.

As possibilidades de movimento de m1 e m2 estão representadas
abaixo, na Figura 11, que dependem das condições iniciais, ou seja,
θ1p0q, θ2p0q, 9θ1p0q e 9θ2p0q.

Figura 11 – Posśıveis movimentos dos pêndulos acoplados

Na Figura 11(a), ocorre se uma das massas é puxa para fora,
ou seja, ou m1 para esquerda ou m2 para direita. Na Figura 11(b),
ocorre se uma das massas é empurrada para dentro, ou seja, ou m1

para direita ou m2 para esquerda.
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3 PRINCÍPIOS VARIACIONAIS, A EQUAÇÃO DE
EULER-LAGRANGE E AS EQUAÇÕES DE
HAMILTON

No caṕıtulo anterior vimos que o formalismo Newtoniano envolve
grandezas vetoriais como posição, velocidade e aceleração, além de de-
pender das forças de v́ınculo, o que deixa exaustivo e extenso o processo
de modelagem e a descrição do movimento de um sistema mecânico.

Neste caṕıtulo veremos outras formas mais convenientes de mo-
delar e representar o movimento de um sistema de part́ıculas, ou seja,
as equações de Euler-Lagrange e as equações de Hamilton.

A mecânica de Lagrange e de Hamilton descrevem o movimento
em um sistema mecânico sujeito à v́ınculos holônomos e trataremos
somente o caso conservativo.

3.1 COORDENADAS GENERALIZADAS E ESPAÇO DE CONFI-
GURAÇÃO

Segundo [4, cap.1, seção 1.4], em sistemas holônomos é posśıvel
introduzir um certo número n de variáveis, independentes, denotadas
por q1, ¨ ¨ ¨ , qn e denominadas coordenadas generalizadas, de forma
que: (a) o vetor posição de cada part́ıcula é determinado univocamente
em cada instante pelos valores dos q1is; (b) os v́ınculos, supostos todos
da forma (2.23), são identicamente satisfeitos se expressos em termos
de q1is.

Agora, sejam q1, ¨ ¨ ¨ , qn coordenadas generalizadas, tal que, a
posição de cada particula do sistema seja definida univocamente por:

xi “ xipq1, ¨ ¨ ¨ , qn, tq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n (3.1)

de forma que cada v́ınculo, a que este sistema esteja sujeito, seja iden-
ticamente satisfeito. Temos que n é o número total de coordenadas
necessárias para identificar a posição de N part́ıculas (3N coordena-
das) sujeitas a R v́ınculos, ou seja:

n “ 3N ´R, (3.2)

sendo 3N as coordenadas px1, y1, z1q, ¨ ¨ ¨ , pxN , yN , zN q.

O número de coordenadas generalizadas é chamada de grau de liber-
dade do sistema - GL.
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Definição 3.1. As coordenadas generalizadas como eixos coordenados,
definem um espaço cartesiano chamada de espaço de configuração
de um sistema de N part́ıculas com dimensão n (n coordenadas gene-
ralizadas).

Exemplo 3.1 (Pêndulo simples plano). Tomando como base o Exem-
plo 2.6 e a Figura 5, podemos observar que a posição da massa é dada
por px, yq (eixo oy com sentido positivo para baixo). Podemos repre-
sentar a posição em função de θ, ou seja:

x “ l. sen θ

y “ l. cos θ,

logo, temos uma coordenada generalizada q “ θ, ou seja, este sistema
tem 1 grau de liberdade.

Exemplo 3.2 (Pêndulos idênticos acoplados por mola). Considere os
pêndulos conforme Figura 8 abaixo [4, cap.1, seção 1.4]:

Figura 12 – Pêndulo duplo acoplado

Neste exemplo, temos as equações de v́ınculo dadas por:

x2
1 ` y

2
1 ´ l

2 “ 0 e

px2 ´ x1q
2 ` py2 ´ y1q

2 ´ l2 “ 0.

Podemos escrever as coordenadas x1 e y1 em termos de θ1:

x1 “ l1. sen θ1

y1 “ l1. cos θ1,

e as as coordenadas x2 e y2 em termos de θ1 e θ2:
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x2 “ l1. sen θ1 ` l2. sen θ2

y2 “ l1. cos θ1 ` l2. cos θ2,

logo, temos duas coordenadas generalizadas q1 “ θ1 e q2 “ θ2, ou seja,
este sistema tem 2 graus de liberdade.

Um sistema mecânico, sujeito a v́ınculos holônomos, é descrito
usando coordenadas generalizadas, o que é uma condição indispensá-
vel na construção da equação de Euler-lagrange. Nas próximas seções
detalharemos esta construção.

3.2 PRINCÍPIOS VARIACIONAIS E EQUAÇÃO DE EULER-LAGRANGE

Para que possamos definir a equação de Euler-Lagrange que des-
creve o movimento de um sistema mecânico holônomo, precisamos co-
nhecer o cálculo de variação, também chamado de Prinćıpio Variacional
de Hamilton.

Visto que a equação de Euler-Lagrange vem do prinćıpio de
D’Alembert, sua dedução (sem rigor matemático) pode ser vista no
Apêndice A.

3.2.1 Funcionais e o cálculo variacional

O cálculo de variações tem por objetivo estudar otimização de
funcionais, ou seja, determinar máximos e mı́nimos de funções cujo
domı́nio é um espaço vetorial, em particular, aqueles de dimensões in-
finitas. A seguir vamos introduzir alguns conceitos importantes de [12,
cap. 2, seções 1.1 a 1.4].

Definição 3.2. Uma curva em Rn é função cont́ınua γ : I Ñ Rn, onde
I é o intervalo I “ ra, bs, sendo a, b P R.

Definição 3.3. O espaço de curvas C em Rn, é C “ tγ|γ : I Ñ
Rn é uma curvau, onde I é o intervalo I “ ra, bs, sendo a, b P R. Note
que a dimensão deste espaço é infinita.

Definição 3.4. Se X é um espaço linear normado sobre C, um funci-
onal linear em X é um mapa Φ : X Ñ C satisfazendo Φpαx ` βyq “
αΦpxq ` βΦpyq para todos os vetores x e y em X e todos escalares α e
β.

Definição 3.5. Seja Φptq um funcional sobre o espaço de curvas C.
Dizemos que Φ é diferenciável (referência no Apêndice B.1.1) em γ se
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para qualquer deslocamento h no espaço de curvas C temos que existem
F e R, funcionais de C em R tais que:

(1) Φpγ ` hq “ Φpγq ` F phq `Rphq;

(2) F é linear em h: F pαh` h1q “ αF phq ` F ph1q;

(3) R depende das ordens superiores em h, ou seja, R “ Oph2q.

Neste caso, F é dita diferencial de Φ em γ.
Note que C é um espaço (métrico) normado e:

(i) }γ} é comprimento
1
ş

0

a

1` γ2ptqdt;

(ii) Um deslocamento h é tal que: @ε ą 0 D δ ą 0 | para } h} ă
δ, }γ ´ h} ă ε.

Exemplo 3.3. Segundo [5, cap.3, seção 12], um exemplo de um funcio-
nal é o comprimento de uma curva no plano euclidiano: se γ “ tpt, qq :

q “ qptqu, então Φpγq “
t1
ş

t0

a

1` q2dt, onde q “ x é uma coordenada

generalizada.
Em geral, um funcional é qualquer mapeamento do espaço de

curvas para os números reais.
Consideramos uma ”aproximação” γ1 para γ1 “ tpt, qq : q “

qptq ` hptqu. Vamos chamá-lo γ1 “ γ ` h. Considere o incremento de
Φ, Φpγ ` hq ´ Φpγq (Figura 15).

Figura 13 – Variação de uma curva

Para o caso de somente uma coordenada generalizada q para
a função L, ou seja, L pqptq, 9qptq, tq, onde q “ x é uma coordenada
generalizada, temos, sobre diferenciabilidade, o seguinte teorema:
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Teorema 3.1. O funcional Φpγq “
t1
ş

t0

L pqptq, 9qptq, tq dt é diferenciável

e sua derivada é dada por:

F phq “

t1
ż

t0

„

BL

Bq
´
d

dt

ˆ

BL

B 9q

˙

h dt`

ˆ

BL

B 9q

˙

h

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1

t0

, (3.3)

Demonstração. Da Definição 3.5, temos:

Φpγ ` hq ´ Φpγq “

t1
ż

t0

”

L
´

q ` h, 9q ` 9h, t
¯

´ L pq, 9q, tq
ı

dt

¨
h
h
“

t1
ż

t0

»

–h
L
´

q ` h, 9q ` 9h, t
¯

´ L pq, 9q, tq

h

fi

fl dt

“

ż t1

t0

„

BL

Bq
h`

BL

B 9q
9h



dt
looooooooooooomooooooooooooon

F phq

`Oph2q (3.4)

“ F phq `R,

onde, da equação (3.4), temos:

F phq “
t1
ş

t0

„

BL

Bq
h`

BL

B 9q
9h



dt e R “ Oph2q.

Note que na segunda igualdade multiplicamos por
h

h
e a terceira

igualdade foi obtida usando a expansão por série de Taylor.

Integrando
BL

B 9q
9h por partes, tomando u “

BL

B 9q
e dv “ 9hdt, temos:

t1
ż

t0

BL

B 9q
9hdt “

ˆ

h
BL

B 9q

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1

t0

´

t1
ż

t0

h
d

dt

ˆ

BL

B 9q

˙

dt. (3.5)

Então, F phq será:

F phq “

t1
ż

t0

„

BL

Bq
´
d

dt

ˆ

BL

B 9q

˙

h dt`

ˆ

BL

B 9q

˙

h

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1

t0

. � (3.6)

Sendo assim, podemos fazer a seguinte definição:



46

Definição 3.6. Com relação a γ, temos que:

(i) γ é extremo de F phq se, e somente se, ela maximiza ou minimiza
F ;

(ii) γ é ponto cŕıtico se, e somente se, F phq “ 0 para todo incremento
h.

Em particular, se γ é um extremo, ela é um ponto cŕıtico, o que
vamos provar a rećıproca.

Para tanto, vamos precisar do seguinte lema:

Lema 3.1. [5, cap.3, seção 12B] Se uma função cont́ınua fptq, t0 ď
t ď t1, satifaz

t1
ż

t0

fptqhptqdt “ 0,

para qualquer função cont́ınua, hptq com hpt0q “ hpt1q “ 0, então
fptq ” 0.

Demonstração. Seja fpt1q ą 0 para algum t1, t0 ă t1 ă t1. Dado que
a função f é cont́ınua e fptq ą c na vizinhança ∆ do ponto t1, tal que:
t0 ă t1 ´ d ă t ă t1 ` d ă t1 (veja Figura 14):

Figura 14 – Contrução da função h

Fora da vizinhança ∆ temos que hptq “ 0, na vizinhança ∆ temos
que hptq ą 0 e em ∆

2 , hptq “ 1, ou seja, para t, t0 ă t1 ´ 1
2d ă t ă

t1 ` 1
2d ă t1, então:

t1
ż

t0

fptqhptqdt ě dc ą 0,

o que contradiz a hipótese, mostrando que fpt1q “ 0 para todo t1, satis-
fazendo t0 ă t1 ă t1. �



47

Teorema 3.2. Dado o funcional

Φpγq “

t1
ż

t0

L pqiptq, 9qiptq, tq dt i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n (3.7)

no espaço de curvas, que que unem pt0, q1, ¨ ¨ ¨ , qnq e pt1, q1, ¨ ¨ ¨ , qnq. A
curva γ é um extremo deste funcional se, e somente se,

BL

Bqi
´
d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

“ 0

é satisfeita ao longo da curva γ.

Demonstração. Seja γ “ γpq1, ¨ ¨ ¨ , qnq um extremo do funcional di-
ferenciável Φpγq. Como a derivada total dΦpγq é a soma das derivadas
parciais (referências no Apêndice B.1.2), ou seja,

dΦpγq “
n
ÿ

i“1

rΦ pq1, ¨ ¨ ¨ , qi ` δi, ¨ ¨ ¨ , qnq ´ Φ pq1, ¨ ¨ ¨ , qnqs dqi `Opq
2
i q,

logo, dos Teoremas 3.1 e 3.2, da Definição 3.6 e do Lema 3.1 temos:

dΦpγq “ 0 ô Φpγ ` hq ´ Φpγq “ 0 ô

dΦpγq “

ż t1

t0

n
ÿ

i“1

rL pq1, ¨ ¨ ¨ , qi ` hi, ¨ ¨ ¨ , qn, 9q1, ¨ ¨ ¨ , 9qn, tq

´ L pq1, ¨ ¨ ¨ , qn, 9q1, ¨ ¨ ¨ , 9qn, tqs ¨
hi
hi
dt

`

ż t1

t0

n
ÿ

i“1

”

L
´

q1, ¨ ¨ ¨ , qn, 9q1, ¨ ¨ ¨ , 9qi ` 9hi, ¨ ¨ ¨ , 9qn, t
¯

´ L pq1, ¨ ¨ ¨ , qn, 9q1, ¨ ¨ ¨ , 9qn, tqs ¨
hi
hi
dt

teor 3.1
“

t1
ż

t0

n
ÿ

i“1

„

BL

Bqi
hi `

BL

B 9qi
9hi



dt`Oph2
i q. (3.8)

Integrando
BL

B 9qi
9hi por partes, conforme equações (3.5) e (3.6),
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tomando ui “
BL

B 9qi
e dvi “ 9hidt, temos:

dΦpγq
teor 3.1
“

t1
ż

t0

n
ÿ

i“1

„

BL

Bqi
´
d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

hi dt`
n
ÿ

i“1

ˆ

BL

B 9qi
hi

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1

t0

.

Como hipt0q “ hipt1q “ 0, o termo

ˆ

BL

B 9qi
hi

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1

t0

“ 0, pelo Lema

3.1 e pela Definição 3.6, temos:

dΦpγq “

t1
ż

t0

n
ÿ

i“1

„

BL

Bqi
´
d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

hi dt “ 0 ô
BL

Bqi
´
d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

“ 0.�

(3.9)

Exemplo 3.4. [5, cap.3, seção 12B] Seja L “
?

1` 9x2, vamos verificar
que os extremos de comprimento são segmentos de retas.

Considere L “
?

1` 9x2, temos:

BL

Bx
“ 0 ñ

BL

B 9x
“

9x
?

1` 9x2
.

Derivando esta última, com relação ao tempo, e pelo Teorema
3.2, temos:

d

dt

ˆ

BL

B 9x

˙

“
d

dt

ˆ

9x
?

1` 9x2

˙

“ 0.

Logo:

9x
?

1` 9x2
“ cñ 9x “ c1 ñ x “ c1t` c2.

Confirmando, assim, que os extremos são segmentos de retas.

Observação 3.1. Note que para t0 e t1, não há variação, ou seja,
hpt0q “ hpt1q “ 0. Veja figura abaixo:
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Figura 15 – Menor caminho

3.2.2 Equação de Euler-Lagrange

Do Teorema 3.2 temos uma importante definição:

Definição 3.7. Chamamos de equação de Euler-Lagrange para o fun-

cional Φpγq “
t1
ş

t0

L pqiptq, 9qiptq, tq dt a expressão dada por:

d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

´
BL

Bqi
“ 0, (3.10)

onde:
qi são coordenadas generalizadas e i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n;
γ “ tpt, qq : qptq “ q, t0 ď t ď t1u uma curva no espaço de dimensão
n` 1 (Rˆ Rn);
L : Rn ˆ Rn ˆ RÑ R uma função de 2n` 1 variáveis.

A generalização do Teorema 3.2, ou seja, de n “ 1 para n qual-
quer, é dada pelo próximo teorema:

Observação 3.2. As equações de Euler-Lagrange formam um sistema
de equações diferenciais de segunda ordem de 2n variáveis, nas quais
tem soluções dadas em 2n condições iniciais para determina-las, do
tipo qpt0q “ q0 e 9qpt0q “ v0.

Em resumo, a curva γ é um extremo do funcional Φ se a equação
de Euler-Lagrange é satisfeita ao longo de γ.

Note que podemos escolher o sistema de coordenadas indepen-
dentes mais adequado, pois os extremos irão satisfazer a equação de
Euler-Lagrange. Por exemplo, o comprimento de uma curva pode ser
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determinado em função de coordenadas cartesianas ou polares, como
por exemplo:

Φpγq “

t1
ż

t0

b

9x2
1 ` 9x2

2dt ou Φpγq “

t1
ż

t0

a

9r2 ` r2 9ϕ2dt.

Neste caso os extremos são os mesmos e são segmentos de retas.

3.2.3 Prinćıpio da Ação Mı́nima de Hamilton e as equações de Euler-
Lagrange

Para sistemas convervativos, podemos observar, do Teorema 2.1
que:

dT “ ´dV,

que pode ser escrito da seguinte forma (não foi considerado a rotação):

d

dt
pmi 9qiq `

BV

Bqi
“ 0. (3.11)

Comparando com a dinâmica Lagrangeana, a equação:

d

dt

ˆ

BL

B 9q

˙

´
BL

Bq
“ 0, (3.12)

nos remete a um importante teorema, chamado de Prinćıpio da Ação
Mı́nima de Hamilton [5, cap.3, seção 13A] que é uma aplicação do
cálculo variacional na mecânica.

Teorema 3.3 (Prinćıpio da Ação Mı́nima de Hamilton). Movi-
mentos do sistema mecânico (equação (3.11)), coincidem com extremos
do funcional:

Φpγq “

t1
ż

t0

Ldt,

onde L “ T ´ V , é a diferença entre a energia cinética e potencial.

Demonstração. Como V “ V pqq e T “
1

2

ř

mi 9q2
i , temos que:

BL

B 9q
“
BT

B 9q
“ mi 9qi e

BL

Bq
“ ´

BV

Bq
. (3.13)
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O resultado segue pelo Teorema 3.2. �
Algumas notações que vamos utilizar deste ponto em diante:

(i) Lpq, 9q, tq “ T ´ V é a função de Lagrange ou Lagrangeana ;

(ii) q1, ¨ ¨ ¨ , qn chamadas de coordenadas generalizadas;

(iii) 9q1, ¨ ¨ ¨ , 9qn chamadas de velocidades generalizadas;

(iv) A funcional Φpγq “
şt1
t0
L pqi, 9qi, tq dt é chamada Ação.

Introduziremos:

(a) momentos generalizados definidos por

BL

B 9qi
“ pi; (3.14)

(b) forças generalizadas definidas por

BL

Bqi
“ 9pi. (3.15)

A equação de Euler-Lagrange, vista até o momento, tem como
base o prinćıpio variacional, mais precisamente, o prinćıpio da Ação
Mı́nima de Hamilton, que foi adaptado e resumido de [5, cap.3]. Note
que as equações de Euler-Lagrange descrevem um sistema de equações
diferenciais ordinárias de segunda ordem a duas variáveis para cada
equação, num total de 2n variáveis, ou seja, temos, para solucionar
este sistema, 2n condições inicias qip0q e 9qip0q.

3.3 APLICAÇÕES DO FORMALISMO DE LAGRANGE

Usando o formalismo Lagrangeano, nas aplicações abaixo, pode-
remos ver como o processo para determinar as equações de movimento
é mais simples e econômico, em comparação ao visto na seção 2.6.

Exemplo 3.5 (Pêndulo simples plano). Com base no Exemplo 2.6 e
na Figura 5, temos uma part́ıcula de massa m presa a um fio ŕıgido,
fixado na origem 0 e seu movimento é dado em um plano vertical fixo,
descrevendo um arco s dado por θ (ângulo com a vertical).
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Precisamos usar um sistema de coordenadas adequado e que es-
tas sejam independentes entre si. Sendo assim, usando coordenadas
polares temos a posição da massa m dada por:

x “ l. cos θ (3.16)

y “ l. sen θ. (3.17)

As velocidades, derivando (3.16) e (3.17), são das por:

9x “ ´l 9θ. sen θ (3.18)

9y “ l 9θ. cos θ. (3.19)

Podemos identificar que este sistema tem uma coordenada ge-
neralizada θ, ou seja, tem 1 grau de liberdade (G.L.=1). Neste caso

temos que q “ θ e 9q “ 9θ, coordenada e velocidade generalizadas.
A energia cinética é dada por:

T “
1

2
mp 9x2 ` 9y2q,

que das equações (3.18) e (3.19) resultam em:

T “
1

2
m 9θ2l2psen2 θ ` cos2 θq ñ T “

1

2
m 9θ2l2. (3.20)

A energia potencial é dada por:

V “ ´mgl cos θ. (3.21)

Sendo assim, das equações (3.20) e (3.21), a Lagrangeana será
dada por:

L “ T ´ V ñ L “
1

2
m 9θ2l2 `mgl cos θ. (3.22)

Logo, pelo Teorema 3.2, temos:

d

dt

ˆ

BL

B 9θ

˙

´
BL

Bθ
“ 0, (3.23)

então precisamos calcular o que segue:

BL

B 9θ
“ m 9θl2 e

BL

Bθ
“ ´mgl sen θ. (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23):
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d

dt

´

m 9θl2
¯

`mgl sen θ “ 0 ñ m:θl2 `mgl sen θ “ 0. (3.25)

Dividindo (3.25) por ml2, temos a equação que descreve o movi-
mento de m (para pequenas oscilações, ou seja, sen θ « θ):

:θ `
g

l
θ “ 0. (3.26)

Exemplo 3.6 (Máquina de Atwood). Conforme Exemplo 2.7, a má-
quina de Atwood pode ser vista na Figura 7.

Vı́nculos: x1 ` x2 “ l
Por se tratar de um sistema com 1 grau de liberdade, pois os

v́ınculos são descritos por x1 ` x2 “ l, logo, x2 “ l ´ x1. Tomando
x1 “ x, onde q “ x é a coordenada generalizada do sistema.

A energia Cinética é dada por:

T “
1

2
pm1 `m2q 9q2. (3.27)

A energia potencial é dada por:

V “ ´m1gq ´m2gpl ´ qq. (3.28)

Sendo assim, temos a Lagrangeana:

L “
1

2
pm1 `m2q 9q2 `m1gq `m2gpl ´ qq. (3.29)

Para que possamos determinar as equações de Euler-Lagrange,
precisamos calcular:

BL

B 9q
“ pm1 `m2q 9q e

BL

Bq
“ m1g ´m2g “ pm1 ´m2qg. (3.30)

Como as equações de Euler-Lagrange são da forma:

d

dt

ˆ

BL

B 9q

˙

´
BL

Bq
“ 0. (3.31)

Substitúındo (3.30) em (3.31):

d

dt
rpm1 `m2q 9qqs ´ pm1 ´m2qg “ 0.

Logo, temos:
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pm1 `m2q:q “ pm1 ´m2qg.

O que resultam em:

:q “ :x “
m1 ´m2

m1 `m2
g. (3.32)

Exemplo 3.7 (Pêndulos idênticos acoplados por mola). Com base no
Exemplo 2.8, considere os pêndulos conforme Figura 8.

Este sistema tem grau de liberdade 2, ou seja, tem duas coorde-
nadas generalizadas q1 “ θ1 e q2 “ θ2.

A energia Cinética é dada por:

T “
1

2
pm1

9θ1
2
`m2

9θ2
2
ql2 “

1

2
ml2

´

9θ1
2
` 9θ2

2
¯

. (3.33)

A energia potencial total é dada pela soma da energia potencial
da mola e energia potencial de cada pêndulo:

V “ VMola ` VPêndulo

“
kl2

2
pθ2 ´ θ1q

2 `
mgl

2
pθ2

2 ` θ
2
1q. (3.34)

A Lagrangeana será dada por:

L “
1

2
ml2

´

9θ1
2
` 9θ2

2
¯

´
kl2

2
pθ2 ´ θ1q

2 ´
mgl

2
pθ2

2 ` θ
2
1q. (3.35)

Para que possamos determinar as equações de Euler-Lagrange,
precisamos calcular:

BL

B 9θ1

“ ml2 9θ1

BL

B 9θ2

“ ml2 9θ2

BL

Bθ1
“ kl2pθ2 ´ θ1q ´mglθ1

BL

Bθ2
“ ´kl2pθ2 ´ θ1q ´mglθ2.

(3.36)
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Como as equações de Euler-Lagrange são da forma:

d

dt

ˆ

BL

B 9θi

˙

´
BL

Bθi
“ 0. (3.37)

Substitúındo (3.36) em (3.37):

d

dt

´

ml2 9θ1

¯

´ kl2pθ2 ´ θ1q `mglθ1 “ 0

d

dt

´

ml2 9θ2

¯

` kl2pθ2 ´ θ1q `mglθ2 “ 0.

(3.38)

Logo, temos:

ml2 :θ1 ´ kl
2pθ2 ´ θ1q `mglθ1 “ 0

ml2 :θ2 ` kl
2pθ2 ´ θ1q `mglθ2 “ 0,

(3.39)

que são as equações de Euler-Lagrange que descrevem o movimento
do sistema de dois pêndulos idênticos acoplados por mola. Note que
são equações diferenciais de segunda ordem.

3.4 TRANSFORMAÇÃO DE LEGENDRE

Para conhecermos o formalismo Hamiltoniano, vamos abordar,
agora, sobre a transformação de Legendre, o que, por sua vez, nos levará
à equação ou função de Hamilton (Hamitoniana) e, consequentemente,
às equações do movimento de Hamilton.

Além disto, esta transformação, é, também, uma ferramenta ma-
temática muito útil, pois transforma funções em um espaço vetorial em
funções no espaço dual.

Segundo [5, cap.3, seção 14A], seja y “ fpxq uma função con-
vexa1(ou seja, f2pxq ą 0), uma transformação de f é uma nova função
g de uma nova variável p, que é constrúıda da seguinte maneira (Figura
16):

Desenhamos o gráfico de f no plano xy. Seja p um número dado.
Considere a reta y “ px.

Tomamos o ponto x “ xppq no qual a curva f está mais distante
da reta y na direção vertical: para cada p a função px´ fpxq “ F pp, xq
tem um máximo em relação a x no ponto xppq. Agora definimos

1Referências no Apêndice B.1.7.1 e B.1.7.2.
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Figura 16 – Contrução da transformação de Legendre

gppq “ F pp, xppqq. Esta transformação é chamada de transformação
de Legendre.

O ponto xppq é definido pela condição de extremante
BF

Bx
“ 0,

ou seja, f 1pxq “ p. Como f é uma função convexa, então xppq é único,
se existir.

Exemplo 3.8. Abaixo, alguns exemplos de funções gppq:

(i) Para fpxq “ x2 ñ F pp, xq “ px ´ x2 ñ
BF

Bx
“ p ´ 2x “ 0

ñ xppq “
1

2
pñ gppq “ F

´

p,
p

2

¯

“ p.
1

2
p´

ˆ

1

2
p

˙2

ñ gppq “
p2

4
.

(ii) Para fpxq “
mx2

2
ñ F pp, xq “ px´

mx2

2
ñ f 1pxq “ mx “ p

xppq “
p

m
ñ gppq “ F

´

p,
p

m

¯

“ p.
p

m
´
m
`

p
m

˘2

2
ñ gppq “

p2

2m
.

(iii) Para fpxq “
xα

α
ñ F pp, xq “ px´

xα

α
ñ f 1pxq “ xα´1 “ p

xppq “ p
1

α´1 ñ gppq “ F
´

p, p
1

α´1

¯

“ p.p
1

α´1 ´
p

1
α´1

α
ñ

gppq “ p.p
1

α´1 ´
p

α
α´1

α
“
pα´ 1qp

α
α´1

α
.



57

Que podemos escrever:

gppq “
p

α
α´1

α

α´ 1

.

Tomando β “
α

α´ 1
, temos: gppq “

pβ

β
, desde que

1

α
`

1

β
“ 1.

3.4.1 Involutividade

Para uma função f , diferenciável (referências no Apêndice B.1.1),
quantas vezes forem necessárias, com f2pxq ą 0 (referências no Apên-
dice B.1.7.1), veremos, no seguinte teorema, a involutividade, em geral2,
da transformação de Legendre.

Teorema 3.4. A transformação de Legendre é involutiva, isto é, se
sob a transformação de Legendre, f for levada para g, então a trans-
formação de Legendre de g a levará para f .

Demonstração. Seja gppq. Aplicando a transformação de Legendre,
temos:

Gpx, pq “ xp´ gppq, (3.40)

onde usamos uma nova variável x para determinar a nova função trans-
formada G.

Como
BG

Bp
“ 0 ñ g1ppq “ x, pois ppxq é ponto de máximo de G,

logo, a transformação de Legendre de gppq, será em função em x, ou
seja, Gpx, ppxqq. Chamaremos esta função trasnformada de fpxq, ou
seja, fpxq “ Gpx, ppxqq.

Note que, geometricamente, G é a ordenada do ponto de abscissa
x na tangente ao gráfico de fpxq, com inclinação p.

A a função g é linear em x com
BG

Bx
“ p, pois p é fixo e, tomando

x “ xppq, temos a transformação de Legendre, para fpxq:

fpxq “ Gpx, pq “ px´ gppq.

Veja Figura 17 abaixo:

2Por exemplo, no caso de eletromagnetismo, esta transformação deve ser tratada
de forma diferente.
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Figura 17 – Involutividade da transformação de Legendre [5, cap.3,
seção 14C]

Com p variando e x “ x0 fixo, temos que Gpx, pq assume valores
que são as ordenadas dos pontos de intersecção da reta x “ x0 com a
reta tangente ao gráfico de fpxq, para cada inclinação p.

Usando convexidade (veja Teorema B.2, no Apêndice B.1.7.1),
as tangentes estão abaixo de f , logo, o máximo de Gpx, pq para xpp0q

é a função fpxq. �

Corolário 3.1. Seja uma determinada famı́lia de retas dadas por
y “ px ´ gppq, então sua transformada tem a equação y “ fpxq, onde
f é a transformação de Legendre.

Uma relação entre a função f e sua transformada pode ser vista
abaixo [5, cap.3, seção 14]

Definição 3.8. Sejam duas funções f e g, que são tranformações de
Legendre, uma da outra. Estas funções são chamadas de duais no sen-
tido de Young.

Pela definição de tranformasção de Legendre, temos que
F px, pq “ px´ fpxq é menor ou igual a gppq para qualquer x e p, desta
forma, temos a desigualdade de Young, dada por:

px ď fpxq ` gppq. (3.41)

Exemplo 3.9. Abaixo, alguns exemplos da desigualde de Young:

(i) Para fpxq “
x2

2
ñ temos gppq “

p2

2
.

Então, px ď
x2

2
`
p2

2
para todo x e p.
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(ii) Para fpxq “
xα

α
e gppq “

pβ

β
onde

1

α
`

1

β
“ 1 e α ą 1 e β ą 1,

temos a desigualdade de Young dada por px ď
xα

α
`
pβ

β
para todo

x ą 0 e p ą 0.

3.4.2 Transformação de Legendre para mais de uma variável

Seja uma função fpxq convexa e x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, ou seja, a

forma quadrática

ˆˆ

B2f

Bx2

˙

dx, dx

˙

é positiva, então a transformação

de Legendre é a função gppq da variável vetorial p “ pp1, ¨ ¨ ¨ , pnq sendo,
a transformação de Legendre:

gppq “ F pp, xppqq “ maxx F pp, xq,

onde:

(i) F pp, xq “ px ´ fpxq e p “
Bf

Bx
, sendo px produto interno no

espaço positivo defindo no espaço euclidiano Rn

(ii) maxx F pp, xq é máximo da norma de F com relação a x no espaço
Rn

Sendo assim, a transformação de Legendre, quando estão envol-
vidas mais de uma variável, pode ser aplicada, inclusive a desigualdade
de Young.

Teorema 3.5. Seja f uma forma quadrática fpxq “
ř

fijxixj. A sua
transformação de Legendre é, também uma forma quadrática gppq “
ř

gijpipj, e que os valores de ambas as formas nos pontos correspon-
dentes coincidem (Figura 17):

f pxppqq “ gppq e g pppxqq “ fpxq.

Demonstração. Seja fpxq uma forma quadrática dada por fpxq “
ř

fijxixj, sendo i, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, logo, derivando f com relação a xi,
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temos:

Bf

Bxi
“

B

Bxi

˜

ÿ

j,k

fjkxjxk

¸

“
ÿ

j,k

fjk

ˆ

Bxj
Bxi

˙

xk `
ÿ

j,k

fjkxj

ˆ

Bxk
Bxi

˙

“
ÿ

j,k

fjkδjixk `
ÿ

j,k

fjkxjδki,

sendo δji e δki chamados de Delta de Kronecker (ou śımbolo de Kro-

necker), então
Bxj
Bxi

e
Bxk
Bxi

são dadas por:

Bxj
Bxi

“ δji “

$

&

%

0 se i ‰ j

1 se i “ j
e

Bxk
Bxi

“ δki “

$

&

%

0 se i ‰ k

1 se i “ k
,

(3.42)
então

Bf

Bxi
“
ÿ

k

fikxk `
ÿ

j

fjixj

“
ÿ

k

fikxk `
ÿ

k

fkixk

“
ÿ

k

pfik ` fkiqxk.

A transformação de Legendre para f fica:

F pp, xq “
ÿ

i

pixi ´ fpxq “
ÿ

i

pixi ´
ÿ

i,j

fijxixj . (3.43)

Derivando F :

BF

Bxi
“

B

Bxi

˜

ÿ

k

pkxk

¸

´
ÿ

k

pfik ` fkiqxk

δki
“ pi ´

ÿ

k

pfik ` fkiqxk.
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Como
BF

Bxk
“ 0, para todo k, temos:

pi “
ÿ

k

pfik ` fkiqxk ñ pi “
ÿ

k

Cikxk. (3.44)

Note que (3.44) representa um sistema linear e supondo fik `
fki “ Cik invert́ıvel, dada a convexidade de f . Temos como solução
deste sistema:

xi “
ÿ

k

Cikpk. (3.45)

Substituindo na equação (3.43), temos:

F pp, xq “
ÿ

i

pixi ´
ÿ

kj

fkjxkxj

“
ÿ

i

pi

˜

ÿ

k

Cikpk

¸

`
ÿ

kj

fkj

˜

ÿ

l

Cklpl

¸

ˆ

˜

ÿ

m

Cjmpm

¸

“
ÿ

ik

Cikpipk `
ÿ

kjlm

`

fkjCklCjm
˘

plpm.

Considerando alm “
ř

kj

fkjCklCjm, temos:

F pp, xq “
ÿ

ik

`

Cik ` aik
˘

pipk “
ÿ

ik

gikpipk “ gppq (3.46)

ou

gppq “
ÿ

ij

gijpipj , (3.47)

ou seja, de (3.47), gppq “
ř

ik

gikpipk, é uma forma quadrática.

Por outro lado, trocando xk po pk e fik por gik e usando o raci-
oćınio anterior obtemos

fpxq “
ÿ

ij

fijxixj , (3.48)

ou seja, de (3.48), fpxq “
ř

ij

fijxixj, é uma forma quadrática.

Desta forma temos que:
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f pxppqq “
ÿ

kjlm

`

fkjCklCjm
˘

plpm “
ÿ

ij

gijpipj “ gppq,

sendo fkjCklCjm “ gij que, por sua vez,

g pppxqq “
ÿ

kjlm

pgkjCklCjmqxlxm “
ÿ

ij

fijxixj “ fpxq,

sendo gkjCklCjm “ fij . �

3.5 AS EQUAÇÕES DE HAMILTON

Como podemos observar, a transformação de Legendre nos leva
do espaço de configuração, dado pelas coordenadas q’s e 9q’s, a um novo
espaço, dado pelas coordenadas p’s e q’s. Segue a definição deste espaço:

Definição 3.9. Chamamos de Espaço de Fase, o espaço dado pelas
coordenadas p1, ¨ ¨ ¨ , pn, q1, ¨ ¨ ¨ , qn, de dimensão 2n. Sendo que qi são
as coordenadas generalizadas e pi são os momentos associados (dados
pela equação 3.14).

Desse jeito a transformação de Legendre nos leva do espaço de
configuração para o espaço de fase.

Exemplo 3.10. Se n “ 1 temos o plano de fase de equação 9p “ ´
BV

Bq
.

O movimento de um sistema de part́ıculas descrito pelo sis-
tema de n equações de segunda ordem de Euler-Lagrange, pode ser
transformado em um sistema simétrico de 2n equações de primeira or-
dem usando a transformação de Legendre. Este sistema é chamado de
Equações de Hamilton ou Equações Canônicas.

Para que possamos entender a equivalência entre as equações
de Euler-Lagrange e as de Hamilton, devemos considerar o sistema de
equações de Euler-Lagrange, conforme equações (3.14) e (3.15):

9p “
BL

Bq
onde p “

BL

B 9q
. (3.49)

Vamos assumir que a função Lagrangeana L : RnˆRnˆRÑ R
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é convexa3 em relação a 9q.

Teorema 3.6. O sistema de n equações de segunda ordem de Euler-
Lagrange é equivalente ao sistema de 2n equações de primeira ordem
de Hamilton, dado por [5, cap.3, seção 15A]:

9p “ ´
BH

Bq
e 9q “

BH

Bp
, (3.50)

onde Hpp, q, tq “ p 9q´Lpq, 9q, tq é a transformação de Legendre da função
Lagrangeana em função de 9q.

Demonstração.

Dada a Lagrangeana Lpq, 9q, tq. A transformação de Legendre de
L com relação a 9q, é a função:

Hppq “ p 9q ´ Lp 9qq. (3.51)

Sendo que 9q é dado em termos de p, que, por sua vez, é dado em

termos de q e t, pois p “
BL

B 9q
.

Como o diferencial total de Hpp, q, tq, que é dado por

dH “
BH

Bp
dp`

BH

Bq
dq `

BH

Bt
dt, (3.52)

é igual ao diferencial total da equação (3.51) para p “
BL

B 9q
, que é dada

por:

dH “ 9qdp´
BL

Bq
dq ´

BL

Bt
dt, (3.53)

podemos comparar os coeficientes de dq, dp e dt, das equações (3.52) e
(3.53), temos:

9q “
BH

Bp
,

BH

Bq
“ ´

BL

Bq
,

BH

Bt
“ ´

BL

Bt
(3.54)

Como das equações (3.49) e (3.54):

9p “
BL

Bq
e

BH

Bq
“ ´

BL

Bq
,

3Função convexa é frequentemente dita quadrática positiva
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então

9p “ ´
BH

Bq
. (3.55)

Sendo assim, das equações (3.54) e (3.55), temos um sistema
de equações diferenciais de primeira ordem que são as equações de
Hamilton :

Observe que se qptq satisfaz as equações de Euler-Lagrange, en-
tão, o par ppptq, qptqq satisfaz as equações de Hamilton.

A demonstração da rećıproca é análoga, e, portanto, os sistemas
de equações de Euler-Lagrange e de Hamilton são equivalentes. �

Das equações de Hamilton, temos que ´
BH

Bqi
e
BH

Bpi
determinam

um campo vetorial e em cada ponto pp, qq do espaço de fase existe um

vetor de dimensões R2n dado por

ˆ

´
BH

Bqi
,
BH

Bpi

˙

.

3.5.1 A Função Hamitoniana e a Energia Total

Vamos supor que a Lagrangeana de um sistema mecânico seja
da forma L “ T ´V , sendo T a energia cinética e V a energia potencial
deste sistema. Vamos considerar que a energia cinética T tenha forma
quadrática em relação a 9q, ou seja,

T “
1

2

ÿ

aij 9qi 9qj , onde aij “ aijpq, tq, (3.56)

e a energia potencial não dependa de 9q, mas somente de q, e seja da
forma:

V “ V pqq. (3.57)

Como a energia cinética T assume uma forma quadrática em 9q, a
Hamitoniana também assume esta forma. Antes de relacionar a função
Hamitoniana à energia total de um sistema, precisamos do Teorema de
Euler sobre funções homogêneas:

Teorema 3.7 (Teroema de Euler). [4, Apêndice B] Se f : Rn ÞÑ R é

homogênea de grau k, então
n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
xi “ kfpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq.

Agora sobre a realção entre a função Hamitoniana e a energia
total de um sistema, como T é uma função homogênea, temos o seguinte
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teorema:

Teorema 3.8. A Hamitoniana H é a energia total do sistema, ou seja,

H “ T ` V. (3.58)

Demonstração.

Pela equação (3.51) e pelo Teorema 3.7, temos:

H “
ÿ

i

pi 9qi ´ L “
ÿ

i

ˆ

BT

B 9qi

˙

9qi ´ pT ´ V q “ 2T ´ pT ´ V q

ñ H “ T ` V. �

A lei de conservação de energia fica melhor definida pelo próximo
corolário:

Corolário 3.2. Para o sistema Hamiltoniano temos
dH

dt
“
BH

Bt
, em

particular, para um sistema cuja a Hamitoniana não dependa explici-

tamente do tempo, ou seja,
BH

Bt
“ 0, a Hamitoniana é constante de

movimento:
Hppptq, qptqq “ Cte.

Demonstração. Considerando a variação de H ao longo da trajetória
Hppptq, qptq, tq, temos:

dH

dt
“
ÿ

i

„

BH

Bpi

ˆ

´
BH

Bqi

˙

`
BH

Bqi

ˆ

BH

Bpi

˙

looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

0

`
BH

Bt
“
BH

Bt
,

ou seja, se t não aparece em H, a energia é conservada. �

3.5.2 Coordenadas ćıclicas

Para o caso que alguma coordenada generalizada qi não fizer
parte da Lagrangeana o momento generalizado pi é constante, ou seja,
nos remete à lei de conservação do momento angular. Esta coordenada
qi é definida como segue:

Definição 3.10. Uma coordenada generalizada qi é chamada de ćıclica,

se não fizer parte da Lagrangeana, ou seja,
BL

Bqi
“ 0.
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Teorema 3.9. O momento generalizado correpondente a uma coorde-
nada ćıclica qi é conservado, ou seja, pi é constante de movimento.

Demonstração. Pela equação de Euler-Lagrange, temos que:

dpi
dt
“

d

dt

ˆ

BL

Bqi

˙

“ 0 o resultado segue. �

À semelhança da função de Euler-Lagrange, a função de Hamil-
ton pode ser determinada usando um sistema de coordenadas adequado
com o objetivo de reduzir o sistema de equações de Hamilton e esta es-
colha pode ocasionar, muitas vezes, que a função Hamitoniana seja
independente de algumas delas (coordenadas) [5, cap.3, seções 13B e
15A].

Definição 3.11. Se a função Hamitoniana,

Hpp1, p2, ¨ ¨ ¨ , pn, q1, q2, ¨ ¨ ¨ , qn, tq,

não depende de uma coordenada qi, que a menos de uma permutação,
podemos considerar, i “ 1, ou seja, q1, é chamada de ćıclica.

Isto se deve ao fato de que q1 também não faz parte da função

Lagrangeana, isto é
BL

Bq1
“ 0, sendo assim,

BH

Bq1
“ 0.

Quando temos coordenada ćıclica envolvida, a função de Hamil-
ton tem a forma conforme mostra o próximo corolário:

Corolário 3.3. Considerando que q1 é uma coordenada ćıclica, temos
que p1 será a primeira integral determinada. Neste caso, para as coor-
denadas que restam, a variação no tempo é a equivalente a um sistema
de n ´ 1 coordenadas independentes q2, ¨ ¨ ¨ , qn. Logo a função de Ha-
milton tem a forma:

Hpp2, ¨ ¨ ¨ , pn, q2, ¨ ¨ ¨ , qn, t, cq,

onde, H depende do parâmetro c “ p1, que é constante de movimento.

Demonstração.

Consideremos P “ pp2, ¨ ¨ ¨ , pnq e Q “ pq2, ¨ ¨ ¨ , qnq. A função H
varia ao longo da trajetória Hppptq, qptq, tq, logo as equações de Hamil-
ton são das da seguinte forma:

Integrando
dp1

dt
“ 0 obtemos que p1 “ Cte, portanto, no sistema

de equações para P e Q, o p1 entra como parâmetro da função H.
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dQ

dt
“
BH

BP

dq1

dt
“
BH

Bp1

dP

dt
“ ´

BH

BQ

dp1

dt
“ 0.

Neste sistema de 2n ´ 2 equações a equação para a coordenada

q1 é da forma
dq1

dt
“ fptq, onde fptq “

B

Bp1
Hpp1, P ptq, Qptq, tq, cuja

integral é imediata. �
Ainda sobre coordenadas ćıclicas, temos o próximo corolário:

Corolário 3.4. Todo sistema com grau de liberdade dois (n “ 2) que
possui uma coordenada ćıclica é integrável.

Demonstração. Se o sistema tem uma coordenada ćıclica e como n “
2, ele é unidimensional, logo, uma equação diferencial ordinária com
condições iniciais fixas, ou seja, é integrável, então tem solução única,
e resulta em:

HpP,Qq “ c. �

3.6 APLICAÇÕES DO FORMALISMO DE HAMILTON

Abaixo, temos alguns exemplos de aplicações da formalização
Hamitoniana.

Exemplo 3.11 (Pêndulo simples plano).

Sabemos, do Exemplo 3.5 que a Lagrangeana é dada por:

L “
1

2
m 9θ2l2 `mgl cos θ.

Pelo Teorema 3.6, temos:

Hpp, q, tq “ p 9q ´ Lpq, 9q, tq. (3.59)

Sabemos que p “
BL

B 9q
, então:

p “
BL

B 9θ
“ m 9θl2. (3.60)

Logo, temos que 9θ “
p

ml2
.



68

Substituindo (3.22) e (3.60) em (3.59), temos:

H “ p 9θ ´
1

2
m 9θ2l2 ´mgl cos θ

“
p2

ml2
´

1

2
m 9θ2l2 ´mgl cos θ

“
2p2 ´m 9θ2l4

2ml2
´mgl cos θ

“
2p2 ´ p2

2ml2
´mgl cos θ

“
p2

2ml2
´mgl cos θ

“
1

2

p2

ml2
´mgl cos θ. (3.61)

Para pequenas oscilações, temos que cos θ “ 1´
θ2

2
, então:

H “
1

2

p2

ml2
´mgl `

mglθ2

2
. (3.62)

Para determinar as equações de Hamilton, das equações (3.50),
temos:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

9θ “
BH

Bp

9p “ ´
BH

Bθ

.

Logo as equações de Hamilton que descrevem o movimento para
o pêndulo são dadas por (sen θ1 « θ1):

$

’

&

’

%

9θ “
p

ml2

9p “ ´mglθ

. (3.63)

Estas equações são equações diferenciais de primeira ordem. Se
derivar a primeira equação vamos obter:

:θ “
9p

ml2
ñ 9p “ m:θl2.

Substituindo na segunda equação temos:
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m:θl2 “ ´mglθ ñ m:θl2 `mglθ “ 0.

Logo:
:θ `

g

l
θ “ 0. (3.64)

Note que, nos três formalismos, chegamos às mesmas equações
que descrevem o movimento de um pêndulo simples, conforme as equa-
ções (2.28), (3.26) e (3.64).

Exemplo 3.12 (Máquina de Atwood). Conforme Exemplo 2.7, a má-
quina de Atwood pode ser vista na Figura 7, vamos construir as equa-
ções de Hamilton para descrever o movimento deste sistema.

Sabemos, conforme a equação (3.29), que a Lagrangeana é dada
por:

L “
1

2
pm1 `m2q 9q2 `m1gx`m2gpl ´ qq.

Logo, pelo Teorema 3.6, temos a Hamitoniana:

Hpp, x, tq “ p 9q ´
1

2
pm1 `m2q 9q2 ´m1gq ´m2gpl ´ qq. (3.65)

Como p é dado por:

p “
BL

B 9q
“ pm1 `m2q 9q ñ 9q “

p

m1 `m2
. (3.66)

Substituindo (3.66) em (3.65), temos:

H “ p 9q ´
1

2
pm1 `m2q 9q2 ´m1gq ´m2gpl ´ qq

“ p
p

m1 `m2
´

1

2
pm1 `m2q 9q2 ´m1gq ´m2gpl ´ qq

“
2p2 ´ p2

2pm1 `m2q
´m1gq ´m2gpl ´ qq

“
p2

2pm1 `m2q
´m1gq ´m2gpl ´ qq. (3.67)

Calculando as derivadas de H, para determinar as equações de

Hamilton, ou seja, 9q “
BH

Bp
e 9p “ ´

BH

Bq
, temos:
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$

’

&

’

%

9q “
p

m1 `m2

9p “ pm1 ´m2qg

. (3.68)

De forma análoga aos ı́tens a) e b) deste exemplo, devemos deri-
var a primeira equação, de (3.68), para substituir 9p na segunda e vamos
encontrar:

:q “
9p

m1 `m2
ñ 9p “ :qpm1 `m2q.

na segunda equação, temos:

:qpm1 `m2q “ pm1 ´m2qg ñ :q “ :x “
m1 ´m2

m1 `m2
g (3.69)

Veja que chegamos às mesmas equações nos três formalismos, ou
seja, as equações (2.38), (3.32) e (3.69) são as mesmas equações.

Exemplo 3.13 (Pêndulos idênticos acoplados por mola). Com base no
Exemplo 2.8, considere os pêndulos conforme Figura 8.

Para descrever o movimento para este sistema, usando o for-
malismo de Hamilton, vamos usar a Lagrangeana, já determinada no
Exemplo 3.7, mostrado abaixo:

Sabemos, conforme a equação (3.35), que a Lagrangeana é dada
por:

L “
1

2
ml2

´

9θ1
2
` 9θ2

2
¯

´
kl2

2
pθ2 ´ θ1q

2 ´
mgl

2
pθ2

2 ` θ
2
1q.

Logo, pelo Teorema 3.6, temos a Hamitoniana:

H “ pθ1
9θ1` pθ2

9θ2´
1

2
ml2

´

9θ1
2
` 9θ2

2
¯

`
kl2

2
pθ2´ θ1q

2`
mgl

2
pθ2

2 ` θ
2
1q.

(3.70)

Como pθ1 , pθ2 , 9θ1 e 9θ2 são dados por:

pθ1 “
BL

B 9θ1

“ ml2 9θ1 ñ 9θ1 “
pθ1
ml2

pθ2 “
BL

B 9θ2

“ ml2 9θ2 ñ 9θ2 “
pθ2
ml2

. (3.71)

Substituindo (3.71) em (3.70), temos:
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H “ pθ1
9θ1 ` pθ2

9θ2 ´
1

2
ml2

´

9θ1
2
` 9θ2

2
¯

`
kl2

2
pθ2 ´ θ1q

2 `
mgl

2
pθ2

2 ` θ
2
1q

“
p2
θ1

ml2
`
p2
θ2

ml2
´
ml2 9θ1

2

2
´
ml2 9θ2

2

2
`
kl2

2
pθ2 ´ θ1q

2 `
mgl

2
pθ2

2 ` θ
2
1q

“
2p2
θ1
´ p2

θ1

2ml2
`

2p2
θ2
´ p2

θ2

2ml2
`
kl2

2
pθ2 ´ θ1q

2 `
mgl

2
pθ2

2 ` θ
2
1q

“
p2
θ1

2ml2
`

p2
θ2

2ml2
`
kl2

2
pθ2 ´ θ1q

2 `
mgl

2
pθ2

2 ` θ
2
1q. (3.72)

Sendo assim, de (3.72), temos as equações de Hamilton:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

9θ1 “
BH

Bpθ1
“

pθ1
ml2

9pθ1 “ ´
BH

Bθ1
“ kl2pθ2 ´ θ1q ´mglθ1

9θ2 “
BH

Bpθ2
“

pθ2
ml2

9pθ2 “ ´
BH

Bθ2
“ ´kl2pθ2 ´ θ1q ´mglθ2

. (3.73)

mais precisamente:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

9θ1 “
pθ1
ml2

9pθ1 “ kl2pθ2 ´ θ1q ´mglθ1

9θ2 “
pθ2
ml2

9pθ2 “ ´kl2pθ2 ´ θ1q ´mglθ2

. (3.74)

Nas aplicações, tanto da dinâmica Lagrangeana quanto Hami-
toniana, podemos observar que as formas como foram construidas são
expressivamente mais simples com relação ao formalismo Newtoniano.

É importante salientar, de forma resumida, as principais dife-
renças entre os formalismos Newtoniano, Lagrangeano e Hamiltoniano,
que está na tabela abaixo:
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Tabela 1 – Principais diferenças entre Newton e lagrange

Comparação entre os formalismos
Newton Lagrange Hamilton

Equações de
2a ordem e
dependem da
posição,
velocidade e do
tempo

n equações de 2a

ordem e dependem
somente de
coordenadas
generalizadas4

n “ 3N ´K e,
geralmente,
do tempo

2n equações de
1a ordem e
dependem de
coordenadas e
momentos
generalizados e,
geralmente
do tempo

Equações do tipo
vetorial

Equações do
tipo escalar

Equações do tipo
escalar

A dinâmica
depende das
forças atuando
no sistema

A dinâmica
depende do
extremo de
uma funcional
a partir da
Lagrangeana

A dinâmica
depende da
Hamitoniana

Deste ponto em diante, vamos ver como o sistema Hamiltoniano
se comporta, em um espaço 2n-dimensional, sob a ação de um grupo a
um parâmetro que depende do tempo.

4Espaço de configuração de N part́ıculas com dimensão 3N e K v́ınculos.
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4 O TEOREMA DE LIOUVILLE E A CONSERVAÇÃO
DE VOLUME

As tranformações de coordenadas nos sistemas analisados sob o
ponto vista tanto do formalismo Lagrangeano, quanto do formalismo
Hamiltoniano, tem como principal objetivo simplificar as equações de
movimento. Isto será mostrado usando o prinćıpio variacional de Ha-
milton modificado.

Neste sentido, estas equações, são invariantes sob a transforma-
ção de Legendre.

Neste caṕıtulo estudaremos as transformações que preservam as
equações de Hamilton e o volume infinitesimal, o que será mostrado
pelo Teorema de Liouville.

4.1 AS EQUAÇÕES DE HAMILTON PELO PRINCÍPIO VARIACI-
ONAL

A descrição do movimento de um sistema mecânico, como visto
na seção 3.2.2, segundo [6, cap.4,seção 4.5], é tal que a ação é um
extremo. Pelo Teorema 3.2, temos o funcional:

Φpγq “

t1
ż

t0

L pqiptq, 9qiptq, tq dt.

independe de usar o formalismo Lagrangeano ou o Hamiltoniano, pois,
a Hamitoniana, como sabemos, é a transformação de Legendre da La-
grangeana e é dada por:

Hppi, qi, tq “
n
ÿ

i“1

pi 9qi ´ Lpqi, 9qi, tq.

O que pode ser escrito da seguinte forma:

Lpqi, 9qi, tq “
n
ÿ

i“1

pi 9qi ´Hppi, qi, tq. (4.1)

Note que a Lagrangeana pode ser escrita em termos de p e q e 9q
deve ser escrito em termos de q e p (das equações de Hamilton (3.50)).

Logo, o prinćıpio variacional é dado da seguinte forma:
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d

t1
ż

t0

˜

n
ÿ

i“1

pi 9qi ´Hppi, qi, tq

¸

dt “ 0. (4.2)

Isto implica que teremos 2n equações de Euler-Lagrange, ou seja:

d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

´
BL

Bqi
“ 0

d

dt

ˆ

BL

B 9pi

˙

´
BL

Bpi
“ 0

, (4.3)

onde L é a Lagrangeana Lpqi, 9qi, tq.
Então, vamos obter, de (4.3), as equações de Hamilton:

d

dt
ppiq `

BH

Bqi
“ 0 ñ 9pi “ ´

BH

Bqi

d

dt
p0q ´ 9qi `

BH

Bpi
“ 0 ñ 9qi “

BH

Bpi

. (4.4)

Esta versão do prinćıpio variacional é chamada de Prinćıpio
Variacional de Hamilton Modificado.

4.2 TRANSFORMAÇÕES CANÔNICAS

Queremos encontrar transformações que deixam as equações mo-
vimento invariantes.

Fazendo uma transformação de coordenadas generalizadas, in-
verśıvel (referências no Apêndice B.1.8), no espaço de configuração, do
tipo:

qi ÝÑ Qi “ Qipq1, ¨ ¨ ¨ , qn, tq,

logo, por ser inverśıvel, existe uma transformação:

qi “ qipQ1, ¨ ¨ ¨ , Qn, tq,

o que transforma Lpqi, 9qi, tq ÝÑ LpQi, 9Qi, tq e as equações de Euler-
Lagrange tem a forma:

d

dt

ˆ

BL

B 9Qi

˙

`
BL

BQi
“ 0.
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4.2.1 Mudança de Variáveis no formalismo Hamiltoniano

No formalismo Hamiltoniano, temos 2n variáveis independentes
q1, ¨ ¨ ¨ , qn, p1, ¨ ¨ ¨ , pn. Para que uma transformação de variáveis pre-
serve as equações de Hamilton é necessária a escolha de uma transfor-
mação adequada[4, cap.8, seção 8.1].

Sendo assim, vamos considerar uma mudança de variáveis em
que as novas coordenadas sejam da forma:

Qk “ Qkpqk, pk, tq e Pk “ Pkpqk, pk, tq. (4.5)

Sendo esta transformação inverśıvel, queremos que exista uma
função KpQk, Pk, tq, tal que, as equações de Hamilton sejam invarian-
tes, ou seja:

9Qk “
BK

BPk
e 9Pk “

BK

BQk
, (4.6)

que são da mesma forma das equações originais:

9qk “
BH

Bpk
e 9pk “

BH

Bqk
, (4.7)

para qualquer H.

4.2.2 Funções Geradoras

Para determinar a transformação adequada a ser aplicada, de
forma que as equações de Hamilton sejam invariantes, vamos utilizar o
prinćıpio variacional de Hamilton Modificado (4.2), por ser mais prático
e eficiente.

Do prinćıpio variacional temos [6, cap.5, seção 5.1]:

d

t1
ż

t0

˜

n
ÿ

k“1

pk 9qk ´Hppk, qk, tq

¸

dt “ 0, (4.8)

sendo assim, as novas equações, com as novas coordenadas, decorrem
do prinćıpio variacional:

d

t1
ż

t0

˜

n
ÿ

k“1

Pk 9Qk ´KpPk, Qk, tq

¸

dt “ 0, (4.9)
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sendo K a nova Hamitoniana.

Uma condição suficiente para a validade de (4.8) e (4.9), é a de
que os integrandos difiram pela derivada total em relação ao tempo, ou
seja, se:

f “ g ` αñ
df

dx
“
dg

dx
,

então, se existe Φpq, p, tq que satisfaz:

d

t1
ż

t0

dΦpq, p, tq

dt
“ d rΦpqpt2q, ppt2q, t2q ´ Φpqpt1q, ppt1q, t1qs “ 0, (4.10)

sendo que dqkpt0q “ dqkpt1q “ 0 e dpkpt0q “ dpkpt1q “ 0, então a trans-
formação preserva a formas Hamitoniana das equações de movimento
se a relação:

n
ÿ

k“1

pk 9qk ´H “

n
ÿ

k“1

Pk 9Qk ´K `
dΦpq, p, tq

dt
, (4.11)

está satifeita. Ou seja, se as variações da ação (4.8) e (4.9) são zero,
implica que os pontos cŕıticos ficam invariantes sob esta transformação.

Definição 4.1. Uma transformação inverśıvel e diferenciável
pq, pq ÝÑ pQ,P q, dadas por Qk “ Qkpqk, pk, tq e Pk “ Pkpqk, pk, tq,
ambas diferenciáveis e inverśıveis, é chamada de Transformação Canô-
nica, se e somente se, existem funções Φpq, p, tq e KpQ,P, tq, tal que:

n
ÿ

k“1

´

pk 9qk ´ Pk 9Qk

¯

` pK ´Hq “
dΦ

dt
, (4.12)

que na forma diferencial é dada por:

n
ÿ

k“1

ppkdqk ´ PkdQkq ` pK ´Hq dt “ dΦ. (4.13)

Agora, vamos tomar Qk “ Qkpqk, pk, tq, que são n equações,
que presumimos tenham solução para pk’s, dados por pk “ pkpq,Q, tq.
Sendo assim, se posśıvel, substituindo em (4.5), temos

Pk “ Pk pq, fpq,Q, tq, tq.
Considerando a função F1pq,Q, tq, dada por:
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F1pq,Q, tq “ Φ pq, ppq,Q, tq, tq . (4.14)

O que substituindo em (4.13), resultam em:

n
ÿ

k“1

ppkdqk ´ PkdQkq ` pK ´Hq dt “ dF1. (4.15)

Note que a diferencial total de F1 é dada por:

dF1

dt
“
ÿ

k

ˆ

BF1

Bqk
dqk `

BF1

BQk
dQk

˙

`
BF1

Bt
. (4.16)

Comparando as equações (4.16) e (4.15), temos:

pk “
BF1

Bqk
e (4.17)

Pk “ ´
BF1

BQk
. (4.18)

Resultando, assim, na nova Hamitoniana:

KpQ,P, tq “ Hpq, p, tq `
BF1

Bt
. (4.19)

A equação (4.17) fornece uma função gk em termos de q, Q e

t, ou seja, pk “
BF1

Bqk
“ gkpq,Q, tq. Pelo Teorema da Função Impĺı-

cita (referências no Apêndice B.1.8), existe um domı́nio que possibilita
escrevermos Qk “ Qkpq, p, tq.

Por sua vez, substitúındo Qk em (4.18), obtemos Pk “ Pkpq, p, tq,
determinando a transformação canônica que leva pq, p, tq ÝÑ pQ,P, tq.

A partir deste ponto, substituirmos qk e pk em (4.19) para obter
a nova Hamitoniana KpQ,P, tq.

A função F1 é chamada de Função Geradora de uma trans-
formação canônica. Outras formas para a função geradora podem ser
usadas, desde que as variáveis sejam independentes.

Alguns exemplos de formas para estas funções:

F2pq, P, tq, F3pp,Q, tq e F4pp, P, tq.

Vejamos uma transformação canônica em uma aplicação.

Exemplo 4.1 (Pêndulo simples plano).
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Usando o Exemplo (3.11), temos que a função Hamitoniana é
dada por:

H “
1

2

p2

ml2
´mgl `

mglθ2

2
. (4.20)

Tomando ω2 “
g

l
e g “ ω2l, vamos investigar uma transformação

da forma:

p “ fpP q cosQ (4.21)

θ “
fpP q senQ

mωl2
. (4.22)

O que nos leva à nova Hamitoniana, dada por:

K “
f2pP q

2ml2
´mgl.

Dividindo (4.21) por (4.22):

p

θ
“

fpP q cosQ

fpP q senQ

mωl2

,

definimos
BF1

Bθ
da seguinte forma:

p “
mωl2θ cosQ

senQ
“
BF1

Bθ
. (4.23)

Então, F1 é dada por:

F1 “
mωl2θ2 cosQ

2 senQ
. (4.24)

Logo, para determinar P :

P “ ´
BF1

BQ
“
mωl2θ2

2 sen2Q
. (4.25)

O que possibilita determinar θ:

θ2 “
2P sen2Q

mωl2
ñ θ “

c

2P

mω

senQ

l
. (4.26)
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Substitúındo em (4.23):

p “ l
?

2Pmω cosQ. (4.27)

Das equações (4.22) e (4.26), temos:

fpP q senQ

mωl2
“

c

2P

mω

senQ

l
.

Logo fpP q é da por:

fpP q “ l
?

2Pmω. (4.28)

O que nos leva à nova Hamitoniana:

KpQ,P, tq “ ωP ´mω2l2, (4.29)

e as novas equações de Hamilton:
$

’

’

’

&

’

’

’

%

9Q “
BK

BP
“ ω

9P “ ´
BK

BQ
“ 0

. (4.30)

Cujas soluções são:

Q “ Q0 ` ωt

P “ C
. (4.31)

Como P é constante, temos que, a nova Hamitoniana também é
constante de movimento, ou seja, nos dá a energia total do sistema:

KpQ,P, tq “ E ñ ωP ´mω2l2 “ E ñ P “
E `mω2l2

ω
. (4.32)

Substituindo (4.31) e (4.32) nas equações (4.26) e (4.27), temos:

θ “

c

2E

mω2l2
` 2 senpQ0 ` ωtq

p “ l
?

2Em` 2m2ω2l2 cospQ0 ` ωtq

. (4.33)

Uma situação particular é quando f1 (ou Φ) depende somente do
tempo t. Neste caso definimos um grupo a um parâmetro, como será
mostrado na próxima seção.
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4.3 TEOREMA DE LIOUVILLE

Antes de vermos o Terorema de Liouville, precisamos de algumas
definições, lemas e teoremas importantes, que veremos a seguir.

Vamos considerar, por conveniência, que H não dependa expli-
citamente do tempo1, ou seja, H “ Hpp, qq.

As definições e teoremas que seguem, foram adaptadas de [5,
cap.3, seção 16].

Definição 4.2. Chamamos de grupo a um parâmetro ao grupo abeli-
ano2(referências no Apêndice B.13), dado por:

f : RÑ G

tÑ gt

tal que:

(i) para todo g P G, existe t P R | g “ gt

(ii) Ig “ f0

(iii) gp´tq “ pgtq
´1

Com isto, podemos definir Fluxo de Fase:

Definição 4.3. O grupo a um parâmetro de transformações do espaço
de fase é chamado de fluxo de fase, denotado por gt, ou seja,

gt : ppp0q, qp0qq ÞÑ ppptq, qptqq (4.34)

onde pptq e qptq são as soluções das equações de Hamilton (veja
Figura 18).

Isto quer dizer que estamos vendo o movimento ou a dinâmica
sofrer uma certa deformação (ou transformação) de um ponto (ou domı́-
nio) do espaço de fase e, esta transformação depende do ponto inicial
ou das condições iniciais. Em outras palavras, é um outro modo de
descrever a evolução de uma sistema: o estado do sistema é uma trans-
formação geométrica do estado inicial.

Agora, suponhamos um sistema de equações diferenciais ordiná-
rias

9x “ fpxq, x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, (4.35)

1Presumimos, aqui, que todas as soluções das equações de Hamilton possam ser
estendidas para todos os valores do tempo, isto é, seja solução global.

2Referências no Apêndice B.13.
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Figura 18 – Fluxo de Fase [5, cap.3, seção 16A]

cujas soluções podem ser estendidas para todo t e, em particular, se f
é linear, então ela pode ser escrita como uma matriz, ou seja, para um
vetor x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, no espaço de fase podemos escrever:

¨

˚

˝

9x1

...
9xn

˛

‹

‚

“ fpxq “

¨

˚

˝

fpx1q

...
fpxnq

˛

‹

‚

. (4.36)

A partir desse ponto, vamos considerar f na forma (4.36)
Seja tgtu o grupo correspondente às transfomações. Sua forma

infinitesimal é dada por:

gtpxq “ x` fpxqt`Opt2q, tÑ 0. (4.37)

Seja, também, Dp0q uma região no x-espaço e V p0q seu volume:

vptq “ volume de Dptq ñ Dptq “ gtDp0q,

isto é, aplicando gt sobre cada ponto em Dp0q.
Antes de enunciarmos o Teorema de Liouville, vamos precisar do

lema abaixo além de um outro teorema a seguir, para que possamos
demostrar este teorema (de Liouville).

Lema 4.1. Para qualquer matriz A “ paijq, temos:

detpI `Atq “ 1` t trA`Opt2q, ptÑ 0q, (4.38)

onde trA “
n
ř

i“1

aii é o traço da matriz A (soma dos elementos da

diagonal principal) e I a matriz identidade.
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Demonstração. Pela definição de determinante [9, cap.2, seção 2.1]
de uma matriz A “ paijq, temos:

detpAq “
ÿ

i1,i2,¨¨¨ ,in

sgn pΠi1,i2,¨¨¨ ,inq ¨ a1i1 ¨ a2i2 ¨ ¨ ¨ anin ,

sendo:

sgn pΠi1,i2,¨¨¨ ,inq “

$

&

%

`1 “ se Πi1,i2,¨¨¨ ,in é uma permutação par

´1 “ se Πi1,i2,¨¨¨ ,in é uma permutação ı́mpar
.

Em particular, para a matriz pI `Atq, dada por:

pI `Atq “

»

—

—

—

–

1` a11t a12t ¨ ¨ ¨ a1nt
a21t 1` a22t ¨ ¨ ¨ a2nt

...
...

. . .
...

an1t an2t ¨ ¨ ¨ 1` annt

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Para calcular o determinante detpI ` Atq, vamos analisar da seguinte
forma:

(i) temos 2n produtos de n entradas da matriz, tal que, não há duas
entradas de mesma linha ou mesma coluna;

(ii) para o produto das entradas da matriz em que i1 “ 1, ¨ ¨ ¨ , in “ n,
ou seja, p1`a11tq¨p1`a22tq ¨ ¨ ¨ p1`anntq, temos 1, n termos line-
ares em t e os restantes em potências de t com expoentes maiores
ou iguais a 2;

(iii) para os demais 2n´ 1 produtos, temos termos em potências de t
com expoentes maiores ou iguais a 2, pois os termos lineares se
anulam devido a paridade das permutações.

Sendo assim, podemos escrever:

detpI `Atq “ p1` a11tq ¨ p1` a22tq ¨ ¨ ¨ p1` anntq `Opt2q (4.39)

“ 1` pa11 ` a22 ` ¨ ¨ ¨ ` annqt`Opt2q. (4.40)

Veja que em Opt2q é dado em termos de pontências de t com
expoentes maiores ou iguais a 2. �
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Para os lemas e teoremas que seguem, vamos considerar fpxq a
mesma função do sistema de equações diferenciais ordinárias (4.35).

Seja v o volume de uma região Dp0q do espaço de fase e supo-
nhamos que cada pontos de Dp0q está evoluindo segundo (4.35), temos
o seguintes resultados.

Lema 4.2. A variação do volume v de uma região Dp0q é dada por:

dv

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

Dp0q

divfdx pdx “ dx1, ¨ ¨ ¨ , dxnq,

sendo div f o divergente de f (referências no Apêndice B.14).

Demonstração.

Para qualquer t, a mudança de variável em uma integral é dada
por:

ż

Dp0q

det
Bgtpxq

Bx
dt. (4.41)

Determinando
Bgtpxq

Bx
pela equação (4.37), temos:

Bgtpxq

Bx
“ I `

Bf

Bx
t`Opt2q, ptÑ 0q. (4.42)

Sendo assim, da equação (4.42) e do Lema 4.1, temos:

det
Bgtpxq

Bx
“ 1` t tr

Bf

Bx
`Opt2q. (4.43)

Mas tr
Bf

Bx
“

n
ř

i“1

Bfi
Bxi

“ divf , então:

vptq “

ż

Dp0q

“

1` t divf `Opt2q
‰

dx. �

Teorema 4.1. Se divf ” 0, então gt preserva o volume:

vptq “ vp0q. (4.44)
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Demonstração. Tomando t “ t0, então do Lema 4.2 temos:

dv

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“t0

“

ż

Dp0q

divfdx,

se divf ” 0,
dv

dt
” 0. �

Agora podemos enunciar o Teorema de Liouville, descrito abaixo:

Teorema 4.2 (Teorema de Liouville). O fluxo de fase preserva o
volume para qualquer região D, ou seja,

Vol. de gtD “ Vol. de D (4.45)

Figura 19 – Conservação do volume

Demonstração.

O Teorema de Liouville é um caso particular do Teorema 4.1,
logo para as equações de Hamilton, temos:

divf “
B

Bp

ˆ

´
BH

Bq

˙

`
B

Bq

ˆ

BH

Bp

˙

” 0. �

Vejamos, agora, aplicações do Teorema de Liouville.
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4.4 APLICAÇÕES DO TEOREMA DE LIOUVILLE

Exemplo 4.2 (Pêndulo simples plano). Sabemos que as equações de
Hamilton são dadas pelo sistema de equações difenreciais abaixo:

$

’

&

’

%

9θ “
p

ml2

9p “ ´mglθ

. (4.46)

Dadas condições iniciais θp0q “ 0 e 9θp0q “ 9θ0, cuja solução é θptq “
K cos pωt` ϕq.

Sendo assim, θp0q “ K cosϕ.
O operador gt aplicado a θp0q, nos dá:

gtpθp0qq “ θptq “ K cos pωt` ϕq .

Agora para t1 ‰ t temos que:

gt1pθptqq “ θpt` t1q “ K cos
`

ωpt` t1q ` ϕ
˘

“ gt`t1pθp0qq.

Isto de forma geral. Agora, para deslocamento infinitesimal no
tempo, ou seja, t Ñ 0, para o sistema (4.46) a transformação é dada
por:

gt

¨

˝

θ

p

˛

‚“

¨

˝

θ

p

˛

‚`

¨

˚

˝

1

ml2
p

´mω2l2θ

˛

‹

‚

t,

pois,
¨

˝

9θ

9p

˛

‚“ f

¨

˝

θ

p

˛

‚“

¨

˚

˝

1

ml2
p

´mω2l2θ

˛

‹

‚

.

Note que div f “
Bθ

Bp
`
Bp

Bq
” 0 o que mostra que gt preserva

volume, segundo Teorema de Liouville. Neste caso, em particular, a
trasnformação é uma rotação o que reafirma a preservação de volume.

Podemos, a seguir, conhecer outro teorema importante, em que
tem como base o teorema de Liouville, que segundo [4, cap.8, seção 8.7]
tem o seguinte enunciado:
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Teorema 4.3 (Teorema de Recorrência de Poincaré). Seja g uma apli-
cação bijetiva, cont́ınua, que conserva volumes e deixa invariante um
domı́nio limitado D do espaço de fase de um sistema mecânico gD “ D,
então, em qualquer vizinhaça U de um ponto qualquer de D existe um
ponto x P U que retorna a U depois de um número finito de aplicações
de g, ou seja, gnx P U para algum inteiro positivo n.

Demonstração.

Como D é limitado, seu volume é finito. Considere as imagens
de U na Figura 20, ou seja, U, gU, g2U, . . . , , gnU

loooooooooooomoooooooooooon

n`1

:

Figura 20 – Teorema de Recorrência de Poincaré

Como estes conjuntos tem o mesmo volume, eles não podem ser
disjuntos para todo n, pois D tem volume finito (D é limitado), caso
contrário, ou seja, se fossem disjuntos D seria ilimitado, o que contraria
a hipótese. Sendo assim, existem k, l interios positivos com k ą l tal
que:

gkU
č

glU ‰ Hñ gk´lU
č

U ‰ H.

Se y estiver nesta intersecção, então:

y “ gnx, com x P Upn “ k ´ lq ñ x P U e gnx P Upn “ k ´ lq. �

O Teorema de Poincaré aplica-se, por exemplo, ao fluxo de fase gt
mostrando que quase todos os pontos móveis retornam repetidamente
à vizinhança de sua posição inicial.

A seguinte situação, paradoxal [11] decorrente dos Teoremas de
Liouville e Poincaré, está descrita abaixo:

Em um recipiente com duas câmaras e um gás em uma delas. Se
a divisória for aberta, depois de algum tempo as moléculas deste gás,
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irão, novamente, acumular-se na primeira câmara, conforma xemplo-
refparadoxo.

Figura 21 – Paradoxo do Teorema de Poincaré

Este paradoxo se deve ao fato de que ”depois de algum tempo”
pode ser mais longo que o ”tempo de existência do universo”.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Como vimos, a construção do modelo anaĺıtico da Mecânica é
muito rica e bastante fértil. No caso deste trabalho, mostramos a cons-
trução dos formalismos anaĺıticos para a mesma dinâmica, investindo
em generalizações e abstrações, mas, por outro lado, resultando em mé-
todos sistemáticos para alcançar as soluções geométricas que descrevam
a evolução de sistemas f́ısicos, em geral, e mecânicos, em particular.

As aplicações, mesmo algumas delas mais avançadas, proporcio-
nam não só a formação e nivelamento do professor, mas disponibilizam
ferramentas para uso em sala de aula, enriquecendo o dia a dia pro-
movendo o aprendizado e a interação entre diferentes áreas do conhe-
cimento.

Considerando sistemas mecânicos conservativos e sujeitos a v́ın-
culos holônomos, traçamos um comparativo entre os formalismos de
Newton, de Lagrange e de Hamilton, em que foi posśıvel visualizarmos
a evolução no processo de construção dos modelos envolvidos, ficando
evidente que, a medida que avançamos entre estes formalismos, este
processo foi ficando cada vez mais econômico, esbelto e elegante.

Começamos com as equações de Newton, que envolvem um nú-
mero expressivo de variáveis e forças de v́ınculo de forma expĺıcita,
decorrendo disto, a necessidade de análise vetorial, devido a natureza
destas equações. Enquanto que as equações de Euler-Lagrange, de na-
tureza escalar, dependem de um número reduzido de variáveis, equações
estas, obtidas do extremo de um funcional.

Para o formalismo de Hamilton, vimos que o processo é ainda
mais simples com relação ao formalismo de Lagrange e à função Hami-
toniana decore da transformação de Legendre, aplicada a Lagrangeana.
Desta função obtemos um sistema simétrico de 2n equações diferenciais
de primeira ordem que, também, são de natureza escalar.

Além de tudo isto, mostramos que estas equações, sob uma trans-
formação canônica, não singular, são invariantes, ou seja, uma transfor-
mação inverśıvel dada por uma função geradora adequada. Para casos
de transformações singulares, como por exemplo, no eletromagnetismo,
o tratamento é diferente e requer mais aprofundamento [2].

As transformações canônicas são de grande importância, pois não
servem somente para mudar as variáveis, tornando assim as equações
mais simples na análise do movimento, mas também, por que abrem
uma infinidade de possibilidades aplicáveis às diferentes áreas da F́ısica,
em particular na Mecânica.
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Nesta ”ramificação” de aplicações podemos citar, por exemplo, a
Mecânica Quântica [2], em que o formalismo de Hamilton é o primeiro
passo necessário na passagem de um sistema clássico para a teoria quân-
tica correspondente, usando uma mudança de variáveis adequada.

Outra área de relevante importância seria a Mecâmica Relati-
vista. Claro que para ambas as áreas, seriam necessários um estudo e
desenvolvimento mais detalhado das transformações canônicas.

O Teorema de Liouville, sobre conservação de volume infinitesi-
mal de uma região no espaço de fase, quando as equações de Hamilton
estão sob a ação do fluxo de fase, caso particular das transformações
canônicas, mostrou como se comporta a evolução de um sistema mecâ-
nico conservativo, descrito por estas equações.

Os formalismos descritos neste trabalho, em particular, o forma-
lismo Hamiltoniano, e o Teorema de Liouville são marcantes no pro-
cesso de geometrização da Mecânica[2] e de fundamental importância
na construção do estudo da Geometria Simplética. Este trabalho é um
primeiro passo para este estudo, o que implicaria [5] aprofundamento
em variedades diferenciáveis, espaço tangente, fibrado tangente, formas
diferenciais, álgebra e geometria simplética, entre outros.
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A.1 PRINCÍPIO DE D’ALEMBERT E A EQUAÇÃO DE EULER-
LAGRANGE

A.1.1 Deslocamentos virtuais e o Prinćıpio de d’Alembert

A análise do movimento de um sistema mecânico, ou seja, a con-
figuração deste sistema, consiste em definir as posições das part́ıculas
que o compõe a cada momento. Associando isto aos v́ınculos que que
este sistema tem, podemos ter uma infinidade de configurações.

A análise infinitesimal deste sistema, consiste em estudar os des-
locamentos infinitesimais de uma configuração para outra, infinitesi-
malmente próxima, num dado instante t. Estes deslocamentos infinite-
simais são chamados de deslocamentos virtuais e são denotados por
δri, sendo i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N para um sistema de N part́ıculas.

Os deslocamentos virtuais tem as seguintes caracteŕısticas [4,
cap.1, seção 1.4]:

(i) são infinitesimais;

(ii) ocorrem num instante fixo;

(iii) não violam os v́ınculos.

Sendo assim, podemos afirmar que, os trabalhos virtuais das for-
ças de v́ınculo são zero, ou seja,

Wvirt “
ÿ

i

~fi δ~ri “ 0, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N, (A.1)

onde:
~fi: forças de v́ınculo
δ~ri: deslocamentos virtuais

Partindo de que o sistema está em equiĺıbrio, ou seja, está em
uma situação estática, podemos escrever:

~Fi “ 0, (A.2)

onde:
~Fi: resultante das forças que atuam no sistema

Então:

W “
ÿ

i

~Fi δ~ri “ 0, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N, (A.3)



96

onde:
~Fi: resultante das forças que atuam no sistema
δ~ri: deslocamentos virtuais

Como ~Fi pode ser escrita em termos das forças ativas atuantes
e das forças de v́ınculo, temos:

ÿ

i

~Fi δ~ri “
ÿ

i

~F
paq
i δ~ri `

ÿ

i

~fi δ~ri “ 0, (A.4)

onde:
~F
paq
i : forças ativas atuantes
~fi: forças de v́ınculo

Então das equações (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4), temos:

ÿ

i

~F
paq
i δ~ri “ 0, (A.5)

onde:
~F
paq
i : forças ativas atuantes
δ~ri: deslocamentos virtuais

Que é chamado de prinćıpio dos trabalhos virtuais. Note
que somente as forças ativas estão envolvidas nesta equação e que as
forças de v́ınculo não, ou seja, permite descrever um sistema em equi-
ĺıbrio somente em termos das forças atuantes, mesmo que ele tenha
algum v́ınculo.

Agora, analisando o caso dinâmico, a equação de movimento de
cada part́ıcula, pela segunda lei de Newton, pode ser escrita:

9~p “ ~Fi “ ~F
paq
i ` ~fi ñ 9~p ´ ~F

paq
i “ ~fi

ñ
ÿ

i

´

9~p ´ ~F
paq
i

¯

δ~ri “ 0. (A.6)

A equação (A.6), é chamada de prinćıpio de d’Alembert , que
proporciona uma vantagem sobre formalização Newtoniana, pois as for-
ças de v́ınculo não estão envolvidas.
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A.1.2 Equação de Euler-Lagrange pelo Prinćıpio de d’Alembert

Embora o prinćıpio de d’Alembert apresente grande redução na
descrição do movimento de um sitema, ainda não é o ideal, pois os
deslocamentos virtuais δ~ri não são todos independentes entre si, bem
como, nem todas as posições ri.

Agora, sejam q1, ¨ ¨ ¨ , qn coordenadas generalizadas, tais que:

ri “ ripq1, ¨ ¨ ¨ , qn, tq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n. (A.7)

Usando os deslocamentos virtuais, o prinćıpio dos trabalhos vir-
tuais e o prinćıpio de d’Alembert, podemos ter uma outra dedução para
a equação de Euler-Lagrange, bem como para a função Lagrangeana,
representada abaixo.

Segundo [4, cap.1, seção 1.4], ao usar coordenadas generalizadas
q1, ¨ ¨ ¨ , qn podemos representar os deslocamentos virtuais em termos
de deslocamentos virtuais independentes, expressos da seguinte forma:

δ~ri “
n
ÿ

k“1

B~ri

Bqk
δqk. (A.8)

Podemos representar o prinćıpio de d’Alembert da sequinte forma:

ÿ

i

´

mi 9vi ´ ~F
paq
i

¯

δ~ri “ 0 ñ
ÿ

i

mi 9vi δ~ri “
ÿ

i

~F
paq
i δ~ri. (A.9)

Usando uma notação abreviada ~F
paq
i “ Fi e ~ri “ ri, temos, das

equações (A.8) e (A.9) temos:

ñ
ÿ

i

ÿ

k

mi 9vi
Bri

Bqk
δqk “

ÿ

i

ÿ

k

Fi

Bri

Bqk
δqk “

ÿ

k

Qkδqk, (A.10)

onde:

Qk “
ÿ

i

Fi

Bri

Bqk
. (A.11)

SendoQk chamado de força generalizada ou k-ésima componente
da força generalizada

Observação A.1. Para as próximas equações usaremos i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N
e k “ 1, ¨ ¨ ¨ , n .

Observe que:
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d

dt

ˆ

mivi
Bri

Bqk

˙

“ mi 9vi
Bri

Bqk
`mivi

d

dt

ˆ

Bri

Bqk

˙

,

que pode ser escrita:

mi 9vi
Bri

Bqk
“
d

dt

ˆ

mivi
Bri

Bqk

˙

´mivi
d

dt

ˆ

Bri

Bqk

˙

. (A.12)

Derivando a equação (A.7) com relação ao tempo, temos a velo-
cidade:

vi “
dri

dt
“

ÿ

k

Bri

Bqk
9qk `

Bri

Bt
. (A.13)

Observe que 9qk é chamada de velocidade generalizada .
Derivando com relação a 9qk (velocidade generalizada), temos:

Bvi

B 9qk
“
Bri

Bqk
. (A.14)

Das equações (A.10) e (A.12) temos:

ÿ

i

mi 9vi
Bri

Bqk
“

ÿ

i

„

d

dt

ˆ

mivi
Bvi

B 9qk

˙

´mivi
Bvi

Bqk



“
ÿ

i

"

d

dt

„

B

B 9qk

ˆ

1

2
miv

2
i

˙

´
B

Bqk

ˆ

1

2
miv

2
i

˙*

“
d

dt

ˆ

BT

B 9qk

˙

´
BT

Bqk
.

Como sabemos, pela equação (2.15), T , a energia cinética é dada
por:

T “
1

2
miv

2
i ,

sendo T “ T pq, 9q, tq, então:

ÿ

i

mi 9vi
Bri

Bqk
“
d

dt

ˆ

BT

B 9qk

˙

´
BT

Bqk
. (A.15)

Das equações (A.8), (A.10), (A.11), (A.12), (A.13), e (A.15) te-
mos:
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ÿ

k

„

d

dt

ˆ

BT

B 9qk

˙

´
BT

Bqk
´Qk



δqk, (A.16)

ou, ainda, podemos escrever:

d

dt

ˆ

BT

B 9qk

˙

´
BT

Bqk
“ Qk.0 (A.17)

Quando as forças Fi derivam de um potencial escalar V pr1, ¨ ¨ ¨ , rN , tq.
temos da equação (2.17):

Fi “ ´OiV, (A.18)

então as forças generalizadas, usando as equações (A.11) e (A.18) po-
dem ser expressas por:

Qk “
ÿ

i

Fi

Bri

Bqk
“ ´

ÿ

i

ˆ

BV

Bxi

Bxi

Bqk
`
BV

Byi

Byi

Bqk
`
BV

Bzi

Bzi

Bqk

˙

ñ Qk “ ´
BV

Bqk
. (A.19)

Substituindo (A.19) em (A.17), temos:

d

dt

ˆ

BT

B 9qk

˙

´
BT

Bqk
“ ´

BV

Bqk

ñ
d

dt

ˆ

BT

B 9qk

˙

´
B

Bqk
pT ´ V q “ 0. (A.20)

Agora, como:
BV

B 9qk
“ 0,

a equação (A.20) pode ser escrita da seguinte forma:

d

dt

„

B

B 9qk
pT ´ V q



´
B

Bqk
pT ´ V q “ 0. (A.21)

Desta equação vem a função de Lagrange Lpq, 9q, tq, também
chamada de Lagrangeana, definida por:

L “ Lpq, 9q, tq “ T ´ V “ 0, (A.22)

então, a equação (A.21) pode ser, finalmente escrita:
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d

dt

ˆ

BL

B 9qk

˙

´
BL

Bqk
“ 0. (A.23)
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B.1 TEOREMAS E DEFINIÇÕES IMPORTANTES

Observação B.1. As demosntrações e maiores aprofundamen-
tos podem ser encontrados nas refências citadas em cada item.

B.1.1 Diferenciabilidade

Definição B.1. [13, cap.16, seção 16.5] Se f for uma função de n
variáveis x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn e P for o ponto px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq, então o
incremento de f em P será dado por:

∆fpP q “ fpx1 `∆x1, x2 `∆x1, ¨ ¨ ¨ , xn `∆xnq ´ fpP q

Definição B.2. [13, cap.16, seção 16.5] Se f for uma função de n
variáveis x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn e o incremento de f no ponto P for escrito
como:

∆fpP q “ D1fpP q∆x1 `D2fpP q∆x2 ` ¨ ¨ ¨ ` fpP q∆xn

`ε∆x1 ` ¨ ¨ ¨ ` ε∆xn,

onde ε1 Ñ 0, ε2 Ñ 0, ¨ ¨ ¨ , εn Ñ 0, quando:

p∆x1,∆x2, ¨ ¨ ¨ ,∆xnq Ñ p0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q,

então f será diferenciável em P .

B.1.2 Diferencial total

Definição B.3. [13, cap.16, seção 16.5] Se f for uma função de n va-
riáveis x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn e f for diferenciável em P , então a diferencial
total de f será a função df tendo valores funcionais dados por:

dfpP,∆x1, ¨ ¨ ¨ ,∆xnq “ D1fpP q∆x1 ` ¨ ¨ ¨ ` fpP q∆xn,
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B.1.3 Espaço vetorial

Definição B.4. [14, cap.4, seção 4.2] Um espaço vetorial real é um

conjunto V , não vazio, com duas operações: soma, V ˆ V
`
Ñ V e

multiplicação por escalar, RˆV ‚
Ñ V , tais que, para qualquer u, v, w P

V e a, b P R, as propriedades abaixo sejam satisfeitas:

(i) pu ` vq ` w “ u ` pv ` wq (associativa);

(ii) u ` v “ v ` u (comutativa);

(iii) 0 P V tal que 0 ` u “ u ` 0 “ u (vetor nulo);

(iv) Existe ´u P V tal que u ` p´uq “ p´uq ` u “ 0 (simétrico e
inverso aditivo);

(v) Existe a P R tal que a.pu ` vq “ au ` av (distributiva 1);

(vi) Existe a, b P R tal que pa ` bqu “ au ` bu (distributiva 2);

(vii) Existe a, b P R tal que pabqu “ apbuq;

(viii) Existe 1.u “ u.

B.1.4 Combinação Linear [14, cap.4, seção 4.4]

Definição B.5. Sejam V , um espaço vetorial real (ou complexo),
v1, v2, ¨ ¨ ¨ , vn P V e a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an números reais (ou complexos).
Então, o vetor:

v “ a1v1 ` a2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` anvn

é um elemento de V ao que chamamos de combinação linear de v1, v2, ¨ ¨ ¨ , vn.

B.1.5 Dependência Linear [14, cap.4, seção 4.5]

Definição B.6. Sejam V , um espaço vetorial, e v1, v2, ¨ ¨ ¨ , vn P V .
Dizemos que tv1, v2, ¨ ¨ ¨ , vnu é linearmente independente (LI), ou que
os vetores v1, v2, ¨ ¨ ¨ , vn são LI, se a equação:

a1v1 ` a2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` anvn “ 0
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implica que a1 “ a2 “ ¨ ¨ ¨ “ an “ 0. No caso em que exista algum
ai ‰ 0 dizemos que tv1, v2, ¨ ¨ ¨ , vnu é linearmente dependente (LD),
ou que os vetores v1, v2, ¨ ¨ ¨ , vn são LD.

B.1.6 Transformação Linear [14, cap.4, seção 5.1]

Definição B.7. Seja V e W dois espaços vetoriais. Uma transforma-
ção linear (aplicação linear) é uma função de V em W , F : V ÑW ,
que satisfaz as seguintes condições:

(i) Quaisquer que sejam u e v em V , fpu ` vq “ F puq ` F pvq;

(ii) Quaisquer que sejam k P R e v P V , fpkvq “ kF pvq.

B.1.7 Funções Convexas

B.1.7.1 Funções convexas no R2 [15, cap.9, seção 8]

Definição B.8. Se a ‰ b, a reta que liga os pontos pa,Aq e pb,Bq
no plano R2 é o conjunto dos pontos px, yq P R2 tais que:

y “ A `
B ´A

b ´ a
px ´ aq,

ou equivalente:

y “ B `
B ´A

b ´ a
px ´ bq.

Definição B.9. Quando se tem uma função f : X Ñ R, definida
no conjunto X Ď R, e são dados a, b P X, o segmento de reta que
liga ospontos pa, fpaqq e pb, fpbqq, pertencentes ao gráfico de f , será
chamado a secantes de ab.

Definição B.10. Seja I Ď R um intervalo. Uma função f : I Ñ R
chama-se convexa quando seu gráfico se situa abaixo de qualquer de
suas secantes. Em termos precisos, a convexidade de f se exprime
assim:

a ă x ă b em I ñ fpxq ď fpaq `
fpbq ´ fpaq

b ´ a
px ´ aq,
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ou seja,

a ă x ă b em I ñ fpxq ď fpbq `
fpbq ´ fpaq

b ´ a
px ´ bq,

Portanto f : I Ñ R é convexa no intervalo I se, e somente se,
valem as desigualdades fundamentais:

a ă x ă b em I ñ
fpxq ´ fpaq

x ´ a
ď
fpbq ´ fpaq

b ´ a
ď
fpxq ´ fpbq

x ´ b
.

Qualquer uma das desigualdades acima implica a outra. Elas
significam que, para a ă b, a secante ax tem inclinação menos que a
secante ab e esta, por sua vez, tem inclinação menor do que a secante
xb (veja Figura 22).

Figura 22 – Função convexa no R2.

Teorema B.1. Se f : I Ñ R é convexa no intervalo I, então existem
as derivadas laterais f 1

`
pcq e f 1

´
pcq em todo ponto c P I.

Corolário B.1. Uma função convexa f : I Ñ R é cont́ınua em todo
ponto interior ao intervalo I.

Teorema B.2. As seguintes afirmações sobre a função f : I Ñ R,
derivável no intervalo I, são equivalentes:

(1) f é convexa;

(2) A derivada f 1 : I Ñ R é monótona não-decrescente;
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(3) Para quaisquer a, x P I tem-se fpxq ě fpaq`f 1paqpx´aq, ou sej,
o gráfico de f está situado acima de qualquer de suas tangentes.

Corolário B.2. Todo ponto cŕıtico de uma função convexa é um ponto
de mı́nimo absoluto.

Corolário B.3. Uma função f : I Ñ R, duas vezes derivável no
intervalo I, é convexa se, e somente se, f”pxq ě 0 para todo x P I.

B.1.7.2 Funções convexas no Rn [16, cap.3, seção 6]

Definição B.11. Seja C Ď Rn um conjunto convexo. Uma função
f : C Ñ R chama-se convexa quando, para quaisquer x, y P C e
t P r0, 1s, tem-se;

fpp1 ´ tqx ` tyq ď p1 ´ tqfpxq ` tfpyq.

Alternativamente: f é convexa quando, para quaisquer x, y P C
e α, β P r0, 1s com α`β “ 1, tem-se fpαx`βyq ď αfpxq `βfpyq.

Diz-se que f : C Ñ R é côncava quando ´f é convexa. Isto
equivale a dizer que, para quaisquer x, y P C e t P r0, 1s tem-se
fpp1 ´ tqx ` tyq ě p1 ´ tqfpxq ` tfpyq. Todos os resultados a seguir
estabelecidos para funções convexas valem, com as óbvias modificações,
para funções côncavas.

Definição B.12. A combinação linear α1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` αkvk chama-se
uma combinação convexa de v1, ¨ ¨ ¨ , vk P R quando α1`¨ ¨ ¨`αk “ 1
e αi ě 0 para i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k.

Teorema B.3. Se C Ď Rn e v1, ¨ ¨ ¨ , vk P C então toda combinação
convexa α1v1 ` ¨ ¨ ¨ `αkvk pertence a C.Além disso, se f : C Ñ R é
uma função convexa, tem-se:

f

˜

k
ÿ

i“1

αivi

¸

ď

k
ÿ

i“1

αi ¨ fpviq.

Teorema B.4. Se C Ď Rn convexo. A fim de que a função f : C Ñ R
seja convexa, é necessário e suficiente que, para quaisquer a, b P C, a
função ϕ : r0, 1s Ñ R, definida por ϕptq “ fpa ` tvq, v “ pb ´ aq,
seja convexa.

Equivalentemente: f : C Ñ R é convexa se, e somente se, sua
restrição a qualquer segmento de reta ra, bs Ď C é convexa.
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Teorema B.5. Seja f : U Ñ R definida no aberto U Ď Rn. Então:

a) O conjunto Epfq “ tpx, yq P R; y ě fpxqu Ď Rn`1, chamado o
epigráfico de f , é convexo se, e somente se, f é convexa;

b) Supondo-a de classe C1 a função f é convexa se, e somente se, para
a, a ` v P U quaiquer, tem-se:

fpa ` vq ě fpaq` ă grad f(a),v ą;

c) Quando é de classe C2, a função f é convexa se, e somente se, sua
forma quadrática hessiana é não-negativa em todos os pontos de U .

Se C Ď Rn convexo. A fim de que a função f : C Ñ R
seja convexa, é necessário e suficiente que, para quaisquer a, b P C, a
função ϕ : r0, 1s Ñ R, definida por ϕptq “ fpa ` tvq, v “ pb ´ aq,
seja convexa.

Corolário B.4. Todo ponto cŕıtico a de uma função convexa f : U Ñ

R de classe C1 é um ponto de mı́nimo global, isto é, fpxq ě fpaq para
todo x P U .

B.1.8 Uma função impĺıcita [16, cap.4, seção 1]

Os pontos de Rn`1 serão escritos sob a forma px, yq, onde x “
px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P Rn e y P R. O teorema abaixo dá o significado preciso
à afirmação e que ”a equação fpx, yq “ c define implicitamente y
como função de x” e estabelece uma condição suficiente para que ela
seja verdadeira.

Teorema B.6. [Teorema da função impĺıcita]. Dada a função f :
U Ñ R, de classe Ckpk ě 1q no aberto U Ď Rn`1, seja px0, y0q P U

tal que fpx0, y0q “ c e
Bf

By
px0, y0q ‰ 0. Existem uma bola B “

Bpx0; δq e um intervalo J “ py0 ´ ε, y0 ` εq com as seguintes propri-
edades:

1) B ˆ J Ď U e
Bf

By
px0, y0q ‰ 0 para todo px, yq P B ˆ J ;

2) Para todo x P B existe um único y “ ξpxq P J tal que fpx, yq “
fpx, ξpxqq “ c.
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A função ξ : B Ñ J , assim definida, é de classe Ck e suas
derivadas parciais em cada ponto x P B são dadas por:

Bξpxq

Bxi

“

´
Bf

Bxi

px, ξpxqq

Bf

By
px, ξpxqq

.

B.1.9 Grupo

Definição B.13. [8, cap.2, seção 2.1] Um grupo é um conjunto não
vazio G dotado de uma operação binária GˆG Ñ G, denotada por ”‚”,
denominada produto, tal que, as seguintes propriedades são satisfeitas:

(i) Associatividade: para todos a, b, e c P G vale pa‚bq‚c “ a‚pb‚cq;

(ii) Elemento neutro: existe um único elemento e P G, denominado
elemento neutro, tal que g ‚ e “ e ‚ g “ g para todo g P G;

(iii) Inversa: Para cada g P G existe um único elemento h P G tal
que g ‚h “ h ‚ g “ e. Esse elemento é denominado a inversa de
g e denotado por g´1.

Um grupo G é dito ser comutativo ou Abeliano se a ‚ b “ b ‚ a
para todos a, b P G.

B.1.10 Divergente

Definição B.14. Adaptado de [10, cap.16, seção 16.5]. Seja um campo
vetorial diferenciável f : Rn Ñ Rn. Tomando f “ pf1, ¨ ¨ ¨ , fnq
chamamos a função div f de divergente de f , tal que, div f : Rn Ñ R
definida por:

div f “
n
ř

i“1

Bfi

Bxi

“
Bf1

Bx1

` ¨ ¨ ¨ `
Bfn

Bxn

.

Em particular, para n “ 3, temos:

div f “
3
ř

i“1

Bfi

Bxi

“
Bf1

Bx
`
Bf2

By
`
Bf3

Bz
.


