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Resumo

Maquinas Simples sao ferramentas basicas utilizadas tanto para aumentar ou redu-
zir a amplitude de uma forca, quanto para mudar a direcao de uma forca ou movimento.
Sao de forma geral os modelos basicos que fundamentam o funcionamento mecanico de
grande parte das maquinas utilizadas desde os primérdios da humanidade, tanto as mais
complexas, como por exemplo carros, guindastes e elevadores, quanto as mais simples,
como parafusos, machados, alicates e tesouras. Todas elas possuem em comum um em-
basamento matematico que justifica o seu correto funcionamento.

Neste trabalho aborda-se os fundamentos matematicos das maquinas simples, em
particular, discorre-se sobre os conceitos matematicos basicos que permitem numa pers-
pectiva geral o funcionamento eficiente dessas maquinas, apresentando-as numa linguagem

interdisciplinar que pode ser utilizada por professores em séries iniciais.

Palavra-chave: Mdaquinas Simples, fundamentos matematicos, funcionamento dessas

maquinas.



Abstract

Simple Machines are basic tools used both to increase or reduce the amplitude of
a force, or to change the direction of a force or movement. They are basically the basic
models that base the mechanical operation of most of the machines used since the early
days of humanity, both the most complex, such as cars, cranes and elevators, as well as
the simplest ones, such as bolts, axes, pliers and scissors All of them have in common a
mathematical foundation that justifies their correct functioning.

In this paper we discuss the mathematical fundamentals of simple machines, in
particular, discusses the basic mathematical concepts that allow in a general perspective
the efficient functioning of these machines, presenting them in an interdisciplinary lan-

guage that can be used by teachers in initial grades.

Keyword: Simple Machines, mathematical fundamentals, operation of these machines.
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Introducao

Desde a antiguidade, os seres humanos tém procurado desenvolver maquinas e
instrumentos voltados para facilitar o desenvolvimento das suas multiplas atividades. As
maquinas simples sao instrumentos que nos permitem mudar a magnitude, a direcao e o
sentido de uma forga, estando presente como corpo tedrico ou pratico.

As méquinas simples de modo geral, facilitam a vida do homem. Na era Crista
(d.C.), as maquinas simples foram objetos de estudo por parte do matemético grego Heron
de Alexandria (c. 20 d.C.-?), que as tratou em sua Mecanica, obra composta de trés livros.
No Livro II, apresentou as maquinas simples e os problemas mecanicos da vida didria,
enquanto no livro III hé a descrigao da construcao das mais variadas espécies de maquinas.
Por exemplo, utilizou o mecanismo da roda dentada para converter as rotagoes das rodas
de uma carroga em giros de um ponteiro, constituindo-se desse modo, numa espécie de

odometro como mostra a figura
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Figura 1: Odometro

Atualmente, o assunto que engloba o tema dessa dissertagao nos diversos capitulos
que compoem os livros didaticos, nao esclarecem o seu conceito. Com isso, esse trabalho
pretende desenvolver o conteiido matematico explorado durante o ensino fundamental II
e médio, exemplificando seu uso e aplicacao por meio das maquinas simples que estao
presentes no cotidiano.

Este trabalho é direcionado tanto aos estudantes quanto aos professores do curso de



Matematica e Fisica que desejem, além de ter um conhecimento sobre maquinas simples,
conhecer alguns conceitos matematicos correlacionados com seu funcionamento. Para
tanto, é necessario ter um conhecimento prévio sobre matemaética bésica que seja suficiente
para proporcionar o entendimento do tema.

De acordo com o Parametros Curriculares Nacionais (PCN), no curso de ensino
fundamental II estuda-se proporcionalidade, semelhanga de triangulos e alguns conceitos
trigonométricos. Ja no ensino médio, estuda-se trigonometria e geometria. Portanto este
texto pode ser trabalhado parcialmente no ensino fundamental e integralmente no ensino
médio.

Pretende-se com esta dissertagao, correlacionar os conceitos basicos da matemaética
com a finalidade de entender o funcionamento das maquinas simples.

Como objetivo geral foi estabelecido a investigacao dos fundamentos matematicos
por tras das maquinas simples e, como objetivos especificos, a apresentacao do percurso
historico das maquinas simples e as preliminares para um melhor entendimento poste-
rior. Além de mostrar, através dos conceitos basicos estudados nos capitulos iniciais, o
funcionamento das méaquinas e por fim, apresentar alguns problemas reais do dia a dia.

Esta dissertagao apresenta-se estruturada em quatros capitulos. O primeiro aborda-
se o surgimento das méaquinas simples. No segundo, aborda-se os conceitos fundamen-
tais. No terceiro, os conceitos basicos da matematica que garantem o funcionamento das
maquinas. E finalmente, no quarto capitulo, algumas aplicagoes dessas maquinas e como

estas ajudam no desenvolvimento da humanidade.



Capitulo 1
Maquinas Simples

As civilizacOes antigas, tais como os sumerianos, egipcios, caldeus, assirios, fenicios,
chineses, dentre outras, que viveram milhares de anos antes de Cristo, usaram méaquinas
simples (rodas, arados, balangas, cunhas, planos inclinados, parafusos, alavancas, roldanas
ou polias) para melhorar a agricultura, construir cidades, ampliar o comércio, guerrear e,
com i8so, promover o seu processo civilizatério. O astronomo e matematico grego Archytas
de Tarentum (f.c. 400-350) foi quem construiu o primeiro autémato consistindo em um
pombo voador de madeira, assim como construiu também vérios instrumentos mecanicos
para descrever curvas geométricas. O mesmo desenvolveu a teoria da roldana ou polia,
uma das primeiras maquinas simples baseada no principio da alavanca. Mais tarde este
principio teve uma primeira explicacao por parte do filésofo grego Aristételes de Estagira
(384-322).

Outro marco significativo para o entendimento do principio da alavanca foi dado
pelo artista Leonardo da Vinci (1452-1519), ao reconhecer a importancia do brago de

alavanca:

Da Vinci demonstrou que dada uma alavanca AB, de extremidade A moével, se
em sua extremidade B sao aplicados dois pesos, um vertical P e um horizon-
tal Q (este aplicado por intermédio de uma roldana), e se o equilibrio dessa
alavanca ocorre para uma dada posicao de sua inclinacao, entao a relacao
— depende das distancias, horizontal e vertical, entre respectivamente, as
direcoes de P e (Q e o ponto de rotacao A. Essas distancias sao justamente as
alavancas potenciais, conforme o préprio da Vinci as denominou, ou os bragos
de alavanca de P e (), conforme mais tarde foram reconhecidos quando foi in-

troduzido o conceito de momento estatico no estudo da Estatica como mostra
a figura [1.1]

Portanto, o uso das maquinas simples vem sendo transmitido de geracao em

geracao. Elas ja estao completamente incorporadas ao cotidiano devida a facilidade de



Figura 1.1: Arquimedes usa também uma alavanca inclinada (HKN), com os “pesos”

representados pelos segmentos de reta MO e TG do livro de Arquimedes (op. cit.)

uso. Por exemplo, para fixar um prego, usa-se um martelo, que deve ser tanto mais pesado
e de cabo longo quanto maior for o prego. O préprio tamanho do prego é escolhido para
dar conta do esforgo que sera exigido da estrutura de madeira que esta sendo construido.

Para levantar um peso como o de um automovel, usualmente é necessario um
macaco ou um guincho; este é dotado de uma roldana. Ja para levantar caixotes pesados
num degrau grande, pode-se usar um plano inclinado. Antigamente, os barris de cerveja
eram empurrados para cima do caminhao de transporte, rolando-os num plano inclinado.
A prépria construcao de rodovias através de regides de serra, onde grandes altitudes
devem ser vencidas, segue um ziguezague, que nada mais é que a sucessao de varios
planos inclinados. Assim, pode-se enumerar muitas outras maquinas simples utilizadas
no dia a dia.

As maquinas simples sao equipamentos muitos simples, como o préprio nome ja
denota que possibilitam a execucao de uma tarefa com menos forga ou menos desgaste
fisico. Alguns conceitos introduzidos no estudo da mateméatica podem ser usados para
compreender o funcionamento de algumas maquinas simples, como sera mostrado nessa
dissertacao. Numa sala de aula é relevante o professor intermediar os contetidos de ma-

tematica pertinentes com as aplicacoes no dia a dia.
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Figura 1.2: Tabla de méquines cencielles (Cyclopaedia Chambers, 1728)



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo serao explorados alguns conceitos basicos da matematica, tais como:
semelhanca de triangulos, teorema de Pitagoras, razoes trigonométricas e inversao. Se-
guindo essa ordem, antes de apresentar os casos de semelhanca de triangulos, é impres-

cindivel que se entenda sobre triangulo semelhantes.

Definicao 2.0.1. Dois triangulos sao semelhantes se pode rotular seus vértices A, B, C
e A, B', C'" de tal forma que

AB AC  BC
AL AC'  BCT

Neste caso, usa-se a notacio NABC ~ NA'B'C'. E para representar angulo, o simbolo

“/7. Para melhor ilustrar essa defini¢do, considere a figura[2.1):

Figura 2.1: Triangulos ABC e A'B'C’

Observe que como os triangulos em[2.1] sao semelhantes, entdo ZA tem a mesma

medida que ZA', /B tem mesma medida que /B’ e por fim, ZC tem mesma medida que



AB AC
ZC". Além disso, os lados proporcionais sao correspondentes, isto €, = =
A'B’ A'C?
BC 1
BC ok

2.1 Casos de semelhancas

Aqui sera apresentado os casos relevantes de semelhancas de triangulos para este
trabalho. Para o primeiro caso, é preciso definir o caso LAL (Lado-angulo-lado) de

congruéncia de triangulos.

Definigao 2.1.1. (Caso LAL de congruéncia) |'| Se dois triangulos ABC ¢ DEF
possuem um lado, um angulo e um lado com medidas iguais, entdo ABC' € congruente
a DEF. Contudo, € possivel observar que essa ordem deve ser respeitada. Triangulos
que possuem dois lados e um angulo com medidas iguais nem sempre sao congruentes. O

angulo deve estar entre os dois lados, como na figura a sequir:

E 3 F
an®
C
A
3
a0-
A 4 B &

Figura 2.2: Triangulos retangulos ABC e DEF

Observe que esses triangulos configuram o caso LAL, pois pode-se notar a con-
gruéncia a sequir na ordem correta: AC = EF =3, /A= /E =90° ¢ AB=FED = 4.

Visitar https://alunosonline.uol.com.br /matematica/casos-congruencia-triangulos.html



Proposicao 2.1. (Caso AAA) Se em dois triagngulos ABC' e DEF tem-se ZA = /D,
/B =/F e /C = /F, entio NANABC ~ ADEF.

Figura 2.3: Triangulos ABC' e DEF' com os segmentos coloridos

Demonstracao. Sejam G e H pontos nas retas AB e AC, mutuamente, de forma que

AG = DE e AH = DF. Seguindo o caso LAL de congruéncia de triangulos, tem-se que
AGH = DFEF. Logo, AGH = DEF —ABC, o que implica que GH e BC sio paralelas.

Pelo teorema | tem-se

SN[
=l &

ou seja,

SIS

De forma anéloga,

S| &=
33

2Se uma reta, paralela a um dos lados de um tridngulo, corta os outros dois lados, entdo ela os divide

na mesma razao



Proposigao 2.2. (Caso LAL) Se dois trigngulos ABC e DEF sdo tais que ZA= 2D

e 2 = 2, entao NABC ~ AEFG.
BC AB

Figura 2.4: Triangulo ABC' com uma reta r paralela a base BC passando pelos pontos G

e H. E outro triangulo DEF'.

Demonstracdo. Seja G um ponto na reta AB, onde AG = DE. Sejam r a reta paralela
a BC que passa por G; e H o ponto de intersecdo desta reta com a reta AC. De modo
que r é paralela a reta BC, segue que AGH = ABC e AHG = AC‘B, o que implica em
ANAABC ~ AAGH pelo o caso AAA de semelhanca de triangulos. Como

AG = DE

AG  AH
AL AC

entao,

DF DE AG AH

AC AB AB AC
isto é, DF = AH. Assim, pelo caso LAL de congruéncia, segue que AGH = DEF.
como NAGH ~ NABC, entao ANABC ~ ADEF. O]

=

E a seguir, o caso LLL. Esse caso é chamado de 3° caso de semelhanca.

Proposigao 2.3. Se em dois triangulos ABC' e DEF, tem-se

AB BC (A
DE EF FD’

entao NABC ~ ADEF'.
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Figura 2.5: Triangulo ABC' com uma reta r paralela a base BC passando pelos pontos
G e H. E outro triangulo DEF'.

Demonstracdo. Sejam G um ponto da reta AB tal que AG = DE; e H o ponto de
intersecdo da reta paralela a BC que passa por G. E possivel observar que AGH = /B.
Isso implica que AAGH ~ AABC pelo caso AAA de semelhanga. Particularmente,

AG AH GH
AB AC BC’

No entanto, como

G=DFE
e -
AB  BC
DE EF’
entao,

GH AG DE FEF
BC AB AB BC
o que implica em EF = GH. De forma andloga, é possivel mostrar que AG = DF e

AH = DF. Portanto, AABC ~ AEFGQG. m

A semelhanca de triangulo é fundamental, pois aplica-se para provar a proporcio-
nalidade de segmentos, que é o mesmo para demonstrar a igualdade de duas razoes. O
processo consiste em construir triangulos semelhantes que tenham como lados os segmen-
tos que figuram na tese. No exemplo a seguir, usar-se-a semelhanca para provar que duas

cordas de um circulo se cortam em partes proporcionais.

Exemplo 2.1.1. Demonstrar que duas cordas de um circulo se cortam em partes propor-
Clonass.
- AE CE
Solucao 2.1.1. Tem-se que a tese € — = —.
DE BE
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7

Figura 2.6: Duas cordas em um circulo

Na ﬁgum trace DB e AC. Ficam formados os dois triangulos ACE ¢ BDE,
que sao semelhantes em virtude do caso AAA de semelhanca (/B = ZC, LA = 4D, por

terem a mesma medida). Da semelhanca resulta que

Sl
|
s

Portanto,

AE-EB=CFE-DFE
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2.2 Trigonometria

Nesta segao sera analisado: teorema de Pitagoras, as razoes trigonomeétricas,
lei dos senos, lei dos cossenos, comprimento de arco e relagoes trigonométricas,
lei dos senos, lei dos cossenos, comprimento de arco e relagoes métricas no
circulo. O uso do teorema de Pitdgoras aparece em varias partes dessa dissertacao, tais
como na secao Parafuso, Polias e roda e eixo. As razoes trigonométricas aparecem em
todas as secoes, logo ¢ a principal parte. Ja a lei dos senos e cossenos aparecem nos
parafusos e na roda e eixo. A parte de relacoes métricas no circulo possibilita um me-
lhor entendimento sobre a Inversao. E, finalmente comprimento de arco aparece na se¢ao
Alavanca. A vantagem da trigonometria é que com os mesmos dados, pode-se calcular
os elementos desconhecidos do triangulo procurado, com valores numéricos exatos ou tao
aproximados quanto se queira. A trigonometria é indispensavel em Mecanica, Geometria
Analitica, Topografia e em céalculos astronomicos.

E imprescindivel iniciar falando sobre projecao de um ponto sobre uma reta, pois é
o pé da perpendicular tracada do ponto & reta. Assim, na figura[2.7 tem-se que a projegao
do ponto A sobre a reta r é A’. Da mesma forma que a projecao de um segmento AB
sobre a mesma reta r é o segmento determinado pelas projecgoes dos extremos do segmento.
Assim, a projecdo do segmento AB como mostra a figura 6 A'B’ e a projecio de CD
6CD'.

Figura 2.7: Projecoes

Triangulo retangulo, em geometria, ¢ um triangulo que possui um angulo reto
e outros dois angulos agudos, para tanto basta que tenha um angulo reto |°| , pois a
soma dos trés angulos internos é igual a um angulo raso 180°. E uma figura geométrica
muito usada na matematica, no célculo de areas, volumes e no calculo algébrico. Em um
triangulo retangulo, tem-se como elementos hipotenusa, catetos, projecoes dos catetos e

altura relativa a hipotenusa como mostra a figura

3Angulo reto tem abertura de 90°
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B C

Figura 2.8: Triangulo com os pontos A, B e C, os lados opostos a (hipotenusa), b e ¢

(catetos) e as projegoes de b e ¢, m e n.

Definicao 2.2.1. A hipotenusa € a “soma” das projecoes dos catetos sobre ela ﬁ

Seja o tridangulo retangulo BAC como mostra a figura [2.8|. Trace a perpendicular

AH sobre a hipotenusa. Entdo m e n serdo, respectivamente, as projecoes dos catetos b
e ¢. D4 figura[2.8] tem-se

m+n = a. (2.1)

Proposicao 2.4. Qualquer cateto é média propm’cional entre a hipotenusa e sua projecao

sobre ela.

Demonstracao. Como hipdtese tem-se que A =90°ecomotese 2 =a-mec®=a-n. Os
triéng;ulos AHC e BAC sao semelhantes pelo caso LAL. Dessa semelhanca, conclui-se
m
que — = —. Portanto,
a b
b = am. (2.2)
De forma anéloga os triangulos AHB e BAC' também sao semelhantes pelo mesmo caso
c n
anterior. Logo, — = —. Portanto,
a c

¢ = na. (2.3)

]

Proposicao 2.5. A altura tracada sobre a hipotenusa € média proporcional entre as

projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

Demonstracao. Considere-se como tese h? = mn. Note-se que os angulos H AC e /B sao

iguais por terem o mesmo comprimento C. Logo, pode-se concluir que AAHC ~ ANAHB.

4A soma de dois segmentos de uma mesma reta, é o segmento resultante da concatenacdo dos dois

segmentos

5 - ., a b , , . Lo . .
Dada uma proporgao continua — = —, o nimero b é denominado média geométrica ou média propor-

b
cional entre a e c. Assim, b?> =a - ¢, ou seja, b = /a - c
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h m
Pela semelhanca, tem-se — = 7 Portanto,
n

h? = mn. (2.4)
[

Proposicao 2.6. O quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.

Demonstragdo. De imediato basta somar membro a membro as equagoes [2.2] e Logo,

V> +c* =am+na=a-(m+n)=ad% pois m+n = a como observado na defini¢ao 2.2.1.
Assim, obtemos a equagao,
b+ =a’ (2.5)

Conhecida como o Teorema de Pitagoras. m

Nota 2.1. E possivel mostrar o Teorema de Pitdgoras usando semelhanca de triangulos,
tema visto na se¢ao anterior. Observando o triangulo da figura[2.9, tem-se ZC' = 90°,
AB =¢, AC =b e BC = a.

e
o

Figura 2.9: Triangulo ABC' com ZC' = 90°

Assim, pelo caso de semelhanca LAL tem-se ANACD ~ NABC ~ ANCBD. Isso

implica que

AC 4D
AB  AC
€ — .
BC DB
AL BC

Logo, b* = c- AD e a®> = ¢- DB. Portanto,
a>+bv*=c-(AD+ DB) = ¢*.

Proposicao 2.7. O produto dos catetos € igual ao produto da hipotenusa pela altura.
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Demonstrac¢ao. Multiplicando membro a membro das equagoes|2.2|e obtém-se b?c? =
a’mn. No entanto, pela equacao tem-se b?’c? = a?h?. Extraindo a raiz quadrada

resulta que

]

Para analisar as razoes trigonométricas é necessario primeiro estudar a razao entre
os lados de um triangulo retangulo. Sejam as semirretas AM e AN, como mostra a
figura [2.10, que fazem no ponto de intersegdo A, um angulo a. Pelos pontos Cy, Cy e C3
de AN, baixe as perpendiculares C'1 By, Cy By, C3B3, com By, By e Bg em AM . Deve-se
notar que os triangulos retangulos obtidos AB,C}, AByCs, AB3(C3, sao semelhantes por

terem o angulo o comum.

Figura 2.10: Semirretas AM e AN com angulo «

Os seus lados homélogos sao proporcionais e podendo ser escritas as seguintes pro-

porcoes:

3101 BQCQ BgCg

AB,  ABy  ABjs ==k
AB, _ AB, _AB; _ o
AC AC,  ACy T

Blcl o B202 . B3C3 _ — k"

ACH ACy ACs

Deve-se observar que os coeficientes de proporcionalidades k, entre os catetos dos
diversos triangulos retangulos obtidos dependem do angulo a. E de forma andloga, para
os coeficiente k' e k” entre a hipotenusa e um dos catetos de cada um dos triangulos
retangulos semelhantes.

As possiveis razoes entre os 3 lados de um triangulo retangulo de lados a, b e c,

sao seis e que sao chamadas de: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante.
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Todavia aqui serao abordadas as trés primeiras. Entao, seja o triangulo retangulo de lados
a, b e ¢ como mostra a figura e angulos ZA, /B e ZC, sendo ZA = 90°.

C

Figura 2.11: Triangulo ABC retangulo em A.

Logo, serao obtidas as razoes:

2 = sen(B)
2 = cos(B)
g = tg(B)

No triangulo ABC' em relacao ao angulo B, chama-se BC' de hipotenusa, AB de

cateto adjacente e AC' de cateto oposto. Dai,

cateto oposto

sen(B) =
(B) hipotenusa
(B) cateto adjacente
cos =
hipotenusa
cateto oposto
tg(B) =

cateto adjacente

E para finalizar essa parte de trigonometria, sera discutido sobre a lei dos senos e

dos cossenos em virtude das numerosas aplicagoes ao longo deste trabalho.

Proposicao 2.8. Em um triangulo, os lados sao proporcionais aos senos dos angulos

0postos.

Demonstracdo. Seja o triangulo ABC, de alturas BD = h e AE = h/ como mostra a

figura|2.12
Dai, nos triangulos retangulos ABD e CBD, tem-se h = ¢ - sen(A) = a - sen(C);

donde:
c a

sen(C') - sen(A) (2:6)
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Figura 2.12: Triangulo ABC qualquer

Considerando os triangulos retangulos ABE e AEC formados pela altura AFE, temos
h' =b-sen(C) = c- sen(B), logo:
c b

sen(C)  sen(B) (2.7)

Note-se que as igualdades [2.6] e [2.7] tem um membro igual, portanto é possivel escrever

a b c

sen(A)  sen(B)  sen(C)

que é o Teorema dos senos. O]

Proposicao 2.9. Em um triangulo, o quadrado de um lado oposto a um angulo agudo
€ 1gual a soma dos quadrados dos outros lados menos o duplo produto desses lados pelo

cosseno do angulo agudo que formam.

Demonstragao. Seja o triangulo ABC' e o lado a oposto ao angulo agudo A como mos-
tra a figura [2.13] A altura CD = h relativa ao vértice C' ficard sobre AB ou sobre o

Figura 2.13: Triangulo ABC' qualquer

prolongamento de AB. Em qualquer caso se obtém

c=V+2*—-2.-¢-AD
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No entanto, observe que do triangulo ACD, tem-se que AD = b - cos(A). Portanto,
a>=b"+c*—2-b-c-cos(A)

Observacao 2.1. Para os trés lados de um triangulo acutangulo, tem-se do mesmo modo:
a> = b+ —2-b-c-cos(A)

2

V¥ = a®+c®—2-a-c-cos(B)
A = bv+a*—2-b-a-cos(O)

]

Proposicao 2.10. Em um triangulo, o quadrado de um lado oposto a um angulo obtuso
¢ igual a soma dos quadrados dos dois outros lados mais o duplo produto desses lados pelo

cosseno do suplemento do angulo que formam.

Demonstragao. Seja o triangulo ABC como mostra a figura |2.14] Logo, pode ser escrito
que a? =>4+ c?+2-c- DA. No entanto, no triangulo ADC, tem-se que

DA =b-cos(180° — A)
Portanto,

a’>=b"+c*+2-bc-cos(180° — A)

h

I
[i__

Figura 2.14: Triangulo ABC' qualquer

Observacao 2.2. Para os trés lados de um triangulo obtusangulo, tem-se do mesmo
modo:

a®> = b+ —2-b-c-cos(180° — A)
V¥ = a*+c*—2-a-c-cos(B)
& = b +a*—2-b-a-cos(O)
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]

Definicao 2.2.2. Dada uma circunferéncia de centro O, raio r e dois pontos A e B
pertencentes a circunferéncia, a porcao da circunferéncia entre os pontos assinalados €

um arco de circunferéncia.

Observagao 2.3. Diz-se que a medida do arco AB € igual a 1 mdz’ano@ ou seja, 1 rad.
Assim, pode-se definir um radiano como sendo um arco onde a sua medida € a mesma do

rato da circunferéncia que contém o arco.
Proposicao 2.11. O comprimento de um arco € proporcional a medida do angulo central.

Demonstracao. Observe a figura . E conhecido que, para calcular o comprimento de

uma circunferéncia, utiliza-se a expressao matematica C' =2 -7 - r.

< ¢

Figura 2.15: Circunferéncia de centro O e arco AB com comprimento ¢

A volta completa em uma circunferéncia é representada por 360°. E preciso realizar
uma comparagao entre o comprimento da circunferéncia em medida linear (¢) e medida

angular (a)). Note-se que 2 - 7 - r estd para 360° assim como ¢ estd para «. Dali,

2-mer 1
3600«
360°-¢ = 2-wm-7-«
¢ - 2-m-T-
360°
T«
/= —
180°
/! = r-a
onde « estd em radiano. O

Svisitar https://brasilescola.uol.com.br/matematica/o-radiano.htm
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Proposicao 2.12. Um dngulo ZB inscrito como na figura[2.16/ tem a mesma medida que

a metade do arco compreendido entre seus lados.

Demonstra¢ao. Deve ser considerado os trés casos indicados como na figura [2.16, em

acordo com a posicao dos lados em relagao ao diametro com extremo em B.

. B
% / A
C C
5 D

Figura 2.16: Circulos com os trés casos

Primeiro caso

Um dos lados do angulo é um diametro. Dai, tracando o raio OA, fica formado o tridngulo
isosceles AOB, onde « é angulo externo em O. Logo, tem-se /A =/Bea=/A+/B.
Logo, a =2-/ZB e 4B = %. Como « é central, sua medida serd igual a do arco AC.
Pode-se concluir entao, em virtude da ultima igualdade que, a medida do angulo B é igual

a metade da medida do arco Za isto é,

~ med.@
med. :T

Segundo caso
O centro do circulo fica no interior do angulo. Trace-se o diametro BD. Do primeiro

caso, obtém-se que

App - 2P

2
e —_—
ppo - 2¢

2

Somando membro a membro, surge
- AC
B=A¢
2

Terceiro caso
O centro do circulo fica no exterior do angulo. Trace-se o diametro BD. Obtém-se, em

virtude do 1° caso, as igualdades

—

@:ATD
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e
cpp -2
2
Subtraindo membro a membro, obtém-se
5. A4¢
2

]

Proposicao 2.13. Dados A, B, M pontos de um circulo C tais que AB € um diametro
eM ¢ AB e P € AB tal que MP ¢ altura no AAM B relativa a AB. Tem-se que:
(1)) MP é a média proporcional entre os segmentos que determina sobre o diametro;

(i1) AM € a média proporcional entre o diametro inteiro e sua projecao sobre ele.

M

Figura 2.17: Circulo

Demonstragio. (i) Seja a ordenada MP, tracada do ponto M ao didmetro AB como

mostra a figura [2.17| Tem-se como tese que MP° = PA-PB. Tracando as cordas M A

e M B, fica formado o triangulo AM B que é retangulo, por estar o angulo M inscrito em

um semicirculo. Como M P é altura da triangulo, conclui-se que

MP —PA-PB

ou seja,

MP =+ PA-PB

(ii) Tem-se que a corda AM é um cateto do triangulo AM B. Portanto,

AM = AB.AP

isto é,

AM =V AB - AP
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2.3 Inversao

Na época da revolucao industrial, no século 18, alguns mecanismos foram projeta-
dos e usados para descrever movimentos retilineos como o que movia o pistao da maquina
a vapor, inventada por James Watt em 1784. Porém, foram descritos movimentos aproxi-

madamente retilineos como mostra a figura O desafio de produzir movimentos que

MECANISMO DE WATT
AC = BD

P = ponto médio de CD
A ¢ B fixados

Figura 2.18: MECANISMO DE WATT

sao teoricamente retilineos, atraiu a atencao de matematicos. Muitos esforcos foram feitos
até que, em 1864, Peaucellier inventou o mecanismo de 6 varetas chamado de inversor de
Peaucellier, que produz uma inversao circular transformando movimentos circulares em
retilineos.

Para demonstrar a exatidao dos movimentos desses mecanismos é necessario co-
nhecer um pouco da inversao circular, um tépico de Geometria que se serve de conceitos
da geometria euclidiana plana do ensino basico, tais como, semelhanca de triangulos,
angulos inscritos e semiinscritos numa circunferéncia e poténcia de ponto em relacao a
uma circunferéencia.

Antes de definir Inversao, precisa-se estabelecer as seguintes notacoes: denota-se
por P’ o inverso de P com relagao a um circulo S = C(O,r)(fixado) com centro em O e

raio r e O?’ a semirreta de extremo “O”que passa por P.

Defini¢ao 2.3.1. Seja S = C(O,r) firado. Dado P # O, o ponto P' € O—})7 tal que

OP - OP' =12 ¢ dito o inverso de P com relacdo a S.
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Figura 2.19: Circulo de centro O

Para que a demonstracao da proposicao 2.16 fique mais simples, sera utilizada a

definicao de conjugados harmonicos.

Definicao 2.3.2. Seja AB um segmento de reta. Entdo, dois pontos M e N, pertencentes

a reta AB, sdo conjugados harmoénicos em relagdo a A e B se satisfazem

MA NA
MB NB

Figura 2.20: Reta orientada AB

Observacgao 2.4. Se M e N sdao conjugados harmaénicos em relagao a A e B, entao um

deles estd entre A e B e o outro ndo pertence ao segmento AB.

A partir da definicao de conjugado harmonico, serd enunciado e demonstrado a

proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.14. Dois pontos P e P' sdo inversos em relag¢ao a circunferéncia C(O,r)
se, e somente se, sao conjugados harmonicos em relagao ao diametro AB determinado

pela intersecao da reta OP com a circunferéncia C'.

Demonstracao. Sejam P e P’ pontos inversos em relacao a circunferéncia C, e A e B
a intersegao entre a reta PP’ e a circunferéncia C' (como mostra a figura ). Pela
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AP AP
definicao de conjugado harmonico, resulta que — = ——, ou seja,
BP  BP
AO + OP AO + OF'
OP — OB OB — OP'
r+ OP r+OP
OP —r r—OP
(r+OP)-(r—0OP) = (r+0OP)-(OP-r)
r>r-OP 4+r-OP-OP-OP = —r*4+r.-OPr-OP +0OP -OP
2.-r> = 2.0P-OP

r* = OP'-OP

Portanto, pelo conjugado harmonico, a cada ponto P diferente da origem do plano

: .- , < .
existe um tnico ponto P’ inverso a P em relacao a circunferéncia de centro O como se
observa na figura[2.19] O

Proposicao 2.15. (Propriedades da inversao) Considere a inversio por um circulo
S de centro O. Logo,

a) (P) = P para qualquer P.

b) P' éinterno a S se e somente se P é externo a S.

c) se A, B e C estio nesta ordem em uma semirreta de origem O, entio A’, B' e C'

estd@o na mesma semirreta em ordem reversa.

Demonstragdo. a) Como P’ é inverso de P e é tinico em relacdo a S, entdao OP-OP’ = r2.
Seja X o inverso de P’ em relacdo a S. Assim, OP’ - OX = r2. Dessas duas equacoes
obtém-se que OP = OX. Portanto, P = X.

b) P’ é interno a S. Assim, OP’ < r. Tem-se que OP-OP’ = r%. Dai, OP-r > r? implica
em OP > r. Logo, P é externo a S. Reciprocamente, P é externo a S, logo OP > r.
Tem-se que OP -OP' = r2. Dai, - OP’ < r? implica em OP’ < r. Logo, P é interno a S.
¢) Note-se que OA < OB < OC'. Entao,

OA-OA = r?
OB-OB = r?
oC-0C" = r?

Segue que OA-OA'=0B-0OB"e OB-OB' =0C -0OC". Como OA < OB e OB < OC,
tem-se OA’ > OB’ e OB’ > OC". Portanto,

OC' < OB < OA'.
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Definicao 2.3.3. Duas curvas sao ortogonais em um ponto de intersecao, se as retas

tangentes as curvas nesse ponto forem perpendiculares.

Proposigao 2.16. Seja S = C(O,r). Se os pontos P, A e O estdo alinhados, entio A e
P em relagao a S sdo inversos se, e somente se, qualquer circunferéncia que passa por P

e A for ortogonal a S.

Demonstracao. Se A = P’, pela proposicao P e P’ sao pontos inversos em relacao a
S. Sej a K = C(Q, k) uma circunferéncia com centro em () e raio k, que passa por P e
P’. Como um dos pontos é interno a .S, as circunferéncias S e K se intersectam em G e
H, como mostra a figura

Seja M o pé da perpendicular tragada de @ & reta OP, conforme a figura [2.21 Do

“~—+8=C(Oy1)

Figura 2.21: Circunferéncias ortogonais

triangulo retangulo OQM tem-se que

0Q° = OM + QM (2.8)

Note-se que OM = OP’' + P'M. Elevando membro a membro ao quadrado obtém-se

OM’ = (OP + P'M)?

(2.9)
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J& no triangulo QM P’, tem-se

oM = QP -PM
e (TP
B 2
_ kt(%) (2.10)

(2.11)

Substituindo as equagoes (2.9) e (2.10) em (2.8), serd obtido

0Q° =0P-0P + k*

Como por hipétese OP - OP' = r2, logo
@2 =r? 4 k?

o que implica que os triangulos OH(Q) e OGQ sao retangulos em HeG, respectivamente.
Reciprocamente, considere-se K = C'(Q, k) uma circunferéncia ortogonal a S = C'(O,r)
e que passa por P e A. Entao, se H é um ponto de intersecao entre S e K, a reta s
tangente & K no ponto H é perpendicular a reta s’ tangente a S no ponto H. Assim, a

reta s passa por O. Como OH = r?, por Poténcia de Ponto, surgird

OP-OA=0H =
mostrando que os pontos P e A sao inversos em relacao a S. L]

Proposigao 2.17. (Equivaléncia para inversao). Seja S = C(O,r), AB um diametro
de S eP, P e O—}l Entao as sequintes condigcoes sao equivalentes:

a) P e P’ sao inversos com relagao a S.

b) OP-OP = 2.

c¢) Qualquer circulo que passa por P e P' € ortogonal a C'.

d) P e P’ sao conjugados harménicos com rela¢io a A e B.

Demonstrag¢ao. a) = b) segue imediatamente da defini¢ao ;

b) = c¢) segue imediatamente da proposigao ;

¢) = d) segue imediatamente da proposi¢ao [2.16];

d) = a) segue imediatamente da proposigao 2.14]. O

Proposicao 2.18. Seja S = C(Q,r). A inversa em relagio a S de uma reta s que nao

passa por @, € uma circunferéncia que passa por Q) (a menos do ponto Q).
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Figura 2.22: Inversao da reta que nao passa por ().

Demonstrac¢ao. Seja s como no enunciado. Seja A o ponto de intersecao de uma reta
r a uma reta perpendicular e que passa por (). Sejam A’ e B’ os inversos de A e B,
respectivamente, como mostra a figura m Entao QA - QA = QB - QB’ = r?, o que

implica em

QA _ QB

QB QA
e como B’ @A’ = B@A, conclui-se que os triangulos AQB e A'QB’ sao semelhantes.

Logo A’B’() é reto, o que nos mostra que B’ pertence a uma circunferéncia K =

(0,QO) que tem o segmento A’Q como didmetro. ]

Da proposicao anterior decorre imediatamente que “Se s’ é uma reta tangente a
circunferéncia K = (O, QO) no ponto @, entao s’ é paralela a s”. A seguir, denota-se por

Inv(s) como uma reta s invariante.

Proposicao 2.19. Seja S = C(Q,r). A inversa em relagao a S que passa por Q, € a

propria reta s, ou seja, uma reta € invariante quando esta passa pelo centro de inversao.

Demonstracao. Se P # () é um ponto da reta s, entdao, o inverso P’ de P pertence a
semirreta O?, logo como P e (@ pertencem a s, entdao P’ € s. Portanto s’ = Inuv(s)
m

Proposicao 2.20. Seja S = C(Q,r). A inversio em rela¢ao a S de uma circunferéncia

K = C(O, k) que passa por Q € uma reta.

Demonstracdo. Seja P’ um ponto pertencente ao diametro QP tal que QP - QP = r2.
Considere uma reta, denominada s, que contém P’ e é perpendicular a QP, conforme
mostra figura . Seja B um ponto da circunferéncia K = (O, QO), é possivel provar

que B’, pertencente ao segmento QB, é inverso de B. Como os triangulos OP'B’ e OBP
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l/-——I- K ={ﬂ,q_[}]
B

n

Figura 2.23: Inversao de circunferéncia que passa por ()

sao semelhantes, obtém-se

or OB
OB OP
Dai,
OB-OB' = OP-0OB =1?
O que mostra B’ = Inv(B). Logo s = Inv(K). O

Observacgao 2.5. Considere S a circunferéncia de inversao, foi mostrado que a inversa

de uma circunferéncia que nao passa por Q) € uma circunferéncia que também nao passa

por Q.

A partir do préximo ponto, serd analisada uma nova perspectiva sobre uma aplicacao

direta em relacao aos elementos vistos até agora.

Definicao 2.3.4. O inversor de Peaucellier é um articulado usado para inverter curvas,

em particular, para transformar movimentos circulares em retilineos ou vice-versa.

Esse dispositivo é composto de 6 varetas articuladas como mostra a figura
Nesse caso, tem-se b > a, que formam um retangulo BOAP' e um losango APBP’. As
duas varetas maiores ficam presas num ponto O de uma placa, mas pivotam juntas. Os
pontos P e P’ ficam sempre em linha reta com O. Por qué? Basta mostrar que os
pontos P e P’ sdo inversos um do outro pela circunferéncia de centro O e raio v/b% — a2.
Observe que P coincidindo com P’ implica intuitivamente no raio vb2 — a2. Tracando

uma circunferéncia de centro em A e raio a e OQ sendo uma de suas tangentes por

O em qualquer posicdo do mecanismo, tem-se que OP - OP' = 0Q° = 1?2 — a2, pois
m(ZOQA) = 90° como mostra a figura Observe que se P percorre um arco de
circunferéncia que passa por O, entao o ponto P’ percorrera um segmento de reta. Para

isso, acrescentando uma vareta em P presa na outra extremidade em algum ponto C' fixado
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Figura 2.26: Inversor de Peaucellier com 7 varetas

na placa com OC = C'P como descrito na figura Assim, tem-se um articulado de 7
varetas, com C' e O fixados na placa que, ao movimentar P na circunferéncia de centro C'
. y . s

que passa por O, obriga o ponto P’ a descrever um movimento retilineo.
Até agora foi examinado a parte geométrica. A seguir, sera explorado inversao

através de uma expressao geral ou funcao da inversao em coordenadas cartesianas.

Proposicao 2.21. A inversao sequndo uma circunferéncia unitdria com centro coinci-

. . . p ~ T )
dente com a origem do sistema cartesiano € a funcao f(x,y) = , tendo
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como o dominio e imagem o plano menos a origem.

ty

\}:"
‘1-:(
ﬂ '
o) 0
x

Figura 2.27: Configuragao das coordenadas P e P’ no circulo e no plano cartesiano.

tx

Demonstra¢ao. Seguindo a ordem da figura temos que uma das coordenadas serd o
préoprio P = (z,y) e a outra serd considerado um nimero t positivo, logo P’ = (tz,ty).
Dessa forma é possivel fazer por semelhanca de triangulos ou usar a defini¢ao de inversao.
Usando a definicao de inversdo e considerando um circulo de raio 1, temos que OP-OP’ =
1. Tanto OP como OP’ sdo hipotenusas dos triangulos formados na figura , logo

Var+y?/(ta)? + (ty)? = 1
VIR @) = 1
VgtV = 1

t - (Vat+y?)? = 1

1
it = ———
(/{L‘2+y2)2
1
t| = ——
= =

Portanto, para encontrar a imagem de uma curva sob a a¢ao de inversao, basta usar a

mudanca de parametro descrita por

_ L Yy
f<x7y) - (x2+y27x2+y2) .
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]

Agora que ja é compreensivel como se dd a expresao geral ou algébrica da
inversao, é perfeitamente plausivel a utilizagao dos diversos exemplos a seguir, a fim de

torna-los mais faceis de serem entendidos.

Exemplo 2.3.1. Determine a imagem de cada um dos sequintes pontos sob a inversao
em C.

a) (4,1)
b) (3 —3)

4 1
Solucgao 2.3.1. a) A imagem sob a inversio em C para o ponto (4,1) é (42 P EAVER 12) =

4 1 .
(1—7, 1—7) , conforme ilustra a figura|2.28.

Figura 2.28: Inversao sobre o ponto A = (4,1)

b) De forma similar a letra a).

Observagao 2.6. Usando esta relagdao entre (x,y) e (2',y), pode-se encontrar a imagem
de uma curva sob inversao em C' da mesma maneira como obtém-se a imagem de uma
curva na geometria afim. FEntretanto, a principal diferenca deve recair no cuidado de
lembrar anteriormente, que a inversao nao é definida na origem (o centro de inversao) e

que nenhum ponto é mapeado para a origem.
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Exemplo 2.3.2. Determine a imagem sob a inversao em C' da reta y = 2x menos a

origem.
Solucgao 2.3.2. Seja ¢ a reta com a equacgao y = 2x com origem diferente de zero. Pela
estratégia acima, a imagem de { sob inversao em C' € a curva cuja equagao €
y/ 2. 4!
@)+ (y)? @)+ (y)?

y/ — 21'/

Como a origem tem que ser excluida da reta antes que se possa encontrar sua imagem,
portanto a origem deve ser excluida da imagem. Seque-se que a imagem de £ sob a inversao
¢l em si (perfurado na origem em cada caso). O fecho topolégico da imagem da inversao

¢ um novo plano X'OY”.

Exemplo 2.3.3. Seja a reta com a equacao v +y = 1.
(a) Determine a imagem de ¢ sob inversao em C.
(b) Explique por que os pontos (1,0), (0,1) estao sobre { e sobre sua imagem.

(c) Esbogo { e sua imagem em um unico diagrama.

Solugao 2.3.3. (a) Seque-se da estratégia anterior que a imagem sob inversao em C' da

reta com equacao x +y =1 é o curva cuja equacao é

Completando quadrado, tem-se

SRS

Esta € a equacao de um circulo que passa através da origem. Entao o fecho da imagem

o 11 o1
requerida € o circulo com centro 2 5) e raio E
(b) Os pontos (1,0) e (0,1) se encontram, desde que suas coordenadas satisfacam a
equacdo de £. Como os dois pontos estao em C', eles sao inalterado sob inversio em
relacdo a C'. Por isso, ambos também se encontram na imagem de £ sob a inversao.

(c) A imagem de { € o circulo com equagdo (1), perfurado na origem. Da parte (b) esta
imagem passa pelos pontos com coordenadas (1,0) e (0,1). Seque-se que a imagem é ex-

clusivamente determinada pelos trés pontos (0,0), (1,0) e (0,1), como mostrado na figura
(2.29



33

image of €

Figura 2.29: Imagem passando pelos pontos com coordenadas (1,0) e (0,1)

Exemplo 2.3.4. Determine a imagem sob inversao em C' do circulo com centro (2,2) e

raio 1.

Solugao 2.3.4. O circulo com centro (2,2) e raio 1 tem equagao (v — 2)* + (y —2)* = 12

o que € possivel reescrever da forma x* + y? — 4o — 4y + 7 = 0.
Exemplo 2.3.5. Determine a imagem sob inversao em C da linha 2z + 4y = 1.

Solugao 2.3.5. Seja (z,y) um ponto arbitrdrio na linha 2z + 4y = 1, e seja (',y') a

CU/ y/
(@)% + (y')*" (@) + (y')?
x ey estao relacionados pela equagao 2x +4y = 1, seque-se que x' ey estao relacionados

imagem de (x,y) sob inversao em C. Entao (x,y) = ( . Como

pela equacao
2 4y B

@+ R @R R

Multiplicando ambos membros por ((z')* + (v')?), obtém-se

2$/ +4y/ — ($/)2 + (y/)Q
(1”)2 _ 2$l + (y/)Q _ 4y/ =0
Completando o quadrado, tem-se
(' =12 =14+ —2)0>—4=0

(@' =1+ (y —2)"=5

Logo, uma equacgao do circulo.



Figura 2.30: Equacao do circulo com centro (1,2) e raio v/5
Exemplo 2.3.6. Sob inversao em um circulo com o centro O, determine:

(a) uma reta que nao passa pela func¢ao O em um circulo com O # 0;
(b) uma reta com O # 0 que tem fung¢ao em si mesma.

Solugao 2.3.6. a) Se é uma linha que nao passa pela origem, entdo tem uma equagio

da forma ax + by + ¢ = 0 onde c é diferente de zero. Usando a mudanc¢a de parametro,
constata-se que a imagem de sob inversaio em C tem equagao

ax by
5 tc=0
¢t +y
Como ¢ € diferente de zero, podemos reescrever isso na forma

b

e @) (o
c c
Completando quadrado, tem-se:

a\?2 b\> o W
2 a)

+
x2 + 92

2¢ 42 42
a2 b\? a2 b2
(v~ %) +(y—2—c) PR
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Esta € a equacao de um circulo C através da origem. Se a origem € removida deste
circulo, entdo cada ponto restante € a imagem de wm ponto A no qual o OA se intersepta
com £ como mostra a figura |2.31 Seque-se que a imagem de £ € todo o circulo, exceto a
origem.

b) Embora também seja possivel usar mudangas de parametros e coordenadas para provar

=Y

Figura 2.31: Circulo C, ¢ e reta /¢

essa parte, € mais fdcil trabalhar diretamente a partir da defini¢ao de inversdo. De fato,
se é uma reta com O # 0, entdo cada ponto dentro de C' € a imagem de um ponto fora

de C, e cada ponto do lado de fora de C' é a imagem de um ponto de dentro de C.

Exemplo 2.3.7. Seja C' um circulo com centro (—2,0) e raio 2. Determine a imagem

de C sob a inversao em C".

Solugao 2.3.7. O circulo C' tem equagdo geral da forma (x+2)*+y? = 22. Desenvolvendo
essa equacao, tem-se 22 +2-x -2+ 4 +y* =4 o que implica em x* + y*> + 4z = 0. Daf,

se deduz que a imagem de C' sob a inversao C' serd da forma

(W)2+ (Wy“' (W) -

Multiplicando ambos os lados por ((x')? + (y')?), obtém-se

(%) + (#22(@/)2) tda =0

o que implica em

logo,



36

A imagem do circulo C' € a reta ¢ com equacio v = —1/4. Na ﬁgum ¢ facil perceber

que cada ponto de £ é a imagem de algum ponto em C.

Y |

A
C
S\
\ZVO x
)
£

Figura 2.32: Circulo C' com imagem /¢



Capitulo 3
Funcionamento das maquinas simples

Nesse presente capitulo serd discutido o funcionamento das maquinas simples. Aqui
serao vistas cada expressao matematica que garante o desempenho dessas maquinas.

As principais maquinas a serem estudadas serao: Alavanca, Plano Inclinado,
Cunha ou Machado, Parafuso, Polias e Roda e eixo. Para isso, sera considerado
daqui por diante vetor como a expressao matematica de uma forca e que portanto, possui
médulo, sentido e diregao. Além disso, serd representado por da.

Para esse capitulo é preciso ter conhecimento prévio sobre as leis de Newton,
trabalho e momento de uma forca.

O comportamento de um corpo quando sujeito a forcas externas é regido pelas leis
de Newton:

1° Lei: “Todo corpo permanece em repouso ou em movimento retilineo uniforme,
a menos que seja obrigado a modificar seu estado de movimento pela acao de forgas
externas”.

2° Lei:“A modificacdo do movimento é proporcional a forca atuante, ou seja,
F=m- a, onde F = forca, m = massa e a = aceleragao.”

3° Lei:“A toda acao corresponde uma reacao igual ou oposta equivalentemente,
as agoes mutuas de dois corpos sao sempre dirigidas em sentidos opostos”.

A primeira lei estabelece justamente o que se havia dito anteriormente, isto é,
para se modificar a grandeza que quantifica o estado de movimento do corpo é necessario
um agente externo exercendo uma forga sobre o corpo. Suponha-se, por exemplo, um
cometa deslocando-se em movimento retilineo uniforme. Ele continuara neste estado até
chegar nas proximidades de um planeta, que através da forca gravitacional, modificara
seu estado de movimento fazendo com que mude em mddulo e direcao. Esta ideia que
foi apresentada, embora bastante logica, nao era vista assim na época de Galileu, pois
acreditava-se que para manter um corpo em movimento retilineo uniforme era necessaria

a acao de agentes externos. O tnico estado natural e espontaneo para um corpo era o

37
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repouso.

A forca também é necessaria para alterar a forma de um corpo. Durante uma
deformagao as particulas deste corpo sao aceleradas até atingirem uma nova situacao
de equilibrio. O equilibrio de um corpo pode ser de tipos diferentes. Inicialmente, um
corpo sé estard em equilibrio quando a resultante das forcas agindo sobre ele for nula. O
equilibrio é dito estavel quando uma pequena perturbacao tira o sistema de equilibrio, mas
a vizinhanga do corpo age de forma a restaurar o equilibrio. J& o instével, a vizinhanca
age no sentido de amplificar este efeito. E necessdrio considerar que a quantidade de
matéria num determinado corpo nao se modifica. Neste caso, acao de uma ou mais forgas
leva a uma aceleragao:

SF=m-a

e a constante de proporcionalidade entre forca e aceleracao é denominada massa do corpo.

Das tres leis de Newton, a terceira é aquela que sem duvida exige um maior escla-
recimento. Isso por descrever uma propriedade importante das forcas: sua ocorréncia em
pares, isto é, toda acao corresponde uma reagao de mesma intensidade, porém de sentido
oposto. Um fato importante a ser observado é que agao e reagdo nao se cancelam (ou se
equilibram) porque agem em corpos diferentes.

O termo trabalho ¢ utilizado quando quantifica-se o resultado da acao de uma
forca, ou seja, o trabalho mecanico. Uma forca aplicada em um corpo realiza um trabalho
quando produz um deslocamento no corpo. Utiliza-se a letra grega 7(tau) para expressar
trabalho. A unidade de trabalho no ST é o Joule (J).

Quando uma forca tem a mesma direcao do movimento o trabalho realizado é
positivo. Entretanto, quando uma forca tem direcao oposta ao movimento o trabalho
realizado é negativo. O trabalho resultante ¢ obtido através da soma dos trabalhos de
cada forca aplicada ao corpo ou pelo calculo do trabalho da forca resultante aplicado ao

corpo. Se essa forca for paralela ao deslocamento, deve-se calcular o trabalho como
T=F-d
Caso essa forca nao seja paralela, podemos utilizar a seguinte expressao
T=F-d-cos(9)

O momento de uma forga fornece a medida da tendéncia dessa forca, capaz de
provocar a rotagao de um corpo em torno do ponto ou do eixo. Por exemplo, considere-se a
forca horizontal F) que age perpendicularmente ao cabo de chave inglesa e esta localizada
a uma distancia d, do ponto O como mostra a figura

Observa-se que essa for¢a tende a provocar um giro do tubo em torno do eixo z.

Portanto, quanto maior a forca ou a distancia d,, maior sera o efeito de rotagao. Essa
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Figura 3.1: Forca horizontal F, que age perpendicularmente ao cabo de chave inglesa

tendéncia de rotacao provocada pela forca F, algumas vezes é chamada de torque, mas
normalmente é denominada momento de uma forca ou simplesmente momento
(M,),. Observe-se que o eixo do momento z é perpendicular ao plano (z — y), o qual
contém tanto F, quanto d,, e que intercepta o plano no ponto O. Considere-se agora a

aplicacao da forca F, na chave inglesa de figura

— -y

Figura 3.2: Aplicacao da forga F, na chave inglesa

Essa forca nao provocard rotacao no tubo, em torno do eixo z. Em vez disso, a
tendéncia de giro do tubo sera em torno do eixo . E necessério observar que, embora nao
seja possivel realmente ‘girar’ o tubo dessa maneira, F, ainda provocard uma tendéncia
de rotacao, e assim é produzido o momento (M,)z. Da mesma maneira que no caso
anterior, a forca e a distancia d, estdo contidas no mesmo plano (y — z) que, por sua vez,
¢ perpendicular ao eixo x de momento. Finalmente, se uma forca Fj, ¢ aplicada a chave
como mostra na figura nenhum momento é produzido em relacao ao ponto O. Nesse
caso haverd auséncia total de giro do tubo, uma vez que a linha de acao da forga passa pelo
ponto O e, em consequéncia, nenhuma tendéncia de rotacao serd possivel. Generalizando
toda essa discussao, é preciso considerar a forca F' e o ponto O, que estao situados no
plano como mostra a figura

O momento My em relacao ao ponto O, ou ainda em relacao a um eixo que passa



40

Figura 3.3: Forca F), aplicada na chave inglesa.

Eixo do momento

Figura 3.4: Forga F' e ponto O situados no plano

por O perpendicularmente ao plano, é uma quantidade vetorial, uma vez que depende

de sua intensidade ou mddulo, direcao e sentido. Logo, a expressao que define isso sera

(Mo =F-d]

em que d, a distancia perpendicular até a linha de acao da forga, é o braco do momento.

dada por

A direcao e o sentido de My devem ser determinados pela ‘regra da mao direita’.
Para aplicacao dessa regra, os dedos da mao direita devem ser curvados de tal forma que
acompanhem o sentido de rotagao da forca, caso esta possa girar em torno do ponto O,
como visto no na figura[3.4} O polegar, entao, se orienta ao longo do eixo do momento,
determinando a direcao e o sentido do vetor momento, que nesse caso é dirigido para cima

e é perpendicular ao plano sombreado contendo F e d.

Observagao 3.1. O momento de uma forca nem sempre provoca rotagao. Por exemplo,
a forca F tende a girar a viga-mestra no sentido hordrio em relacdo ao suporte A, com
momento My = F -ds. A rotacdo efetiva ocorreria se o suporte em B fosse movido. Da
mesma forma, F cria uma tendéncia de rotacdo da viga-mestra no sentido anti-hordrio
em relacao a B, com um momento Mg = F - dg. Nesse caso, o suporte em A evita a
rotag¢do como mostra a figura 3.5
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Figura 3.5: Forga F' tendendo girar a viga-mestra no sentido horario.

Os conceitos (Preliminares, leis de Newton, trabalho e momento de uma forca)
vistos anteriormente, surgirao com frequéncia em cada maquina simples que serd anali-
sada. Desde que méaquinas sao usadas para exercer uma grande forca pela aplicacao de
uma for¢ca menor, uma méaquina pode ser vista como tendo uma vantagem de forca ou
vantagem mecanica. Existe dois tipos: Vantagem Mecanica Ideal (VMI) e Vantagem
Mecanica Real (VMR). A Vantagem Mecénica Ideal é a relacao entre o deslocamento d
realizado pela forca sotente F' e o deslocamento vertical h produzido pela forca resistente

Fr,istoé, VMI = 7 Enquanto que a Vantagem Mecanica Real é a relagao entre a forca

. . R ~ < .
resistente Fr e a forca potente F', ou seja, VMR = ok Como a relagao 7 nao ¢ influ-
enciada pelo atrito, V M I representa a vantagem mecanica sob condigoes ideais, ou seja,

onde o atrito estaria ausente. Como o atrito esta sempre presente, tem-se VMI > VMR.

3.1 Alavanca

Alavanca é um corpo rigido, sélido de forma alongada (relativamente fina, como
uma haste) e que, quando apoiada no ponto fixo ou de apoio, pode ser colocada em rotagao
em torno desse ponto como mostra a figura O objetivo aqui é chegar no Principio
Fundamental da Alavanca usando semelhancas de triangulos, proporgao e com-
primento de arco. Existem trés tipos de alavancas: Interfixa, Inter - resistente e
Interpotente como mostra a figura

Aqui sera demonstrado o principio para interfixa, pois os outros casos sao andlogos.
Sera explorado a geometria plana para chegar ao principio fundamental da alavanca.
Da geometria plana compreende-se que o comprimento do arco é o produto do raio pelo

o angulo em radianos, ou seja, d, = b, - 0 e d, = b, - . Como os angulos sao os mesmos,
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re b, >
ponto '
de apoio

i‘ b,

Figura 3.6: Alavanca

Poténcia Poténcia Rasifénnia

Poténcla Rasisién cia

Resisténcia

Apoio

! Ap fio

Apulg

INTERFIXA INTER-RESISTENTE INTERPOTENTE

b =bracos de alavanca
d = medida de arcos
F b = medida de deslocamentos

Figura 3.8: Movimentos da alavanca sobre arcos de circunferéncias de centro O

entao

dy _ dr
b, b
Por semelhanga de triangulo (Caso AAA), tem-se
d, dr h

b, b h
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F
A vantagem mecanica das alavancas VM = FR poderd ser posta sob a forma

b d

VM = -2 ou ainda VM = —£. Deslocando-se o ponto de apoio para o lado da carga
T T

(ver ilustragdo [3.8) o brago de resisténcia diminui e a for¢a transmitida Fr aumenta; a

alavanca torna-se mais vantajosa e maior sera a VM. Dali,

Fp
VM = T
e portanto,
Fr d,
F o d,
ou
F-d,=Fgr-d,

Em qualquer tipo de alavanca a expressao do principio fundamental sera apli-

cada da mesma forma como mostram as figuras e[3.11]

‘ bp [I‘—br—

= g f

FR

FP fulcro

|| esforgo FRxbr=FPxbp 2

Figura 3.9: Alavanca Interfixa

carga

FRxbr=FPxbhp

Figura 3.10: Alavanca Inter-resistente
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I esforco

bp E
FP
fulcro
: ",

[
br M

carga

FRxbhr=FPxhp

Figura 3.11: Alavanca Interpotente

Considere a figura 3.12| para os exemplos a seguir.

Figura 3.12: Quando o balanco estd em equilibrio, um deslocamento lento do balanco nao

ird alterar a energia potencial total dos dois corpos.

Exemplo 3.1.1. Dois corpos de massas m e M estao equilibradas a distancias diferentes
do ponto de apoio, L e I, respectivamente. Qual é a relacao entre as massas e essas

distancias?

Solucgao 3.1.1. Pelo principio fundamental da alavanca F, - dy = F;, - dy. Desta forma,

tem-sequeP&-lzP?n-L. ComoP&zM-ﬁeP%zm-ﬁ, entao
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Exemplo 3.1.2. Se um dos corpos, de peso mg, desce de D, o outro Mg, sobe de d,
entao mostrar a relacao entre as variagoes de altura e os bragos da alavanca L e l, tendo

em vista que os triangulos da figura sao semelhantes.

Solucao 3.1.2. Como os triangulos sao semelhantes (caso AAA), entdo

a_1
D L
ou
D L
d 1

Exemplo 3.1.3. Mostrar que a conservagao de energia implica que a condi¢ao de equilibrio

tem a forma:

mgD = M gd
Solucao 3.1.3. Sabe-se que:
Mg L
= _ = 3.1
mg 1 (3.1)
Por outro lado,
D L
i 3.2
=7 (3.2)
Iqualando[3.1] e tem -se que:
Mg D
mg  d

Pela propriedade fundamental da propor¢ao:
mgD = Mgd

Observe as aplicacoes das alavancas na figura Sao instrumentos do dia a dia

que se usa e em muitos casos nao é percebido o seu fundamento matematico.



46

INTER-RESISTENTES

INTERFIXAS INTERPOTENTES

Figura 3.13: Tesoura, quebra nozes, pinca, martelo de orelho, carrinho de mao, vara de

pesca, guindaste, pé, antebraco.

3.2 Plano Inclinado

Define-se Plano Inclinado como uma superficie plana cujos pontos de inicio e fim
estao em alturas diferentes. Aqui serao explorados as razoes trigonométricas que ga-
rantem o funcionamento dessa méaquina. A priori pode-se pensar: em quais trajetérias

abaixo é mais “facil”deslocar o bloco do ponto A ao ponto B?

Figura 3.14: Tanto do lado direito quanto do esquerdo o bloco sera movimentado no

sentido das setas.

Intuitivamente a situacao inclinada é a melhor opcao, pois na outra opcao sera

realizado um esforco maior para o corpo ser erguido como mostra a figura . E claro
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que foi considerado o sentido das setas. Na situacao inclinada, nota-se que a forca F' serd

menor que a forga peso P.

‘P

Figura 3.15: Observe que para erguer o bloco, F>P.

Figura 3.16: Triangulos formados pelas componentes

Figura 3.17: Triangulos ABC e DBC' que juntando fica o triangulo AC'D
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Figura 3.18

A priori é imprescindivel que o angulo 8 = 6 nas figuras e Sabe - se
da geometria euclidiana que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°. No
triangulo ABC, tem-se 6 + 90° + a = 180°. Logo, # + o = 90° e, portanto, v = 90° — 0.
Por outro lado, o triangulo AC'D tem o angulo C' igual a 90°. Entao, 5+ a = 90° implica
em [ = 90° — . Como a = 90° — 6, tem-se 3 = 90° — (90° — ) e consequentemente,

B = 6. Observando as forcas F;, P e F, como mostra a figura , tem-se

"Ui|§jl

sen(0) =

ou seja,

F, = P - sen(f)

onde (0 < 0 < 90°). Como sen(d) < 1, entdo F, # P e F, < P. Por outro lado, para

haver movimento, tem-se F> F_;c = P. sen(f) o que implica em % =P ja que o
en
sen(f) < 1 = P>F, Portanto, a forca aplicada nesse caso sera menor que o peso do
F
objeto. Analogamente serve para cos(f) = —.

xT

Para relacionar ﬁx com F;, precisa -se usar tg(f) = ja que tem-se o resultado

S|

—

para F,. Pela 2° e 3° leis de Newton, tem-se que F—F, =m-: a, o que implica em,
F=F,4m-a = P-sen(0)+m-a = m-§j-sen(0)+m-a, ¢ portanto, F' = m-(§-sen(0)+a).
Observe que o funcionamento do plano inclinado depende dos conceitos fundamen-

tais geométricos e trigonométricos.
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3.3 Cunha

E uma ferramenta de metal ou madeira dura em forma de prisma agudo em um
dos lados, e que se insere no vértice de um corte para melhor fender algum material
(como madeira ou pedras), bem como calgar, nivelar ou ajustar uma pega qualquer. Na
realidade, a concepgao de cunha é a mesma de um plano inclinado. Sera necesséario usar
nocoes da geometria e trigonometria para descrever seu funcionamento. Seu formato

pode ser descrito como um prisma triangular como mostra a figura [3.19]

Figura 3.19: Cunha de madeira atravessada em um tronco

O importante nessa maquina simples é a transmissao de forca de forma a ser
demonstrado. Suponha uma cunha simétrica representada pelas forcas F', I} e F5. Note
que enquanto a forca F empurra a cunha para baixo, duas forcas F e Fy, que chama-se
forca de resisténcia, atuard nas suas laterais como mostra a figura[3.20/ na intensao de

reagir, como diz a terceira lei de Newton.

Figura 3.20: Forcas F', F} e F, atuando sobre a cunha simétrica

As forcas F, F7 e I3 sao colocadas de forma que interceptam sobre o centro de
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gravidade da cunha, ou seja, se encontram no baricentro. Usando o Principio de trans-
missibilidade (ver figura , pode-se reposicionar as forgas como mostra a figura|3.21|

Figura 3.21: Forcas F', I e F), reposicionadas pela transmissibilidade.

Principio da transmissibilidade das forgas
O efeito de uma forca nao é alterado quando esta é aplicada em diferentes pontos

do corpo, desde que esta seja aplicada ao longo de sua linha de aplicacao.

Figura 3.22: Forca F' sendo reposicionada pela principio da transmissibilidade.

Usando a decomposicao das forgas de resisténcia e imaginando o eixo x e y, observa-
se que na direcao x as componentes das forgas se cancelam, enquanto que as componentes
na dire¢ao y equilibram a forga aplicada como descrito na figura[3.23|

Como as forcas Fix e Fyx se cancelam, entao o problema estara em funcao de Fiy
e Fby. Primeiro é preciso mostrar que o angulo /3 = %. Da geometria plana, tem-se que

angulo central nesse caso, serd (180° — o) como desenhado na figura[3.24
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Figura 3.23: Componentes na diregao x, y, angulo a;/2 e angulo .

Figura 3.24: Angulo central (180° — o)

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, observando figura[3.25)],

tem-se que
180° —
90°+TO‘+5=180°
Dai,
180° —
To‘+ﬁ — 180° — 90°
90° — % +B = 90°

@
I
no| o
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Fl}r

Figura 3.25: Disposicao da acao de forcas na cunha simétrica

Observando a figura|3.24, tem-se que F' = Fyy+ Fyy, ou simplesmente, F' = 2-F), ja
que essas forgas sao iguais. Aplicando a razao trigonométrica seno na figura tem-se

F

sen (%) = F—y sendo F, = 5 Entao, FF = 2- Fg - sen <%>, onde F' é médulo da forga
R

aplicada e Fgr 0 modulo da forca de resisténcia para cada lado da cunha com intensidades

iguais. Essa expressao ¢ denominada equagao da cunha.

Observacao 3.2. Para que a poténcia seja menor que a resisténcia deve-se ter F' < 2-Fg

e o menor que 60°.

As equacao descrita anteriormente é para cunha que tem a funcao de machados,
laminas de corte e pontas de ferramentas. Entretanto, o calco é um tipo de cunha. Deve-se
verificar a forga de atrito. E essa forga deve ser favoravel a fixagao(do calgo), impedindo-o
de sair como descrita na figura[3.26]

i f2

Figura 3.26: Forcas Fi, Fb, fi e fy atuando sobre a cunha como calco.

Nesse caso, a tendéncia do movimento é para cima, a fim de manter a cunha
presa. Como descrito no caso da cunha na funcao de lamina ou algo similar, as forcas de
resisténcias e atritos Fy, Fy, f1 e fo, respectivamente serao reposicionadas pelo principio
de transmissibilidade como descrito na figura[3.22l Adotando o sentido do movimento
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F,
% e

o 2 %n

¥

mov.® l

Fy

Figura 3.27: Movimento da cunha-calgo antes e depois de fixada.

positivo, tem-se que

F=Fy+Fhy+fit+fo+m-a

Dai,
F = 2 F,+2-f,+m-a
F = 2-FR-sen<%>—|—2-FR-uC-COS<%>+m-a
Logo,
F = ZFR-[sen<%>+uc~cos(%>]+m-a

onde a é aceleracao sofrida pela cunha, m sua massa, f1y e foy sao as forgas de atrito nas

laterais e u. é o coeficiente de atrito cinético.

Observacgao 3.3. Se o angulo da ponta de ataque da cunha for o como mostra a figura

13.20, a for¢a de atrito pode se escrita para situagao minima de equilibrio como

f cos (%) > Fprsen (%)

> tg ()
/’Le— g 2

ou seja,

onde . € o coeficiente de atrito estdtico.
A seguir, alguns exemplos.

Exemplo 3.3.1. Mostre que nao ¢ possivel F =2 Fp.
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Solugao 3.3.1. Suponha por contradicao que F= 2-17_’;3. Entao, 2~E:g = 2~ﬁR-sen (%)
Dat,

sen(90°) = sen<

(0%
90° = =
2

a = 180°

Isso € uma contradi¢do jd que a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ 180°. Logo,

nao € possivel F =2 - Fg.

Exemplo 3.3.2. Em que situagao F = Fg?

2

Solugao 3.3.2. Se F= F}, entio F =2 F - sen <%) Sendo assim, 1 = 2 - sen <g>,
1
3" E isso implica em, sen <%> = sen(30°).

1 (a) I (a B
ou seja, 2a— sen {5 ). Logo, sen {5 ) =
Portanto, 5 = 30°, ou simplesmente, a = 60°. Como o = 60°, tem-se uma cunha de face

triangular equildtera.

Observagao 3.4. A equacdo descrita € para cunha com funcdo de machado e laminas de

corte.

E possivel utilizar a cunha no formato de calgo, aquilo que se coloca por baixo
ou junto a algo, para nivelar, fixar ou escorar e cuja a eficiéncia é descrita no exemplo a

seguir.
Exemplo 3.3.3. Em uma cunha no formato de cal¢o cujo o coeficiente de atrito € igual
al, temse F=Fp&a= arcsen(—0,75).

Solugao 3.3.3. Se F= F_}}, entao @ = 0, pois nao haverd movimento. Nesse caso, tem-

se: F=2-F- [sen (%) + p - cos (%)} +m-a, ou seja, 1 =2- [sen (%) + 1-cos (%)]
Q@

Logo, 3= sen <§> + cos (%) FElevando ambos membros ao quadrado, tem-se:

L= (3) 0 (3) 2 s (3) e 3
— = Sen - coS - cSen | — ) - cos | <
4 2 2 2 2/

mas sen’ (%) + cos® (%) = 1. Dar,

1
-—-1 = 2-sen(g>-cos<g)
4 2 2

—— = sen(a)

~a = arcsen(—0,75)
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Reciprocamente, se a = arcsen(—0,75), entdo:

F - 2. F, [sen (arcsen;—O, 75)) +cos (arcsen(—(), 75))] med

2

5]

= 2.Fr-0,5+m-a.
Como se trata de um calgo, entdo @ = 0. Logo,

F = 2.F-0,5

Fg.

Sl
I

Portanto, a cunha é uma maquina simples especial, pois pode ser usada tanto como
objeto para fixar como para cortar. Vale a pena ressaltar que a Cunha nada mais é que

um plano inclinado.

3.4 Parafuso

Agora que ja se tem conhecimento sobre Momento, é oportuno estudar e definir
parafuso. Defini-se parafuso como uma redugao do plano inclinado, disposto em hélice
na superficie de um cilindro. Pode-se visualizar isso na figura 3.29 Aqui serao utilizadas

as razoes trigonométricas.

Esforgo

-~ D
1‘ T Forga Aplicada

‘ 1

Parafuso

Figura 3.28: Parafuso em rotacao

Chama-se passo o avango (distancia percorrida pelo ponto) quando um cilindro e
um ponto giram uniformemente no sentido longitudinal completando uma volta completa.
O percurso descrito por esse ponto no cilindro chamamos de hélice como descrito na figura

O desenvolvimento dessa hélice associa-se a um triangulo com os elementos:

a = angulo da hélice
{(passo) = cateto oposto
hélice = hipotenusa

Dy (diametro médio) = cateto adjacente
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didmetro média (D2)

Figura 3.29: Projecoes nos parafusos

Aplicando as razoes trigonométricas no triangulo retangulo da figura [3.29] quando

se deseja conhecer o passo, diametro médio ou angulo da hélice, tem-se:

ou seja,

(=tg(a) - Dy-m.

E importante notar que quanto maior for o angulo da hélice, menor sera a forca de

atrito atuando entre a porca e o parafuso. E possivel ver isso através do paralelogramo

de forgas como mostra a figura . Nesse caso, tem-se que F' R =FA + FN 2, ou seja,
FR=\/FA' +FN".

Observacao 3.5. Para um aperto adequado em parafusos de fixacao € adequado manter

a < 15°.

_psso

trecho da porca _I

= \L \— x

FR

perimetro

—=

Figura 3.30: Componentes atuando no parafuso

Na maioria dos casos, os parafusos sao utilizados como pecas de fixacao. Porém em
muitos tipos de maquinas, eles sao incorporados para transmitir poténcia ou movimento

de uma parte da maquina para outra. O diagrama de corpo livre do bloco deve incluir
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a carga W, a reacao R da rosca da base e a forca horizontal Q que tem o mesmo efeito
que a forca F exercida sobre a manopla como mostra a figura A forga () deve ter
o mesmo momento que F' em torno do eixo do parafuso e, portanto, sua magnitude deve

F.a
ser () = ma isto é, () é diretamente proporcional ao comprimento do punho.

Parafuso -

Suporte

Figura 3.31: Parafuso de rosca

Considerando que esse parafuso de rosca quadrada seja sujeito a iminéncia de

movimento para cima, como mostra a figura e observando o triangulo retangulo

[3.33] tem-se

sen(ps+0) = %
cos(ps +0) = %
_Q

tg(¢s +0) =
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Figura 3.32: Movimento do parafuso iminente para cima

W 8+ R

Q

Figura 3.33: Triangulo retangulo formado pelas componentes W, @ e R.

Agora considerando que esse mesmo parafuso de rosca quadrada esteje sujeito a

iminéncia de movimento para baixo como mostra a figura e observando o triangulo

retangulo tem-se
sen(ps —0) = }%
W
cos(ps —0) = bl
tg(¢s —0) = %
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Figura 3.34: Movimento do parafuso iminente para baixo com ¢g > 6

R fe.-8] W

Q

Figura 3.35: Triangulo retangulo formado pelas componentes W, @ e R.

Outro caso de iminéncia para baixo é quando ¢g < . Observando a figura e
o triangulo retangulo tem-se

sen(f — ¢s) = QR
cos(0 — gs) = %
tg(0 — ds) = %
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Figura 3.36: Movimento do parafuso iminente para baixo com ¢g < 6

Q

Figura 3.37: Triangulo retangulo formado pelas componentes W, @ e R.

Agora vamos ver alguns exemplos de aplicacoes.

Exemplo 3.4.1. Uma prensa € usada para unir dois pedacos de madeira, como mostrado
na figura 4.30. A prensa tem uma rosca quadrada dupla cujo diametro médio € igual a
10mm e cujo passo € de 2mm. O coeficiente de atrito entre as roscas é pg = 0,30. Se for
aplicado um momento de tor¢cao maxrima de 40 N.m ao pressionar a prensa, determine:
a) a for¢a exercida sobre as pegas de madeira;

b) o momento tor¢ao necessdrio para soltar a prensa.

Solugao 3.4.1. a) Sabe-se que o raio médio do parafuso é r = bmm. Como esse parafuso
tem rosca dupla, a avango L € duas vezes o passo, ou seja, L = 2 - (2mm) = 4mm.
Na realidade a questao quer saber o valor de W. Jd foi visto anteriormente que () =

Wr-tg(¢ps+0). SO que a questao nao deu nem ¢g e nem . Pode-se encontrar o angulo

L
de avango 0 e o angulo de atrito ¢, utilizando as equagies tg(f) = oo € tg(p) = us.
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Figura 3.38: Prensa de rosca quadrada

Dat,
4
te(0) =
g(0) T
= 0,1273
H = 7,3°
e
tg(¢) = us
= 0,30
¢ = 16,7°

Substituindo esses valores em Q = W -1 -tg(ps + ), tem-se:
40 = W-0,005-tg(24°)
W = 17,97k - N

b) A forca Q necessdria para soltar a prensa e o momento de tor¢ao correspondente sao

obtidos a partir do diagrama do corpo livre. Logo,

Q = W-r-tg(gs—0)
Q = 17970-0,005 - ng(9.4°)
Q = 14,8TN-m

Exemplo 3.4.2. Obter as sequintes formulas que relacionam a carga W a forca P exer-

cida no cabo do gato estudado anteriormente.

) P= (") a0+ 60

= (") 19005 -0)

op (Y a0 o

a
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P.
Solugao 3.4.2. a) Sabemos que Q =W -tg(0 + ¢g) € Q = . iy Da,

P-a
= W -tg(0 + ¢s)

P = (%) 19 (0 + ¢s)

b) Mesmo procedimento da letra a).

c) Mesmo procedimento da letra a).

Nota-se que o parafuso, apesar de realizar movimento circular, seu movimento final

é retilineo. Seguindo assim, o teorema da inversao.

3.5 Polias

Polia ou roldana, consta de um disco que pode girar em torno de um eixo que
passa por seu centro e é normal ao seu plano. Na linha que delimita esse disco existe
um sulco, denominado gola ou garganta, no qual passa uma corda ou cabo contornando-o
parcialmente. O eixo é sustentado por uma peca em forma de U, denominada chapa, que
lhe serve de mancais como se observa na figura Aqui, utiliza-se como referéncia as

propriedades de circulo, geometria e trigonometria, além das leis de Newton

Figura 3.39: Polia fixa

Quanto aos modos de operacgao, as polias classificam-se em fixas e méveis. Nas
fixas os mancais de seus eixos (a chapa) permanecem em repouso em relagao ao suporte
onde foram fixados. Nas mdveis tais mancais se movimentam juntamente com a carga

que estd sendo deslocada pela maquina como ilustra a figura [3.40]
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carga carga

Figura 3.40: Polia fixa e movel

Agora faz-se necessario analisar algumas equagoes para polias fixa e méveis. Ob-

serve a figura [3.41]

Figura 3.41: Polia fixa com a diagramacao das forgas normal, potente e resistente.

Note que OA = OB = r = R = F. Enquanto em uma das extremidades é aplicada
a forca potente, na outra em que a carga serd colocada sera aplicada a forca resistente.
Nesse tipo de polia a vantagem mecanica vale 1 e sua func¢ao como maquina simples é
apenas a de inverter o sentido da forca aplicada, isto é, aplicamos uma forca de cima para
baixo numa das extremidades da corda e a polia transmite & carga para levanté-la uma
forca de baixo para cima. E interessante notar que as forcas F' e R sao realizadas no
cabo, porém podem ser associadas aos pontos de contato entre o cabo e a polia. O cabo
serve apenas como elemento de transicao da forca. Na realidade o funcionamento da polia
fixa é semelhante a da alavanca interfixa. Pode perceber isso observando os diagramas de

forcas construidos com as linhas de acao, que a resultante atuara sobre o eixo para uma
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situagao de equilibrio como mostra a figura [3.42]

Figura 3.42: Representacao das forcas de tracao em cada extremidade do cabo juntamente

com a forca resultante Fg.

Como na polia fixa tem-se VM = 1, entao F=Re d, = d, e nesse caso, nada se

ganha em forga ou em deslocamento. Ja polia mével com corda de ramos paralelos tem-se
: - R

VM = 2, disso decorre F' = E) e dp = 2-dr. Nesse caso, ganha-se em forca, mas perde-se

em deslocamento como na figura

Fixando o pélo em B, tem -se que F-AB =

da Alavanca), tem-se F-2r=R-r, ou seja, F =
forem paralelos, como na figura [3.44] entéo reposicionando a forga F' para o caso de ramos
paralelos, tem-se que

Jo

F

F' = F-cos(a)

cos(a) =
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Para uma situagao de equilibrio com a for¢a F' em angulo como mostra a figura|3.44]
nao existiria a resultante g, ou seja, a resultante seria nula. Sendo assim, a componente

vertical de F'cos(a) somada com N se anularia com Fg. Nesse caso, tem-se

F.cos(a)+ N = Fp
F-cos(a) + F -cos(or) = Fg

2-F-cos(a) = Fg
Fr
2 cos(a)

F =

Figura 3.44: Polia mével com ramos nao paralelos

Essa situacao trata de iminéncia de movimento. No entanto, uma vez em movi-
mento, a componente de F' - sen(«) na horizontal seria responsével por deslocar a polia
para direita e, assim, promoveria um angulo para a forca N. No equilibrio, as compo-
nentes P - sen(a) e N - sen(a) se anulariam. A equagao anterior é uma equacao geral
mostrando que o angulo limite de utilizacao pratica do cabo é de 60°. Portanto a melhor
situacao para corda paralela é quando o = 0, onde a forca potente reduziria pela metade
a forca resistente. Na maioria das situacoes é conveniente usar duas ou mais polias como
mostra a figura[3.45] Isso é 1til para que a forga exercida seja menor que o peso do objeto
carregado.

L R . Fr .

Ja foi visto que se o angulo a = 0, entao F = Th E importante notar que a
forca resistente que atua na carga se divide na corda da polia 4. E assim ira acontecer
nas demais cordas como se observa na figura Sendo assim, cada polia mével tera a

forca resistente dividida por uma poténcia de base 2. Logo, para um nimero n de polias



moveis, tem-se
Frp = 2-F
Fr = 2-2-F
Frp = 2:2:2.F
Fp = 2.2.2.2.F

De forma geral, tem-se que:

Figura 3.45: Associagoes de polias

66
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Figura 3.46: Associagoes de polias com as forgas resistentes sendo divididas.

Exemplo 3.5.1. O arranjo de polias da figura € preso ao teto para erguer uma

massa desconhecida. Sendo os fios inextensiveis e desprezando os atritos, verifique que se

2-F
m=W" kg, entao W = | — Considere g = 10 m/s?.

-/ @

W™ kg

Figura 3.47: Associacoes de com 2 polias méveis e 1 fixa

Solucao 3.5.1. Note-se que Fr = P, onde P = forca peso. Dessa forma Fr =P =m-g.
Como m = W' e nesse caso, Fr =22 - F, entao W"-10 =4 - F. Logo,

4-F
| —
10
2. F
W=
5

Aplicando a raiz r-ésima em ambos membros, tem-se

2-F
= 2L
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e, portanto,

2-F
W=/ —.
)

Exemplo 3.5.2. A figura[3.48| representa um sistema composto por uma roldana com eizo
fixo e trés roldanas moveis, no qual um corpo R € mantido em equilibrio pela aplicacdo de
uma forca F, de uma determinada intensidade. Deve-se considerar um sistema andlogo,
com maior numero de roldanas moveis e intensidade de F' inferior a 0,001 do peso de Fg.
Verifique se o menor numero possivel de roldanas moveis, para manter esse novo sistema

em equilibrio serd igual a 107

fr:é
L_;;'c
T g
= b
4
Y
R

Figura 3.48: Associagoes de com 3 polias méveis e 1 fixa

F

Solucao 3.5.2. Como foi visto anteriormente que F' = 2—5. Pelo enunciado percebe-se
que
F
0,001-Fy > oF
0,001 > !
) 2n
1 - 1
1000 2n
2" > 1000

Portanto, n > 10.

Exemplo 3.5.3. Uma inveng¢dao que significou um grande avango tecnoldgico na Antigui-
dade, a polia composta ou a associagdo de polias, € atribuida a Arquimedes (287 a.C. a

212 a.C.). O aparato consiste em associar uma série de polias moveis a uma polia fiza. A
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ﬁgum exemplifica um arranjo possivel para esse aparato. E relatado que Arquimedes
teria demonstrado para o rei Hierdo um outro arranjo desse artefato, movendo sozinho,
sobre a areta da praia, um navio repleto de passageiros e cargas, algo que seria impossivel
sem a participa¢ao de muitos homens. Supondo que a massa do navio fosse de 3000kg,
que o coeficiente de atrito estdtico entre o navio e a areia era de 0,8 e que Arquimedes
tivesse puxado o navio com uma forca F', paralela a direcdo do movimento e de maodulo
igual a 400N . Sejam os fios e as polias ideais, a aceleragao da gravidade igual a 10m /s
e que a superficie da praia € perfeitamente horizontal. Verifique se o nimero minimo de

polias moveis usadas, nessa situacdo, por Arquimedes serd exatamente 67

> P

Figura 3.49: Associacgao de polias

Solucao 3.5.3. Nesse caso, a for¢a resistente serd igual a forca de atrito. Dai, fat =

- N, onde p = coeficiente de atrito e N = for¢ca normal. Na superficie N = P = mg.

Logo,
Fr = fat =0,8-3000 - 10 = 24000
Sabe-se que -
F=-%
2n
Como F =400 e Fr = 24000, entao
24
400 — 000
271
on 24000
400
2" = 60
n > 6

E possivel observar que as polias transformam movimentos circulares em retilineos,

verificando o Teorema da Inversao.
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3.6 Rodas e Eixos

Uma forca pode ser multiplicada por um fator £ > 0 com a utilizacao de rodas
e eixos. Duas rodas acopladas a um mesmo eixo ou duas rodas acopladas por correias,
sao exemplos de dispositivos simples capazes de multiplicar forcas. Nessa secao sera
usada nocoes de comprimento de circunferéncia, teorema de Pitagoras e razoes

trigonométricas. Observe a figura[3.50

Correia

Figura 3.50: Roda(carga) e roda (motriz) ligadas por um eixo ou por uma correia

Em uma das rodas, denominada roda motriz, o operador que pode ser até um
motor elétrico, aplica sua forca (ﬁa = P) empunhando uma manopla. J4 a outra roda,
denominada roda de carga, transmite a carga a forca ja multiplicada pela maquina
(]5;, = R). Nesse caso, P = poténcia e R = resisténcia. Se observara dois tipos de
transmissao do movimento circular: Através de um eixo em comum e através de uma
correia.

Considere-se neste momento duas polias ligadas por um mesmo eixo como mostra
a figura[3.51} Quando o eixo gira com velocidade angular w, as duas polias também giram.
Além disso, cada uma das polias terd uma velocidade para os pontos em sua superficie
ou periferia e uma velocidade angular. Assim como em um circulo, em cada roda, o
deslocamento para uma volta serd dad por 27. Considere T' o tempo para essa volta.

Para calcular a velocidade basta dividir a distancia pelo tempo, ou seja,

v = 2 (3.3)

Como se trata de um circulo, entao a velocidade sera angular e descreve-se com o

simbolo w (omega). Dal,
2-m
= —. 3.4
v = (3.)
Relacionando [3.3| com [3.4], tem-se que

V=w-r
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- a8

vy

=

Roda masopla

(carga) Roda

(motriz)

Figura 3.51: Duas rodas ligadas por um eixo

ou
2.7

T
que na realidade tem-se comprimento do circulo dividido pelo tempo ou periodo. No caso

da figura tem-se duas expressoes:

V=

-7”’

2-m-R
="
T
‘ R
2-m-
Vo=
T
Pode-se concluir que para este tipo de transmissao a frequéncia (inverso do periodo
1
ou T> no eixo é mesma das rodas, isto é, f. = f; = fo. Como f = T € We = w1 = wp
entao,
Vi W,
Ry Ry

Por fim, pode-se chegar a conclusao de que quanto maior for o raio da polia, maior
serd a velocidade de um ponto de sua periferia.

Ja na transmissao por correia, tem-se que a velocidade linear V' é a mesma para
todos os pontos periféricos, pois ndo hé deslizamento. Assim, observando a figura [3.52]

tem-se:

2"1“1 ny-m dl'nl'ﬂ'

onde r; é raio, d; é o diametro, w; é a velocidade angular em rad/s e n; a velocidade
angular em rpm da polia motora. De forma analoga, para a polia movida, tem-se:

2'7’2 n2-7T_d2-n2-7T
2 30 60

Vo=1ry-wy =

Como nesse tipo de transmissao V; = V5, obtém-se:

dl-nl-w dg'ng'ﬂ'

60 60

isto é,

dl-n1:d2~n2



dl'nl = -Iiz. a2

L

Figura 3.52: Duas polias acopladas por uma correia

Proposicao 3.1. Dadas duas polias acopladas por uma correia, entao,

i)rl-wlzrg-wg.
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it) ri - f1 =re- fo, em que fi e fo sao frequéncias em Hertz das polias motora e movida,

respectivamente.

T2

iii) % = 7, em que T1 e Ty sao os periodos de rotacao das polias motora e movida,

respectivamente.

Demonstragao. i) Como o diametro é o dobro do raio e n =

dl-nl
30'&)1

27’1

T1 - W

™

dy -

27’2

To -

no

30'&)2

%)

™

ii) Sabe-se que w = 2 -7 - f. Entao pelo item i), tem-se:

T1 - W
7“1'27T'f1
ri - 1

1
iii) Como f = T entao pelo item ii), tem-se:

7“1'f1
1
fr’ [ype—
1 T
™

T

T2

T2

T2

To *

To *

T2

© Wy
-
- fa

fa

7

, entao
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Observacao 3.6. Chama-se relagcao de transmissao i a razio entre o diametro da
polia movida pelo diametro da polia motora, isto €,
. dy
1= —
dy

ou
ni

1 = n—2
Exemplo 3.6.1. Duas polias X e Y estao acopladas conforme a figura [3.53. Sabendo
que a velocidade da polia motora X € wy = 39 - rad/s, o diametro de X é d; = 100 mm

e o diametro de' Y movida é de dy = 180 mm, entao calcule:

CL) T1
b) fi
c) ny
d) N9
e) fo
f) T
g) i
. - 2.7
Demonstragao. a) Pela expressao w = —7» segue que:
2-m
39.1 = — .
T T,
2-m
T, = = 0,051
LT o300
1
b) Como f; = —, entéo
Ty
1 39
fil=5="=195HZ
%5 2
c¢) Como wy = n13(-)7r7 entao
30 7= LT

30

Usando a propriedade fundamental da proporcao,
ny = 1170rpm.
d) Pela expressao d; - ny = ds - ng, tem-se que

100- 1170 = ngy-180
ny = 650rpm



e) Pela proposigao , tem-se

r-fio= 7“2'f2
39
100-? = 180 - fo

fo = 10,83HZ

f)
1 1
Th=—=——=0,092
27, T 10,83 0
. . dy
g) Pela observacao , tem-se que 7 = T Logo,
1
1
i = 180 =1,8:1
100
dr
.-"___"-*,
&
—
X

Figura 3.53: Polias X e Y acopladas por uma correia
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3.6.1 Calculando o comprimento de uma correia

Pode-se calcular o comprimento de uma correia usando algumas relagoes tri-

gonométricas. Sem perda de generalidade, suponha que 0 < r; < ry conforme a figura

Nesse caso, tem-se:

Figura 3.54: Duas polias acopladas por uma correia em transmissao direta

I) 0,0, = § (a distancia entre os eixos);
IT) r; é o raio da polia motora (mm);
III) ry é o raio da polia movida (mm);
IV) V é a velocidade linear da correia;
V) 6, é angulo do contato da polia motora (rad);
VI) 6, é angulo do contato da polia movida (rad).
Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo ABO, da figura [3.55]

tem-se:

ou seja,
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Figura 3.55: Triangulo retangulo ABO,

Assim, o comprimento L da correia entre as polias motora e movida é

L = 2L1 + 7”191 + 7”292 = 7”191 + 7”292 + 2\/52 - (TQ — 7’1)2
= (7T + 0, —7) +ro(m 4 Oy — 1)+ 24/6% — (rg — 11)2

L = 7(ry+79) +71(0) — ) +1ra(fy — ) +24/02 — (g — 11)2. (3.5)

Por outro lado, pela figura(3.55 tem-se que 2a+6; = 7, de modo que ) — 7 = —2«

e 2a+ 0, = 7, de modo que 0y — 7 = 2c. Substituindo estas expressoes em , obtém-se:

L = 7T<T1+7‘2)+2Oé7"2—2047’1—|—2\/52_(7,2_7,,1)2

isto é,
L = 7w(ri4+7m) +2¢/6% — (ro — r1)2 + 20(ry — 77) (3.6)
Mas,
sen(a) = 2 g n
ou seja,
a = arcsen(r2 —_ rl). (3.7)

Substituindo em , tem-se:

Assim,

L = 7(ri+72) +2y/02— (ro —11)2+ 2+ (r, — 1) - arcsen (7‘257"1)‘

.. .. Ty — 7"1|
Na maioria das aplicagoes, |ry — r1| << ¢, de modo que arcsen <|T) ~ 0.

a expressao anterior sera dada por

L = w(ri+m)+ 2\/52 —(rg —1r1)?
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Observacao 3.7. Para duas polias acopladas por uma correia em transmissdo cruzada

(vide figura , 0s calculos para o comprimento serao andlogos ao anterior. Dai, a
erpressao serd

L=m(ry+ry)+ 2\/52 —(ro+1m)?

Figura 3.56: Correia cruzada no acoplamento de duas polias

Exemplo 3.6.2. A relacao de transmissao i também € dada por:

a)z':é
M.
2
b)Z—Ml

Demonstragao. a) A proposigao no item ii), diz que:

ri-fi=12- fo
1 do
Como r; = — e ry = —, tem-se que:
2 2
d; dy
5 = 3 fa
Dali,
4 _h
di f2
No entanto, pela observacao tem-se que:
. dy
i = —
dy
Portanto,
_h

7

f
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b) Como foi visto em 3| a definigdo de torque, considere a expressao:

My, M,
1 B )
Dai,
r_ M
™1 M,
Do item b),
T2
1= —.
1
Portanto,
;M
M,y

]

Observacao 3.8. E importante notar que as mdquinas simples como as polias, roldanas e

roda e eixo apesar de fazerem movimentos circulares, a exemplo da inversao, transformam

esses movimentos em retilineos.



Capitulo 4

Problemas reais envolvendo as

Maquinas Simples

Nesse presente capitulo, foram colocadas algumas atividades cuja a finalidade ¢é
contemplar na forma de resolucao de problemas, os contetidos abordados anteriormente.

Os problemas, a seguir apresentados, tem relacao com situacao real cotidiana.

Problema 4.0.1. Deve-se supor que uma pessoa que tenha massa de 100kg kg esteja
sentada na ponta de uma gangorra como mostm que nao tenha o ponto fizo no centro
da barra homogénea formando assim bragos desiguais. Se outra pessoa de massa 80kg kg
estiver na outra extremidade, encontre a relagao entre os bragos dessa gangorra para que

a mesma esteja em equilibrio.

9 i
100 kg L_ @) _ﬁao kg

g

bl b2

Figura 4.1: Gangorra de bracos desiguais
Solugao 4.0.1. Pelo principio fundamental da alavanca tem-se Py - by = Py - by. Como

P =m-g, entao:

by 80
by 100
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by 4

by 5
Problema 4.0.2. Um problema bem comum do cotidiano ocorre quando uma pessoa estd
utilizando o carrinho de mao. Jd foi visto em|3.15 que o carrinho de mao é uma alavanca
inter - resistente. Dai, suponha que uma pessoa esteja levando um carrinho cujo peso
total seja de 1000 Newtons e que seja mantido na posi¢ao de equilibrio como mostra a
figura [4.2.  Qual seria a forca necessdria que essa pessoa deva aplicar para manter o

carrinho erguido?

c

(A

Figura 4.2: Carrinho de mao sendo erguido

Solugao 4.0.2. Como se trata de uma alavanca inter-resistente, entdo tem-se Fgr-bg =
F, -b,. Dat,

1000-0,4 = F,-1
F, = 400N

Note-se que a pessoa fard um esfor¢o bem menor que o peso total do carrinho.

Problema 4.0.3. Um problema relevante do cotidiano é quando uma pessoa empurra um
caizote sobre uma rampa. Supondo que um caizote de 70 kg seja empurrado com uma
velocidade constante para cima em uma rampa como mostra a figura [4.3. Suponha que
nao tenha atrito e entao determine a forca F. E possivel determinar a forca exercida pela

rampa sobre o caivote? (Considere g =9,8 m/s?)
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Figura 4.3: Caixote sobre a rampa

Solugao 4.0.3. Observe o sequinte esquema:

Figura 4.4: Decomposicao das forcas

F, = P implica em N - cos(§) = m - g, ou seja, N = m—wg) Por outro lado,
cos

. Como N € o mesmo, tem-se

F, = F segue que N - sen(0) = F ou N =
sen(0)

c?s'(g) -sen(d) = F

m-g-tg(0) =F

Logo,

F = 70-9,8tg(34°)
F =~ 462,7IN

F possivel sim determinar a forca exercida pela rampa sobre o cairote. Basta calcular a
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forca normal. Entado,

m-g
N —
cos ()
70-9,8
N = ’
cos(34)
N — 686
cos(34)
N = 827,46

Problema 4.0.4. Imagine uma cunha no formato de um triangulo retangulo de massa
M e o angulo 0 suportando um pequeno bloco de massa m. E além disso, estd em re-
pouso numa mesa horizontal, como mostra a figura|4.5. Entao, pode-se analisar algumas
situacoes.

a) Que aceleragdo horizontal a deve ter M em relagcdo a mesa, de forma a manter m
estaciondario em relagcao a cunha supondo-se os contatos sem atrito?

b) Que for¢a horizontal F' deve ser aplicada ao sistema para atingir este resultado, supondo-

se o topo da mesa sem atrito?

Figura 4.5: Cunha no formato de um triangulo retangulo

Solugao 4.0.4. a) Tanto a aceleragao de M como a de m tem que ser horizontal. Da,

fazendo o diagrama de forcas em m, tem-se: Semelhante ao problema anterior, obtém-se

F, = P. Logo, N, -cos(§) =m-g e portanto, N,, = m (g> Por outro lado, F, = m - a,
cos
leva a N, - sen(0) = m - a,. Entao,
m-g
. ) = m-
cos(0) sen(0) m-a
g-t9(0) = a

b) No sistema Cunha-bloco tem-se que F'= (m + M) - a, pois considera m + M como se
fosse o unico bloco. Como a = g -tg(0), entio F' = (m+ M) -g-tg(f). As componentes
horizontais das forcas normais da cunha sobre o bloco N,, e do bloco sobre a cunha ndo

precisam ser colocados, pois formam um par de agao-reagao e se cancelam.
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i

v P.

Figura 4.6: Decomposicao das forcas

Problema 4.0.5. No proximo ponto, deve-se imaginar a sequinte situa¢ao:

Suponha que uma cunha A de peso desprezivel seja introduzida entre dois blocos
B e C de 445N, que repousam na superficie horizontal como mostra a figura [4.7. Se o
coeficiente de atrito estdtico em todas as superficies em contato for 0,35, qual serd a forca
minima () necessdria para iniciar o movimento da cunha se ambos os blocos forem livres

de se mover? E se o bloco C estiver fixado a superficie horizontal?

19 mm 19 mm
\ Q
VA

B
t,‘ ." 102 mm C

Figura 4.7: Cunha A entre dois blocos B e C

Solucgao 4.0.5. Para responder a primeira pergunta, € preciso primeiro partir em busca
do dngulo 0. Observe a figura[4.8. Para encontrar o valor do dngulo theta, basta usar a

razao trigonométrica tangente. Daf,

19
tg(d) = —
90 = 12
1
0 = arctg 19
102
0 = 10,55°

Como ja foi analisado anteriormente (ver cunha), tem-se que ps = tg(¢ps). Daf,
0,35 = tg(ps), ou seja, ¢ps = arctg(0,35) = 19,29°. Como a formula geral da cunha
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4
L

)

Figura 4.8: Cunha A de angulo 20

¢ F =2-Fg-sen(f) nesse caso é necessdrio encontrar as forcas de resisténcia. Como
essa cunha € simétrica, basta encontrar somente uma das resisténcias. Analisando os
esquemas[4.9] tem-se um triangulo que tem dois angulos e um lado dado, entdo € possivel

usar a Lei dos Senos (cada lada estd para o seno do seu angulo oposto). Logo,

R 445
sen(19,29°)  sen(40,87°)
R 445
0,33 0,65
R, = 226N

Como se tem uma cunha simétrica, entdo Ry = Rz = 226N. Usando a equacdo geral da
cunha no esquema |4.10}, tem-se:

Q=2-R;-sen(P)
Q = 2-226 - sen(29, 84°)
O = 225N

Ja para sequnda pergunta € observado que os diagramas de corpo livre da placa B e da
cunha A (o dnico membro a se mover) sio os mesmos que a situagdo anterior. Logo, a

resposta € a mesma.
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445 Nl 7y
[( B+¢s=10,55°+19,29° = 29,84°

~» 90°-19,29°-29,84° = 40,87°

Figura 4.9: Esquema para encontrar [y

R

R,

Figura 4.10: Esquema para encontrar ()

Problema 4.0.6. Supondo que uma cunha de 10° é usada para dividir uma secao de
um tronco como mostra a figura [£.11. O coeficiente de atrito estdtico entre a cunha e
o tronco € de 0,35. Sabendo que uma for¢ca P de magnitude 2700N foi necessdria para
inserir a cunha, € preciso que se determine a magnitude das forcas exercidas na madeira

pela cunha apds a insercao.

Figura 4.11: Cunha introduzida no tronco
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Solucao 4.0.6. Nesse caso a cunha estd com iminéncia para baizo. Dari,

¢s = arctg(us)
¢s = arctg(0,35)
b = 19,29°.

Por simetria e analisando o esquemal|4.12], tem-se

2700 N

Figura 4.12: Esquema das forcas de resisténcias na cunha

P = 2 Rysen(5° + ¢g)
2700 =  2-Ry-sen(5° +19,29°)
1350 = Ry - sen(24,29°)
1350
R — —
! 2 sen(24,29°)
Ry =Ry = 3282N

Quando P é removido, os componentes verticais de Ry e Ry desaparecem deizando

os componentes horizontais. Logo,

Rix = Ryx

Riz = R;-cos(24,29%)
Rix = 3282-cos(24,29°)
Riz = 2991,5N

12

Note-se que como ¢g > 5°, a cunha é auto-travante .

Problema 4.0.7. Parafusos de alta resisténcia sao usados na construcao de muitas es-
truturas de a¢o como mostra a figura . Para um parafuso de 24 mm de diametro

nominal, a tensao minima ezigida do parafuso é de 210 kN. Assumindo que o coeficiente

Lque possui travamento automético
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de atrito seja 0,40, determine o torque necessdrio que deve ser aplicado ao parafuso e a
porca. O diametro médio do fio € 22,6 mm e o avanco € de 3 mm. Despreze o atrito entre

a porca e a arruela e assuma que o parafuso seja de rosca quadrada.

Figura 4.13: Parafuso com porca

Solugao 4.0.7. Analisando o bloco em declive na figura tem-se:

Figura 4.14: Bloco em declive

3
0 = arctg
(22,6-%)

0 = 2,42°.

Por outro lado,

os = arctg(0,40)
bs = 21,801°.
Analisando o triangulo tem-se que:
Q = 210-tg(21,801 + 2,42)
Q = 210-tg(24,221)
Q = 94,47N.
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w
R 6+ ¢

Figura 4.15: Triangulo formado pelas componentes (), W e R

Portanto o torque serd igual a

d
T = -
5@
T = —222’6-94,47

T = 1068N -m.

Problema 4.0.8. As extremidades de duas hastes fitas A e B sao feitas sob a forma
de um parafuso de rosca unica com raio médio de 6 mm e passo de 2 mm como mostra
a figura [4.16] A haste A tem uma rosca direita e a haste B tem uma rosca esquerda.
O coeficiente de atrito estdtico entre as hastes e a luva roscada é de 0,12. Determine a

magnitude do par que deve ser aplicado a luva para aproximar as hastes.

Figura 4.16: Parafuso de rosca unica

Solugao 4.0.8. Analisando o esquema tem-se:

2
te(0) =
g(0) 5 6
1
te() = ——
g(6) "
1
0 = arctg| —
CLTCg(ﬂ_‘G)
0 = 3,037°

Por outro lado, sabe-se que ug = tg(ps). Logo,

¢s = arctg(0,12)
by = 6,843°
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Na se¢ao parafuso tem-se Q =W -r - tg(¢s + 0). Entao,

Q) = 2000-0,006 -tg(6,843 + 3,037)
Q = 2,09N -m.

Portanto, o total do torque serd 2 -2,09 = 4,18N - m.

8 + ¢,

Figura 4.17: Esquema das componentes

Problema 4.0.9. Um problema comum do cotidiano é quando estamos andando de bi-
cicleta. Suponha que vocé esteja com sua bicicleta movimentando em linha reta a uma
velocidade constante de 18 km/h. E que o pneu, devidamente montado na roda, possua
diametro igual a 70 cm. No centro da roda traseira, presa ao eixo, hd uma roda den-
tada de diametro 7,0 cm. Junto ao pedal e preso ao seu eixo hd outra roda dentada de
diametro 20 cm. Suponha ainda que as duas rodas dentadas estejam unidas por uma cor-
rente, conforme mostra a figura[4.18] Despreze o deslizamento entre as rodas dentadas.
Entao, se vocé imprimir aos pedais um movimento circular uniforme, € possivel determi-
nar o numero de voltas por minuto que vocé impoe aos pedais durante esse movimento?

Considere m = 3.

L]
pEaEE I-'II.'III'iI

Indarbitsd

Figura 4.18: Acoplamento entre uma catraca e uma coroa
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catraca

coroa

roda

Figura 4.19: Roda, catraca e coroa de uma bicicleta

Solugao 4.0.9. Observe o sequinte esquema:

Chamando w a velocidade angular da coroa e Q) a velocidade angular da catraca e
consequentemente da roda, jd que elas rodam soliddrias. No entanto, a coroa e a catraca
sao interligadas por uma correia, logo pode-se afirmar que as velocidades lineares de suas
periferias sao iguais. Dai, Vi = V5 o que implica em w - R = -r. Logo,

Q-r

w o= 5 (4.1)

Por outro lado, a velocidade da bicicleta pode ser calculada por V = w - 5} 0 que

implica em
2V
= —, 4.2
v =2 (4:2)
Substituindo [4.2 em[4.1], tem-se
2-V.r
Q = .
R-D

Como V = 18km/h =5m/s, D = 70cm = 0, 7m, 2R = 20cm, entao R = 10cm =
0,1m. Além disso, r = 0,035m. Logo,

2.5-0,035
0,1-0,7

Q:

5
0 = 2:T _50RPM.

60

Portanto, o nimero de voltas por minutos € 50.



Capitulo 5
Conclusao

As maquinas simples surgiram de uma forma revoluciondria para o ser humano. O
estudo formal e desenvolvimento das maquinas teve contribuicao de diversos cientistas,
dentre eles, Arquimedes, Da Vinci e Galileu Galilei. Observa-se nesta dissertacao que a
matematica é fundamental para o funcionamento das maquinas. De forma geral, por tras
de cada maquina, existe uma expressao matemadtica que garante o seu funcionamento e
performance.

Essas grandes descobertas da Fisica tiveram inicio na Antiguidade e evoluiram com
o desenvolver da Historia. A partir delas, a humanidade conseguiu criar maquinas mais
complexas que otimizam sua produtividade. Se nao fosse por elas, as técnicas atuais de
elevacao e amarracao de cargas nao existiriam e, provavelmente, nao produziriamos tanto
quanto produzimos.

O primeiro mecanismo considerado uma méquina-ferramenta data do século XVI:
uma mandriladora de canhoes de bronze movida a agua. O eixo giratério do equipamento
era feito de madeira, a partir de troncos de arvore, dai o nome eixo-arvore como configu-
rada na figura Todavia, maquinas capazes de moldar metais pesados s6 comecaram
a surgir dois séculos depois, com a Revolugao Industrial.

A relacao interdisciplinar deste trabalho tem a finalidade de ajudar cada leitor a
compreender o porque dos contetidos matematicos serem tao relevantes para o ensino e
para a aplicacao no dia a dia. Foi observado aqui, que tarefas que eram praticamente
impossiveis de serem realizadas a milhares de anos atras, se tornaram possiveis através

dos mecanismos das maquinas simples.
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Figura 5.1: Esquema da méquina a vapor de Watts (Imagem: Universidade de Houston
— EUA)
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