Yedede

— M—
UNIVERSIDADE FEDERAL DO TOCANTINS

UNIVERSIDADE FEDERAL DO TOCANTINS
CAMPUS UNIVERSITARIO PROF. DR. SERGIO JACINTHO LEONOR - ARRAIAS
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

RUBENS ALVES DE OLIVEIRA

EQUACOES DO SEGUNDO GRAU: RESGATE HISTORICO DOS SEUS METODOS DE

RESOLUCAO

ARRAIAS-TO
2018



RUBENS ALVES DE OLIVEIRA

EQUACOES DO SEGUNDO GRAU: RESGATE HISTORICO DOS SEUS METODOS DE
RESOLUCAO

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pds-
Graduagdo em Matematica como requisito par-
cial para a obtencao do grau de Mestre em Ma-
tematica.

Orientadora: Prof.? Dr®. Alcione Marques
Fernandes.

ARRAIAS-TO

2018



A minha esposa Adriana, meus filhos Maria
Eduarda, Pedro Henrique, minha irma Nalva
que Deus a tenha num bom lugar e a todos que
contribuiram para realizacdo deste sonho.



AGRADECIMENTOS

A Deus, pela forca nos momentos necessarios;

A minha orientadora, professora Dr?. Alcione Marques Fernandes, que contribuiu de forma
significativa para este trabalho;

A toda minha familia pela compreensao;

Aos meus colegas de trabalhos nas escolas em que trabalho que sempre estiveram do meu
lado nos momentos mais dificeis;

A todos os colegas de PROFMAT, que tanto ajudaram no decorrer desses tltimos anos;

Aos professores que tive no programa;

A UFT, que ofereceu a oportunidade;

ACAPES, que disponibilizou auxilio financeiro, tdo importante neste periodo; enfim, a todos
que contribuiram de forma direta ou indireta para realizacdo deste trabalho.

A todos, meus sinceros agradecimentos.



RESUMO

Esta dissertacdo € um estudo a respeito das equacdes do 2° grau em um contexto histdrico que visa
dar ao professor de matematica dos Ensinos Fundamental (9° ano) ou Médio (1° série) condi¢des de
instigar os estudantes a levantarem importantes questionamentos sobre o assunto, o que aumenta o
interesse e, consequentemente, melhora o aprendizado da turma. Dessa forma, esta Dissertagdo pode
oferecer ao professor de matematica de Ensino Fundamental ou Médio, condicdes para esclarecer
algumas dividas dos estudantes e enriquecer sua pratica com a Histéria da Matematica, tendo em
vista que suas aulas podem ser ressignificadas com a utilizac@o de alguns métodos para resolugdo das
equacgdes polinomiais do 2° grau desenvolvidas ao longo de muitos séculos. Esta dissertagdo também
poderd ser utilizada também como referéncia por estudantes em nivel de graduagdo, principalmente
nos cursos de Licenciatura em Matemadtica, para ampliagdo de seus conhecimentos sobre equagdes

polinomiais do 2° grau e para contribuir com a formagao dos futuros professores e professoras..

Palavras-chave: Histéria da Matemética. Equacgao polinomial do 2° grau. Métodos de Resolucdo.



ABSTRACT

This dissertation is a study about the second degree equations in a historical context which aims to
give the math teacher of the elementary school (9th Year) or middle school (1st Grade) conditions
to instigate the students to raise important questions on the subject, which increases interest and,
consequently, improves the learning of the class. This way, this dissertation can offer the teacher in
mathematics of elementary of middle school, conditions to clarify some doubts of the students and
enrich their practice with the History of Mathematics, in view of their classes can be resignified with
the use of some methods solve the polinomial equations of second degree developed along many cen-
turies. This dissertation is too addressed to teachers who work in Elementary School (9th grade) or
Middle (1st grade), but will can also be used as a reference by undergraduates at the undergraduate
level, especially in the degree courses in Mathematics, for extension of their knowledge about poly-

nomial equations of the second grade and for contribute to the training of future teachers.

Key words: History of Mathematics. Polynomial equation of the second degree. Methods of Reso-

lution.
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1 INTRODUCAO

Como docente da disciplina de matematica dos ensinos fundamental e médio, tive muitos
alunos que, falta de estimulo, sentiam-se satisfeitos em apenas cumprir o que era determinado mesmo
que ndo tivessem entendido direito o que estava sendo explicado. Ao ensinar equagdes polinomiais do
2° grau ndo foi diferente. Percebi que o contetido dos livros adotados pelo colégio ndo era suficiente.
As equacdes polinomiais do 2° grau sao estudadas desde o ensino fundamental, mais precisamente
no 9° ano, e pelo que pude analisar em alguns livros didéticos, os autores iniciam o estudo da ma-
neira direta (partindo da definicdo e apresentando os exemplos), porém tudo € feito para que ao final
desse processo o aluno domine, as vezes sem sequer refletir, a aplicacdo da férmula resolutiva, muito
conhecida aqui no Brasil como férmula de Bhaskara.

Por vezes, mostra- se também como justificar geometricamente esta féormula pelo processo
de “completar quadrado”, o que ja era conhecido pelos matemadticos drabes, como Al — Khowarizmi,
825 d.C. No entanto, a maioria de nossos alunos ficam surpresos quando relatamos que equagdes
polinomiais do 2° grau tem uma longa Histéria e que muitos matemadticos importantes, de varias
civilizagdes, resolveram- na.

Algumas vezes sao inseridos nos livros, exercicios que tentam se relacionar com situagdes
reais, mas ndo chegam a dar uma visdo ampla aos alunos do que se pode realmente fazer com as
equacdes polinomiais do 2° grau.

Apesar de que alguns alunos se contentavam em meramente encontrar as raizes da equacao,
mas sempre havia aquele que desejava mais, era inquieto, queria saber, por exemplo: Quem foi
Bhaskara? Como se chegou a férmula resolutiva usada atualmente? Serd que haveria outras maneiras
de solucionar essas equagdes?

Desta forma, esta Dissertacdo mostra alternativas para o professor trabalhar as equagdes po-
linomiais do 2° grau no Ensino Fundamental (9° ano) e até no 1° ano do Ensino Médio através de
uma perspectiva histdrica, mas esta pode ser utilizado também por alunos do nivel de graduacao, prin-
cipalmente nos cursos de Licenciatura em Matemadtica, para uma ampliacdo de seus conhecimentos
sobre equacdes polinomiais do 2° grau podendo ser utilizada na formacao desses futuros professores.

O objetivo € investigar a evolugdo histérica do conceito de equagdes polinomiais do segundo
grau, para propor metodologias para o seu ensino que possam melhorara pratica do professor de
matematica, instigando o docente a conhecer as varias maneiras de resolver equacdes polinomiais do
2° grau desde a antiguidade e esclarecer dividas a respeito da origem e da autoria desses métodos,
além de mostrar que o professor deve sair de uma mera reproducdo da abordagem do livro didético
adotado na sua escola, pois o resgate histérico das equagdes polinomiais do 2° grau pode contribuir

para uma melhor compreensdo desta questao pelos alunos.
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2 METODOLOGIA

Para demonstrarmos os métodos adotados para a realizacao da pesquisa faz-se necessario uma

breve abordagem sobre método e metodologia. Assim, de acordo com Demo (2007, p. 12)

Metodologia distingue-se [...] de Métodos e técnicas, por estar em jogo no
segundo caso o trato da realidade empirica, enquanto no primeiro existe a in-
tencdo da discussdo problematizante, a comecar pela repulsa em aceitar que
a realidade social se reduza a face empirica. Nao se trata de rebaixar Méto-
dos e técnicas a atividade secunddria. Para o trato da face empirica sdo es-
senciais. Metodologia adquire o nivel de tipica discussdo tedrica, inquirindo
criticamente sobre as maneiras de se fazer ciéncia [...].

Como nosso estudo se enquadra na area de pesquisa denominada Historia da Matematica, de-
senvolvemos a metodologia de pesquisa que acreditamos ser a mais adequada, tendo em vista nossos
objetivos de investigacdo e esta pesquisa foi desenvolvida nas seguintes etapas:

12 Etapa: Levantamento bibliografico, com o intuito de encontrar livros, dissertagoes, teses e
artigos que, de alguma forma, se relacionam com os objetivos estabelecidos acima. Marcone; Lakatos
(2006) observam que a pesquisa bibliogréifica nos “oferece meios para definir, resolver, ndo somente
problemas ja conhecidos, como também explorar novas dreas onde os problemas ndo se cristalizaram
suficientemente.” Segundo os autores a pesquisa bibliogréfica, apds o contato direto, nos proporciona
um novo olhar sobre o assunto pesquisado.

2% Etapa: Aplicacdo de questiondrio para os discentes dos 9° ano do ensino fundamental do
Colégio Dom Orione, na cidade de Tocantinépolis — TO, com objetivo de analisar e compreender
quais métodos os mesmos utilizam para resolucio de equagao polinomial do 2° grau.

3% Etapa: Aplicacdo de questiondrio para os docentes, objetivando compreender quais méto-
dos eles utilizam em suas aulas para resolver equagdes polinomiais do 2° grau.

A dissertacdo estd organizada em oito secdes. A primeira e segunda secdo € introdugao e
metodologia, respectivamente, na secao trés contém os métodos de resolucdo de equagdes polinomiais
de segundo grau usados pelos Babilonios e Egipcios.

Na secdo quatro os métodos usados pelos Gregos principalmente Euclides de Alexandria.

Na quinta é apresentada os métodos dos Arabes e hindus.

Na sexta apresentamos os métodos de Viete e Descartes.

Finalmente, na sétima apresentamos as pesquisas com os professores e alunos.

Na oitava as consideragdes finais.
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3 0S METODOS BABILONICOS E EGIPCIOS

Ha aproximadamente 4000 anos, na antiga Babilonia, a Matematica surgiu como ferramenta
para a resolucdo de problemas relacionados ao cotidiano. Sua evolugao ocorreu ao longo do tempo e
partiu das tentativas humanas em representar seus pensamentos, criagdes e solu¢cdes numa linguagem
especifica.

Na aprendizagem dos conceitos matemadticos, segundo Mendes, (2006, p 15) “[...] o conhe-
cimento da Histéria da Matematica deveria se constituir em uma parte indispensavel da bagagem de
conhecimentos do matemadtico em geral e do professor de qualquer nivel de ensino (primario, secun-
dério ou superior).”

O estudo das equacdes polinomiais do 2° grau em um contexto histérico visa oferecer ao
professor de matematica do Ensino Fundamental (9° ano) condi¢des de instigar o aluno a levantar
importantes questionamentos sobre o assunto aumentando o seu interesse e, consequentemente, me-

lhorando o seu aprendizado.

Fala- se muito, hoje em dia, em inserir o ensino de matemdtica em algum
contexto. Justamente porque muitos alunos consideram a matemadtica muito
dificil e abstrata. Contudo, a matematica € vista, a0 mesmo tempo, como saber
abstrato por exceléncia e, justamente por isso, a0 mesmo tempo, ajudaria a
desenvolver o raciocinio e o pensamento l6gico. Sendo assim, como seria
possivel torna — 14 mais concreta? (ROQUE, 2012, p.7).

Diante desta citacdo a autora apresenta uma proposta, para que o professor de matematica
ao iniciar uma explicacio sobre equagdes polinomiais do 2° grau ou de qualquer novo assunto fazer
uma introdugdo histdrica. Se essa introducdo for rica em detalhes e bem planejada, devera estimular
o interesse do aluno pelo desenrolar do tema abordado, fazendo com que o aprendizado seja resultado

de um processo prazeroso.

3.1 Babilonios

Inicialmente, quando falamos em Histéria da Matematica, o nosso pensamento € arremetido as
civilizagdes antigas, portanto, € interessante que comecemos daquela época e chegaremos aos tempos
atuais.

A Mesopotamia, que em Grego significa “terra entre rios”, situava-se no oriente médio, no
chamado crescente fértil, entre os rios Tigre e Eufrates, onde hoje estdo situados o Iraque e a Siria,

principalmente, como mostra a figura 1.
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Figura 1: Mapa da Mesopotamia

Ma” Eufrates

Fonte: Roque (2012, p. 37).

Entre os rios Tigre e Eufrates, destacavam - se vdrias cidades que se constituiam em pequenos
centros de poder, mas também passavam por ali povos ndmades, que, devido a proximidade dos rios,

acabavam por se estabelecer.

Dentre os que habitaram a Mesopotamia estdo os sumérios e os acadianos, he-
gemonicos até o segundo milénio antes de Cristo. As primeiras evidéncias de
escrita sdo do periodo sumério, por volta do quarto milénio a.C. Em seguida,
a regido foi dominada por um império cujo centro administrativo era a cidade
da Babildnia, habitada pelos semitas, que criaram o Primeiro Império Babilo-
nico. Os semitas sdo conhecidos como “antigos babilonios”. (ROQUE. 2012,
p. 36).

A ciéncia e, por consequéncia, a matematica mesopotamica teve um grande desenvolvimento
por parte dos sacerdotes que detinham o saber nesta civilizagdo. Assim, esta civiliza¢ao teve a mate-
madtica e outras ciéncias extremamente voltadas para a pritica com o objetivo de facilitar o cdlculo do
calenddrio, a administracdo das colheitas, organizacdo de obras publicas e a cobrangca de impostos,
bem como seus registros.

Os Babilonicos tinham uma maior habilidade e facilidade para efetuar célculos, talvez em vir-
tude de sua linguagem ser mais acessivel. Eles tinham técnicas para equacdes polinomiais do 2° grau,
além de possuirem formulas para dreas de figuras planas simples e féormulas para o calculo do volume
de solidos simples. Sua geometria tinha suporte algébrico. Também conheciam as relagdes entre os
lados de um triangulo retangulo e trigonometria bdsica, conforme descrito no tablete, “Plimpton 322”
(George A. Plimpton Collection, Universidade Columbia), figura 2.
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Figura 2: Tablete Plimptom 322

Fonte: http://www.math.ubc.ca/ cass/courses/m446-03/pl322/p1322.html

Os babildnicos possuiam um sistema posicional sexagesimal bem desenvolvido, o qual trazia
enormes facilidades para os cédlculos, visto que os divisores naturais de 60 sdo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10,
12, 15, 20, 30, 60, facilitando o cédlculo com fragdes. O sistema sexagesimal posicional, usado no
periodo babildnio, surgiu da padronizacao deste sistema numérico, antes do final do terceiro milénio.
Na verdade, segundo Roque (2012, p. 6), héd evidéncias de que, mais ou menos em meados do terceiro
milénio a.C., as propriedades dos numeros passaram a ser investigadas por si mesmas, transformacao
que pode ser associada ao inicio de uma Matematica mais abstrata.

O sistema sexagesimal era usados de modo sistematico em textos matematicos ou astrond-
micos, O sinal usado para designar a unidade era uma cunha, esse sinal era repetido para formar os
nimeros maiores que 1, como 2, 3, e assim por diante, até chegar a 10, representado por um sinal
diferente: em seguida, continuava-se a acrescentar os mesmos simbolos usados de 1 a 9, até chegar
a 20, representado, entdo, por esse processo aditivo prosseguia apenas até o nimero 60, quando se

voltava a empregar o mesmo sinal usado para o nimero 1, como mostrado a seguir pela figura 3.
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Figura 3: Escrita cuneiformes dos nimeros
] 2 3 +
Y i N
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Fonte: Roque (2012, p.10)

Como podemos observar na Figura 3, o nimero sessenta era representado pelo
mesmo simbolo usado para representar o nimero um. Por isso o sistema dos
antigos babil6nios usa uma notagdo posicional de base sessenta. Ou seja, é
um sistema sexagesimal. Na verdade, eles usavam uma combinagdo de base
sessenta e de base dez, pois os simbolos até cinquenta e nove mudam de dez
em dez. Ainda hoje, o sistema que usamos para representar as horas, minutos
e segundos € um sistema posicional sexagesimal. Assim, 1h 4min 23s € igual
a1-3600(60-60)+4-60+ 23 = 6023s. (ROQUE. 2012, p. 10).

Uma diferenca entre o nosso sistema e o dos babilonios é que estes empregavam um sistema
aditivo para formar combinagdes distintas de simbolos que representam os nimeros de 1 a 59, en-
quanto o nosso utiliza simbolos diferentes para os numeros de 1 a 9 e, em seguida, passa a fazer uso
de um sistema posicional. Em nosso sistema de numera¢do, no nimero decimal 135 o algarismo 1
representa 100; o 3 representa 30; e o 5 representa S mesmo, ou seja, 135 =1 102+3-101 +5-109,
enquanto 135 na base sessenta era representado por 135 = 1-60% +3-60' +5-60° = 3985.

3.2 As operacoes no Sistema Babilonico

A eficdcia da computacdo babil6nica ndo resultou somente de seu sistema sexagesimal de
numeracdo. Os escribas mesopotamicos foram hdbeis em desenvolver algoritmicos, entre os quais
um para extrair a raiz quadrada como serd mostrado a seguir, eles também sabiam fazer contas de

somar, subtrair, multiplicar, dividir.
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Em primeiro lugar, eles dispunham de tabletes com a mesma fun¢do de nos-
sas “tabuadas”. A maioria dessas operagdes realizadas pelos babil6nios usava
diretamente estes tabletes. No caso da multiplicagdo elas eram fundamentais.
Um exemplo de uma tabuada de multiplicagdo por 25.

1 (vezes 25 é igual a) 25

2 (vezes 25 é igual a) 50

3 (vezes 25 é igual a 75), na notacdo babil6nica é 1;15

4 (vezes 25 € igual a 100), na notacdo babilonica é 1;40

5 (vezes 25 é igual a 125), na notag@o babildnica é 2;05

6 (vezes 25 é igual a 150), na notagdo babildnica € 2;30

... (ROQUE. 2012, p. 16)

3.2.1 O calculo da raiz quadrada

Os babildnios calculavam poténcias e raizes quadradas, que eram registradas em tabletes. O
exemplo mais conhecido de cdlculo de raizes quadradas calculado pelo babil6nios encontra — se no
tablete YBC 7289, produzido entre 2000 e 1600 a. C como mostra a figura 4.

Figura 4: Tablete YBC 7289

Fonte: Roque (2012, p.19)

Como exemplo de aplica¢do do procedimento dos babildnicos para calcular raizes quadradas
tomemos a seguinte situacao.

Qual € a medida do lado de um quadrado de area 507

Em uma primeira aproximagao, selecionava — se o nimero inteiro cujo quadrado mais se
aproximava de 50. Ou seja, 7.

50
Dividiam 50 pela primeira aproximacao, = = 7,1, até que o quociente ficasse com o dobro

de algarismo do divisor.

L . . . . . 1+7,1
Calculava-se a média aritmética entre a primeira aproximag¢do e o quociente, ou seja, > =

7,05. Segunda aproximacao

Repetia-se o processo, ou seja, 705 = 7,09219.
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7,05+ 7,09219
2

Tomando novamente a média aritmética, ou seja, =7,071095

Este € o resultado da v/50 = 7,071095, até a sexta casa decimal. E hoje com calculadora obtemos
V50 =7,07106, o que difere apenas no algarismo da 5% casa decimal.

3.2.2 Problemas de equacoes polinomiais do segundo grau na Babilonia

Além de tabletes contendo resultados de operacdes aritméticas, existem outros descrevendo
procedimentos que equivalem a resolver equacdes polinomiais do segundo grau, entretanto a reso-
lucdo vinha sempre gravada na tabuleta sem nenhuma explicagdo, seguindo fielmente na linguagem

algébrica de hoje esta féormula:

§ b\? ert o s b\? AR
= —_ C -, = f— ac — — J—
2 2 2 2] a
Como exemplo, os problemas que encontram- se no tablete BM 13901 do British Museu

figura 5.

Figura 5: Tablete BM 13901

o nad (T

'
~

| ") a

Fonte: http://www.britishmuseum.org/
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1) Ao adicionar a drea e o lado de um quadrado obtive 0,45, qual é o lado'? Que traduzindo na

linguagem moderna e utilizando o sistema sexagesimal é escrita como (x> 4 x = 0,45).

1. Tome 1

1
2. Fracione 1 tomando a metade 5 (que na notagao babildnica € 0,30)

1 I 1 1
3. Multiplique 3 por L ou seja, 0,30 por 0,30 (4_1 na notacao babilonica € 0, 15)
1
4. Some 1 a 0,45, ou seja, 0,1540,45 =1
5. 1 éraiz quadrada de 1
6. Subtraia os 0,30 de 1(1—0,3 =0,30)
7. 0,30 € o lado do quadrado.

! 2+045 ! 0,30
X = —_ _—_— =
2 ’ 2 ’

Neste mesmo tablete, BM 13901, ha um outro problema, traduzido como?

2) Subtrai o ter¢o da area e depois somei o ter¢o do lado do quadrado a drea restante obtendo 0, 20.

2 2 2
Qual ¢ o lado do quadrado? x> — % n g —0,20 = % n g — 0,20 — 0,40x% +0,20x = 0,20.
1 2
( 3 = 0,20 na escrita babil6nica, logo 3 =0,40)
1. Tome 1

2. . Subtraia o terco de 1, ou seja, 0,20, obtendo 0,40
3. . Multiplique 0,40 por 0,20 obtendo 0, 13;20

4. . Encontre a metade de 0,20(: 0, 10)

5. . Multiplique 0, 10 por 0, 10(: 0, 1;40)

6. . Adicione 0,1;40 a 13;20(: 0, 15)

7. . 0,30 é raiz quadrada

8. . Subtraia 0,10 de 0,30(: 0,20)

9. . Tome o reciproco de 0,40(1,30)

10. . Multiplique 1,30 por 0,20(: 0,30)

'Problema retirado do livro Tépicos de Histéria da Matematica COLECAO PROFMAT
ZProblema retirado do livro Tépicos de Histéria da Matematica COLECAO PROFMAT
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11. . 0,30 é o lado do quadrado

0,20 > 0,20 1
X = (T) +o,4o-0,2o—T -m—0,30

Existem uma grande quantidade de problemas babilonicos que utilizam estes mesmos proce-
dimentos, um problema mais complexo € resolvido fazendo uma adaptagdo, de modo que, nos passos
subsequentes sejam repetidos os passos dos problemas mais simples. E tais problemas mostra a efi-

cédcia computacional dos babilonios o que caracteriza uma generaliza¢do ainda que muito simples.

No fim do século XIX e na primeira metade do século XX, as pesquisas dos
arquedlogos e dos historiadores da Matemética modificaram totalmente nossa
avaliac@o da qualidade da Matematica praticada na Mesopotamia, mostrando
que ela era claramente mais desenvolvida do que a Matematica egipcia. (PI-
TOMBEIRA, 2012, p. 2).

3.3 Egipcios

A civilizagdo Egipcia desenvolveu- se ao longo de uma extensa faixa de terra fértil que mar-
geava o rio Nilo na Africa (figura 6). Este rio foi fundamental para o estabelecimento de grupos
humanos. Nessa drea suas margens férteis revelaram-se propicias a agricultura e, ainda, suas dguas

caudalosas facilitavam a abertura de canais de irriga¢do e construcdo de diques.

Figura 6: Mapa Egito Antigo
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Fonte: Eves (2004, p. 68)
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Sdo muito diferentes as histérias politicas do Egito e da Babil6nia antigos.
Esta dltima era aberta a invasdes de povos vizinhos e, como consequéncia, ha-
via periodos de muita turbuléncia em que um império sucedia a outro. O Egito
antigo, ao contrdrio, manteve - se em isolamento, protegido naturalmente de
invasdes estrangeiras, governado pacifica e ininterruptamente por uma suces-
sao de dinastias. (EVES, 2004, p.66).

A maioria dos relatos historicos sobre a matematica egipcia indica que sempre foi essenci-
almente prética, baseada em métodos empiricos de tentativa e erro. Por exemplo, quando o rio Nilo
estava no periodo das cheias, surgiam problemas que para serem solucionados, por este motivo foram
desenvolvidos vérios ramos da matematica que possibilitaram a constru¢do de estruturas hidrdulicas,

reservatérios de dgua, canais de irrigagc@o e a drenagem de pantanos e regides alagadas.

Contrariamente a opinido popular, a matemdtica no Egito antigo nunca alcan-
cou o nivel obtido pela matematica babildnica. Esse fato pode ser consequén-
cia do desenvolvimento econdmico mais avancado da Babilonia. A Babildnia
localizava-se numa regido que era rota de grandes caravanas, ao passo que o
Egito se manteve em semiisolamento. Nem tampouco o sereno rio Nilo neces-
sitava de obras de engenharia e esfor¢cos administrativos na mesma extensao
que os caprichosos Tigre e Eufrates. (EVES, 2004, p. 67).

3.3.1 Numeros e operacoes no Antigo Egito

De acordo com Roque e Pitombeira (2012), os egipcios desenvolveram um sistema de nume-
racdo e escrita mais ou menos na mesma época que os babilonios, ou seja, por volta de 3000 a. C.
Como em nosso sistema de numeracdo os antigos egipcios empregavam um sistema decimal. Mas,
diferente dos babildnios, o sistema era posicional, era aditivo.

O ndmero 1 era representado por uma barra vertical, e os nimeros consecutivos de 2 a 9 eram
obtidos pela soma de um nimero correspondente de barras. Em seguida, os nimeros eram multiplos
de 10, por essa razdo, diz-se que tal sistema é decimal. O ndmero 10 é uma al¢a; 100, uma espiral; 1
mil, a flor de 16tus; 10 mil, um dedo; 100 mil, um sapo; e 1 milhdo, um deus com as maos levantadas,

como mostra a figura 7.

Figura 7: Representacdo dos nimeros egipcios

I Il I 1 i i [ AL . L

1 2 5] 7 8 9
10 10 1000 10 000 100 000 1 000 000

Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 30)
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Os Egipcios resolviam equagdes polinomiais de 1° grau, pelo chamado “método de falsa po-
sicdo”, registrado nos papiros de Moscou e de Rhind, entre outros papiros. Porém a resolugdo de
equacdes polinomiais do 2° grau encontrada nos textos conhecidos s6 lida com equagdes do segundo
grau bem simples como por exemplo, no papiro de Moscou, que data de aproximadamente 1850 a.C.

. L. 3 o
Neste pede-se para calcular a base de um retangulo cuja altura € igual a 7 de sua base e cuja drea é

3
igual a 12. Este problema, em linguagem moderna, se escreve como sz =12.

A maioria dos problemas egipcios sdo de tipo digamos, aritmético, mas ha ou-
tros que merecem a designacdo de algébricos. Nao se referem a objetos con-
cretos especificos, como paes e cerveja, nem exigem operagdes entre nimeros
conhecidos. Em vez disso, pedem o que equivale a solu¢gdes de equagdes line-
ares, da forma x+ ax = b, ou x4+ ax+ bx = ¢, onde a, b e ¢ sdo conhecidos e x
é desconhecido. A incégnita € chamada de “aha”. (BOYER, 1999, p. 11).

A construcdo das grandes piramides faz supor que o conhecimento matematico dos egipcios
era muito mais avangado que o apresentado nos papiros, principalmente no que se refere a resolugcdo

de equacdes polinomiais do segundo grau.
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4 GREGOS

De acordo com Boyer (1999), quando a atividade intelectual das civilizacdes potamicas (se
desenvolveram ao logo dos rios) no Egito e na Mesopotamia tinha perdido sua verve bem antes da era
cristd; vigorosas culturas novas estavam surgindo ao longo de todo o litoral do Mediterraneo. Para
indicar essa mudanca nos centros de civilizacdes, o intervalo entre aproximadamente 800 a. C e 800
d. C ¢ as vezes chamada de Idade Talassica (isto €, “idade do mar”).

O caréter da Matemdtica grega é completamente diferente daquele da Matematica babilonica.
Embora os préprios gregos reconhecessem que muito deviam a Matemadtica egipcia e babilonia, eles
transformaram os conhecimentos destas duas civiliza¢des em um corpo de resultados bem estruturado
e no qual a argumentagdo € feita por um tipo bem especifico de discurso, a demonstracao matematica.
A base da revolu¢do matematica exercida pela civilizacdo Grega partiu de uma ideia muito simples.
Enquanto Egipcios e Babilonicos perguntavam: “como”? Os fildsofos gregos passaram a indagar:
“por qué”? Assim, a matemadtica que até este momento era, essencialmente, pratica, passou a ter seu
desenvolvimento voltado para conceituacdo, teoremas € axiomas.

Os mesopotamicos e egipcios realizavam célculos com medidas de comprimentos, areas e
volumes, e alguns de seus procedimentos aritméticos devem ter sido obtidos por métodos geométricos,

envolvendo transformacdes de areas. Isso ndo quer dizer, contudo, que possuissem uma geometria.

E muito comum lermos que a geometria surgiu as margens do Nilo, devido
a necessidade de medir a 4rea das terras a serem redistribuidas, apés as en-
chentes, entre os que haviam sofrido prejuizos. Essa hipotese tem sua origem
nos escritos de Herédoto, datados do século V a. C.: “Quando das inundagdes
do Nilo, o rei Ses6stris enviava pessoas para inspecionar o terreno € medir a
diminuicido dos mesmos para atribuir ao homem uma reducio proporcional de
impostos. Af estd, creio eu, a origem da geometria, que migrou, mais tarde,
para a Grécia”, afirma o historiador. (ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p. 60).

O mundo grego por muitos séculos teve seu esplendor entre os mares Egeu e Jonio, mas a
civilizagdo helénica ndo estava so localizada ali, em 600 a. C. colonias gregas podiam ser encontra-
das ao longo das margens do Mar negro e Mediterraneo e foi nessas regides afastadas que um novo
impulso se manifestou na matematica “o racionalismo” e teve como principal estimulador Tales de
Mileto (624 — 548 a.C. aproximadamente) e Pitdgoras de Samos (580 — 500 a. C. aproximadamente).
Este racionalismo objetivou o estudo de quatro pontos fundamentais: compreensdo do lugar do ho-
mem no universo conforme um esquema racional, encontrar a ordem no caos, ordenar as ideias em
sequéncias logicas e obtencdo de principios fundamentais. Estes pontos partiram da observagdo que
os povos anteriores (babilonios e egipcios) tinham deixado de fazer todo o processo de racionalizacao

de sua matematica, contentando-se, tdo somente, com sua aplicagao.

4.1 Tales de Mileto

Tales de Mileto (figura 8) é reconhecido como o primeiro filésofo do Ocidente e apontado

como um dos sete sdbios da Grécia Antiga. Ele nasceu em Mileto, uma antiga coldnia grega localizada
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na Asia Menor, por volta de 645 ou 624 a. C. Alguns estudiosos consideram Tales o Pai da Filosofia
Ocidental.

Segundo Boyer (1999) pouco se sabe sobre a vida de Tales. Seu nascimento e sua morte sao
datados com base no fato de que o eclipse de 585 a. C. provavelmente ocorreu quando estava em
plena maturidade, digamos 40 anos, e diz — se que ele tinha 78 anos quando morreu. A opinido antiga
€ unanime em considerar Tales como de rara inteligéncia.

Suas contribui¢des permeiam varios campos do conhecimento, como filosofia, astronomia e

matematica sendo que nesta tltima que lhe € atribuido alguns teoremas da geometria como descritos.

Tales € o primeiro personagem conhecido a quem se associam descobertas
matemdticas. em geometria, creditam-se a ele os seguintes resultados elemen-
tares:

1. Qualquer diametro efetua a bissec¢do do circulo em que € tracado.

2. Os angulos da base de um tridngulo isésceles sdo iguais.

3. Angulos opostos pelo vértice sio iguais.

4. Se dois tridngulos tém dois dngulos e um lado em cada um deles respecti-
vamente iguais, entdo esses tridngulos sdo iguais.

5. um angulo inscrito num semicirculo € reto. (este resultado era do conheci-
mento dos babil6nios cerca de 1400 anos antes.) EVES (2004, p. 95) .

Figura 8: Tales de Mileto

Fonte: https://ranieridestro.escavador.com/artigos/1162/tales-de-mileto

4.2 Pitagoras e os Pitagoricos

Pitagoras (580 — 500 a.C. aproximadamente), figura 9, foi um matemaético e filésofo grego,
¢ um personagem envolto a lendas e misticismos isso porque mais do que um estudioso, Pitdgoras

foi um profeta, um mistico, nascido na ilha de Samos (580 a.C. aproximadamente). Assim como
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Tales de Mileto, Pitdgoras também viajou pelo Egito, Babilonia e, muito provavelmente, pela India,
absorvendo todos os conhecimentos matematicos e astrondmicos dessas civilizagdes; fato é que o
proprio Teorema de Pitdgoras ja era utilizado por alguns desses povos antes da época de Pitdgoras.
Acredita -se que nessas peregrinagdes, Pitdgoras aprendeu grandes conceitos religiosos que o influ-
enciaram posteriormente e fundamentaram toda a mistica que envolve os pitagdricos; além disso, ele
foi contemporaneo de Buda, Conficio e Lao-tsé , fazendo daquele periodo uma fase critica para o

desenvolvimento das religioes.

Se Pitdgoras permanece uma figura muito obscura isto se deve em parte a perda
de documentos daquela época. Vdrias biografias de Pitdgoras foram escritas
na antiguidade, inclusive uma Aristételes, mas se perderam. Uma outra difi-
culdade para caracterizar claramente a figura de Pitdgoras provém do fato de
que a ordem que ele fundou era comunitaria, além de secreta. Conhecimento
e propriedade eram comuns, por isso a atribuicao de descobertas ndo era feita
a um membro especifico da escola. E melhor, por isso, ndo falar na obra de
Pitdgoras, mas antes das contribui¢des dos pitagdricos, embora na antiguidade
fosse usual dar todo crédito ao mestre. BOYER (1999, p. 33) .

Ainda, segundo Boyer (1999), a escola pitagdrica era politicamente conservadora e tinha
um cddigo de conduta muito rigido; adotavam o vegetarianismo com base na ideia da transmigragdo
das almas: ndo se pode matar um animal cujo corpo seria a nova morada de outra alma. Mas a
mais notdvel caracteristica da sociedade dos pitagéricos foi a confianca que mantinha nos estudos de
Filosofia e Matemitica.

Os pitagéricos quebraram um paradigma efetivo da época que era o utilitarismo da Mate-
madtica; os processos eram estritamente vinculados a problemas especificos ligados ao comércio e a
agricultura. Os pitagdricos pregavam que o conhecimento matematico deveria ser estudado apenas
pelo amor a sabedoria. Dentro dessa ideia, muito se descobriu posteriormente no campo da mate-
madtica conceitual, sem a utilizacdo de qualquer questdo pratica como modelo; alids o transito entre
o concreto e o abstrato se inverteu: dali em diante a matemadtica forneceria os modelos para a pra-
tica e ndo o contrario. Os Pitagoricos estudavam o quadrivium (geometria, aritmética, astronomia e
musica). Sua filosofia pode ser resumida na expressao “tudo € nimero”, com a qual diziam que tudo
na natureza pode ser expresso por meio dos nimeros. Pitdgoras dizia que: “tudo na natureza esta
arranjado conforme as formas e os nimeros”. Aos Pitagoricos (Pitdgoras, principalmente) podemos
creditar duas descobertas importantes: o conceito de niimero irracional por meio de segmentos de re-
tas incomensurdveis e a demonstracao das relacdes entre os lados de um tridngulo retangulo (teorema

de Pitagoras), que ja era conhecido por babilonicos e egipcios.

A descoberta das grandezas incomensurdveis, frequentemente atribuida a um
pitagérico, deve ter tido outras origens. Esta descoberta contribuiu para a sepa-
racdo entre a geometria e a aritmética, a primeira devendo se dedicar as gran-
dezas geométricas e a segunda, aos nimeros. Esta separacdo é um dos tragos
marcantes da geometria grega, a0 menos na maneira como ela se disseminou
com Euclides. (ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p. 60). .

Assim, Pitdgoras e os pitagéricos investigaram as relagdes matematicas e descobriram varios

fundamentos da fisica e da matematica. O simbolo utilizado pela escola pitagorica era o pentagrama,
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que, como descobriu Pitdgoras, possui algumas propriedades interessantes. Um pentagrama € obtido
tracando-se as diagonais de um pentdgono regular; pelas intersec¢des dos segmentos desta diagonal,
€ obtido um novo pentdgono regular, que € proporcional ao original exatamente pela razao durea. Pi-
tdgoras descobriu também em que propor¢des uma corda deve ser dividida para a obtengdo das notas
musicais no inicio, sem altura definida, sendo uma tomada como fundamental pensemos numa longa
corda presa a duas extremidades que, quando tangida, nos dard o som mais grave - e a partir dela,
gerar-se-4 a quinta e terca através da reverberacao harmonica. Os sons harmonicos. Prendendo-se a
metade da corda, depois a terca parte e depois a quinta parte conseguiremos os intervalos de quinta
e terca em relacdo a fundamental. A chamada SERIE HARMONICA. A medida que subdividimos a
corda obtemos sons mais altos e os intervalos serdo diferentes. E assim sucessivamente. Descobriu
ainda que fracdes simples das notas, tocadas juntamente com a nota original, produzem sons agrada-
veis. Ja as fragOes mais complicadas, tocadas com a nota original, produzem sons desagradaveis.
Um pouco depois de Pitdgoras, desenvolveu-se efetivamente alguma geometria na Grécia
pré-euclidiana. Um dos gedmetras que conhecemos melhor, antes de Euclides, é Hipdcrates de Quios
e Democrito (ambos da segunda metade do século V a.C. aproximadamente), que comegaram a tra-
balhar com o principio da indugdo l6gica (apagoge), que é o inicio da axiomadtica. Os trés problemas
que deram inicio ao estudo da axiomdtica foram: trissec¢do de um angulo, duplicacdo do volume do

cubo e a quadratura do circulo.

Figura 9: Pitdgoras

Fonte: Introducdo a Histéria da Matematica, EVES, p. 98
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4.3 Euclides

Nascido durante o século III a.C., Euclides figura 10, possui uma histéria cheia de lacunas e
pouco conhecida. Segundo, Boyer, (1999, p. 69) “ndo se sabe ao certo seu local de nascimento e
morte, mas apenas que viveu durante o reinado de Ptolomeu Séter (Ptolomeu I — entre 323 a.C. e 283
a.C.). O pouco que se tem conhecimento ¢ atribuido a Proclo e Pappus de Alexandria, que escreveram
sobre Euclides séculos apds sua morte”.

A morte de Alexandre, o Grande, levou a disputa entre os generais do exército
grego, mas em 306 a. C. o controle da egipcia do império estava firmemente
nas maos de Ptolomeu I, e esse governante pode voltar a atengdo para esforgos
construtivos. Entre seus primeiros atos estd a criacdo em Alexandria de uma
escola ou instituto conhecido como Museu, insuperado em seu tempo. Como
professores ele chamou um grupo de sabios de primeira linha, entre eles Eu-
clides, o autor do texto de matemdtica mais bem-sucedido de todos os tempos
— Os elementos. (BOYER, 1999, p. 69). .

Embora Euclides fosse autor de varios trabalhos, dentre muitos, que se perderam, sua fama
repousa principalmente sobre seus Elementos esse trabalho notdvel superou os trabalhos precedentes,
pois, este ganhou o mais alto respeito dos seus sucessores até os tempos modernos. Nenhuma obra,
exceto a Biblia, foi tdo largamente usada e estudada e, provavelmente, nenhum exerceu influéncia
maior no pensamento cientifico.

Os Elementos foram compostos como uma obra textual, dividida em treze volumes — cinco
abordam a geometria plana; trés enfocam os nimeros; um destaca a teoria das propor¢des; um tem

como nucleo central os incomensuraveis; e os trés finais discorrem sobre a geometria no espaco.

Figura 10: Euclides

Fonte: https://sites.google.com/site/bibliografia-de-euclides

Euclides nao fazia célculos, usava apenas régua nio graduada e um compasso, por meios de
enunciados muitas vezes confusos, ele fazia muitas constru¢des geométricas principalmente para des-

cobrir novas relacdes entre seus elementos geométricos. Como descreve Oscar Guelli (1997, p 23.):
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“e se do lado vezes uma constante subtrairmos a drea do quadrado, o resultado serd uma constante
determinada”. Hoje, traduzimos este enunciado de Euclides através da equacio: ax“x> = b.
Com essa ideia € possivel resolver geometricamente algumas equacdes polinomiais do se-

gundo grau, para isso veremos inicialmente a proposicao do Livro II dos Elementos de Euclides.

Proposicdo II. 5. Se uma linha reta for dividida em duas partes iguais ¢ em
outra duas desiguais, o retingulo compreendido pelas partes desiguais, junta-
mente com o quadrado da parte entre as duas se¢des, serd igual ao quadrado
da metade da linha proposta. (ROQUE, PITOMBEIRA, 2012, p. 96). .

Demonstracio® Suponha que o segmento AB esté divido em duas partes iguais pelo ponto C
e em duas partes desiguais pelo ponto D, figura 11. O que Euclides diz, em seu enunciado, € que a
area do retangulo de base AD e altura DB somada a drea do quadrado de lado CD € igual a area do
quadrado de lado CB.

Figura 11: Proposicao II. 5
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Fonte: Tépicos da Histéria da Matematica, Roque, Pitombeira (2012 p. 97)

Com efeito, construa o quadrado CEF B e considere a diagonal BE. Pelo ponto D, trace a
paralela DG a CE, a qual corta a diagonal BE no ponto H.

Seja KM a paralela a AB e que passa por H. Seja AK o segmento de reta perpendicular a AB
e que liga A a K. Como as areas dos retangulos CDHL e HMFE sao iguais, adicione a cada uma
dessas dreas a drea do quadrado DBHM.

Entdo, as areas dos retangulos CLMB e DGFB sao iguais. Mas as dareas dos retangulos
CLMB e AKLC sao iguais, por terem bases e alturas respectivamente iguais, segue-se que as areas dos
retangulos AKLC e DGF B também sdo iguais.

Adicione a cada uma dessas dreas a area do retangulo CLHD. Entdo, a area do retangulo
AKHD € igual a soma das dreas dos retangulos CLHD, DHMB e HGF M. Mas os retangulos AKLG
e CLMB tém dreas iguais.

Como os retingulos ACLK e CBLM té€m éareas iguais, segue-se que as areas dos retangulos
AKLC e DGF B também sdo iguais.

3Demonstracio é baseada na que foi feita por Jodo Bosco Pitombeira, no seu artigo revisitando uma velha conhecida
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Adicionemos a cada uma dessas dreas a drea do retangulo CLHD. Com isso, a drea do
retangulo AKHD € igual a soma das édreas dos retangulos CLHD, DHMB e HGFM. Mas a drea do
retangulo AKHD ¢ igual a area do retangulo de base AD e altura DB, pois DH é igual a DB.

Assim, a drea dos retangulos CLHD, DHMB e HGFM ¢ também igual a 4rea do retangulo
de base AD e altura DB. Adicionamos a area do quadrado LEGH, que € igual a area do quadrado de
lado CD, a ambas as areas.

Segue-se entdo que a soma das dreas dos retangulos CLHD, DHMB e HGFM com a soma
das areas dos retangulos LEGH e DHMB € igual a soma das areas do retingulo AKHD e do quadrado
LEGH. Mas a soma das dreas dos retangulos CLHD, DHMB e HGFM com a soma das dreas de
LEGH e DHMB ¢ igual a area do quadrado CEF B, construido sobre CB.

Assim, a soma das dreas do retdngulo de base AD e altura DB e do quadrado LEGH (que é
igual ao quadrado de lado CD) € igual a area do quadrado de lado CB, o que queriamos demonstrar.

A relagdo desta proposicdo com a resolugdo de equacdes polinomiais do 2° grau, estd no

fato de fazendo AD = x e DB =y, este teorema pode ser traduzido, algebricamente, pela identidade:

X+Yy 2 X—y 2 . .
7 =xy+ — ou seja, se conhecemos x + y (respectivamente x —y ) € xy podemos achar

x"y (respectivamente x +y ). Suponhamos agora que, na figura 11, AB = a eDB = x. Entdo, ax — x>

é
igual a drea do retangulo AKHD, a qual € por sua vez igual a soma das dreas dos retangulos CLHD,
DHMB e HGFM. Se chamarmos a soma das areas de CLHD, DHMB ¢ HGFM de b?, entdao, o
problema de resolver a equacdo ax — x> = b? se transforma, em linguagem geométrica, em construir
sobre um segmento de reta de comprimento a um retangulo cuja drea menos a drea de um quadrado
seja igual & drea de um quadrado dado (b?).

Como por exemplo: Cinco vezes a medida do lado de um quadrado, subtrairmos sua area
obtemos 4. Qual a medida do lado desse quadrado? 5x — x> = 4, linguagem moderna.

Tragamos um segmento AB de comprimento 5. Dividimos o segmento AB ao meio, € marque
o ponto C. Tracemos um segmento CP perpendicular a AB, cujo comprimento € raiz quadrada de
quatro. Trace uma circunferéncia de centro em P e raio CB e marque o ponto D. Construa o retdngulo
ABEF, tal que DB = BE. Complete o quadrado DBEG. O lado desse quadrado (x') DBEG é raiz da

equagdo dada.

Figura 12: Determinacio Geométrica da raiz da equagdo 5x — x> = 4

/

Fonte: Autoria prépria
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5 HINDUS E ARABES

5.1 Hindus

Segundo Boyer (1999), escavagdes arqueoldgicas ocorridas em Mohenjo Daro (é um sitio
arqueoldgico situado na provincia do Sinde, no Paquistdo), nos ddo indicacdo de uma civilizacio
muito antiga e de uma cultura e bem desenvolvida na India, ocorrida na mesma época em que foram
construidas as piramides no Egito.

O periodo clédssico da matematica hindu se da entre 400 e 1200 depois de Cristo, os primei-
ros registros de matemdtica na India se encontram nos varios Sulvasutras (papiro hindus contendo
vdrias regras inclusive de matemadtica), escritos provavelmente entre 800 a.C. e 500 a.C. e que se
transmitiram oralmente durante muito tempo. Eles registram conhecimentos matemadticos de idade
desconhecida, mas certamente bem anteriores. Estes escritos t€ém trés versdes, sendo que a mais

conhecida tem o nome de Apastamba, todas escritas em versos.

A maior parte da matemadtica que conhecemos como “indiana” foi escrita em
sAnscrito e se originou na regido do sul da Asia (que compreende também o
Paquistdo, o Nepal, Bangladesh e Sri Lanka). Os registros mais antigos de que
temos noticia datam da primeira metade do primeiro milénio antes de Cristo,
mas se tornaram mais frequentes depois da conquista de Alexandre, o Grande,
no século IV a.C. Nao conhecemos bem as interacdes da matemadtica indiana
com as tradi¢des antigas, entretanto, alguns de seus problemas parecem ter
sido inspirados pelo contato com a astronomia babilonica e grega. (ROQUE,
2012, p. 188). .

E sabido que o sistema de numeragdo decimal posicional que usamos hoje é de origem in-
diana, tendo sido transmitido para o Ocidente pelos povos islamicos na Idade Média, antes disso,
usavam-se diferentes sistemas de numeracgao, aditivos e multiplicativos, embora ndo posicionais, iSso
mostra que havia, nesse periodo, uma intensa atividade matematica expressa sobretudo pela elabora-
¢do de tratados astrondmicos que também foram influenciados por obras gregas, devido ao contato
com o império romano. Um desses tradados o mais antigo que conhecemos foi escrito por Aryabhata,
que nasceu aproximadamente no ano 476. Pouco se sabe sobre sua vida, mas essa obra permanece
uma das fontes mais importantes sobre a matematica e a astronomia indiana, ela foi toda escrita em
versos, tornando-se uma tradi¢do indiana, e apresenta conhecimentos matematicos variados, princi-

palmente em relacdo as regras de célculo.

Como a exposi¢do em versos era de dificil compreensdo, as obras india-
nas eram complementadas por comentdrios redigidos por outros mateméticos
tendo em vista elucidar o seu significado. O comentario mais antigo sobre o
livro de Aryabhata foi escrito por um autor de nome Bhaskara em 629. Mas
esse personagem ¢ completamente desconhecido e chamado, frequentemente,
de Bhaskara I, para distingui-lo do outro Bhaskara mais famoso, que viveu no
século XII. O comentdrio de Bhaskara I indica que a matemadtica documentada
em sanscrito era bastante rica, pois ele se refere a uma tradicdo que parecia
estar bem estabelecida. (ROQUE, 2012, p. 189). .
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Um desses tratados astrondmicos de Bhaskara I foi escrito pelo astronomo Brahmagupta, em
628. Um dos capitulos matemaéticos de seu tratado € dedicado completamente a “ganita”, contendo
o estudo de operacdes aritméticas, razdes e proporcoes, juros, bem como férmulas para achar com-
primentos, dreas e volumes de figuras geométricas. Contudo, havia também um capitulo dedicado a
um outro tipo de matemdtica que compreendia andlises envolvendo o zero, os negativos e positivos,
as quantidades desconhecidas, e ainda os métodos de eliminagao do termo médio e de reducdo a uma
varidvel. Tratava-se de técnicas para lidar com problemas envolvendo quantidades desconhecidas e
essas técnicas eram usadas em problemas que exprimiriamos, hoje, como uma equacao polinomial do
segundo grau. Os procedimentos utilizados por Brahmagupta foram citados, mais tarde, por Bhaskara
I, autor dos livros mais populares de aritmética e dlgebra no século XII, o Lilavati e o Bija Ganita

que, presume-se, foram livros-texto voltados para o ensino.

5.2 Bhaskara II e as equacoes polinomiais do segundo grau

Os problemas que exigiam o que chamamos hoje de “equacio” eram enunciados usando somente
palavras e de modo poético. Eis um exemplo de verso: “De um enxame de abelhas, tome a metade,
depois a raiz. Este grupo extrai o pélen de um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo
céu. Uma abelha solitdria escuta seu macho zumbir sobre uma flor de 16tus. Atraido pela fragrancia,

ele tinha se deixado aprisionar na noite anterior. Quantas abelhas havia no enxame?”

O método de resolugdo consiste em reduzir o problema a uma equagao linear.
Isto era feito por meio do método que Bhaskara II denominava de “eliminac¢do
do termo médio”, equivalente ao nosso método de completar quadrados. “Seja
uma igualdade contendo a quantidade desconhecida, seu quadrado, etc. Se
temos os quadrados da quantidade desconhecida, etc., em um dos membros,
multiplicamos os dois membros por um fator conveniente e somamos o que &
necessério para que o membro das quantidades desconhecidas tenha uma raiz;
igualando em seguida esta raiz a do membro das quantidades conhecidas, ob-
temos o valor da quantidade desconhecida.” (ROQUE, PITOMBEIRA, 2012,
p. 195).

Segundo Roque (2012), o método acima deve ser aplicado a um problema especifico seguindo
as especificacdes:

“E por unidades iguais a quatro vezes o nimero de quadrados que € preciso multiplicar os
dois membros; e € a quantidade igual ao quadrado do niimero primitivo de quantidades desconhecidas
simples que € preciso adicionar”.

No exemplo das abelhas, fazendo o enxame igual a 2x2, a raiz da metade é x e 0s 0ito NoOnos

2
do todo dao Tx que aumentados do casal de abelhas e da raiz, devem ser iguais a 2x%, ou seja:
16x*
x—+ Tx +2=2x%=2x2—9x =18, que deve ser resolvida pelo método descrito acima.

Lembramos que as quantidades desconhecidas ao quadrado, etc. sdo reunidas no primeiro
membro e as quantidades conhecidas no segundo. Ele explica entdao, por meio exclusivamente de

palavras, o procedimento que podemos traduzir da seguinte maneira:

e Multiplicando os dois membros por 8 (4 vezes os nimeros de quadrados);
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e Somamos 81 (o quadrado das quantidades desconhecidas simples) temos:
o 16x> —72x+81 =225= (4x—9)> =152

e Na qual os dois membros sdo quadrados. Tomando as raizes e igualando-as obtemos 4x —9 =

15, de que tiramos que o valor de x, que é 6, logo, o niimero de abelhas & (6) = 72.

De forma geral o método de resolugdo de equacdes polinomiais do segundo grau empregado

por Bhaskara II, consiste em:

1. completar o quadrado no primeiro membro para tornar o termo que contém a quantidade des-

conhecida e seu quadrado num quadrado perfeito;
2. diminuir o grau da equagao extraindo a raiz quadrada dos dois membros;

3. resolver a equacao de primeiro grau que dai resulta.

5.3 OsArabesea equacao do segundo grau

Os édrabes assimilaram a Matematica dos gregos e fizeram progressos em vdrias dreas, como,
por exemplo, em trigonometria, nas equagdes algébricas e em pesquisas sobre o quinto postulado de
Euclides.

O matemadtico drabe mais conhecido foi Al-Khwarizmi (7907850), nome que
deu origem as palavras “algoritmo” e “algarismo”. Apds se apropriar do saber
matemdtico grego mais avancado, os matematicos drabes expandiram esse co-
nhecimento produzindo métodos sistematicos e se empenharam em generaliza-
los. Primeiramente, a dlgebra drabe permitiu ultrapassar a predominancia do
conhecimento grego. A dlgebra, tal como estudada pelos drabes, ultrapassou a
divisdo nimero/grandeza, que era constituinte da Matemadtica Euclidiana. Essa
inovacao permitiu que fossem aplicados resultados de um dominio aos objetos
de outro. (ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p. 198).

Veremos inicialmente as contribui¢des de Al-Khowarizmi para a solugdo das equagdes do 2°
grau. Pouco se conhece da vida de Muhammad ben Musa al-Khowarizmi (790 — 850). Segundo um
de seus bidgrafos drabes, al-Khowarizmi foi o primeiro matemdtico mugulmano a escrever sobre a
“solucao de problemas usando al-jabr e al-muqabala”.

O significado usual de jabr “restauracio” € adicionar termos iguais a ambos os membros de
uma equagao, a fim de eliminar termos negativos. Um outro significado menos frequente € multiplicar
ambos os lados de uma equacio pelo mesmo nimero a fim de eliminar fragoes.

Mugabala significa a reducao de termos positivos por meio da subtracao de quantidades iguais
de ambos os membros da equagdo. No entanto, o matematico al-Karaji usa esta palavra no sentido de
igualar. O significado literal da palavra significa comparar.

A primeira coisa necessdria para um estudioso de Algebra era compreender os quadrados, as

raizes e os nimeros assinalados al — jabr.
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Al — khowarizmi ndo utilizava nenhum simbolo. Ao invés de x%, ele escrevia quadrado;
no lugar de x, colocava raizes; e por nimeros, entendia os coeficientes das varidveis e os termos
independentes.

A equacdo 2x? = 5x, era expressa: “se o quadrado junto com dois é igual a cinco raizes, diga
— me quanto vale uma raiz?”

Assim no al — jabr Al — khowarizmi separou e classificou as equagdes do 2° grau em varios

tipos:
e Quadrados iguais a raizes, ax> = bx, por exemplo, x*> = 10x
e Quadrados e nimeros iguais a raizes, ax*+c = bx, por exemplo, X2 4+21=10x
e Raizes e niimeros iguais a quadrados, bx + ¢ = ax?, por exemplo, 3x + 4 = x?

e Quadrado e raizes iguais a niimeros, ax> + bx = ¢, por exemplo x> 4 10x = 39

Dessa forma ao resolver essas equacdes foi utilizando somente palavras por meio de um
método que consistia em “completar o quadrado” (trindmio quadrado perfeito), que seria usado por
outros matematicos setecentos anos mais tarde

Exemplo: (somando o quadrado com dez, vamos encontrar trinta e nove)x2 +10x =139

Determine a metade de dez raizes.

Multiplique essa metade por ela mesma.
e Some esse resultado ao quadrado e as dez raizes e ao trinta e nove

e O numero que elevado ao quadrado da sessenta e quatro é 8

De esse nimero subtrair cinco obtemos trés que € uma raiz.
2
10
X2 +10x+ (7) =39+25
(x+5)% =64,

Essa equacgdo tem duas raizes uma positiva e outra negativa. Al — khowarizmi ndo conhecia
os nimeros negativos, por isso, seus métodos determinavam somente raizes positivas € 0 zero.
Mas Al — khowarizmi foi mais longe ainda, estudando a dlgebra geométrica de Euclides

conseguia resolver geometricamente uma equacio do 2° grau do tipo: x>+ px = ¢. figura 13
1. Construa um quadrado de lado x;

2. Sobre os lados externos desse quadrado construa um retangulo de lados x e altura g;

3. Complete o quadrado, construindo em cada um dos quatro cantos um quadrado de lado %

4. Calcule a area desse quadrado completado
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Figura 13: Método de completar o quadrado
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Fonte: paginapessoal.utfpr.edu.br
A érea desse quadrado é
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Al — khowarizmi demonstrou quase todos os fatos necessarios para resolver uma equacao
do 2° grau. Mas faltou — lhe um instrumento decisivo: a dlgebra simbdlica, com isso, ndo sabemos
exatamente quem inventou o método, mas a férmula geral que utilizamos hoje para resolver uma
equagdo polinomial do segundo grau genérica ndo pode ter sido formulada por Bhaskara II, nem

pelos drabes, uma vez que eles ndo dispunham de um simbolismo para os coecientes.

Os métodos enunciados por Bhaskara II e Al — khowarizmi permitem reduzir
uma equagio polinomial do segundo grau a uma equacio do tipo ax® + bx = c,
mais ainda nao havia simbolos algébricos para expressar coeficientes genéricos
da equacio, no caso, os coeficientes a,b e c. Se traduzirmos o método usado
por eles na linguagem algébrica atual e o aplicarmos a uma equacgio geral do
tipo ax? + bx + ¢ = 0, obteremos o equivalente da férmula para a resolucio
de equacdo do segundo grau. Isto quer dizer que havia um método geral para
a resoluc@o de equacdes, ainda que expresso por palavras. No entanto, ndo
podemos dizer que j4 existia uma “férmula”, no sentido que entendemos hoje,
uma vez que nao se usava nenhum simbolismo para os coeficientes. (ROQUE,
PITOMBEIRA, 2012, p. 204).
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6 O INICIO DO SIMBOLISMO ALGEBRICO.

O Ocidente comegou a tomar conhecimento dos tratados drabes no século XIII, a partir de
tradugdes para o latim. Nesta época, a Matemadtica drabe era muito superior a que se fazia na Europa.
No inicio do século XIII, os tratados drabes tiveram grande difusdo na Italia.

No limiar do século XIII despontou a figura de Leonardo Fibonacci (“Leonardo, filho de
Bonaccio”, 1175 — 1250), o matematico mais talentoso da Idade Média. Também conhecido como
Leonardo de Pisa, (figura 14) ou Leonardo Paisano. Leonardo nasceu em Pisa, centro comercial
importante, onde seu pai era ligado aos negdcios mercantis. Muitas das grandes cidades comerciais
italianas daqueles tempos mantinham entrepostos em vérias partes do mundo mediterraneo.

As atividades do pai logo despertaram no garoto um interesse pela aritmética e em viagens
posteriores pelo Egito, a Sicilia, a Grécia e Siria, pode entrar em contato direto com os procedimentos
matematicos orientais e drabes, nesta época, os termos drabes usados na resolu¢do destes problemas
serdo traduzidos para o latim, bem como os métodos algébricos e aritméticos empregados. Intei-
ramente convencido da superioridade préatica dos métodos indo-ardbicos de célculo, Fibonacci, em
1202, publicou sua famosa obra intitulada Liber Abaci. De acordo Roque e Pitombeira (ano da publi-
cacdo), “as traducdes latinas dos tratados drabes usavam o termo “‘coisa’ para designar a quantidade
desconhecida, ou radix (raiz) . O seu quadrado se chamard quadras ou censos , o cubo, cubus e o
termo constante, numerus” . Ao longo dos séculos XIII e XIV diversas abreviacdes comegaram a ser
usadas, as operagcdes de mais e menos eram designadas por variacdes das letras p (de Plus) e m (de
menus) e a raiz era designada por variagdes de R (de radix).

Mas serd apenas no século XV que a dlgebra ird se desenvolver, sobretudo na
Alemanha e na Itdlia (mas também na Inglaterra e na Franca), a partir do livro
de Fibonacci e da influéncia direta dos tratados drabes, em particular do livro
de Al-Khwarizmi. Foi entdo que a traducio do termo “al-jabr” levou a que os
métodos drabes fixassem conhecidos como “dlgebra”. Mas o que era a 4lgebra
do século XV e inicio do XVI? Essencialmente a mesma dos arabes, mas com
o recurso a um simbolismo (nfo unificado) tanto para as incégnitas quanto para
as operacdes. (ROQUE e PITOMBEIRA 2012, p. 206).

No século X VI, uma grande quantidade de simbolos, muitas usados até hoje, foram surgindo,
os simbolos + e — ja era usado na Alemanha, o simbolo para raiz quadrada foi introduzido em 1525
pelo matematico alemao Christoff Rudolff, em 1557 Robert Record introduziu o simbolo (=) para

igualdade.
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Figura 14: Leonardo Fibonacci

Fonte: Introducio a Histéria Matematica Howard Eves (2004, p. 293)

6.1 O trabalho de Francois Viete

Na Europa, o desenvolvimento da dlgebra e em particular das equacdes polinomiais deu-se
com o advento do Renascimento em decorréncia da grande quantidade de obras cientificas publicadas
nessa época. Nesse contexto, foi preciso um novo modo de escrever, que transformou a dlgebra
num ramo independente da matemadtica. Ironicamente, esse passo decisivo foi dado nao por um

matematico, mas por um jurista francés FrancoisViete (1540 — 1603), (figura 15).
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Figura 15: Frangois Viéte

Fonte: livro Introdugdo a histéria matematica Howard Eves (2004 p. 309)

Um dos grandes matematicos franceses do século XVI foi Francois Viete, frequentemente
conhecido por Vieta, nascido em Fontenay, em 1540, estudou advocacia e foi membro do parlamento
provincial da Bretanha, mas dedicava a maior parte de seu tempo de lazer a matemaética. Faleceu em
1603, em Paris.

A vasta obra de Viete compreende trabalhos de trigonometria, dlgebra e ge-
ometria, sendo os principais Canon mathematicus seu ad triangula (1579), In
artem analyticam isagoge (1591), Supplementum geometriae (1593), De nu-
merosa potestatum resolutione (1600) e De aequationum recognitione et emen-
datione (publicado postumamente em (1615). Esses trabalhos, exceto o dltimo,
foram impressos e distribuidos a expensas de Viete. (EVES, 2004, p. 309).

Mas o mais famoso trabalho de Viete € In artem analyticam isagoge (introducdo a arte ana-
litica de 1591) ao qual o desenvolvimento do simbolismo algébrico estar mais evidente. Nesse texto
Viete introduziu a prética de se usar vogais para representar incognitas e consoantes para representar
constantes como por exemplo, a equacdo x> — 5x +6 = 0, na notacdo usada por Viete ficava, A drea
—AS5 + 6 igual a 0. Mas tarde o préprio Viete passou a representar as incognitas de uma equagao por
vogais e os coeficientes literais por consoantes e usou a palavra in para vezes, por exemplo a equagdo
3x> — 5x+ 12 = 0 era representada por 3 in A drea +5 in A + 12 igual a 0. De um modo geral a equa-
¢do polinomial do segundo grau ax? 4 bx + ¢ = 0 na notacio de Viéte era escrita na forma B in A drea
+C in A+ D igual a O e esta tem significado especial, representa 0 momento que pela primeira vez
um matematico conseguiu expressar uma equacgio do 2° grau por uma expressio “quase” algébrica.

Viete foi um algebrista excelente, de modo que ndo € de se surpreender que ele tenha aplicado

a dlgebra a trigonometria e a geometria. No seu livro effectionum geometricarum candnica recensio,
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ele mostra como encontrar solugcdes geométricas de equagdes polinomiais do segundo grau usando
somente régua e compasso, como por exemplo1, a equagdo A> +AB = D? , que em notacio moderna
seria x> + px = ¢* Viete procedia como segue:

Construa MN = p e seja TN = g perpendicular a MN. Seja O o ponto médio de MN. Com
o centro em O, trace a circunferéncia de raio OT. Sejam R e S os pontos em que esta circunferéncia
corta o prolongamento MN. Entio, o tridngulo retingulo RST fornece imediatamente TN> = RN NS,

ou seja, g> = (x+ p)x = x*> + px. Como mostra a figura 16.

Figura 16: Solugdo de A> +AB = D?

e

—, I
o ——

Fonte: Tépicos de histéria da matematica (ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p. 255).

Viete constréi também, geometricamente, as solugdes das equacdes polinomiais do segundo
grau A2 —AB = D?, (x> — px = ¢*) e AB— A% = D?, (px — x> = ¢*). (As solugdes desta encontram-se
no Apéndice A.)

Viete teve uma participagdo muito efetiva na renovacdo do simbolismo e na resolugdo das
equagdes quadraticas, cubicas e quarticas. Viete desenvolveu novos métodos de solucdo, percebeu
algumas relacdes entre coeficientes e raizes de uma equacao, embora seu trabalho tivesse ficado to-
lhido por sua recusa em aceitar coeficientes ou raizes negativas. Vejamos o método de variacao de
pardmetro para resolucio de uma equagio do polinomial do segundo grau. Seja ax® +bx+c =0, a 0.

Fazendo-se x = u+ v, onde u e v sdo incognitas auxiliares, e substituindo na equacgao, temos:

a(u+v)?>+b(u+v)+c=0
a(u? +2uv +v?) +b(u+v) +c=0.
E reescrevendo essa igualdade como uma equagdo na incégnita v, obtemos:
av? + (2au+b)v+au® +bu+c = 0.

Viete transformou essa equacdo numa equacio incompleta do 2° grau, anulando o coeficiente

—b —b\? b
de v, ou seja, u = o obtendo assim uma equacio av’ +a (—) +b (2—) +c¢ =0, que ap0ds, sim-
a

a 2a
o ,  b*—dac +v/b? —4dac —b+Vb?—4dac
ples manipulacdo chega-se v = ——— donde v= ———, logox=u+v =

4a? 2a 2a
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que € a férmula resolutiva. Como vimos o método de Viete possibilita uma demonstragdo da férmula
resolutiva, de facil compreensdo e sem grandes artificios. A titulo de ilustragdo, vamos resolver a
equacio x> — 3x + 2 = 0 pelo método de Viete. Fazendo x = u+ v e substituindo na equagio dada,
temos: (u+v)? —3(u+v)+2 = 0, que é equivalente a v? + (2u — 3)v +u®> — 3u+2 = 0. Escolhendo

1
u = — (para anular o coeficiente de v), teremos v+ 172 +2=0=1*= 1 =v= j:E donde

X=u+v= % + % sendo as solucdes da equagcdo 2 e 1.

Segundo Roque (2012), “Viete procurou fazer da dlgebra uma ciéncia nos moldes gregos,
apresentando-a de maneira axiomadtica. Resolver equacoes algébricas por métodos algébricos servia
como auxiliar na construcdo geométrica de solu¢des para os problemas geométricos”.

Com esse objetivo Viete mostra que a dlgebra podia ser til aos problemas de constru¢do que
tinham ocupado os gregos, uma vez que pretendia fundar uma nova dlgebra com o mesmo prestigio
da geometria.

Nessa mesma época e também no século XVII varios matematicos melhoraram a simbologia
de Victe, dentre eles Robert Record/Thomas Harriot (criou o sinal de =), o matematico e filésofo René
Descartes encontrou um modo bem prético para expressar os simbolos criados por Viete, comegou
usar expoente 2 para indicar A drea, substituiu in por x (vezes), passou a representar as incognitas

pelas ultimas letras do alfabeto e os coeficientes pelas primeiras.

6.2 O método de Descartes

René Descartes figura 17 nasceu perto de Tours em 1596. Aos oito anos de idade foi enviado
a uma escola jesuita em La Fleche. Foi entdo que desenvolveu (de inicio devido a sua satude fragil)
o hébito que o acompanhou por toda a vida de ficar até tarde na cama de manha. Posteriormente
Descartes consideraria essas horas matinais de descanso como seus periodos mais produtivos. Morreu
em Estocolmo no inicio de 1650. Descartes produziu vérios escritos, dentre eles o seu Discours de
la Méthode ( discurso do método) acompanhavam esse tratado trés apéndices: La dioptrique, Les
météores e La géométrie. O Discours, com seus apéndices, foi publicado em 1637; a contribuicdo de

Descartes a geometria analitica aparece no ultimo desses trés apéndices.
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Figura 17: René Descartes

Fonte: Introdu¢do a histéria da matematica EVES (2004 p. 384)

Em 1637, René Descartes (1596 — 1650), além de possuir uma notagdo que diferia da atual
somente pelo simbolo de igualdade, desenvolveu um método geométrico para obtengdo da raiz posi-
tiva.

No apéndice La Géométrie de sua obra “O Discurso do Método”, Descartes resolveu equa-

2, sempre com b e ¢ positivos. Por exemplo, para

¢des do tipo: x> =bx+c?, x> =c? —bxex’? =bx—c
resolver equagdes do tipo x> = bx+ 2, usou o seguinte método: (As outras solu¢des encontram-se no
Apéndice B)

Traga-se um segmento LM , de comprimento c, e, em L, levanta-se um segmento NL igual a

b . ‘- . . b
€ perpendicular a LM . Com centro em N , constroi-se um circulo de raio € traca-se a reta por M
e N, que corta o circulo em O e P, como mostra a figura 18.

Entdo a raiz procurada é o segmento OM. Com efeito, no tridngulo MLN , se OM = x, tem-se

b
NM =x— 3 aplicando o Teorema de Pitdgoras temos:

b\> b
( —5) :?—i—czzwczsz—i-c2

Hoje, sabe-se que a segunda raiz € —OM, mas Descartes desconsiderava a raiz negativa.
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Figura 18: Método de Descartes

Fonte: Revista do Professor de Matematica, n® 43 (2000, p. 5)

Segundo Pintombeira, (2012), a histéria da equacio do 2° grau nos mostra como um tema de
Matematica € retomado vérias vezes. Vimos como, ao longo dos séculos, as maneiras de resolver esta
equacdao mudaram, até chegar a forma padrdao que conhecemos hoje.

Mesmo ap6s ter deixado de ser um desafio, muitos matematicos se ocuparam com ela, pelo

simples prazer de procurar novos métos mais simples para chegar as suas solucoes.
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7 ANALISE DOS DADOS DA PESQUISA COM OS PROFES-
SORES E ALUNOS DO COLEGIO DOM ORIONE.

Com o objetivo de construir a base do conteddo desse trabalho, foi realizado uma pesquisa
quantitativa sobre os métodos de resolucdo da equagdo polinomial do segundo grau para que o profes-
sor desenvolva na sala de aula. A partir dos resultados, foi apresentado ao professor uma explanacao
histérica mostrando os povos e em que periodo da antiguidade o tema (equagdes polinomiais do se-
gundo grau) se desenvolveu. Falando ainda de alguns grandes matemdticos que mereceram destaque
no assunto. E mostrando a resolucdo de uma equagao quadratica simples para exemplificar o uso de
alguns métodos explanados, por exemplo, o0 método de completar quadrados que tantos mateméticos

da antiguidade utilizaram, ou 0 mesmo o método babildnio.

7.1 Analise dos dados da pesquisa com o Professores

A pesquisa foi feita com os cinco professores no dia 16/10/2018, reunidos numa sala de aula
do Colégio Dom Orione de Tocantinépolis — TO, situado na Rua Dom Orione N°435, onde foi expla-
nado e discutido o objetivo da pesquisa. Os indices apresentados foram calculados em porcentagens,
levando em conta o total de 05 professores, que responderam a cada questdo, com o total das respos-
tas dadas foi feito um comentdrio. As andlises realizadas foram baseadas nas justificativas de cada
respostas dadas pelos professores.

A seguir sdo apresentadas as perguntas e as respostas dos questiondrios.

Como professor de matematica do nono ano ao ensinar equacgdes quadrética ja utilizou outro método

de resolucdo além da férmula resolutiva?

Quadro 1: Andlise quantitativa

SIM 02 40%
NAO 03 60%
TOTAL 05 100%

Fonte: Propria

Nota — se nesse quadro que uma parte consideravel (60%) dos professores ao ensinar equa-
¢do do segundo grau limita-se em geral a mostrar que a férmula resolutiva, chamada aqui no Brasil
de “férmula de Bhéskara” resolve qualquer equacdo do tipo ax> + bx+ ¢ = 0, sem fazer nenhuma

referéncia historica da mesma.
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Quadro 2: Andlse qualitativa

Se a resposta foi sim qual o método vocé utiliza para resolu¢do da equagdo do segundo grau?

Respostas: o método de completar quadrado

Fonte: Prépria

No quadro 2 o método utilizado pelos professores, além da férmula resolutiva foi o método
conhecido como método de “completar de quadrado”, que ja era conhecida pelos matematicos drabes,
como Al — khowarizmi, em torno de 825 d. C, mas apenas para justificar de onde “veio” a férmula,

utiliza -se também como uma demonstragdo da férmula resolutiva.

Quadro 3: Andlise quantitativa

Dos métodos listados abaixo quais deles ja foram utilizados?

2
Foérmula resolutiva x = —b+ \g[; —dac 05 100%
Método de completar quadrado 04 80%
Métodos babil6nicos 0 0
Método de Euclides 01 20%
Método de Al - Khowarizmi 0 0
Métodos de Viete 0 0
Métodos de Descartes 0 0
Outros 0 0

Fonte: Propria

No quadro 3 os métodos utilizados com maior frequéncia pelos professores € a férmula

resolutiva, o que mostra que muitos professores desconhecem ou ndo utiliza outros métodos além da

férmula.

Quadro 4: Andlse qualitativa

Dos métodos listados acima quais deles vocé conhecia?
Férmula resolutiva, método de completar quadrado, método de Euclides
Fonte: Propria

Muitos dos métodos destacados sdo desconhecidos pelas maiorias dos professores com isso

a uma motivacao para a realizacdo deste trabalho.

Como professor vocé gostaria de saber/conhecer outros métodos nio triviais de resolucdo de equagdes

do segundo grau?
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Quadro 5: Andlise quantitativa

SIM 04 80%
NAO 01 20%
TOTAL 05 100%

Fonte: Propria

Com base nas respostas do quadro 5 acima foram o mote primordial deste trabalho, ofere-
cer de forma didatica, os procedimentos usados no passado para trabalhar com equagdes do polino-
miais de segundo grau utilizando muitas vezes nosso simbolismo algébrico a fim de tentar aprender a

maneira de pensar que levou a criagao desses procedimentos, descrito em cada época.

7.2 Atividade aplicada com os alunos

A atividade foi desenvolvida com os alunos da turma 92 — 01, do Colégio Dom Orione, onde
contou com participa¢do de 27 alunos presente, comegamos dia 17/10/2018 e terminamos no dia
19/10/2018. Antes da atividade foi feita uma explanacéo histdrica sobre a equagio polinomial do
segundo grau tem uma longa histéria e que muitos matemadticos importantes, de varias civilizagdes,
se preocuparam em achar suas solucdes e que se estende por mais de quatro mil anos. A atividade
contou com cinco questdes, sendo que cada questdo foi resolvida aplicando um método diferente
usando a técnica desenvolvida naquele periodo, come¢amos com o método babildnicos (= 2000,a.C)

e terminamos com método de Frangois Viete (1591, d. C) como € mostrado a seguir:

1. Qual é o lado do quadrado, se area menos o dobro do lado € vinte e quatro? (método Babilonico
22000 anos a.C)

Siga as instrugdes para resolver o problema:

e Tome a metade de dois

Multiplique o resultado por ele mesmo

Some o resultado por 24

Extraia a raiz quadrada do resultado anterior

O resultado da raiz some com a metade de dois

O resultado € lado do quadrado
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Figura 19: Método babildnico (=~ 2000 a.C)
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Fonte: Acervo do autor

Essa questdo os alunos ndo tiveram nenhuma dificuldade em elaborar e resolver o pro-
blema seguindo as instrug¢des (receita) que foi passada, também conseguiram usando nossa

linguagem moderna encontrar a féormula para aquele problema.

2. Cinco vezes a medida do lado de um quadrado, subtrairmos sua area obtemos 4. Qual a medida

do lado desse quadrado? (método de Euclides = século 111 a.C )

e Trace um segmento AB de comprimento igual a 5
e Divida o segmento AB ao meio no ponto C

e Trace um segmento CP perpendicular ao segmento AB de comprimento igual a raiz qua-
drada de 4

e Trace uma circunferéncia de centro em P e raio igual ao comprimento do segmento CB e

marque o ponto D
e Por B trace uma perpendicular e marque sobre esta o ponto E tal que BE = BD
e Trace por E uma perpendicular e complete o retangulo ABEF .
e Complete o quadrado DBEG

e O lado quadrado DBEG é raiz procurada
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Figura 20: Método de Euclides (= século III a.C)

Fonte: Acervo do autor

Nessa questdo muitos alunos encontraram dificuldades, ndo na execugdo do problema
mais no manejo dos instrumentos de desenho no caso a régua e o compasso, levou um tempo
bem maior do que tinhamos planejado, mas gostaram da demonstracao utilizando o teorema de

Pitdgoras eles pensavam na época ndo existia o teorema.

. Resolva a equacdo do segundo grau x> + 10x = 39 usando o seguinte método (método de al —
Khowarizmi 825 d. C)

e Construa um quadrado de lado (x)

e Sobre os lados desse quadrado construa dois retangulos de lados (x) e comprimento me-

dindo metade do 10, ou seja, 5
e Complete o quadrado
e O lado desse quadrado “completado” mede 5+ x e
e Determine a drea desse quadrado “completado”
e Ache o lado do quadrado “completado” e

e Esse lado encontrado € igual a x+ 5 e em seguida ache o (x) que raiz procurada



w
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Figura 21: Método de Al — Khoarizmi (825 d. C)
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Fonte: Acervo do autor

Nessa questdo todos os alunos conseguiram resolver sem nenhuma dificuldade, execu-

tando todos os passos proposto, logo apds a resolugdo, foi desenvolvido uma demonstracao para

o caso geral, usando a ideia de completar o quadrado, mas explicando que Al — Khoarizmi ndo

fez essa demonstragao, pelo simples fato que ele ndo tinha generalizagao para os coeficientes.

. De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Este grupo extrai o pdlen de um

campo de jasmins. Oito nonos do todo utuam pelo céu. Uma abelha solitdria escuta seu macho

zumbir sobre uma or de 16tus. Atraido pela fragrancia, ele tinha se deixado aprisionar na noite

anterior. Quantas abelhas havia no enxame?” (método de Bhaskara 1114 d.C)

X2

Equacionando o problema temos: x + o +2=22>= 26> —9x =18 (%)

Multiplique a equagdo () por 8
Some 81 nos dois membros da equacao ()
Fatore o primeiro membro da equacdo (*) que ¢ um quadrado perfeito

Tome a raiz quadrada nos dois membros da equag@o (*)



47
e Resolva e equagdo resultante que é do primeiro grau para encontra a raiz da equagio ()

Figura 22: Método de Bhaskara (1114 d. C)
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Fonte: Acervo do autor

Nessa questdo houve muita dificuldade na interpretacdo e na definicdo da incdgnita,
ndo conseguiram abstrair do poema que para conseguir equacionar o problema tinhamos que
chamar o total de abelhas de 2x*, depois de montada a equacdo aplicar os passos foi facil,
outra dificuldade enfrentada foi explicar o porqué daqueles passos, usado por Bhaskara, aqui
também foi feito uma demonstragio para o caso geral ax” +bx+c¢ = 0, mas novamente deixando
claro que essa demonstragdo nio seria possivel na época de Bhaskara, pelo mesmo motivo dos

matematicos drabes, ndo ter uma generalizacao para os coeficientes.

5. Resolva a equacao x% 4 2x = 16, (usando método conhecido como método de Viete, 1591)

e Construa um segmento MN de comprimento 2

e Marque o ponto médio O do segmento MN



Por N trace uma perpendicular e marque sobre esta o ponto 7" tal que TN =4

e Com o centro em O, trace uma circunferéncia de raio OT

Marque os pontos R e S sobre o prolongamento de MN

e O segmento NS € araiz da equacdo

Figura 23: Método de Viete (1591 d. C)
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Essa questdo foi resolvida sem muitas dificuldades muitos conseguiram entender os passos

ali proposto e construiram a figura e determinaram o segmento que solucionava o problema, compre-

enderam a justificativa da reposta e logo em seguida foi feita a demonstragdo para o caso x> 4 px = g
que também foi compreendida sem muitas dificuldades.

2
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Em toda esta Dissertacdo procurei mostrar uma metodologia para que o professor de ensino
fundamental que leciona no nono ano, ao ensinar equacgdes polinomial do segundo grau, nio pu-
desse ficar meramente na exposic¢ao de contetido do livro didédtico adotado pela escola, ja que sempre
encontraremos limitacdes que devem ser minimizadas pela sua interferéncia.

Neste sentido, este trabalho propde que no ensino de equacdes polinomial do segundo grau
sejam utilizados varios métodos de resolucao de equagdes quadraticas num contexto histérico, suge-
rindo ao docente um percurso metodolégico para aplicagdo desses recursos em sala aula logo no ao
iniciar o conteudo.

Na aprendizagem dos conceitos matematicos, segundo Mendes, (2006, p 15) “[...] o conhe-
cimento da Histéria da Matematica deveria se constituir em uma parte indispensavel da bagagem de
conhecimentos do matemadtico em geral e do professor de qualquer nivel de ensino (primario, secun-
dério ou superior).”

Esperamos entdo, contribuir com a prética do professor no que diz respeito as resolugdes de
equagoes quadraticas para que ele tenha mais op¢des para ministrar suas aulas sobre este rico assunto.

Neste trabalho foi proposto questdes para fazer com que o aluno adquira saberes histéricos
dos métodos utilizados em diferentes épocas para a resolu¢do de equagdo polinomial do segundo
grau e conclua devidamente a resolucio das situagdes problemas propostas, de maneira autdonoma,
sendo responsavel pelo seu aprendizado. Ao longo do processo, os estudantes trabalharam sendo
supervisionados, questionados e orientados pelo professor que apresentou os objetivos, os saberes e as
atividades, tendo em vista que, a aprendizagem significativa s ocorreria se os envolvidos estivessem
conscientes dos objetivos a serem atingidos, além do que uma das motivacdes para a aprendizagem €
a compreensio do que foi proposto.

Constata-se assim, por meio desta Dissertacdo, que foi possivel ampliar conhecimentos sobre
o contetdo de equacdes polinomial do 2° grau e principalmente conhecer sua trajetéria, descritas
de acordo com a época, bem como o desenvolvimento e os métodos de resolucdo, trazendo para
contexto atual do processo de ensino e aprendizagem da sala de aula, atendendo assim, os objetivos
proposto neste trabalho. E foi possivel buscar na Histéria da Matematica, um suporte para aprofundar
conhecimentos matematicos no tocante a resolucdo de equagdo polinomial de 2° grau, analisando a

evolucdo histdrica e a contribuicao de cada povo em diferentes épocas.
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APENDICES

APENDICE A

1. Resolucio geométrica das equacdes A2 — AB = D?> e AB — A? = D?, feita Viete.

Solugdo: A equacgio AB —A? = D?, que pode ser escrita em linguagem moderna por bx — x> =

p2

e Desenha um segmento AC = b;
e Marque o ponto médio de AC, que serd o centro de uma circunferéncia de diametro AC;

e Trace uma perpendicular pelo centro O da circunferéncia e marque o ponto E ponto de interse-

¢ao da perpendicular com a circunferéncia;
e Sobre o segmento OF, marque um ponto F tal que OF = p;
e Trace por F uma paralela a AC, que intersecta a circunferéncia em um ponto D;
e Baixe a perpendicular DB de D sobre AC;

e ENTAO BC E SOLUCAO PROCURADA.

Figura 24: Método geométrico I

Fonte: Topicos de histéria da matematica (ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p. 398)

Com efeito, no tridngulo retingulo ADC temos: P> = DB?> = AB-BC = (b — x)x = bx — x*

Solugio: A equacio A2 — AB = D?, que pode ser escrita em linguagem moderna por x> — bx = p?

e Trace um segmento MN = b;

e Marque o ponto médio O de MN;
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Por N trace uma perpendicular e marque o ponto 7', tal que TN = p;

Trace uma circunferéncia de centro O e raio OT;

Marque os pontos R e S, pontos sobre o prolongamento de MN;

MS E A SOLUCAO PROCURADA.

Com efeito, no triangulo retdngulo RT S temos: P? = TN? = RN - NS, facamos MS = x, como RM =
NS, temos NS = x — b, RN = b+ (x— b) = x, portanto P? =x(x—D) =x?— bx.

Figura 25: Método geométrico II

Fonte: Topicos de histéria da matematica (ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p. 399)
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APENDICE B

1. Resolucdo geométrica das equacdes x> = b> —ax e x> = ax — ¢?
Solugdo: x* = b> —ax

e Trace um segmento AB de comprimento b;

e Por B trace uma perpendicular a AB;

e Marque sobre a perpendicular um ponto O, tal que OB = g;

e Com centro em O trace uma circunferéncia de raio OB;

e Trace uma reta AO e;

e Marque os pontos P e Q em que a reta AO intercepta a Circunferéncia.

Figura 26: Método geométrico III

A "B, B
Fonte: Revisitando uma velha conhecida, (PITOMBEIRA, 2012, p. 36)

Pela propriedade da poténcia de um ponto relativamente a uma circunferéncia, temos que: AQ = x,
logo AP = x — a dai temos que AB> = AP-AQ = b* = x(x — a)
Solucdo da equagio x> = ax — c?

e Trace um segmento AB = a;

Seja O o ponto médio de AB;

Com centro em O e raio AO descreva uma semicircunferéncia;

Por B trace uma perpendicular a AB;

Sobre esta perpendicular marque um ponto P, tal que BP = b;
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e Por P trace uma paralela a AB;
e Marque o ponto Q ponto de intersec¢do da reta paralela AB com a semicircunferéncia;

e Seja S o pé da perpendicular baixada de Q sobre AB.

Figura 27: Método geométrico IV

Fonte: Revisitando uma velha conhecida, (PITOMBEIRA, 2012. p. 37)



