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RESUMO

Tao importante quanto conhecer os procedimentos praticos, é conhecer a matemaética
por tras deles. Neste trabalho estudamos um pouco da matematica por tras da Tomografia
Computadorizada (TC). Para isto, apresentaremos o modelo matematico da TC usando
sistemas lineares. Veremos que resolver esses sistemas lineares equivale a encontrar uma
parte da imagem gerada pela TC. Para resolver tais sistemas, estudaremos os algoritmos
de Kaczmarz e Cimmino, mostraremos como utilizar estes algoritmos para obter solugoes
aproximadas de sistema lineares que possuem muitas equacoes e incognitas. Vale desta-
car que este trabalho tem como maior objetivo servir como material para o professor do
Ensino Médio introduzir seus alunos na pesquisa matemaética; por isso estudaremos estes

algoritmos de forma geométrica, algébrica e computacional.

Palavras-chave: Tomografia Computadorizada. Sistemas Lineares. Pesquisa Matema-

tica.



ABSTRACT

As important as knowing the practical procedures is knowing the mathematics behind
them. In this work, we present the mathematics behind computed tomography, that is,
we study the mathematical fundamentals used in computed tomography. For this, we will
make the mathematical model of the computed tomography using linear systems. We will
see that these linear systems are equivalent to the image search generated by the CT. To
obtain such systems, mark the algorithms of Kaczmarz and Cimmino, we will see that
these algorithms approach a solution of these systems. It is worth pointing out that this
work has as its main objective the material for the teacher of the physical, algarbrica and

computational form.

Keywords: Computed tomography. Linear Systems. Mathematical Research.



Lista de Figuras

C© 00 ~1 O Ot = W N

W W N NN DD DN N DNDNDNDLNN = = == = = e
—_ O © 00 N O U ke W RO O 0N O U Ww N =D

Radiografia simples do torax . . . . . . . . . .. .. ... L. 10
Tomografia computadorizada . . . . . . . .. . ... ... ... ... ..., 11
Caracterfstica do tomoégrafo . . . . . . . . ... o000 12
Aparelho de Tomografia computadorizada . . . . . . . . .. .. ... ... 12
Escala de Cinzentos . . . . . . . . . .. .. o 13
Regiao planificada . . . . . . . . .. L oo 13
Regiao planificada . . . . . . . . ... L oo 22
Corte transversal . . . . . . .. .. oL 22
Corte Longitudinal . . . . . .. .. .. . L o 22
Regiao S . . . . . o 23
Regido planificada . . . . . . .. .. ... oo 23
Regidao planificada . . . . . . .. .. .. oo 24
Absor¢ao do raio L; nopixel j . . . . . ... Lo 24
Regiao planificada . . . . . . .. ... oo 26
Solugao inconsistente . . . . . ... L oL Lo 28
Aplicacao do Algoritmo de Gauss-Seidel . . . . . . . ... ... ... .. 31
Método de Gauss-Seidel . . . . . . . ..o 32
Método de Jacobi . . . . . . ..o 33
Estudo do exemplo usando o método Jacobi . . . ... ... ... ... .. 34
Loop no algoritmo de Gauss-Seidel . . . . . .. ... ... L. 35
Projecao de ponto . . . . . . . . ..o 37
Projecaoideal . . . . . . . . .. 38
12 projecan . . . . . .o e e 40
22 PIOJECAO  « v o o e e e e e 40
3P ProJecan . . .. .o e e 41
A2 ProjeGan . . v v o o e e e e e e e e 41
Sequéncia de solucoes centradasem Hy . . . . . . . .. . ... ... .. .. 42
Sequéncia de solucoes centradas em Hy para ocasom=2 . . . ... . ... 44
Método de Cimmino . . . . . . . . . . .. 45
Aplicagao Método de Cimmino . . . . . . . .. ... ... ... ... 49
Método de Kaczmarz para desigualdades . . . . .. .. .. ... ... ... 50



32
33
34
395
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

Reta ligando x e Py(z) . . . . . . . . o o i 52

Aplicacao algoritmo de Gauss-Seidel . . . . . . .. ... ... 55
Loop no Algoritmo de Gauss-Seidel . . . . . . . .. ... ... ... ..., 56
Algoritmo de Kaczmarz . . . . . . .. ... Lo oo 56
Algoritmo de Kaczmarz . . . . . . . . . ... 57
Algoritmo de Kaczmarz . . . . . . . . . ... 57
Algoritmo de Kaczmarz . . . . . . .. . .. Lo 58
Algoritmo de Kaczmarz . . . . . . .. .. Lo 58
Método de Jacobi . . . . . . .. Lo 59
Algoritmo de Jacobi . . . ... oL Lo 60
Algoritmo de Jacobi . . . ... oo 60
Algoritmo de Jacobi . . . . ... 61
Algoritmo de Jacobi . . . . ... 62
Algoritmo de Cimmino . . . . . . . .. ..o 62
Algoritmo de Cimmino . . . . . . . .. ... Lo 63
Algoritmo de Cimmino . . . . . . . .. ... 63
Algoritmo de Cimmino . . . . . . . .. ..o 64



7

2.1
2.2

3.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

6.1
6.2

SUMARIO

Introducao

Preliminares

Espaco Euclidiano n-dimesional . . . . .. .. . ... ... ... .....

Matrizes e sistemas lineares . . . . . . . . .. .. ...

Modelo Matematico da Tomografia Computadorizada

Modelo Matematico da Tomografia Computadorizada Usando Sistemas

Lineares . . . .. . .. ..

Usando Algoritmos para Resolver Sistemas Lineares

Os métodos de Gauss-Seidel e Jacobi . . . . . . . . . .. ... ... ...

O operador projecao sobre hiperplanos . . . . . . ... ... ... . ...

Algoritmos de Kaczmarz
Método de Cimmino . .
Analise das desigualdades

Relaxacao . . .. .. ..
Ensinando os Algoritmos

Apéndice
O operador projecao . .

Anélise de Convergéncia
Consideragoes Finais

Referéncias

em Sala de Aula

10

15
15
17

21

21

30
30
395
39
45
49
ol

54

66
66
72

76

77



1 Introducao

A Tomografia Computadorizada (TC) é uma ferramenta fundamental em rotinas cli-
nicas, de obtencao de imagem de partes internas do corpo humano, pois ela fornece um
método por meio do qual é possivel analisar uma parte do corpo humano sem a necessi-
dade de intervencao cirdrgica. Além disso, em compara¢ao com outros métodos, como a
radiografia convencional ela tem a grande vantagem de fornecer uma imagem em 3D. De
fato, enquanto a radiografia convencional consiste na obtencao representativa de todas as
estruturas do corpo de forma sobrepostas em uma imagem 2D, o que é demasiado ruim
para a detecao de pequenas diferencas entre os tecidos, a tomografia computadorizada
(T'C') nos fornece uma imagem 3D mais real e com mais detalhes da regido em analise. A
figura a seguir trata de uma radiografia convencional, onde a imagem é obtida por meio

da sobreposicao dos varios tecidos, conforme se observa claramente.

Figura 1: Radiografia simples do torax

Fonte: [9]
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1. INTRODUGAO

A Figura 2 representa uma imagem obtida através da tomografia computadorizada
(TC) onde percebemos claramente a riqueza de detalhes, sendo portanto, mais adequada

na elaboragao de um disgnostico clinico do que a radiografia convencional (Figura 1).

Figura 2: Tomografia computadorizada

L0 IMAGEM

W= 254,00 L = -1.00

Fonte: [10]

Para fazer a TC o paciente é colocado numa mesa que se desloca para o interior de um
anel de cerca de 70 cm de diametro. Em volta deste encontra-se uma ampola de raios-X,
num suporte circular designado gantry. Do lado oposto a ampola encontra-se o detector
responsavel por captar a radiacao e transmitir informacao ao computador ao qual esta
conectado. Nestas maquinas, durante o exame, um aparelho emite uma quantidade de
raios X enquanto ele vai descrevendo uma volta completa (360°) em torno do paciente.
Os raios, ap0s atravessarem o corpo do paciente, sao captados na outra extremidade pelo

detector, conforme a figura a seguir:
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1. INTRODUGAO

Figura 3: Caracteristica do tomografo

Ganery Tl chin FRyCd X
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Fonte: [11]

Um computador faz a analise da variacao de absor¢ao de raios-x na regiao analisada
e depois reconstroi a imagem por meio dos dados obtidos.

O aparelho responsavel pela tomografia computadorizada recebe o nome de tomografo.

Figura 4: Aparelho de Tomografia computadorizada

Fonte: [12]
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1. INTRODUGAO

Assim, a TC é feita a partir da quantidade de radiacao absorvida por cada parte do
corpo analisada. Como tecidos diferentes tem absor¢oes diferentes, um computador é

capaz de traduzir essas variagoes numa escala de cinzentos, produzindo uma imagem.

Figura 5: Escala de Cinzentos

’— ESCURO—‘ ’7MED10—‘ hCLARO—‘

Essa imagem, a ser reconstruida, é dividida em varios quadradinhos (veja Figura 6),

0

que recebem o nome de pixels, logo, o conhecimento de cada pixel produz uma parte da
imagem, e a qualidade da imagem obtida é diretamente proporcional a quantidade de

pixels, isto é, quanto menor for o pixel melhor serd a qualidade da imagem.

Figura 6: Regido planificada
.

Fonte: [10]

Associando o valor da absor¢ao dos tecidos nessa zona (quadradinhos) podemos distri-

13



1. INTRODUGAO

buir o conjunto das atenuacoes em linhas e colunas disposta de tal forma que determinam
uma matriz em que a atenuacao da primeira entrada esta associada ao primeiro quadra-
dinho da imagem conforme Figura 6. Podemos representar o conjunto de pixels de uma
figura em forma de linhas e colunas, de modo que esse conjunto determina uma matriz.
Quanto maior o nimero de elementos desta matriz, menor serd o tamanho do pixel, e
logo, melhor serd a qualidade da imagem obtida. Portanto, reconstruir uma imagem a
partir da TC equivale a encontrar os elementos de uma matriz formada por pixels. Isto
ficara claro quando formos modelar a T'C', pois o processo de obtencao da imagem a partir
de uma T'C é modelado por uma teoria matematica consistente. Veremos no Capitulo 3
que obter uma imagem na TC equivale a resolver um sistema linear.

Esse trabalho foi baseado no artigo dos autores Tusem e De Pierro publicado na revista
matematica universitaria (veja [1]) tendo como objetivo estudar algoritmos matematicos
com muitas equacoes e incognitas e transforméa-lo numa linguagem mais simples e aces-
sivel para que o professor possa utilizd-lo em sala de aula como um exemplo pratico de
modelagem matematica e para motivi-los quanto a pesquisa matematica. Por isso, o texto
e algumas figuras do nosso trabalho sao adaptagoes. Também usamos [3] no Capitulo 2 e
[4] nas preliminares, como referéncia para este trabalho. Para os professores que desejem
se aprofundarem sobre os assuntos estudados aqui, recomendamos [1], [3], [7] [4], [8] e [6].

Esse trabalho esta divido em 5 capitulos e um apéndice. No capitulo 2 faremos uma
pequena revisao sobre as ferramentas necessarias para a compreensao desse trabalho. No
Capitulo 3 iremos modelar a (TC) usando sistemas lineares. O Capitulo 4 é o nosso prin-
cipal foco do trabalho, pois nele estudaremos como resolver os sistemas lineares, obtidos
da modelagem da TC, a partir de algoritmos matematicos. No Capitulo 5 mostraremos
como o professor pode ensinar este algoritmo em sala de aula, usando apenas conhecimen-
tos do Ensino Médio. Por fim, no Apéndice estudaremos a convergéncia dos algoritmos
de Kaczmarz e Cimmino, mostraremos que estes algoritmos convergem para uma solugao

do sistema linear.
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2 Preliminares

Neste Capitulo, apresentamos os contetidos basicos que serao necessarios a modelagem
da tomografia computadorizada usando sistemas lineares. Inicialmente faremos uma breve
introducao referente ao espaco euclidiano R™ e depois relembraremos os conceitos de

matrizes e sistemas lineares. Mais detalhes podem ser encontrados em [4] e [5].

2.1 Espaco Euclidiano n-dimesional

Dado n um nimero natural. O espaco euclidiano n-dimensional, denotado por R",
é o produto cartesiano de n fatores iguais a R, isto ¢, R" = R x R x --- x R. Seus
elementos, portanto, sdo as sequéncias (ou listas) de n termos reais x = (x1, ..., z,,). Para
cada i = 1,...,n, o termo z; chama-se a i-ésima coordenada de z. Se © = (z1,...,x,) e
Yy = (y1,..-,Yn), tem-se x = y se, e somente se, x1 = Y1, ..., T, = Yn. Assim, toda igualdade
entre dois elementos de R” equivale a n igualdades entre niimeros reais. Portanto, R! = R
¢ o conjunto dos nimeros reais, R? ¢ o plano euclidiano e R® ¢ o espaco euclidiano
tridimensional. Os elementos de R™ as vezes sao chamados pontos e as vezes vetores,
isto vai depender muito da situacao que estamos abordando. Geralmente usa-se vetores
quando consideradas as operacoes que definiremos agora. A adicao que faz corresponder

a cada par de elementos z = (z1,...,x,) € y = (Y1, ..., Yn) & SOMa
r4+y=(r1+ Y1, T+ Yn)
e a multiplicacdo de um nimero real a pelo elemento x = (z1, ..., z,,) tendo como resultado
ar = (o, axe, ..., Axy).

O vetor 0 = (0,0, ...,0), cujas coordenadas sao todas zero, chama-se a origem de R".

Dados quaisquer x,y,z € R" e a, f € R valem as seguintes igualdades:

1) Elemento neutro ou vetor nulo

r+0=0+z=2x

15



CAPITULO 2. PRELIMINARES

2) Comutatividade
rt+y=y—+ox

3) Simétrico
—z+z=x+(—2)=0

4) Associatividade
v+ (y+z2)=(r+y)+=z

5) Distributividade

(a+ pB)r =ax+ Pz, flz+y) = Px+ Py

A primeira igualdade assegura que o vetor nulo é o elemento neutro da adicao, ja a

segunda diz que —z é o inverso (ou simétrico) aditivo de x.

Definicao 1 A funcdo que associa a cada par de vetores © = (1, ..., T5), Y = (Y1, -, Yn)
0 numero real

(z,y) = 21y1 + -+ + Tn¥n,

¢ chamado o produto interno candnico de x e y.

A partir da definicao 1 e das operacoes em R, pode-se verificar que o produto interno

satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer x,y,z € R" e a € R,

a) Simétrico:

(z,9) = (y, 2);

b) Linear
(T, y+2)=(z,9) +(2,2) e (z+y,2)=(,2)+ (y,2);

(az,y) = alz,y) e (r,ay) = alzr,y);

¢) Nao-negativo:
(x,2) >0 e (r,z)=0<2=0.

Da defini¢ao de produto interno obtemos a seguinte definicao.

Definicao 2 Diz-se que dois vetores x,y € R" sao ortogonais quando

(x,y) = 0.

Neste caso denotamos x L y.

16



CAPITULO 2. PRELIMINARES

A préxima definicao é importante, pois define tamanho de um vetor.

Definicdo 3 Chama-se de norma (ou comprimento) de um vetor x € R™ ao nimero

nao-negativo: ||z|| = +/(z,x), assim

loll = /a2 + a3+ +a2.

A seguinte desigualdade, conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz sera usada

no Capitulo 4 para provar que os algoritmos de Kaczmarz e Cimmino convergira.

Proposicao 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se x,y € R, entdo

{2, ) < ll]] lyll
Demonstracao: Veja [5].

A proxima definicdo serd muito utilizada nos capitulos seguintes, inclusive quando

formos modelar a TC via sistemas lineares.

Definicao 4 Dados v € R" e b € R, o conjunto
H = {a € R"|(x,v) = b} (1)

€ chamado de hiperplano.

Note que para n = 3, o conjunto H é um plano do R3, da forma ax; + Sxs + Y3 = b,

onde estamos tomando v = (a, 3,7) e © = (x1, T2, T3).

2.2 Matrizes e sistemas lineares

Nesta secao relembraremos a defini¢ao e algumas propriedades elementares de matrizes
e sistemas lineares. Para mais detalhes sobre o assunto veja [7]. Vale a pena destacar que
usaremos as definicoes que geralmente aparecem nos livros do Ensino Médio.

A ideia geral de matriz de ordem m X n ¢ a de um quadro retangular com mn ele-
mentos, dispostos em m linhas e n colunas. Matrizes sao frequentemente utilizadas para
a organizacao de dados, como por exemplo, as notas finais dos alunos de uma série no
colégio podem formar uma matriz cujas colunas correspondem as matérias lecionadas na-
quela série e cujas linhas representam os alunos. Daremos agora a definicao formal, de

matriz, usada no Ensino Médio.
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CAPITULO 2. PRELIMINARES

Definicao 5 Uma matriz A € um conjunto (ou mais especificamente uma tabela) ou

colecao que apresenta m.n elementos dispostos em m linhas e n colunas.

ail a2 A1n

ag1 Q22 ... Q2n
A =

Am1 Am2 oo Qmn

Para cada 1 < i < m, a lista ordenada (a;, a2, ..., a;,) chama-se a i-ésima linha ou
i-ésimo vetor linha da matriz A, enquanto que para cada 1 < j < n (aij, agj, ..., an;) € a
j-ésima coluna ou j-ésimo vetor coluna de A.

A matriz A serd denotada por A = (a;;)mxn, onde a;; é o elemento cuja disposi¢do na
matriz ocupard, a intersecao da i-ésima linha com a j-ésima coluna. Denotaremos por O
a matriz cujos seus elementos sao todos iguais a zero, e a chamaremos de matriz nula.

Diz-se que a matriz A é quadrada quando tem o mesmo nimero de linhas e colunas.

Defini¢ao 6 Duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn SG0 iguais quando a;; = b;;
para todo i(i € {1,2,3,...,m}) etodo j(j € {1,2,3,...,n}). Isto significa que para serem
wguais duas matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar os elementos correspondentes

(elementos com indices iguais) iguais.

No conjunto de todas as matrizes m x n podemos definir a soma de matrizes e o

produto por escalar da seguinte forma:

Definicao 7 Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn, chama-se soma A+ B
a matriz C = (¢ij)mxn tal que c;; = a;; + b;j, para todo i e todo j. Isto significa que a
soma de duas matrizes A e B do tipo m X n € uma matriz C do mesmo tipo em que cada

elemento € a soma dos elementos correspondentes em A e B.

Defini¢ao 8 Dado um nimero a e uma matriz A = (aij)mxn, chama-se produto de um
escalar por wma matriz, denotado por oA, a matriz B = (b;j)mxn tal que bjj = aa;; para
todo i e todo j. Isto significa que multiplicar uma matriz A por um escalar o € construir

uma matriz B formada pelos elementos de A todos multiplicados por a.
Teorema 1 A adicao de matrizes do tipo m X n goza das sequintes propriedades:

1) é associativa: (A+ B)+C = A+ (B + C) quaisquer que sejam A, B e C do tipo

m X n.
2) é comutativa: A+ B = B + A quaisquer que sejam A e B, do tipo m X n.

3) tem elemento neutro: existe M tal que A+ M = A qualquer que seja A do tipo

m X n.

4) todo elemento tem simétrico: para todo A do tipo mxn existe A" tal que A+A = M

18



CAPITULO 2. PRELIMINARES

Demonstragao:

1) Fazendo (A+ B)+C =K e A+ (B+C) = Z, temos:
kij = (ai; + bij) + cij = aij + (b + ci) = 2

para todo ¢ e todo j.

2) Fazendo A+ B=K e B+ A= Z, temos:
k’ij = Clij + bij = bij + CLZ']' = Zij

3) Impondo A+ M = A, resulta: a;; + m;; = a;; donde m;; = 0. Dai, M = O, isto &,

o elemento neutro da adi¢ao de matriz é a matriz nula do tipo m X n.

4) Tmpondo A+ A" = M = O, resulta: a;; + a;j = 0 donde a;j = —a;; pata todo i e
todo j, ou seja, a simétrica da matriz A para a adicdo é a matriz A" de mesmo tipo

que A.

O

Um fato interessante ¢ que, considerando o espaco das matrizes com as operagoes

de adigao de matrizes e multiplicacao de um vetor por um escalar da Definicao 1 ele é

um espaco vetorial, isto é, vale as propriedades comutatividade, associatividade, etc. A
proxima proposicao destaca algumas dessas propriedades, para mais detalhes veja ([7]).

Denotaremos o elementos neutro da adicao pela matriz O, que é a matriz em que todos

os seus elementos sao nulos

Definigao 9 Dadas duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bjk)nxp, chama-se produto AB a

matriz C' = (cir)mxp tal que

n

Cikk = @itbig + aiobar, + aisbsy + ...+ ainbni = E a;jbjk
J=1

para todo i € {1,2,...,m} e todo k € {1,2,...,p}.

Teorema 2 A multiplicacdo de matrizes goza das sequintes propriedades:
1. é associativa: (AB)C = A(BC)
2. & distributiva a direita em relacao a adigao: (A + B)C = AC + BC
3. é distributiva a esquerda: C(A+ B) =CA+ CB

4. (kA)B = A(kB) = k(AB)

19



CAPITULO 2. PRELIMINARES

Definicao 10 Uma equacdo linear nas varidveis xi, o, ..., T, € uma equacdo da forma:
a1T1+ oo+ ...+ apx, =0 (2)
onde a;, com 1 <1 <n eb sao numeros reais.

Um conjunto que apresenta mais de uma equacao linear ¢ um sistema de equacgoes

lineares. A critério de exemplo temos o conjunto da forma:

a1 + a19T9 + a13T3 + ...+ ALy = b1
21X + a9 + a93X3 + ...+ agnx, = bg

as1T + a32T9 + a33T3 + ...+ az3nTy, = bg

L Q1T + Ama®2 + @33 + .o+ A @y, = by,

onde a;; e b;; sao nimeros reais para 1 < ¢ < m, 1 < j < n. Perceba que o sistema

anterior pode ser representado por:

@11 a2 ... Qip T by
a921 ao2 ... QAgp T2 bg
azr  az2 ... Q3 I3 = bs
Am1 Am2 .. Gmn Tm bm

Dai, o sistema anterior se transforma em Ax = b.
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3 Modelo Matematico da Tomografia

Computadorizada

Neste capitulo, estudaremos o modelo matematico por tras da TC, usando sistemas
lineares. Isto é, veremos que obter uma imagem via TC equivale a resolver um sistema
de equacoes e inequacoes lineares. Para os leitores que desejem se aprofundar no assunto,

recomendamos [1], no qual este capitulo foi baseado, também recomendamos [2], [3] e [8].

3.1 Modelo Matematico da Tomografia Computadori-

zada Usando Sistemas Lineares

A ideia central da construcao de imagem pela TC é o de produzir uma imagem de
uma parte interna do corpo humano através da medicao da intensidade dos raios-X que
o atravessam. Pelas propriedades do raio-X, uma parte deste raio ird passar e a outra
serd absorvida pelos tecidos, isso depende da densidade dos tecidos, ou seja, tecidos mais
densos (como o figado) ou com elementos mais pesados (como o célcio presente nos 0ssos)
absorvem mais radiacao que tecidos menos densos (como o pulmao que esta preenchido
com ar). Assim, uma TC quantifica a radia¢ao absorvida por cada parte do corpo ana-
lisado (radiodensidade) e traduz essas variagbes numa escala de cinzentos (veja a Figura
5), produzindo uma imagem.

Para estudarmos a quantidade do raio-X que ird passar, precisamos estudar a sua
atenuagao (perda gradual de intensidade do raio-X). Para nosso propodsito iremos estudar
a atenuacao do raio-X em um pequeno quadradinho. Para isto, usaremos a seguinte

defini¢ao que pode ser encontrada em [1]| veja a pagina 57.

Defini¢ao 11 Chamaremos de coeficiente de atenuacao linear (ou apenas atenuagio) do
raio-X no ponto de coordenadas (x,y) de R? a fracdo da intensidade de um raio-X que é

absorvida num quadradinho de lado dx com centro em (x,y). Indicaremos esse coeficiente

por f(z,y).
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Figura 7: Regiao planificada
N i

Inicio

4.

Emissor

Final

Receptor _

Como tecidos diferentes causem atenuacoes diferentes, o conhecimento do valor de f
em cada ponto nos permite descrever a forma e o tamanho do 6rgaos que estao presentes
na regiao em estudo. Portanto, encontrar f equivale a encontrar a imagem reconstruida
pela TC.

Antes de estudarmos como obter os valores da funcao f em cada ponto, note que uma
imagem em 3D nada mais é que a uniao de varias imagem em 2D, isto ¢, se tomarmos
uma imagem em 3D e fizermos um corte transversal obteremos uma imagem em 2D, e
portanto, a imagem em 3D é a unido de cortes transversais (imagens em 2D), de acordo
com a Figura 8 e 9. Portanto, para construirmos uma imagem em 3D basta construirmos
imagens em 2D e unirmos essas imagens de forma paralela. Por isso, estudaremos como

obter uma imagem em 2D em (TC).
Figura 8: Corte transversal
7 } A £

¢ i

t
8

_-r-“’ —> <
|:

Fonte: [13]

Figura 9: Corte Longitudinal

Fonte: [14]
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Suponhamos que S seja um subconjunto do R? no qual queremos obter uma imagem do
seu interior (por exemplo, pode-se imaginar que S seja um corte transversal que contenha
um 6rgao, veja Figura 8), e que sobre S disparamos raios-X, no qual medimos a intensidade

inicial e final.

Figura 10: Regiao S

Inicio

/\
.
.

Fonte: [1]

Para fixar ideias, podemos supor que S esteja dividido em n quadradinhos que cha-
maremos de pixels de lados Az; (j = 1,2,...,n). Tomando os pixels suficientemente
pequenos, podemos supor que a atenuacao é constante em cada pixel, isto é, a funcao f
da Defini¢ao 11 é constante. Chamaremos de z; ao valor de f no j-ésimo pixel. Logo,

nossa incognita nao é mais a fungao f e sim o vetor x = (21, xg, ..., ).

Figura 11: Regiao planificada

Fonte: [1]

Suponhamos que sejam disparados sobre a regiao S os raios-X Ly, ..., L,,, cujas atenu-
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acoes medimos ao logo de todo S (por exemplo com um detector de particulas), e seja b;
a atenuacao do raio-X L; sobre todo S. Denotemos por a;; 0 comprimento da intersecao

do i-ésimo pixel com j-ésimo raio. Assim a;; serd zero quando nao existe intersecao)

Figura 12: Regiao planificada

Fonte

/\.

s .

F

Receptor

Fonte: [1]

A atenuacao sofrida no pixel j pelo comprimento do raio L; que atravessa esse pixel é

dada por a;jz; como mostra a figura abaixo:

Figura 13: Absor¢ao do raio L; no pixel j
— d.. oy,
/ %]

Entao, a atenuacao do i-ésimo raio-X, ao longo de S é dado pela soma da atenuacao

em cada pixel (Figura 12), isto é, a seguinte soma dar a atenuagao do i-ésimo raio:

anT1 + QipTy + -+ + ATy = b;.
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Portanto, reconstruir uma imagem dentro de S equivale a resolver o sistema:

cuja forma matricial é

a1
21

a3

Am1

Q12
Q22

a32

Am2

que denotaremos apenas por

Q1n
Q2n,

a3n,

Az

a1 + a12T9 + a13T3 +
211 + Q22T + G373 +

a31T1 + 322 + G333 +

b.

...—l—alnxn:bl

...+a2nxn:b2

...—|—CL3nSEn:b3

X1
T2

Zs3

\ dm1T1 + Qa2 + Ap3®3 + ..o + ATy =

by
by
b3

(4)

Suponhamos que tenhamos resolvido o problema acima, entao associando os valores

encontrados de x; tons de cinza entre o branco e preto, preto se x; é zero, e conforme

x; aumenta diminuimos sua coloragao do preto a tons de cinza mais claros. A coloragao

numa tela de cada pixel com esses tons faz de cada vetor solucao x uma imagem da TC.
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Figura 14: Regiao planificada

Fonte: [15]

Portanto, o vetor x solu¢do do sistema (3) é a imagem reconstruida da regido em
estudo. Contudo, como usamos muitas aproximacgoes e também alguns fatores nao foram
levados em consideracao, como por exemplo: os raios sao feixe e nao retas e que os
raios nao apresentam o mesmo comprimento de onda. Dai, para uma representacao mais
realista costuma-se considerar o vetor de erro € = (€, €, ...,€,), com € > 0 e 0s sistemas

lineares

ap1T1 + koo + - - + Qg Ty = by,

se tornam inequacoes do tipo
b — € < agp1T1 + agaTa + -+ ATy < by + €,

isto é,
by — e < anwy + apre + azrs + -+ apT, < b+ €
by — €2 < a9y + a2To + Ag3xz + -+ ATy < by + €

by — €2 < ag11 + aseTo + azsxs + -+ agpTy, < by + €3

\ bm — €m S A1 %1 + Qa2 + Am3T3 + o+ ATy S bm + €m

Note que encontrar um vetor solucao do sistemas acima equivale a encontrar uma
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solucao das seguinte inequacoes:

( 1121 + 1202 + a13T3 + - - + a1, < by + €

9101 + A22T2 + A23T3 + - + A2p Ty < by + €

a3171 + a32T2 + A33T3 + + - + A3,Ty, < b3+ €3

A1 T1 + Qma®s + Am3®s + ... + Gpp®n < by + €
—(anzy + a1202 + 1303 + - - + a1pxy) < —(by — €)
—(a9171 + a0y + asgxs + -+ + agx,) < —(be — €3)

—((131951 “+ Q329 + A33T3 + - + Clgnl'n) < —(bg — 63)

| —(@m1T1 + ama®2 + a3 + o + Qnn@n) < — (b — €m)

Escrevendo o sistema acima usando a matriz A = (a;;), temos

Ax <b
— Az < —b,

que pode ser escrita da seguinte forma:
Az < 5, (5)

onde A € R " e h € R?™,

Como cada solucao de (4) e (5) representa uma imagem da TC, entdo podemos ter
varias imagens diferentes, ilustrando o mesmo 6rgao, pois os sistemas podem ter varias
solugbes. Entao uma pergunta natural é: Como saber qual desta imagem (solugao) estéa
mais proxima da representacao real do 6rgao? Para responder tal pergunta impoe-se algu-
mas restrigoes sobre as solugdes (imagens) obtidas, isto é, sobre o conjunto das solu¢oes
colocamos algumas restrigdes para escolher as solugbes mais adequadas (imagens mais
reais). Isto em linguagem matematica significa minimizar um certa funcao h : R — R,
ou seja,

min h(z) (6)
sujeito a condicao Ax = b,

ou entao,

min h(x) (7)
sujeito a condicio Az <b

Por exemplo, se 2° representa a imagem da TC de um paciente saudavel, entdo a
funcao:
h(z) = |lz —2°, (2 €R")
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representa as imagens normais para h(x) = 0. Porém, se o paciente esta fazendo a
tomografia ¢ porque se espera (ou se teme) que z # z°. Como h é claramente continuo
(veja [4]), o quanto menor for h(z), x representara uma imagem mais proximo do normal.
Essa funcao h é usada para excluir as solugoes absurdas como pode ser visto na figura

abaixo:

Figura 15: Solugao inconsistente

Fonte: [16]

Para mais detalhes sobre essa funcao h e também para outras fungoes que ajudem a
selecionar as melhores imagens veja [1], pagina 60.

Agora, nosso proximo objetivo, é estudar métodos de resolucao dos sistemas de equa-
coes e inequacoes lineares. Existem varios métodos para determinar as solucoes de um
sistemas de equacoes lineares ou de inequacoes Lineares executando um ntimero finito de
operagoes; um exemplo classico, para resolver (4), é o método de elimina¢ao gaussiana
(escalonamento). Ja para resolver o problema (5), pode ser usado o algoritmo de Karmar-
kar e o algoritmo de Programagao Linear (veja [1]). Na pratica nao se usam esses métodos
classicos para resolver tais sistemas obtidos na TC, pois a forma da matriz A, tomada
no problema, vai impactar diretamente no resultado obtido, ja que para termos uma boa
aproximacao, e que a imagem obtida seja nitida, o ntimero n de pixels tomados tem que
ser muito grande, pois a qualidade da imagem vai depender diretamente da quantidade
de pixels, em que a regido for dividida. Para se ter uma ideia, segundo [1], a quantidade
minima de pixels a ser tomada, deve ser de ordem superior a 10° e a quantidade de raios
incidentes deve ser superior a 10%. Portanto, a matriz A de (4) é de ordem superior a
10° x 10*, enquanto que a matriz A de (5) & superior a 10'° x 10%. Portanto, a ordem da
matriz A é muito grande para se utilizar esses métodos.

Para a modelagem feita acima supomos que o raio-X é um raio (na verdade é um
feixo), para uma modelagem em que o raio-X ¢ fecho indicamos [§]

Os artigos [2] e [8] modelam a tomografia computadorizada usando transformada de
Radon. Neste caso, supondo a fungao f da Definicao 11 constante, obtemos o sistema

(4), portanto, a modelagem que fizemos aqui é um caso particular da modelagem usando
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transformada de Radon.
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4 Usando Algoritmos para Resolver

Sistemas Lineares

Neste capitulo estudaremos a resolugao de sistemas lineares via algoritmos. Nele dare-
mos varios exemplos para ilustrar a aplicagao desses algoritmos na resolugao de sistemas

lineares.

4.1 Os métodos de Gauss-Seidel e Jacobi

Vamos comecar pela aplicacao dos Algoritmos de Gauss-Seidel e Jacobi, ambos do
comeco do séculos XIX. Tais métodos buscam a resolugao de sistemas lineares que apre-
sentam muitas equagoes e muitas incognitas. O método consiste em, dados um sistema
linear, gerar uma sequéncia de solucoes aproximadas, de tal forma que essas solugoes
estarao tao proximas do verdadeiro resultado o quanto desejarmos, isto ¢, quanto mais
termos dessa sequéncia obtivermos melhor sera a aproximacao.

Para uma melhor compreensao do algoritmo de Gauss-Seidel, iremos aplica-lo para

resolver um exemplo em que o sistema (4) possui a matriz A do tipo 2 x 2.

Exemplo 1 Seja dado o sistema linear

r—y=-—1

{3x—y=7 (8)

cuja solucdo é o vetor (4,5). Para resolver tal sistema usando o Algoritmos de Gauss-
Seidel, definimos L; := {(z,y) € R} 3z —y =7} e Ly := {(v,y) € R}z —y = —1}.
Note que um vetor (z,y) é solucao do sistema (8) se, e somente se, (z,y) € Ly N Ly. O
Algoritmos de Gauss-Seidel fornece um método de encontrar um ponto de L; N L,. Para
isso, tomemos um ponto z° = (5, 6) (pode ser qualquer). Variando a primeira coordenada
do ponto 2, para satisfazer a equacao L, e deixando a segunda coordenada fixa, obtemos
o ponto y*! = (3, 6). De posse do ponto y*!, modificamos a sua segunda coordenada para
satisfazer a equacao Lo, e deixamos a primeira coordenada fixa, o que nos permite obter o
13 16

ponto z! = (3, 7). Modificando agora a primeira coordenada do ponto x', para satisfazer
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a equacao Li, e deixamos a segunda coordenada fixa, obtermos o ponto y>! = (37, 18),

93
Agora, de posse do ponto y*!, modifiquemos sua segunda coordenada para satisfazer a
equacao Lo, onde obtemos o ponto 2% = (%, %), e deixemos a primeira coordenada fixa.

Continuando, executando o processo sucessivamente, obteremos uma sequéncia {z"} que
se aproximara da solugao do sistema (veja a Figura 16), para ver isto, note que a primeiras
coordenada da sequéncia z" gera a seguinte sequéncia: {5; %; %; L =15;4,33;4,11; ...}
donde ohservamos que ela esta se aproximando de 4, enquanto que a segunda coordenada

de {z"} gera a seguinte sequéncia: {6; 1—36; 4796; ..} =4{6;5,33;5,11; ...} que se aproxima de
o.

Figura 16: Aplicacao do Algoritmo de Gauss-Seidel

YLL(136) T (56)=x0

¥21-(a7,16)
9 3

Descreveremos agora o algoritmo de Gauss-Seidel, para uma matriz A € R™*" qual-
quer. Para a utilizacdo deste algoritmo, devemos tomar um ponto inicial z° de R®. De
posse deste ponto, modificamos a sua 1* componente para satisfazer a 1* equagao (e dei-

L1 Agora, modificamos

xamos o restante das equagoes fixas), obtemos entdo o ponto y
a 2% componente de yb!, para satisfazer a segunda equacao (e deixamos o restante das
equagoes fixas), obtemos entdo o ponto y>? e continuamos a iteragio das equagoes até
obtermos o ponto y*™, que chamamos de !, isto ¢, y'™ = x!. Repetimos o procedi-
mento com ! no lugar de 2°, donde obtemos z%. Logo, seguindo o procedimento geramos

a sequéncia {z*} com k =1,...,n (veja a Figura 17).
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Figura 17: Método de Gauss-Seidel
t

_.0
xgzylpl‘ X —Xl/

\{

Fonte: [1]

Observe que a sequéncia gerada por esse método depende sempre do termo anterior,
ou seja, modificamos sempre o anterior para se obter o proximo. Este tipo de algoritmo
recebe o nome sequencial, pois seus termos sao obtidos a partir dos anteriores.

Descreveremos agora o método de Jacobi. Esse método ¢ muito parecido com o de
Gauss-Seidel, a diferenca é que no método de Jacobi modificamos as coordenadas dos
pontos da sequéncia ao mesmo tempo. Para ficar claro, vamos descrevé-lo agora.

Tomemos um ponto inicial 2°, modificamos a sua 1* componente para satisfazer a 12
equacgao (e deixamos o restante das equagoes fixas), obtemos entao o ponto y™'; modifi-
camos a 2* variavel de z°, para satisfazer a segunda equagao (e deixamos o restante das
varidveis fixas), obtemos entdo o ponto y»?; modificamos a 3* componente de x°, para
satisfazer a terceira equagao (e deixamos o restante das variaveis fixas), obtemos entao o
ponto ¥y e continuamos a iteracdo das equacdes até obtermos o ponto y*™.

Definamos o ponto ' € R™ como sendo a primeira coordenada de y*!

1,2

e a segunda

coordenada de y Repetimos o procedimento com z!' no lugar de z°, donde obtemos

22, Logo, seguindo o procedimento geramos a sequéncia {z*} com k = 1,...,n. Ob-
serve que calculamos os termos da sequéncia auxiliar 4%/ de maneira paralela, todas ao
mesmo tempo, para depois tomarmos o termo da sequéncia {xk}, por isso, tal algoritmo
é chamado de paralelo .

Antes de analisarmos a convergéncia destes métodos, observe que, do ponto de vista
geométrico, conforme Figura 18, a sequéncia de Gauss-Seidel se aproxima de uma solugao
inica z* mais rapida que a sequéncia de Jacobi. Enquanto os vetores auxiliares *7 (com
k fixo) no método de Gauss-Seidel tém que ser calculados sequencialmente, ou seja, para
se obter o vetor seguinte devemos conhecer um vetor anterior. Por outro lado, o algoritmo

de Jacobi, permite o calculo simultaneo dos y*7 (com k fixo).
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Figura 18: Método de Jacobi

Fonte: [1]

No exemplo a seguir, vamos aplicar o método de Jacobi para a resolucao de um sistema

linear.

Exemplo 2 Considere o sistema linear:

3r—y=17

{ r—y=-—1
cuja solugdo é (4, 5). Para fixar ideias, novamente fagamos L, := {(z,y) € R?| 3z—y = 7},
Ly := {(z,y) € R?| x —y = —1} e tomemos o ponto inicial 2° = (5,7). Modifiquemos a
primeira coordenada de 2°, e deixemos a segunda coordenada dele fixa, para obtermos o
ponto y"' = (&, 7), que é solu¢do da equagao Ly, ainda de posse do ponto 2%, modifique-
mos a segunda coordenada deste ponto, e deixemos a primeira fixa. Dai, obtemos o ponto
y"? = (5,6) que é solugao da equagdo Ly. Logo, obtemos o primeiro iterado 2! = (4, 6).
Agora, de posse do ponto 2! = (%,6), modifiquemos a primeira coordenada deste
ponto, e deixemos a segunda fixa. Dai, obtemos o ponto y*! = (13—3,6) que ¢é solucao

da equacao L;. Ainda, utilizando o ponto z!, modifiquemos a segunda coordenada e

deixemos a primeira fixa, donde obtemos o ponto y*? = (%7 %7), que é solucao da equacao
L. Dai, obtemos o segundo iterado z? = (13—37 %)

Observe que, se continuamos fazendo esse processo, é intuitivo que a sequéncia, {x’“} se
aproxima do ponto (4,5). Para ver isto, note que a sequéncia das primeiras coordenadas
de {z*} é dado por: {5; 1—;, 1—33, ...} ={5;4,66;4,33, ...}, e portanto, esta se aproximando
de 4 (Figura 19). Enquanto que, a sequéncia das segundas coordenadas de {z*}, é dado
por: {7;6; 1?7; ...} ={7;6;5,66; ...}, onde percebemos que ela esta se aproximando de 5
conforme Figura 19.
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Figura 19: Estudo do exemplo usando o método Jacobi

{t

x0=(5,7)

yl,.l:{

=

4,7)

w

yL2_(s5)

v 2.2 =(14,17)
3 3

Segundo [1], num computador com processadores paralelos o método de Jacobi pode
ser mais eficiente que o método de Gauss-Seidel. Em geral, no método de Gauss-Seidel é
usado apenas um vetor da forma y*7 com k fixo para as variaveis, enquanto que o método
de Jacobi sao usados dois vetores da forma ! e 372, A distincdo entre algoritmos
sequenciais, como o de Gauss-Seidel, e paralelos, como o de Jacobi, se mantém quando
usamos métodos mais sofisticados.

Discutiremos agora a convergéncia destes algoritmos. Para tanto, tomemos o exemplo

a seguir.

Exemplo 3 Tome o sistema linear

r+y=0
r—y=0 "

cuja solu¢ao ¢, claramente, (0,0). Defina L, := {(z,y) € R*| x +y =0} e Ly := {(z,y) €
R?| x —y = 0}, e tomemos um ponto z° = (6,3) (pode ser qualquer ponto diferente de
(0,0)).

Para resolver tal sistema usando o Algoritmo de Gauss-Seidel, devemos variar a pri-
meira coordenada de z°, com o objetivo de satisfazer o conjunto L, e deixar a segunda,
coordenada fixa, assim obtemos o ponto y*! = (=3, 3). De posse do ponto !, modifique-
mos a segunda coordenada desse ponto, e deixemos a primeira variavel fixa para satisfazer
o conjunto Ly. Entao, obtemos o ponto de coordenadas y'? = (=3, —3) que no caso é o
nosso .

De posse do ponto x! modifiquemos a primeira componente e deixemos a segunda
fixa donde obtemos o ponto y*! = (=3, 3). Tomando agora y*! modifiquemos a segunda
componente para satisfazer o conjunto L,. Dai, obtemos o ponto y*? = (3,3) que é o
nosso 2.

Utilizando agora o ponto z?, modifiquemos a primeira coordenada deste ponto, para

satisfazer o conjunto L; donde obtemos o ponto y*' = (=3, 3), donde percebemos que o
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algoritmo ira ficar alternando entre os pontos (3,3) e (=3, —3) , isto é, ele entra em loop

(veja a Figura 20).

Figura 20: Loop no algoritmo de Gauss-Seidel

i

y''=(-3,3)

KE

2 _
¥'= y'=(-3,-3) ¥ =(-3,3)

Ly x-y=0 Ly 2 xby=0

Pelo Exemplo 3, nao podemos garantir a convergéncia de tais algoritmos, portanto,
devemos buscar novos algoritmos para resolver tais sistemas lineares. A ideia central,
dos algoritmos de Gauss-Seidel e Jacobi, é o de obter uma sequéncias de solucoes, ou
seja, em cada passo o algoritmo deve gerar um termo que satisfaz uma equacgao, nao
necessariamente todas, mas que essa sequéncia se aproximara da solucao do sistema dado.

Esta ¢ a ideia dos proximos algoritmos que estudaremos nas proximas secoes, algorit-

mos de Kaczmarz e Cimmino.

4.2 O operador projecao sobre hiperplanos

Nesta secao, estudaremos o operador projecao sobre hiperplanos. Esse operador sera
usado para exibirmos os algoritmos de Kaczmarz e Cimmino, que serd o objeto de estudo
da nossa proxima sec¢ao.

Pelo modelo matemaético feito na Se¢ao 2.1, para a Tomografia Computadorizada (TC),

vimos que reconstruir a imagem via TC equivale a encontrar uma solugao para o sistema:

4
a1171 + a12%9 + A13T3 + ... + A1,y = by

a21T1 + a929T9 + 9313 + ...+ ao2nTy — bg
az1xq + a39x2 + a33T3 4+ ...+ aznly, = bg

 Om1T1 + Qn2T2 + Q33 + .o+ Ty = by

Usando a definicao de produto interno, podemos reescrever o sistema anterior em
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forma de conjuntos da seguinte forma:

( Hl = {.CL' e R": <’U1,$> :bl}
HQ = {ZE e R": <U2,ZL‘> = bg}

onde v; = (a1, Gi2, A;3, .., Qi) € R™ é fixo e © = (21, 2, T3, ..., x,) € R™ é 0 vetor incognita
e os conjuntos H; C R", 1 <1 < n sao chamados de hiperplanos
Note que um ponto z € R” satisfaz o sistema de equacoes acima se, e somente se,
xr € R™ pertence a intersecao de todos os conjuntos Hy, Hs, ..., H,,. Em outras palavras,
encontrar uma solugdo para o sistema acima equivale a encontrar um ponto x em H =
i H;.

De maneira analoga, o sistemas de inequacoes lineares da forma

p

a1 + @122 + a1373 + ...+ Ay, < by
(211 + 999 + a93T3 + ...+ agnxy, S b2
3171 + Q3202 + a33T3 + ...+ A3,Ty, S b3

( Am1T1 T AmaT2 + Am3T3 + ... + ATy S bm

é equivalente a

( Ty ={y e R": (v, ) < by}
Ty ={y e R": (vg, ) < by}
T3 = {y - Rn . <U3,[E> S bg}

L T ={y € R": (v, z) < b}

onde v; = (a;1, @i, @iz, ..., ;) € R™ & fixo e x = (x4, 29, 23, ..., x,) € R™ é 0 vetor incognita.
Logo, encontrar um ponto do R" satisfazendo as inequagoes acima equivale a encontrar um
ponto em R™ pertencente a intersecao dos conjuntos 11,715, ..., T,, os quais sao chamados
de semiespacos do R". E consequentemente, com o objetivo de resolver tais sistemas de
inequagoes, iremos estudar como encontrar um ponto z em 7' = N7, 7;.

Portanto, a partir de agora, para resolver um sistema de equagoes e sistemas de ine-
quacoes lineares , iremos estudar métodos de como obter um ponto de H = N} H; e de
T = N ,T;, respectivamente.

A ideia por trés dos Algoritmos de Kaczmarz e Cimmino ¢ justamente o de gerar uma
sequéncia {x"} que convergird para um ponto da intersecao desses conjuntos.

Agora vamos definir o operador projecao sobre hiperplanos.
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Proposicao 2 Seja um hiperplano H = {y € R™ : (v,y) = B} comv € R" e § € R.
Dado qualquer xo € R™, o ponto de H mais proximo de xy € dado por:

PH(QZ'(]) = X9 — —(<v7”x1?”>2_ﬁ) v,

isto €, Py(xo) € H e ||xg — Py (xo)|| < ||zo — yl|, para todo y € H.

Demonstracao: Devemos inicialmente mostrar que o vetor v é normal ao hiperplano H.

%
Para isso, considere 0 = (0,0, ...,0) € R" e 0v = v — 0 = v. Dados =,y € H, entao o vetor
@ =1y — x. Logo
<m7@> = (U—an—@ = <U,y—$> = <U,y> - <U7‘I> :B_ﬁ = 0.
%
Logo, 00177, Vz,y € H. Portanto, o vetor o0 é normal & H. Defina a reta s(t) =
_>

zo + tv. Como o vetor Qv é normal ao plano H, segue que a reta s(¢) é normal ao plano

H, e portanto, intersecta o plano H em um tnico ponto, digamos s(ty).

Logo, s(ty) € H, e portanto,

(s(to),v) = B < (2 + tov, v) = B < (20,0 + to(v,v) = f & to = 2=txor)

(v,0)

B—{(x0,v)

Portanto, s(tg) = xo + tev = xo + oy v- Como (v,v) = ||v]|* entdo:
s(to) = o + B_Hfﬂ%’%-
Fazendo s(ty) = Pg(zo), temos:
Py(o) = a0 — Wu cH ()

Mostremos agora que Pg(zg) é o ponto mais proximo de zg

Figura 21: Projecao de ponto

1%0

Y ﬂ’(o}

De fato, dado qualquer y € H, como zg,y e Py(zg) sdo os vértices de um triangulo
retangulo no ponto Py (xo) (veja a Figura 21), pois a reta S que contém zq e Py(xg) é

normal a H, segue que:

1P (o) — woll < ly = woll, Yy € H,
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pois o segmento ﬁ ¢ a hipotenusa no triangulo retangulo de vértices y, xo, Py(zo). Pro-

vando a afirmacao. O

Figura 22: Projecao ideal
Xo

PIXg

Provaremos agora que para cada xy € R", entdo Py(xg) € tnico, isto é, ele é a apro-

ximacao ideal de 2° a H.

Proposicao 3 (Aprozimacao ideal) Seja H um hiperplano. Se xo ¢ H e Py(xo) a proje-

¢ao de xy sobre H, entdo qualquer y € H, com y # Pg(xo), temos:

[0 = P (o)l < llzo =y, (10)

Demonstracao: A prova consiste em mostrar que a menor distancia do ponto xq até sua
projecao Py (xo) no hiperplano é o vetor perpendicular ao hiperplano tragado por Py (xo).
Seja 0 = (0,0,...,0) € R", como zg — Py(zo) é normal a H e Py(xy) —y € H, pois
y, Py (o) € H, segue que, g — Py (xg) é ortogonal & Py (xg) —y. Logo

(xo—y, 70 —y) = (xo—y+ Pulzo) — Pu(0),v0 — y + Pu(x0) — Pu(x0))
= <ZE0—PH(Z’0),$0—PH(ZE0)>
+ 2(xo — Pr(w0), Pr(z0) — y) + (Pr(z0) — vy, Pu(x0) — y)-

Portanto
lzo = ylI* = llzo = Pr(wo)lI* + || Per (o) — w1*.
Como, por hipotese, y # Py (xo), entdo || Py (zo) — y|| > 0, o que acarreta
lzo = ylI* = llzo = Pr(ao)lI* = || Prr (o) — ylI* > 0,
Segue que,

|xo — ylI* > [Jwo — Pu(zo)|?,
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donde concluimos que

|zo = yll > l|vo — Pu(xo)||-

Portanto, a projecao ortogonal Py (x), de xg sobre H, é o tunico ponto de H mais proximo
de Xg. O
Motivados pelas ultimas duas proposicoes definimos o operador projecao sobre hiper-

plano.

Definicao 12 Seja H um hiperplano em R"™. FEntao, defina o seguinte operador, Py :

R™ — H, de forma que, para cada x € R", Py(x) é o unico elemento de H que satisfaz:
- P = mi —yl.
Iz = P ()| = min [l —y|

Ou seja, Py () € o ponto de H mais prozimo de x.

A seguinte observacgao sera muito importante, quando formos provar que os Algoritmos

de Kaczmarz e Cimmino convergem.

Observagao 1 Segue direto da definicio de operador projegao que: Py(r) = x se, e
somente se, x € H. Portanto, se Hy, Hy C R" sao hiperplanos, tem-se que: se x €
H, N Hy, entdo, Py, (Py,(x)) =x .

Em posse deste operador, agora estamos prontos para estudarmos os Algoritmos de
Kaczmarz e Cimmino. Isto sera feito nas proximas segoes. Comecaremos pelo Algoritmo
de Kaczmarz, depois estudaremos o Algoritmo de Cimmino, ambos serao utilizados para

resolver equacoes lineares, e posteriormente para resolver inequacoes.

4.3 Algoritmos de Kaczmarz

Comecaremos apresentando a ideia geométrica do algoritmo de Kaczmarz, para depois
descreveremos o algoritmo de forma algébrica e, por fim, o colocaremos sob ponto de vista
de algoritmo computacional. Esse algoritmo consiste em projecoes sequenciais sobre os
hiperplanos, de forma que essas projecoes criem uma sequéncia que convergira para um
ponto da intersecao desses hiperplanos.

Para entender a ideia geométrica do Algoritmos de Kaczmarz, suponhamos dois hi-

perplanos H; e H,, com intersecao nao vazia da seguinte forma:
i) H = {z € R"|(z,v') = b}

i) Hy = {z € R"[{x,v?) = by}
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onde v, v2 € R" e by, by € R sdo fixos.
O método comeca no seguinte: Dado um ponto inicial g € R™ que denotemos por
y'0 ou seja, zo = y'Y. Dai, projeta-se y** = x( sobre H; obtendo o ponto Py, (zo) = yb!.

Conforme a figura a seguir:

Figura 23: 1* projecao

x0=v1'0

De posse do ponto y''!, projeta-se agora o ponto y*! sobre o hiperplano Hs, obtendo-se

Py, (y"') = y»? conforme a figura a seguir:

Figura 24: 2* projecao
xp=y 0

Projeta-se agora y'? = ' sobre H;, obtendo o ponto Pg,(y'?) = Pg,(z') = y*!

conforme a figura a seguir:
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Figura 25: 3* projecao

Projeta-se agora y>!' = Py, (y"?) = Py, (z') sobre Hs, obtendo o ponto,
.%’2 — PHQ (y2,1> — y2,2,
conforme a figura a

Figura 26: 4* projecao

Toma-se y>? = z? e repete-se o processo acima, com 2 em vez de x!, isto é, projeta-se
o ponto x? sobre H; obtendo o ponto Py, (y*?) = Pg,(2?) = y>!, depois projeta-se y>!
sobre Hy, obtendo Pg,(y*!) = y>? = 3.
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Figura 27: Sequéncia de solucoes centradas em Hy

x0=v1'0

Obtendo assim uma sequéncia da forma {z"} = {z% 2! 2% 2*,.. .}.

Iremos agora descrever o método do ponto de vista computacional, para isto usaremos
a Proposicao 2. Suponhamos, novamente, m = 2. O computador deve fazer os seguintes
Passos:

Dado qualquer ponto 2° € R” ele deve executar iterativamente a projecao desse ponto

sobre todos os hiperplanos. Para isso devemos tomar y'* = 20, e executar os seguintes

Passos:

ol 10y —
1.y = Py, (2°) = "0 — « ﬁvl”é b1) )1

w21y
2. yb? = Py, (y) = yb! — ({02~ )=ba) 2

[[02]12

2,0

Toma-se y'? = y*? = 2!, e repetimos o procedimento:

Ul 2,0\ __
L g1 = Py, (a?) = Py, (329) = y20 — (it

[[ot]?

1}2 2,1\ __
9. y2,2 _ PHQ(yz’l) _ y2,1 U ) b2) 1,2

[[02]12

2

Toma-se y*? = y>° = 22, e repetimos o processo. Suponhamos que tenhamos repetido

k—1 k—1,2

0 processo, até o termo z*7!, isto &, y = y#0 = %=1 Para obtermos o termo z* da,

sequéncia, assim

ol R0y _
1. ybl = Py, (yF0) = k0 — ({o2y™")=b1) 1

[[ot]?

2.k ly
2. yF2 = Py (yP) = yP! — ({v%y™ ) =ba) , 2

[[02]2

k+1,0 k

Tome y¥2 =y = z*.

O algoritmo de Kaczmarz do ponto de vista computacional, pode ser resumido assim:
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Algoritmo de Kaczmarz:

(0) Imicializagao:
° € R"

k41,0 _

(1) Passo iterativo: Dado z*, defina: y z¥. Calculemos sequencialmente

as iteracoes:

' ‘ U S WA AN S
yfHli — ghtlicl ((v',y ||U1”2> i (1<i<m) (11)

(2) Faga 2" = ¢y**1m ¢ volte ao passo (1).

Logo, o algoritmo de Kaczmarz, consiste em projetar sequencialmente o ponto z* sobre
todos os hiperplanos H; = {x € R"|(v', z) = 3;} que determinam o sistema Az = b, para
obter o ponto z*+1.

No nosso préoximo exemplo, iremos aplicar o Algoritmo de Kaczmarz para o caso

m = 2.

Exemplo 4 Sejam entdo os hiperplanos Hy := {(z,y) € R} 3x—y =7} e Hy := {(z,y) €

R?|z —y = —1} que representa o sistema:

3r—y=7
r—y=-—1
Para a aplicagao do Algoritmo de Kaczmarz tomemos 2° = (5,6), e vamos aplicar o

operador projecao para encontrar o ponto y'!. Pela definicao do algoritmo temos:

y"' = Py, (5,6) = (5,6) — S ﬂ(lg(_51)6||)z> -0 (8,-1) = (%’ %) ’

Agora, de posse do ponto y!! projetamos sobre o Hy para obtermos o ponto y'2. Pela

definicao de projecao ortogonal sobre hiperplano, temos:

1,2 _ 44 62 o 44 62 (<(17 _1)7 (%7 %) - (_1)>)
v (TO’E> - (E’E> B 1L, -1

(17—1)7

48 58 18 58)
107 10 107 10/

De posse do ponto z!, projetamos sobre H;. Segue do algoritmo que

o 48 58 18 58\ (((3,—1), (4 82)) _7) 432 596
Yy :PH1 Al T\ T T4~ T (3a_1): TAN’ 1nNn
10’ 10 10° 10 13, —1)|? 1007 100

onde obtemos o ponto y'? = ( ) e fagamos z!' = y"? = (
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1

Agora, de posse do ponto y*! efetuemos sua projecao sobre H,. Pela definicio de

projecao temos:

22— Py, <432 596) _ (432 596) (-1, (s T)) — (—1))<1’_1) _ (464 564)

100’ 100 100’ 100 (1, =12 100”100
Assim 22 = (%, %). De maneira analoga obtemos y>! = (?(2)%, i’g%) que é a projecao

de do ponto z? sobre H;. Projetamos agora o ponto y>! de H, sobre H,, obtemos

3 __ .32 _ (4512 5512
r =y = (10007 1000)'

Repetindo o processo indutivamente, obtemos a sequéncia:

20 = (5,6)
xl - (ﬁ’ %) = (478; 578)
72 = (%, ?_83) = (4,64;5,64)
z® = (1550, To05) = (4,512;5,512)

Segue dai, que a sequéncia formada pelas primeiras coordenadas de {z"} é da forma

(5, 48, 461, 4512
’ 10?7 100’ 10007 * *

cia formada pelas segundas coordenadas de {z"} é dado por: {6
{6;5,8;5,64;5,512; ...} que tende a 5.

A Figura 28 representa o Algoritmo de Kaczmarz. Dado um pontoinicial qualquer x

3 =1{5;4,8;4,64;4,512;--- }, que tende a 4. Enquanto que a sequén-
(38,564, 5512y
7107 1007 10007 * " °

0

obtemos o ponto !, depois a partir de 2!, obtemos o ponto 22, e assim sucessivamente.

Figura 28: Sequéncia de solucoes centradas em Hj para o caso m=2

x=(5,6)

Pelos exposto anteriormente, se denotarmos P, = Py,, Po = Py, e ' = Py o P,
onde o significa composicdo de fun¢oes, entdo a sequéncia {z"} gerada pelo algoritmo
de Kaczmarz ¢ dado por: o' = F(2°), 22 = Fo F(2°), 23 = F o F o F(2Y),..., isto &,
2"t = F(2%), onde F™ = FoF™ ! paran > 0 Para o caso geral, seja P; = Py, para cada

i=1,2,...,mye F'=P,0P, 10---0P, entdo a sequéncia {z"} gerada pelo algoritmo é
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dado por: 2! = F(20), 22 = F o F(2°), 2° = F o F o F(2Y),..., isto &, 2" = F"(2%). No

apéndice provaremos que esta sequéncia vai convergir para um elemento de H = N>, H;.

4.4 Algoritmo de Cimmino

Enquanto que no Algoritmo de Kaczmarz, as projecoes sao efetuadas sequencialmente,
no Algoritmo de Cimmino as projecoes sao efetuadas paralelamente, e depois pega-se a
combinacao convexa dessas projecoes . Assim como no método de Gauss-Seidel e Kacz-
marz devemos tomar um ponto inicial 2°. Dado esse ponto devemos executar parale-
lamente sua projecao sobre todos os hiperplanos. Para uma melhor compreensao deste
algoritmo, comecaremos descrevendo como ele funciona quando m = 2. Para isso, consi-

deraremos os hiperplanos:
i) H = {z € R"|(z,v') = b}
11) HQ = {ZE S Rn|<$,1}2> = bg}

onde v',v2 € R" e by, by € R sdo fixos.

Figura 29: Método de Cimmino

Fonte: [1]

Dado um ponto inicial z° e os niimeros reais A\;, Ay > 0 (graus de liberdade), tais que
S22 A = 1. Tomando 2° = 0 e executando a projegio do ponto 2° = y"° sobre os

hiperplanos, temos:

L. Py, (") = P, (y™°) = y™

2. PH2 (*TO) = PH2 (yLO) = y172 .

Somando essas projecoes y!, y1? com os pesos Ai, Ay, obteremos o primeiro termo da

nossa sequéncia, isto é,
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ot = Myt 4 Moyt =307 N Py, (y10).

Usando a Proposicao 2 temos:

2 2 7 1,0
O b))
xl = )\ZP : y170) = )\Z |:y1,0 o ((U Y > i ”UZ:|
2N =2 o2
-2 ZA ]

Tomando-se 2! = y?9, e refazendo o processo para obtemos o termo 2 da sequéncia.

Isto &, projeta-se !, sobre os hiperplanos para obtermos:
L. PH1<:E1) = PHl(y2’0) :y271
2. PH2 (‘Tl) = PH2 (y270) - y272

Seja 22 a combinacgio convexa das projecoes y>!, y?? referente aos pesos Ai, Ao, isto &,

2
T Zx\iPHi(xl
i=1
2 i1
_ Z)‘i |}U1 _ ((v 7$.> _bi)vi]
2
—b)
= 2 At ZA [ wn? ]

2

- ZAZ[ ]

Tome 932 = y3’0 e repita o processo até obter o termo x*~!

. Para obter o termo z*,

tomemos "1 = y*°, e projetando-se sobre os hiperplanos obtemos:

L. Py, (y*0) = y™!

2. PH2 (yk,O) = yk72

46



CAPITULO 4. USANDO ALGORITMOS PARA RESOLVER SISTEMAS LINEARES

Fazendo a combinacao convexa, obtemos:

Portanto, obtemos:

e ZA S adl

De forma computacional, o algoritmo de Cimmino, ¢ descrito da seguinte maneira:

Algoritmo de Cimmino:

(0) Inicializagao:

2 € R” (12)

(1) Passo iterativo: Dado x*, calcule:

ZA [ ||w||2 b)”i]

Onde \; > 0, para todo i = 1,2, ...,m tal que Y ", \; = 1.

Note que no algoritmo de Cimmino calcula-se de forma paralela (independente) to-
das as projecoes, e depois, toma-se sua combinacao convexa como sendo os termos da
sequéncia, por isso, esse algoritmo ¢ dito algoritmo em paralelo.

Vamos fazer um exemplo ilustrativo de aplicacao do Algoritmo de Cimmino na pratica,

para o caso m = 2.

Exemplo 5 Sejam os hiperplanos, Hy = {(z,y) € R} 3z —y = T} e Hy := {(z,y) €
Rz —y=—1}.

Tomemos um ponto inicial z° = (5,7) e os pesos \; = 0,6 ¢ Ay = 0,4. Dai, usando

a, Proposicao 2, projetamos o ponto 2° sobre H; e obtemos o ponto y''. Projetamos z°
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sobre Hy ,e obtemos o ponto y*2.

L1 _ (B, =1, (,7) =7) _ (4T Tl

2 ey (=D G D) (1113
g = Puy(5,7) = (5,7) ) (2 )

Tome z' = Nyl + \yl?, ou seja

47 71 11 13 502 686
1
— = = g = 22 = (222 2P
’ (L6(10’10)‘+0’ (2’ 2) (1mr100>

2

O proximo passo é obter o ponto x°. Para tanto, devemos executar a projecao do

ponto x! sobre os hiperplanos H, e H,. Veja que:

- 502 636 502 686  (((3,—1), (302, 680)) 4 1) 466 6983
Z/’ :PH1 PERETY = PERETY - (37_1): 1nn° 100 ;
100 100 100” 100 (3, —1)]|2 100” 100

22 _ p (902 686 _ (502 686 __(«1,—1%(%%,%%»-+1)07_ - 544 644
Y 2 100’ 100 ) :

100 100 (1, —1)]]2 100 100
Assim,
466 693 544 644 4972 6764
P My Ay =06 — —— |+ 04—, — | = —, — |.
=AY A 9\ 1007100 ) T * \ 100" 100 1000° 1000

Calculando z3. Para tanto, vamos projetar, primeiramente o ponto 2% sobre H; para

obtermos y>! e, em sequéncia projetamos z? sobre H, para obtermos y%2.

= Py 4972 6764\ _ (4972 6764 __(«3,—4),(%%%,%5%)))-7)(3 )
*\ 1000 1000 1000”1000 1(3, =1)|]2 ’
(46264 68792

B (10000’10000)’

4972 6764
o () -

4972 6764 ({(1,—1), (557, 5554))) + 1)
1000° 1000

(1000’1000 (1, —1)|2
(5368 6368)

(17—1)

1000" 1000
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Portanto,

g (16264 68792 5368 6368\ (492304 667472
- ARl =52 100007 10000) T \ 10007 1000, ~ \ 1000007 100000 )

Repetindo o processo, obtemos a sequéncia {z"}. Note que as primeiras coordenadas
de {2"} sdo dadas por: {5; %; %; ‘fggggé, ...} = {5;5,02;4,972; 49,2304, ...} que con-
verge para 4; ja a segunda coordenada de {z"} gera a sequéncia {7; %; %; ?ggﬁgg, )=
{7;6,86;6,764;6,67472; ...} que converge para 5.

Observe a figura a seguir e veja o comportamento do algoritmo de Cimmino neste

exemplo.

Figura 30: Aplicagdo Método de Cimmino

x=(5,7)

. (502,686)
*= 100 100

12 2 (11,13)
¥ =95"10 V
x? —(4972, 5764
: (mnn mnn} '
y*?=(544,644)
100100 3 —(492304,667472) v =(456,698)
100000 100000 100 100
y32=(5368,6368) 21
1000 1000 ¥ ={46264,68792)

2
(o) {ooyh(1,-1)=1

No exemplo anterior, denotando P, = Py,, P, = Py, e S(z) = M Pi(z) + M Py(x),
onde A;, Ay > 0 s80 0s pesos, com Zle Ai = 1, entdo a sequéncia {z"} gerada pelo
algoritmo de Cimmino é dado por z' = S(2°), 22 = S0 S(2%), 2* = S o S o S(aY),...,
isto &, z"™ = S"(x). Para o caso geral, sejam P, = Py, para cada i = 1,2,...,m, e
S =>"", NP, entdo a sequéncia {z"} converge para a solugao.

No proximo capitulo provaremos que a sequéncia vai convergir para um elemento de
N H.

4.5 Resolucao de Inequacoes via algoritmos

O objetivo desta secao é estudar os andlogos aos Algoritmos de Karzmarz e Cimmino,
para a resolucao de inequacoes lineares. Para isto lembremos que resolver o sistema de

inequacoes lineares do tipo
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a1 + 12T + a137T3 + ...+ A1 Ty S b1
211 + Q92T9 + Qo33 + ... + A2, Ty, S b2
a3171 + az2T2 + 3373 + ... + Az, Ty < b3

{ Um1T1 + AmaT2 + Ap3®3 + o+ Ay < by,

equivale a encontrar um ponto r = (x1,z2,3,...,x,) € R" que pertence ao conjunto
T =n"T;,, onde T; = {y € R" : (v;, z) < b;}, e v; = (a1, @iz, Q;3, ..., @) € R™.

Tomando um ponto z¥ € R™ qualquer, devemos encontrar o ponto do semi-espaco 7T}
mais préxima de 2 em T, que denotaremos por Pr(z). O ponto Pr(z) pode ser calculado
da seguinte forma: se (v,z) < b, entdo v € T' e Pr(z) = x. Agora, se (v,x) > 3, entdo
Pr(z) é o ponto do hiperplano H = {y € R" : (v,z) = [}, ou seja, Pr(x) = Py(z).

Figura 31: Método de Kaczmarz para desigualdades

#1111

Fonte: |[1]

Portanto, podemos escrever:

Pr(z) =z —

||vl||2 max{0, (v,z) — B}v. (13)

Executando iterativamente o algoritmo de Kaczmarz obtemos:
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Algoritmo de Kaczmarz para inequacoes:
(0) Imicializagao:

° € R"

(1) Passo iterativo: Dado y*+10 =

goes:

o] [?

(2) Faga z*! = ¢y**1m ¢ volte ao passo (1).

Yl = il max{0, (v, y* TV — bt (1 <i<m)

2¥. Calculemos sequencialmente as itera-

(14)

Para Cimmino temos o algoritmos de inequagoes dado por:

Algoritmo de Cimmino para inequacgoes:

(0) Inicializagao:

2% e R”

(1) Passo iterativo: Dado 2%, calcule:

[[or]?

S S Z max{0, (v',2*) — b;}v'
i—1

(15)

4.6 Relaxacao

Nesta secao estudaremos o grau de liberdade que podemos tomar ao escolher as proje-

¢oes sobre os hiperplanos ou sobre semi-espagos, isto é, veremos que nao é obrigatorio que

os termos da sequéncia ou dos algoritmos sejam projecoes, bastando tomar um elemento

(ou ponto) contido na reta que passa pelos pontos x e sua projecao Py(z).

Considere x e Py(z), entao a reta que passa por x e Py(z") e (1 —a)z + aPy(x), com

a € R. Nos algoritmos de Karzmarz e Cimmino foram tomadas as projecoes de x sobre H,

ou seja, foi tomado o = 1. A ideia de relaxacao consiste em ter uma liberdade na escolha

dos termos das sequéncias geradas pelos algoritmos. Por exemplo, para 0 < a < 1, temos

os pontos x e Py(x), em vez de tomar o ponto Py(x) como feito anteriormente.
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Para descrever os Algoritmos de Karzmarz e Cimmino relaxados. Seja Py (x) a proje-

¢ao de x sobre o hiperplano H, definimos

Pr(z) = (1 — o)z + aPy(z) (16)

para cada o € R.

Figura 32: Reta ligando x e Py(z)

X

P (%)

* P.(x)

Agora, para descrever os Algoritmos de Karzmarz e Cimmino relaxados, para inequa-

¢oes, seja Pr(z) a projecao de x sobre o semi-espaco 7', definimos:

Pr(z) = aPr(z)+(1-a)z

max{0, (V.z) — f}v| + (1 — a)x

= a|(r—

1
vl

= r— ||7j|2 max{0, (v,z) — B}v.

Assim, segue que o algoritmo de Kaczmarz relaxado

Algoritmo de Kaczmarz relaxado:

(0) Inicializagao:
2’ € R"

k41,0 _

(1) Passo iterativo: Dado y 2¥. Calculemos sequencialmente as itera-

goes:

YR — Lt || 0{||2 max{0, (!, " —blt (1<i<m) (17)
U'L

(2) Faga z*™! = ¢y**1m ¢ volte ao passo (1).

Agora a versao relaxada do Algoritmo de Cimmino é dado por:
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Algoritmo de Cimmino relaxado:

(0) Imicializagao:

2° € R" (18)

(1) Passo iterativo: Dado x*, calcule:

2H =gk — Z max{0, (v*, 2%) — b; v’
i=1

Jlv7]

Nos algoritmos de Kaczmarz e Cimmino relaxados, se @ = 1 as iteragoes recairao sobre
o algoritmo original (nao relaxado). Observe que nao fizemos nenhuma restri¢ao sobre .
Podemos passar da projecao, tomar um ponto entre a projecao e o projetado ou tomar
antes do projetado.

Porém, para garantir a convergéncia desses métodos, veremos na Proposicao 8 do
apéndice, que devemos ter 0 < o < 2. Do ponto de vista computacional, segundo [1], se
tomamos « € (0,2), com « # 1, podemos ter uma consideravel aceleracio da convergéncia.
Por isso, foi importante exibirmos os algoritmos subrelazado, (quando « € (0,1)), e o

algoritmo sobrerelazado, (quando « € (1,2)).
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5 Ensinando os Algoritmos em Sala de
Aula

Neste capitulo descreveremos como o professor pode ensinar os algoritmos estudados
aqui para resolver problemas que envolvam sistemas lineares em sala de aula. Nosso foco
neste capitulo, ¢ fugir um pouco do rigor matematico e fornecer uma ideia geométrica e
analitica, de como o professor pode, ensinar estes algoritmos em sala de aula.

Inicialmente, o professor deve deixar claro para o aluno que esses algoritmos sao muito
uteis para resolver sistemas de equacoes com muita variaveis e, que a ideia deles, é obter
solucoes aproximadas.

Faremos alguns exemplos ilustrando os algoritmos de algoritmo de Gauss-Seidel, Ja-

cobi, Karzmarz e Cimmino. Iniciaremos pelo Algoritmo de e Gauss-Seidel.

Exemplo 6 Consideremos o sistema:

3r —y =38
{ rT—y=-3
Note que encontrar pontos x e y que satisfacam as duas equagdes acima, equivale
a encontrar pontos (z,y) na intersecao das retas: L; = {(z,y) € R*3z —y = 8} e
Ly = {(z,y) € R*lx —y = —3}. Vamos aplicar o algoritmo de Gauss-Seidel para a
resolugao do problema. Para tanto, observe a Figura 33.
De posse do ponto 2 = (8,9), ou qualquer outro ponto, mantendo fixa a segunda

coordenada e modificando a primeira obtemos o ponto y'! = (%,9) que ¢é solucao da

equagao (1). De posse do ponto y"! modifiquemos a segunda coordenada e mantenhamos

a primeira fixa e obteremos o ponto y'? = (4, 2%) que é o nosso z'.
De posse agora do ponto ! modifiquemos a primeira coordenada e deixemos a segunda,

) 21 _ (50 26 . N ~
fixa. Dai obtemos o ponto y*' = (%, %) que é solucdo da equagdo (1). Vamos agora

modificar a segunda coordenada e deixar a primeira fixa donde obtemos o ponto y*? =
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(%, g) que é solucao da equagio (2) que serd o ponto x?. Dai, obtemos os pontos:
2% = (8,9)
17 26
1 p— — —
50 77
2 = ( — —
Perceba que, a primeira coordenada da sequéncia =" gera a seguinte sequéncia: {8; %7; %; e} =
8;5,666666667;5,555555556; - - - } donde percebemos que ela converge para 5, 5.
g
Se observamos a segunda coordenada de z™ obtemos a sequéncia {9; 23—6; %; e} =

{9;8,666666667;8,555555556; - - - } donde percebemos que ela converge para 8, 5.

Figura 33: Aplicagao algoritmo de Gauss-Seidel

¥i=(12,9) x0 =(8,9)
.3_' =

y'7#=(17,26)
y3*=(50,77) 33
=(5,5:85) 7 I

O proximo exemplo trata de um caso em que a utilizacao do algoritmo de Gaus-Seidel
falha

Exemplo 7 Consideremos o sistema:

r—y=0(1)
r+y=0 (2)
cuja a solugao ¢ x* = (0,0), considere as retas L; = {(z,y) € R*|lr —y = 0} e Ly =

{(x,y) € R*|z +y = 0}. Para qualquer ponto inicial 2°, o algoritmo entrar em loop, isto

é, vai ficar repetindo os seus valores. Observe a Figura a 34
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Figura 34: Loop no Algoritmo de Gauss-Seidel

y=-3,3) =y =(3,3) x(6,3)

x'= Y"1=('3.'3} ym=('3r3}

'—2 1 x-y=0 Ly ixty=0

Faremos agora a utilizacao do algoritmo de Kaczmarz na resolucao de um sistema

linear.

Exemplo 8 Tomando o mesmo sistema do Exemplo 6 e considere as retas L1 = {(x,y) €

RY3z —y=8} e Ly={(x,y) € R?|lx —y = —3}.

Na resolucao desse exemplo nao utilizaremos o operador projecao como foi definido na
proposicao 3, mas vamos utilizar conceitos intuitivos de Geometria Analitica, conteido
que é lecionado no primeiro bimestre do 3° ano. Observe a Figura 35 onde temos a

condicao inicial, ou seja, o ponto que é tomado aleatoério.

Figura 35: Algoritmo de Kaczmarz

L

1° 3x-y=8

Perceba que, o coeficiente angular da reta L; ¢ dado por m = 3 e qualquer reta

. . . . !/ —_ rd
perpendicular a L; admite coeficiente angular igual a m; = ?1 Dai, chamemos de r;

a reta perpendicular a L; que contém o ponto z° = (8,9). Logo, a equacao da reta r;

éry:x+ 3y = 35 e, portanto determinar as coordenadas de y'! consiste em resolver o
sistema:

T+ 3y =35

3r—y =28
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Donde obtemos o ponto y*! = (5,9;9,7) conforme observamos na Figura 36

Figura 36: Algoritmo de Kaczmarz

S

Ly:3xy=8

Agora percebemos que existe uma reta (tinica) ro que é perpendicular a L e que passa
por y*!. Como o coeficiente angular de Ly ¢ my = 1 segue que qualquer reta perpendicular
a Ly tem coeficiente angular m, = —1. Dai, a equacio de 1, é 15 : x + 7y = 15, 6.

Para determinarmos o ponto de coordenadas y'? precisamos encontrar a solucdo do
sistema a seguir:

r4+y=156
rT—y=-3

2 equivale a encontrar a solugao da intersec¢ao de {ro} N

Perceba que determinar y*
{L,}. Dali, resolvendo o sistema anterior obtemos o ponto y*? = (6,3;9, 3) que no nosso

caso é o z* conforme se observa na Figura 37

Figura 37: Algoritmo de Kaczmarz

Ly:3xy=8

Da maneira anéloga, existe uma reta r3 perpendicular a L, cuja equacgao é dada por
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r3 : 3y + x = 34, 2. Logo, encontrar o ponto y>! equivale a resolver o sistema:

x4+ 3y = 34,2
3r —y =28

que significa encontrar o conjunto solu¢ao de {r3} N {L;} donde obtemos o ponto y*! =

(5,82;9,46) conforme se observa na Figura 38

Figura 38: Algoritmo de Kaczmarz

Ly:3xy=8

De maneira analoga escrevemos a equacao de r4 : x +y = 15,28 e obter o ponto 32

o qual encontramos por meio da resolucao do sistema:

r+y=1528
rT—y=-3

Dai, o ponto y*? = (6,14;9,14) donde se percebe na Figura 39.

Figura 39: Algoritmo de Kaczmarz

Ly:3xy=8

Veja que, a primeira coordenada da sequéncia {z"} gera a sequéncia: {8;6,3;6,14;-}

donde percebe-se que ela se aproxima da solucao 5, 5. De maneira andloga, a segunda coor-
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denada de 2™ gera a sequéncia: {9;9,3;9,14;---} donde percebemos que ela se aproxima,
de 8, 5.

Vamos agora resolver o mesmo exemplo utilizando o método de Jacobi.

Exemplo 9 Tomando o mesmo sistema do Ezemplo 6 e considerando Ly : {(x,y) €
R%*3x —y =8} e Ly : {(z,y) € R*|x —y = —3}. Vamos determinar o ponto que € solu¢ao

do sistema linear dado por Ly e Ls.

Observe a figura a seguir:

Figura 40: Método de Jacobi
/

20 —10 50 60

Para aplicar o método de Jacobi devemos fazer o seguinte: Dado um ponto inicial
qualquer, a saber A = (20,30) conforme a Figura 40. Para encontrarmos o ponto y'!

devemos tragar por A a reta r, paralela ao eixo Oz cuja equagao é dada por r; : y = 30.

3r—y =28
y = 30

donde obtemos ponto B =y = (12,66666; 30). Agora tracemos pelo ponto A = 2° uma,

Dai, basta resolver o sistema:

reta ro paralela ao eixo Oy de equacao 7, : x = 20. Logo, para determinarmos o ponto

C = y? basta resolvermos o sistema a seguir:

rT—y=-3
r =20

Observe a Figura 41 donde obtemos como solugao C' = y'? = (20, 23).
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Figura 41: Algoritmo de Jacobi
1

40

[9s)

A

. —

20

2

30

Fonte:

Agora, pelo ponto C' tracemos uma reta paralela ao eixo Ox que denotaremos por

r3 1y = 23. Perceba que para encontrarmos o ponto D = y?! devemos resolver o sistema:

3r —y =28

y =23
donde encontramos D = (10, 33333;23). Trangando por B umaretar, : x = 12.6666666667.
Logo, o ponto E = x' = (10, 3333333333; 23) conforme observamos na Figura 42.

Figura 42: Algoritmo de Jacobi
/

30 40 50

De maneira anéloga obtemos o ponto G = x? = (9,871875;15,666) conforme se ob-

serva na Figura 43.
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Figura 43: Algoritmo de Jacobi
f :

40

20

Observamos que intuitivamente a primeira entrada da sequéncia {z"} converge para
5,5 e a segunda entrada converge para 8,5 que é a solugao procurada.

Vamos resolver agora um exemplo utilizando o algoritmo de Cimmino.

Exemplo 10 Sejam Ly : x = 10 e Ly : y = 10 retas, as quais poderiam ser quaisquer.

Encontrar o conjunto solucao equivale a resolver o sistema:

x =10 (1)
y =10 (2)
Donde percebemos obviamente que a solucao é imediata, ou seja, o ponto de coorde-
nadas A(10,10) conforme Figura 44.
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Figura 44: Algoritmo de Jacobi
40
30

20

Vamos aplicar o algoritmo de Cimmino para a resolucao desse problema. Primeira-
mente devemos tomar um ponto qualquer, tomemos entao o ponto B = (40, 30). Tracemos

uma reta r; : y = 30 pelo ponto B. Da; aretar; e Ly se intersectam no ponto C' = (10, 30)

z =10
y =30

De maneira analoga obtemos o ponto D = (40, 10) conforme a Figura 45.

que é solucao do sistema:

Figura 45: Algoritmo de Cimmino

"1

Ls A D

Fonte:

De posse do ponto C' = (10,30) e D = (40, 10), basta tomarmos agora A\; = 0,5 e

Xy = 0,5 com a condicdo de que \; + X\ = 1. Dai, para encontrarmos z' devemos ter:

ZEI = /\10 + )\QD
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z' = 0,5(10,30) 4 0, 5(40, 10)
donde obtemos FE = x' = (25,20) conforme vemos em Figura 46.

Figura 46: Algoritmo de Cimmino

40
1 c B
= {3 .
E
20 @
A D
> b
Ly
20 -10 0 0 20 30 40 a0
I
L 2
_1 U l

Analogamente tracamos as retas r3 : y = 20 e r4 : x = 25 donde obtemos os pontos
F =(10,20) e G = (25, 10).

Figura 47: Algoritmo de Cimmino

40
r C B
X O o
r F E
3 = {r L
A G D
Cr O e}
Ly
-20 —10 0 0 20 30 0 50
r
r 2
—10
Ly 4
Fonte:

Agora devemos determinar o ponto H = z2. Para tanto tomemos \; = 0,5 e Ay = 0, 5.
Dai,

H = MF + )G
H = 0,5(10,20) + 0, 5(25, 10)

donde obtemos z? = H = (17, 5; 15).
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Conforme observamos na Figura 48 percebemos que os pontos B,E,H, I, .J se aproxi-

mam do ponto A.

Figura 48: Algoritmo de Cimmino

40

20
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6 Apéndice

Neste apéndice estudaremos a convergéncia dos Algoritmos de Kaczmarz e Cimmino.
Isto sera feito de maneira rigorosa, isto é, tentaremos provar de forma algébrica os concei-
tos. Para isto, iremos considerar um problema a piori mais geral, isto é, em vez de forcamos
no operador projecao sobre hiperplanos, vamos provar a convergéncia do algoritmo para
qualquer operador que satisfaca as propriedades do operador projecao sobre hiperplanos.
Por isso, estudaremos uma generalizacao do operador projecao sobre hiperplanos, depois
diremos quais propriedades esse operador satisfaz e em sequéncia estudaremos a conver-
géncia deste algoritmo. Vale ressaltar que vamos supor que as intersecoes dos hiperplanos

H,, H,, ..., H, sejam nao vazio.

6.1 O operador projecao

No capitulo anterior estudamos o operador projecao sobre hiperplanos, o objetivo
desta secao ¢ estudar o operador projecao sobre qualquer conjunto convexo. Para isto,

vamos comegcar relembrando a definicao de conjunto convexo.

Definicao 13 (Conjunto Convexo)) Um subconjunto H C R™ ¢ dito convezo se, para

quaisquer z,y € H e a € [0, 1], tivermos:
(1-—a)r+ay € H.

A préxima proposicao assegura que os hiperplanos sao conjuntos convexos do R”.

Proposicao 4 Dados v € R™ e b € R. Entio o conjunto H = {z € R"|(v,z) = b} é

convexo.

Demonstragao: De fato, dados z,y € H e « € [0, 1], temos:

(vyar+ (1 —a)y) = (v,az)+ (v,(1—a)y)
= av,z)+ (1 —a){v,y) =ab+ (1 —a)b
= ab+b—ab=0>.
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Logo ax + (1 — o)y € H. Concluimos que H é convexo, provando assim a proposicao.
(I

A préxima proposicao nos diz que a intersecao de conjuntos convexos é convexo.

Proposicao 5 Sejam H,, Ho, ..., H,, conjuntos convexos. Entao, H = N™H; é um con-

junto convexo. -
Demonstracao: Se ﬂ "H; = @, entao H é convexo por vacuidade. Suponhamos, agora
que (-, H; # @. Dados x,y € H quaisquer, entao, z,y € H; para todo 1 <17 < m.
Como, por hipotese, H; é convexo para todo 1 < i < m, segue que (1 — a)r + ay € H;
para todo 1 < i < m, e portanto, (1 — a)xr + ay € iQ1mHi' Provando assim que H é
CONvexo. a

O fato crucial da Proposigao 2 é o fato de H ser fechado e convexo. De fato, o proximo
Teorema que foi extraido do livro [6], mostra que a Definigao 12 poderia ter sido feita
para qualquer conjunto H que é convexo e fechado, veja [4] para a definigdo de conjunto
fechado.

Teorema 3 (Teorema da Projegao) Seja D C R™ um conjunto convero, fechado e

nao-vazio. Entao para todo x € R™, existe um wnico ponto T € D tal que:
— P, = mi — |
lz = Pp(x)l| = min [|lz — y]|
Além disso, T = Pp(x) se, e somente se,
T €D, (x — Pp(x),y — Pp(z)) <0, VYyeD. (19)

Demonstrac¢ao: Veja o Teorema 3.2.4 de [6] pagina 101. O

Pelo Teorema da Projecao, podemos tornar a Definicao 12 mais geral, como segue.

Defini¢ao 14 (Operador Projecao) Dado D C R" convexo e fechado. Entdo defina o
operador Pp : R™ — D, de forma que, para cada v € R™, Pp(x) é o unico elemento de D
que satisfaz:

— P, = mi — |
|lz = Pp(x)l| = min [|lz — y]|
Ou seja, Pp(x) € o ponto de D mais prézimo de x.
A proxima proposicao desta a primeira propriedade do Operador Projecao.

Proposicao 6 Seja D C R™ um conjunto convero, fechado e nao-vazio. Entao para todo
z,y € R",
1Pp(x) = Pp(y)lI* < (z —y, Po(z) — Pp(y)).
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Demonstracao: Dados z,y € R" quaisquer. Pelo Teorema 3 os elementos Pp(z) e Pp(y)

satisfazem:

(x — Pp(x),z — Pp(x)) <0

(y — Pp(y),w — Pp(y)) <0,

para todo z,w € R". Tomando z = Pp(y) e w = Pp(z), nas desigualdades acima, temos:

—(z — Pp(z), Pp(x) — Pp(y)) <0

e
(y = Pp(y), Pp(x) — Pp(y)) <0
Somando essas duas desigualdade, obtemos:
(y —x+ Pp(x) — Pp(y), Pp(z) — Pp(y)) <0.
Como o produto interno é linear, entao
(y =z, Pp(z) — Pp(y)) + (Pp(z) — Pp(y), Pp(z) — Pp(y)) < 0.
Passando o primeiro produto interno para o segundo membro obtemos
1Po(x) = Po(y)|I* < (y — =, Pp(x) — Pp(y)).

Terminando assim a prova da Proposicgao. O

Como consequéncia desta proposicao, descrevemos agora as propriedades do operador

projecao que estamos interessados em estudar, tais propriedades foram extraidas de [1].

Proposigao 7 (Propriedades do operador projecao) Seja D C R™ um convexo e

fechado. Entao para todo x,y € R™, temos:
i) [1Pp(z) = Po(y)ll < [lx =yl
ii) se||Pp(z) = Pp(y)ll = [z —yll, entao
a) Pp(x) — Pp(y) =z —y;
b) (y —x, Pp(x) —x) = 0.

Demonstracao: Dados x,y € R"” quaisquer. Sem perda de generalidade, podemos supor

x # y, pois se forem iguais a proposicao é evidente.
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Para provarmos o item i). Consideraremos dois casos: Se Pp(z) = Pp(y), entdo i) é
evidente. O caso interessante é quando Pp(z) # Pp(y). Neste caso, usando a Proposigao

6 combinado com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

1Po(z) = Po(y)lI* < {y— = Po(x) — Po(y))
ly =2l [|1Pp(z) = Po(y)l- (20)

IN

Como por hipotese, Pp(z) # Pp(y), podemos dividir os dois membros da desigualdade
acima por ||Pp(x) — Pp(y)|| > 0, obtendo a desigualdade desejada.

Para provar i), se ||Pp(x) — Pp(y)|| = ||z — y|| entdo, em (20) vale a igualdade, logo,
na desigualdade de Cauchy-Schwarz vai valer a igualdade, e portanto, os vetores y — x e

Pp(z) — Pp(y) serdo colineares, isto é,
Pp(x) — Pp(y) = oz —y).
Pela hipotese || Pp(x) — Pp(y)|| = ||z — y||, segue que 0 = 1 ou 0 = —1.

Afirmamos que o = 1. Suponha por contradi¢do que o = —1, logo, Pp(z) — Pp(y) =

y — x. Pelo Teorema 3 os elementos Pp(z) e Pp(y) satisfazem:

(x — Pp(x),z — Pp(x)) <0 (21)

(y — Pp(y),w — Pp(y)) <0

para todo z,w € R". Tomando z = Pp(y) e w = Pp(z), nas desigualdades acima, e

somando-as obtemos:
(y —x + Pp(x) — Pp(y), Pp(r) — Pp(y)) < 0. (22)
Usando que Pp(z) — Pp(y) = y — x, resulta:

(2Pp(z) — Pp(y), Po(x) — Pp(y)) <0,

2||Pp(x) = Po(y)l]> <0,
usando que o produto interno é bi-linear, e que ele é a norma ao quadrado, segue que,

2||Pp(x) — Pp)|* <0 — Pp(x) — Pp(y) =0.
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Portanto, Pp(z) = Pp(y), e
0=Pp(z) = Pply)=y—r=>z=y.

O que é uma contradigdo com a hipotese inical de  # y. Provando o a). Para concluir
a prova desta proposicao, resta provar o item b) de 7). Para isto, usando que o produto

interno é bilinear em (22). Podemos reescrever essa desigualdade como segue:
{y =2, Pp(x) = Pp(y)) + (Pp(z) = Pp(y), Pp(x) = Pp(y)) < 0.

Passando o primeiro nimero para o segundo membro desta desigualdade e usando

defini¢cao de norma, obtemos:

0 < ||Pp(x)— Po(y)|?
< (y—x, Pp(r) — Pp(y))
< lu—z[[||[Pp(z) — Pp(y)|l
< |IPp(z) — Pp(y)II*

Portanto, se || Pp(z) — Pp(y)|| = ||z —yl|, por (20), a desigualdade acima, na verdade ¢é
uma igualdade, e portanto, todas as contas feitas para chagar nesta formula vale igualdade,

em particular, vale a igualdade em (21) quando tomamos z = Pp(y), isto é,
(z — Pp(z), Pp(y) — Pp(x)) = 0.
Usando agora o item a) temos:
(x — Pp(z),y —x) = 0.

Terminando assim, a prova do item b) e consequentemente da proposicao.
A proxima proposicao justifica por que, ao estudarmos os algoritmos relaxados, temos

que tomar « € (0, 2).

Proposicao 8 Seja D C R™ um subconjunto convezxo e fechado. Se o € (0,2) entdo o

operador P* = (1 — a)x + aPp(x), satisfaz:
1P (x) = Pyl < [le—yl,  VzeR"

Demonstracao: Dividiremos em dois casos:
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i) Caso 0 < a < 1, para este caso, temos:

[1P*(z) — P*(y)| = (1 —-a)z+aPp(z)—(1-a)y—aPp(y)l
(1 = a)(z —y) + a(Pp(z) — Pp(y)) |

(1 —a)llz —yll + || Pp(z) — Pp(y)|l
(I=a)llz =yl +alz -yl

IA

IN

Iz =yl
Onde na ultima desigualdade utilizamos que:
1Pp(z) = Pp(y)ll < [z —y.
ii) Caso 1 < a < 2, temos que:

1P(z) = P*(I* = II(1 — )z +aPp(z) — (1 - a)y — aPp(y)|*

= (1= a)(z—y) +a(Pp(z) - Ppy)) |*
< (1= a)llz —yll + allPo(z) — Po(y)l)*
< (1=aPe—yl*+a®[|Pp(x) — Po(y)|”

+2(1 — a)alz —y, Pp(z) — Pp(y)).
Combinando o Proposicao 6 com o fato de 1 — a < 0, temos

1P(x) = P> < (1—a)|z—yl*+a® | Pp(x) = Pp(y)|

+2(1 — a)afz —y, Pp(x) — Pp(y))

(1—a)* |z —y|* + o* | Po(x) — Pp(y)|®

+2(1 — a)a|| Po(x) — Pp(y)|®

= (1—a)|z =yl + [@® +2(1 — a)a] || Pp(z) — Pp(y)||”
= (1—a)’llz —y|* + a2 —a) | Ppo(z) - Pp(y)]*.

IN

Usando a hipotese de 1 < a < 2 e também o fato do operador Pp ser nao expansivo,

resulta:

1P(x) = P ()| < (1—a)lle—yl* + (2~ a) | Pp(x) - Po(y)|
< (1=a)llz —yl* + a2 —a) o~y
= [A-a)+a2-a)]llz -yl
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Desenvolvendo a equagao em «, obtemos (1 — a)? + a(1 — a) = 1. Portanto,

1P*(x) = P*(y)ll < [lz—yll

6.2 Andalise de Convergéncia
Sejam Ki,..., K, C R" conjuntos convexos e fechados. Para estudar a convergéncia
dos Algoritmos de Kaczmarz e Cimmino, usaremos a seguinte definigao:

Defini¢ao 15 Para cadai=1,...,m e cada o € (0,2), denotemos os operadores P;, P% :
R™ — R", por:
Pi(z) = Pk, (x) (23)

Pe = (1- a)o+aPi(a) (24)
para todo x € R, respectivamente.

Usando a definicao anterior, podemos definir agora as funcoes S, F' : R® — R", por:

F(z) = (PgoP;_jo...0P5oP)(x) (25)

S(a) = Y NP () (26)

onde o simbolo o indica a composicao de funcao.

A partir dos algoritmos estudados, podemos representar as sequéncias {z"} por:
* = F(2") (27)

e para Cimmino por:
" = S(aF) (28)

Ou seja, agora os algoritmos estao sendo vistos como composicao de operadores. Logo,
basta provar que essas sequéncias de composicoes de operadores convergem para um ponto,
para isto a hipdtese de K = N K; nao seja vazio serd importante (veja Observagao 8).

Motivados, pela Observacao 8, temos a seguinte definicao, que seré usado para enunciar

o Teorema de convergéncia dos algoritmos.

Definicao 16 Dado o operador F : K C R" — K. Diremos que x* € K ¢é ponto fixo do
operador F', quando F(x*) = x*. Denotaremos por Fix(F') o conjunto de todos os pontos
fizos do operador F, ou seja, Fix(F) = {z* € K : F(z*) = 2*}
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Observe que encontrar ponto fixo do operador projecao equivale a encontrar um ponto
na intersercao dos conjuntos convexos, isto é, F'(z*) = z* se, e somente se, z* € NI, K.
Portanto, para mostrar que as sequéncias (27) e (28) convergem, basta encontrar um
ponto fixo do operador projecao.

Pelas Propriedades da Projecao Ortogonal, vistos na Proposicao 7, usaremos a seguinte

definicao:

Definicao 17 Denotaremos por F ao conjunto de todas as funcoes continuas @ : R™ —

R™ tais que:
i) Q) - QW < [l= -yl
i) se [|Q(z) — QW) = [l= — yI| entdo:
a) Qz) —Qy) =z —y
b) (y—=,Qx) —x) =0

Segundo [1] o conjunto de fun¢des F é fechado para composicoes de fungoes e por

combinagoes convexas, isto €,
m
Qmo e OQQOQI S F? €, E AZQZ € f)
i=1

para todo Q1, ..., Q,, € F e todo \; € [0, 1].

Como as projecoes P; sobre os conjuntos convexos fechados K; pertencem a F, veja
a Proposicao 7, resulta que F' e S estao em F, pois eles sao combinacoes convexas ou
composicoes de P;.

O proximo Teorema é o principal resultado desse trabalho, pois garante que os Algo-

ritmos de Kazmarz e Cimmino convergem sempre que N7, K; # ().

Teorema 4 (Teorema do Ponto Fizo) Sejam Q € F e 2° € R™. Defina a sequéncia
*t = Q(a*) com k € NU {0}.
Entdo a sequéncia {x*} converge se, e somente se, Fix(Q) # @. Além disso, se klim x

—00
z*, entdo x* € Fizx(Q).

k:

Demonstragao: Suponhamos que {z*} converge, isto é, lim z* = 2* com "1 = Q(zF).
k—o00
Como @ é continua, temos:

¥ = lim 2"
k—oo

= Q (hm ilfk_l)

k—oo

= Q"),
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logo, z* = Q(z*), ou seja, x* € Fiz(Q), e portanto, Fiz(Q) # .
Para provar a reciproca, devemos mostrar que, se Fiz(Q) # &, entdo a sequéncia
da forma {z®} converge. Para isto, fixemos 2z € Fiz(Q), entdao Q(2) = z. Usando a

propriedade 1) da classe de fun¢bes F, temos:

2" = 2] = Q") — Q)| < [l=* — zll, (29)

Portanto, a sequéncia {||z* — z||} é decrescente. Repetindo (29), vérias vezes, obtemos
" — 2 =z <. o< lat -2 x =z

I — 2l < flo* = 2]l << et = 2] <l =l (30)

provando que a sequéncia {z¥} esta contida numa bola de centro z e raio ||2° — z||, e
portanto, ¢ limitada. Como {z*} se limitada ela possui uma subsequéncia convergente,
digamos {zP*} a subsequéncia de {z*} para k € N U{0} que converge para um ponto x*,
isto é, ]}1_>r£10 xPk = x*. ( para mais detalhes veja corolario 1, pg 123 de [5]).

Usando (29), e que py + 1 < pro1 ( subsequéncia anda mais rapido que & sequéncia),

temos:
[z — 2| < [|Q(aP*) = Q(2)[| < [la** — . (31)

Aplicando o limite quando k — oo em (31) temos:

27 — 2]l < [[Qz") — Q)| = [|Q(") — 2]l < [[=" — 2] (32)
ou seja,

1Q(z") = Q(2)|| = [« — 2| (33)

Usando a propriedade 2)a) da Defini¢ao 16, temos:

Q") —Q(z) =Qz") —z=a" -2z (34)

donde temos Q(z*) = z*, e portanto, z* € Fiz((Q). Provando assim a primeira parte do
Teorema.

Para provar a segunda parte, tomando-se x* no lugar de z em (29), obtemos que a
sequéncia {||z* —z*||} ¢ decrescente, nao negativa e possui uma subsequéncia {||z* — z*||}
que converge para zero, portanto, a propria sequéncia {|z® — 2*||} converge a zero, isto
é, lim z*
k—o00

Pelo Teorema 4 garantimos a convergéncia dos Algoritmos de Kaczmarz e Cimmino,

= z* (qualquer davida veja [5]). Terminando assim a prova do Teorema.

porém a condicao a ser assumida é que o conjunto de pontos fixos de F' e F' sejam nao

vazios. No artigo do professor Iusem [1] ele estuda as condi¢oes para que tal hipotese
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aconteca. Nao faremos isso aqui, pois o foco é apenas introduzir a pesquisa matema-
tica. Para o leitor que deseja, se aprofundar sobre a matemética pro tras da tomografia

computadorizada, recomendamos [1], [2], [3], [8] e as referéncias neles contidas.
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7 Consideracoes Finais

O professor pode usar a modelagem da tomografia computadorizada, feita no Capitulo
2, via sistemas lineares, para motivar seus alunos quanto a importancia deste contetdo na
sua vida cotidiana. Em relacao aos algoritmos estudados aqui, o professor pode usa-los
para motivar seus alunos sobre a pesquisa em matematica, bem como fornecer método
diferentes para resolver sistemas lineares, para isto, os exemplos podem fornecer o caminho
mais rapido e natural, para que o aluno compreenda esses algoritmos. Para os alunos que
tenham um conhecimento um pouco mais avancado em matematica, o professor podera
ensina-los, como se prova a convergéncia de tais algoritmos. Para os professores que
desejam um aprofundamento sobre os assuntos aqui estudados, recomendamos [1], no

qual foi nossa principal fonte bem como as referéncias.
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