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RESUMO

O estudo apresentado nesta dissertacao tem por objetivo a selecdo de uma carteira 6tima
de investimentos. Para tanto, utilizamo-nos da literatura que versa sobre a Programacao
Linear, atrelada a Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz para modelar e resolver
dois problemas de programacao linear que resultaram na composicao de duas carteiras,
considerando os perfis de investidores conservador e menos conservador. Para a modelagem
dos problemas foi realizada uma anélise técnica acerca dos ativos que foram selecionados
previamente para a composicao da carteira. A selecado dos ativos levou em consideracao
alguns parametros estatisticos, tais como média aritmética ponderada e coeficiente de
correlacao. Considerando que as previsoes dos especialistas apontaram que o ano de 2018
seria favoravel aos investimentos na Bolsa de Valores, os resultados obtidos neste trabalho
concordaram com tal afirmacgdo. Contudo, por tratar-se de uma analise técnica, conclui-se
que os resultados apresentados nao garante uma eficiéncia pratica dos mesmos, no entanto,

servem para orientar as atividades de investimentos.

Palavras-chaves: Teoria de Markowitz. Programacio Linear. Carteira Otima de Investi-

mentos.



ABSTRACT

The study presented in this dissertation aims to select an optimal portfolio of investments.
To do so, we use the literature that deals with linear programming, coupled with Markowitz
Modern Portfolio Theory to model and solve two linear programming problems that resulted
in the composition of two portfolios, considering conservative and less conservative investor
profiles. For the modeling of the problems, a technical analysis was performed on the assets
that were previously selected for the composition of the portfolio. The selection of the
assets took into account some statistical parameters, such as weighted arithmetic mean
and correlation coefficient. Considering that the experts’ forecasts indicated that the year
2018 would be favorable to investments in the Stock Exchange, the results obtained in
this work agreed with this statement. However, as it is a technical analysis, it is concluded
that the results presented do not guarantee a practical efficiency of the same, however,

they serve to guide the investment activities.

Key-words: Markowitz’s Theory. Linear Programming. Optimum Portfolio of Invest-

ments.
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1 INTRODUCAO

A Pesquisa Operacional (PO), sem duvidas, proporcionou grandes avangos e de-
senvolvimento em varias areas do conhecimento. Como veremos mais adiante, trata-se
de um ramo interdisciplinar cujo principal objetivo é auxiliar na tomada de decisoes. E
fato que, ao tomar uma decisdo, do ponto de vista logico, espera-se que a mesma seja
a melhor possivel. Neste sentido, a PO trata de problemas de otimizacdo empregando

modelos matematicos e aplicando métodos computacionais para resolvé-los.

Muitos problemas encontrados no cotidiano sao passiveis de serem modelados por
fungoes lineares. A Programacao Linear — campo importantissimo da PO — visa encontrar
a melhor solugao para os problemas cujos modelos matematicos sao representados por
fungdes lineares. O método Simplex (um algoritmo que viabiliza a resolugdo de problemas

de programagao linear), foi um importante avango para a PO.

A Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz, também conhecida como Teoria da
Média-Variancia, ¢ um importante exemplo de aplicacao da Programacao Linear na area de
Economia. De acordo com Markowitz, o retorno esperado de uma carteira de investimento
¢é calculado com base na combinagao ponderada dos retornos médios esperados de cada

ativo que a compoe.

Apoiados na teoria de Markowitz e fazendo uso do método Simplex (implementado
pelo software MATLAB [21]) para a resolugao de problemas de programagao linear, temos
por objetivo selecionar duas carteiras de investimentos 6timas, na qual o retorno esperado
seja o maior possivel. Contudo, as carteiras a serem formadas levarao em consideracao o

perfil de dois tipos de investidores, a saber: conservador e menos conservador.

Os critérios para a sele¢ao dos ativos foram embasados nas opinides de especialistas
da drea de financas. Tais especialistas foram consultados pela revista ISTO E Dinheiro em
dezembro de 2017 ([14],[15], [16], [17]). Tendo em vista que, ao todo, foram selecionados 12
ativos e a carteira formada é composta por apenas 6, ainda que o objetivo seja maximizar
o retorno esperado, consideramos também a relacao risco-retorno. Por este motivo, com
base nos estudos estatisticos desenvolvidos a partir dos dados obtidos referentes ao ano
de 2017, os ativos selecionados para compor a carteira foram aqueles que apresentaram

menor coeficiente de correlacao.

No mais, abaixo faremos uma breve explanacao dos contetidos abordados em cada

capitulo com vistas a auxiliar o leitor na compreensao do trabalho desenvolvido.

O capitulo 2 apresenta um breve histérico da Pesquisa Operacional e da Programa-
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¢ao Linear. No tocante a PO, destaca-se o inicio de suas atividades formais, bem como
a sua rapida evolucao e aplicacdo em diversas areas do conhecimento. Com relagao a
Programacao Linear, ressalta-se a grande contribuicdo do matematico George Dantzig
para o desenvolvimento de um algoritmo geral (método Simplex) para a resolu¢ao de um

problema de programacao linear, e os importantes progressos realizados na area.

O Capitulo 3 aborda os temas Programacao Linear (PL) e Método Simplex. Mais
especificamente, apresenta a forma padrao de um Problema de Programacao Linear (PLL)
e discorre sobre algumas defini¢oes, propriedades, corolarios e teoremas que sao inerentes
a este tipo de problema. Com o auxilio do software Geogebra [24] é mostrado a resolugéo
grafica de um PPL de duas variaveis. Além disso, é exposto diversos tipos de solugoes que
um problema de PL pode incorrer. Vale lembrar que os assuntos tratados neste capitulo
nos auxiliardo para a formulagao do PPL que nos fornecera a carteira de investimento
otima.

Como veremos mais adiante, o método Simplex foi considerado de grande importan-
cia para o desenvolvimento da PL. Em sintese, o método Simplex é um algoritmo algébrico
que permite encontrar uma solugao 6tima de um PPL. Para facilitar a compreensao do
algoritmo, é feita uma analogia com a resolucao grafica apresentada neste mesmo capitulo.
Por meio do software MATLAB, utilizaremos o método Simplex para resolver o problema

da carteira de investimento que sera formulado, a fim de obtermos uma carteira 6tima.

O capitulo 4, por sua vez, discorre sobre a Teoria da Dualidade e sua importancia
para o desenvolvimento da Programacao Linear. Esta teoria diz que para todo PPL primal
tem um problema dual associado, de tal modo que a solucao 6tima de um deles coincide
com a solucao 6tima do outro, caso existam. Em sintese, é apresentado a forma geral de
um PPL primal e seu correspondente dual. Além das propriedades expostas, para facilitar
o entendimento do leitor sobre o assunto é apresentado um exemplo numérico que relaciona

o problema primal e dual.

O capitulo 5 é de grande importancia para o desenvolvimento deste trabalho. Neste
capitulo é feita uma breve introducao a Estatistica Descritiva. Em sintese, apresenta-se
algumas medidas de centralidade e variabilidade, tais como: média, média ponderada,
variancia, desvio-padrao, coeficiente de variagao, covariancia etc. Convém ressaltar que
esses parametros estatisticos sdo de fundamental importancia para a compreensao da
Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz, e também, para a selecao dos que fardo parte

da carteira tedrica de investimento a ser formulada.

No capitulo 6 apresenta-se, formalmente, a Teoria Moderna de Portfolios de Mar-
kowitz. Nao apenas no que diz respeito a maximizacao do retorno esperado de uma carteira,

mas também, da minimizacao de seu risco. De modo a facilitar a compreensao do leitor,
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num primeiro momento é exposto alguns conceitos basicos em economia. Na sequéncia
aponta-se alguns critérios para analise de investimentos relacionando-os com diferentes
perfis de investidores. Por fim, trata da diversificacao de ativos na composi¢ao de uma

carteira de investimento como meio de reduzir os riscos.

O capitulo 7 é um dos pontos mais relevante deste trabalho. Nele é utilizado toda a
teoria desenvolvida em capitulos anteriores com vistas a selecao de ativos e a composicao
da carteira tedrica de investimento. E apresentada a modelagem da carteira por meio de
um PPL, bem como a sua resolugao pelo método Simplex. Por fim, faz-se uma andlise dos

resultados obtidos.
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2 BREVE HISTORICO

2.1 PESQUISA OPERACIONAL

A Pesquisa Operacional (PO) é um ramo interdisciplinar que tem como principal
objetivo ajudar na tomada de decistes, mais especificamente, trata de problemas de
otimizagdo empregando modelos matematicos e aplicando métodos computacionais para

resolvé-los, e assim, determinar uma solugao 6tima.

Um aspecto muito importante de problemas envolvendo decisoes é o de otimizacao;
quando se procura estabelecer qual a maneira mais eficientes de utilizar os recursos
disponiveis para atingir certos objetivos. Em geral trata-se de recursos limitados e a sua
utilizagoa criteriosa possibilita melhorar o rendimento ou produtividde do processo em

estudo [5].

As primeiras atividades formais de pesquisa operacional foram iniciadas na Ingla-
terra durante a Segunda Guerra Mundial, quando uma equipe de cientistas britanicos
decidiu tomar decisdes com bases cientificas sobre a melhor utilizagao de material de

guerra [1].

Devido a escassez de recursos para as diversas operagoes militares, houve uma
grande necessidade de se alocar os recursos ainda disponiveis de forma eficiente. Para tal, os
comandantes britanicos e norte-americanos convocaram a comunidade cientifica a encontra-
rem solugoes para problemas taticos, e consequentemente, a criarem estratégias de guerra,
aplicando, para isso, uma abordagem cientifica. Na pratica lhes foi solicitado a realizagao

de pesquisas sobre operagoes (militares) [2], dai a expressao Pesquisa Operacional.

O termo pesquisa operacional é uma traducao literal do inglés operational research.
Empregado pela primeira vez no contexto da 2* Guerra, estd ligado a inven¢ao do radar
na Inglaterra em 1934, e é atribuido ao superintendente da estacao A. P. Rowe, que, em
1938, coordenava equipes para examinar a eficiéncia de técnicas de operagoes advindas
de experimentos com intercep¢ao de radar [3]. Convém ressaltar que essas equipes de

cientistas foram as primeiras cujos trabalhos estavam voltados a PO.

Inaugurada em 1941, a Se¢ao de Pesquisa Operacional do Comando da Forga
Aérea de Combate tinha por objetivo resolver problemas oriundos de guerra, tais como:
escolha adequada do tipo de aviao para determinadas missoes; manutencao e inspe¢ao de
avioes; melhoria na probabilidade de destruicdo de submarinos etc. Além desses problemas,

também era dedicado uma atenc¢ao especial ao dimensionamento de comboio de frotas e
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controle de artilharia antiaérea.

Por meio do desenvolvimento de métodos eficientes de emprego da nova ferramenta
de radar, essas equipes se tornaram instrumentos na vitoria da Batalha Aérea em céus da
Gra-Bretanha. Por intermédio dessas pesquisas sobre como melhor administrar operacoes
de comboio e anti-submarino, esses cientistas desempenharam papel fundamental na vitoria

do Atlantico Norte [2].

Neste contexto a pesquisa operacional surge como ramo cientifico independente,
investigando de forma sistematica e racional os processos envolvidos na realizagdo de uma
atividade produtiva, mesmo que de inicio com finalidades bélicas [4]. Deste modo, podemos
dizer que a consolidacao da PO se deu durante a 2* Guerra, quando a escassez de recursos
e armamentos fez com que os comandantes militares repensassem a melhor forma de alocar

os recursos ainda disponiveis.

Devido ao grande sucesso das aplicagoes da PO no contexto da Segunda Guerra
Mundial, o mundo académico e empresarial passaram a enxergar a PO com outros
olhos. Desta vez, procuraram aplicar as técnicas entao criadas, em problemas de cunho
administrativos. Com o fim da guerra, o sucesso da PO despertou interesses em sua
aplicacao nao apenas no ambiente militar. Podemos dizer que, posteriormente a guerra,
houve uma adaptacao das ideias propostas para a resolucao de problemas militares com
vistas a melhorar a eficiéncia e produtividade no setor civil. Em 1950, a PO ja estava sendo
empregada em diversos setores da sociedade, tanto na area comercial, como na industrial

e governamental.

No periodo pés-guerra os estudos envolvendo a PO teve um rapido crescimento
tanto na Inglaterra como nos Estados Unidos, nao se restringindo apenas a resolucao
de problemas militares, mas sim, abrangendo varias outras areas de conhecimento, tais
como: construgao civil e militar, mineragao, bancario, transporte, metalirgico, téxtil,

farmacéutico, etc.

Hillier e Lieberman (2006) apontam dois fatores que, segundo eles, contribuiram
para a rapida disseminagdo da PO no periodo poés-guerra. O primeiro diz respeito ao
progresso substancial feito no inicio em termos de melhorias das técnicas da PO [2], dado
que muitos cientistas se propuseram a estudar sobre o assunto apos a guerra, contribuindo
significativamente para avancos importantes nessa area. Uma importante contribuicao
neste periodo foi a criagdo do Método Simplex desenvolvido pelo matematico George
Dantzig em 1947. Esse método viabilizava a solucao de problemas de programacao linear.
Mais adiante dedicaremos um capitulo para falar sobre esse método. Um segundo fator
que impulsionou o desenvolvimento da PO foi a revolugao computacional, devido a grande

contribui¢ao no processamento de célculos para o tratamento eficiente dos problemas
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complexos [2], uma vez que, resolver sistemas de equagoes de muitas varidreis sem auxilio

computacional seria algo impraticavel.

A partir dos anos de 1950 muitos paises criaram centros de pesquisas nessa area,
por exemplo, em 1952 foi fundada nos Estados Unidos a Sociedade Cientifica Americana
de Pesquisa Operacional (Operations Research Society of America — ORSA) e a Americana
de Ciéncias de Administragao (The Institute of Management Sciences — TIMS) em 1953.
Ainda neste ano foi fundada na Inglaterra a Sociedade Inglesa de Pesquisa Operacional
(Operational Research Society — ORS).

Em 1957, foi realizada na universidade de Oxford, na Inglaterra, a primeira con-
feréncia internacional de PO. Nesta conferéncia foi possivel constatar a caracteristica

multidisciplinar das aplicacdes da pesquisa operacional.

Atualmente, existem varias sociedades cientificas pelo mundo que associam pessoas
e entidades interessadas em desenvolver estudos na area de teoria e pratica da pesquisa
operacional, dentre as quais podemos citar: o Instituto de Pesquisa Operacional e Cién-
cias da Administracao (Institute for Operations Research and Management Sciences —
INFORMS) nos Estados Unidos; a Sociedade canadense de Pesquisa Operacional (Cana-
dian Operations Research Society — CORS) no Canadé; a Sociedade Alema de Pesquisa
Operacional (German Operations Research Society — GOR), na Alemanha; a Associac¢ao
Portuguesa de Investigagao Operacional — APDIO, em Portugal; Sociedade Brasileira de

Pesquisa Operacional no Brasil; dentre muitas outras.

No Brasil, os estudos acerca da PO iniciaram-se na década de 1960. Em 1968 foi
realizado no Instituto Tecnologico de Aeronautica — ITA, em Sao José dos Campos — SP,

o primeiro simpésio brasileiro de pesquisa operacional.

2.2 PROGRAMACAO LINEAR

A programagao Linear (PL) é uma técnica amplamente difundida para resolver
problemas de otimizacao, além de ser um elemento importantissimo na Pesquisa Ope-
racional (PO) [22]. As aplicagoes de PL se estende a varias situagdes do cotidiano, as
quais podemos citar as aplicacoes relacionadas a area das industrias, agricultura, satude,

transportes, finangas, economia, etc.

No inicio do século XX, a publicacao de dois trabalhos cientificos impulsionaram
o desenvolvimento da Programagao Linear. Em 1928, John Von Neumann publicou o
Teorema Central na Teoria dos Jogos, e, em 1936, Leontief publicou o artigo intitulado

Quantitative input and output Relations in the FEconomic Systems of the United Sta-
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tes—Relagoes quantitativas de entrada e saida no sistema econdémico dos Estados Unidos.
O trabalho desenvolvido por Leontief tratava de um modelo matricial linear que, mais

tarde, foi utilizado na forma de um Problema de Programagao Linear (PPL).

Leonild V. Kantorovitch foi um matematico e economista que, em 1939, formulou e
resolveu um dos primeiros PPL’s sobre organizacdo e planejamento de producao. Em 1975,

em reconhecimento pelo seu trabalho, Kantorovitch recebeu o prémio Nobel de Economia.

Em 1947, George Dantzig (um dos coordenadores do projeto SCOOP - Scientific
Computation of Optmal Programs - cuja finalidade era auxiliar a for¢a aérea americana na
tomada de decisoes e operagoes) desenvolveu, formalizou e testou o método Simplex para
resolver problemas de programacao linear [3]. Dantzig forneceu, ndo apenas os resultados de

um unico modelo matematico de PL, mas sim, um método que permitiu resolver qualquer

PPL.

Em 1951, Tucker apresentou os primeiros resultados no campo da teoria da duali-
dade, que hoje se configura como parte de notéria importancia da Programacao Linear. O
método Simplex Revisado foi desenvolvido em 1952 por Charnes e Lemkes. Este método
se mostrou de grande importancia para a implementacao do método Simplex por meio de

softwares computacionais.

Dorfman, Samuelson e Solow, em 1958, publicaram “Linear Programming and
Economics Analysis”, na qual apresentaram uma aplicacdo de PL na area de economia, o

que impulsionou o desenvolvimento dessa area.

Embora o método Simplex tenha apresentado o primeiro algoritmo eficiente para
a resolucao de PPL, em 1972, Klee e Minty mostraram, por meio de um exemplo, que o
método Simplex nao era tao eficiente como se supunha. A anélise de complexidade realizada
por Klee e Minty demonstrou que o algoritmo Simplex tem complexidade exponencial
(pior caso) [23], ou seja, apresenta um elevado crescimento exponencial (em alguns casos)

no tempo de resolucao.

Por meio dos trabalhos desenvolvidos por Khachiyan (1979) e Karmarkar (1984),
um novo método de resolugdo de PPL foi desenvolvido. Conhecido como métodos de
Pontos Interiores, tal método apresentou um algoritmo no qual o nimero de iteracoes é

limitado por uma fun¢ao polinomial [22].

Apesar da grande eficiéncia apresentada pelo método de Pontos Interiores, o mesmo
¢é utilizado para a resolucao de problemas de grande porte, onde ele apresenta melhor
eficiéncia. Em problemas de pequeno porte, recomenda-se a implementacao do algoritmo

Simplex.

Tendo em vista o objetivo deste estudo, que é a formacao de uma carteira tedrica
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de investimentos 6tima, os proximos capitulos trazem uma breve explanacao acerca de
Programacao Linear e do método Simplex, que sdo ferramentas de extrema importancia

para este fim.
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3 PROGRAMACAO LINEAR E O METODO SIMPLEX

A programagao Linear (PL) visa fundamentalmente encontrar a melhor solugao
para problemas que tenham seus modelos representados por expressoes lineares. A sua
grande aplicabilidade e simplicidade devem-se a linearidade do modelo. A tarefa da PL
consiste na maximizacao ou minimizacdo de uma func¢ao linear, denominada Fungdo
Objetivo, respeitando-se um sistema linear de igualdades ou desigualdades, que recebem o

nome de Restri¢oes do modelo [5].

Em 1947, o matematico George Dantzig, desenvolveu, formalizou e testou o método
simplex para resolver problemas de programagao linear [3]. Com vistas a desenvolver um
estudo mais detalhado acerca desse método, este capitulo tem por objetivo apresentar

alguns conceitos basico dessa tematica.

3.1 PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR

Um problema de Programacao Linear (PL) é um problema de programagao mate-
matica que visa otimizar uma funcao objetivo considerando as restrigoes impostas. Além
disso, a funcao objetivo e as fungoes de restricdes sao todas lineares, isto é, um problema

de PL tem a seguinte forma:

Otimizar: f(z1,xa,...,%,) = 11 + CoZa + ... + Ty
Sujeito a: gi(xy, Ta, ..., 2,) = by
g2(x17 Lo, 7xn) - b2
g (T1, 22, ..., Tp) = by
onde:
o f(xy,xq,...,x,)é chamada Fungdo Objetivo;
o gi(r1,m9,...,2,) = aj1x1+ QT2+ . ..+ ATy, com i=1,2,... m, constituem o sistema

de equacoes lineares que sao as restricoes do problema;
e n ¢ o nimero de variaveis do problema;

e m é o numero de restrigoes do problema;
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e ¢; ¢ o coeficiente de custo associado a variavel x;, com j=1,...,n, da funcao objetivo;
e a,;¢ o coeficiente da i-ésima resricao da varidvel z;;

e b; é o termo independente da i-ésima restri¢ao.
Defini¢ao 2.1(Forma padrio) Dizemos que um problema de PL estd escrito em sua forma
padrao se tivermos uma minimizacao da funcdo objetivo e se todas as restri¢oes forem de

igualdade, ou seja,

gi(xl,xm <. 7%) = b;,

bem como se os termos constantes (b;) e as variaveis de decisao (1, s, ..., Z,) assumirem
valores nao negativos. Em simbolos matemaéticos, podemos representar um problema na

forma padrao por:

Minimizar f(z1,xs,...,T,) = 121 + CoTa + ... + Ty, (3.1)

Sujeito a: a11x7 + a9 + ... + a1px, = by

911 + A92T9 4+ ...+ Aoy = bg

Am1T1 + Q2% + ...+ QppTpn = bm

$1>0,I220,...,$n>0.

Assim, na forma padrao, o problema de otimizacao linear tem as seguintes caracteristicas:

i. a fungdo objetivo deve ser minimizada/maximizada;
ii. as restrigcoes do problema sao definidadas por um sistema de equagoes lineares;

iii. as condigoes de nao negatividade complementam as restricoes do problema.

Equivalentemente, por simplicidade de notacao, podemos escrever o problema na

forma padrao utilizando a notagao matricial. Vejamos:

Minimizar f(z) = ¢’z

Sujeito a: Ax =b

x =0,

onde:
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a1 a1 ... Qpn
921 929 Ce Aop, , . .
o A= ‘ ‘ ' ¢ uma matriz de ordem m X n, chamada matriz dos
Am1 Am2 ... Omn
coeficientes;
T _ ; :
o ¢ = ( c1 Cy ... Cp ) é o vetor de custos;
o 2T = ( T, Ty ... Tp ) ¢é o vetor das variaveis de decisao;
o bl = ( by by ... b, ) é o vetor dos termos independentes.
Definig¢ao 2.2 (Solugdo factivel)Dizemos que uma solugao (z1,xs,...,x,) € factivel se

satisfazer todas as restri¢coes e as condi¢oes de nao negatividade do problema.

Definicdo 2.3 (Regido factivel) E chamada de regido factivel o conjunto de todas as

solugdes factiveis, e é denotada por S={ x € R"tal que Ax=b,x > 0}.

Defini¢ao 2.4 (Solugiao dtima)Uma solucao factivel que fornece o menor (ou maior)
valor & funcao objetivo f é chamada solugio étima, denotada por z* = (x7,x3,...,z)).Ou

seja,r* € S é uma solucao 6tima se e somente se:

f@") < f(z), Ve e S.

Além da forma apresentada na defini¢do (2.1), varias outras formas de problemas de
PL aparecem em problemas reais, por exemplo, podem existir restricoes de desigualdade,
ou ainda, as variaveis (algumas ou todas) nao apresentarem condigoes de nao negatividade.

Contudo, sempre é possivel reescrever qualquer problema de PL em sua forma padrao.
No caso em que as restrigoes apresentem inequacoes do tipo
anT1 + apTs + ...+ a4y, < b; (3.2)
ou
;171 + QipTo + ...+ iy = by, (3.3)

podem ser convertidas na forma padrao com o auxilio de novas variaveis, as quais denomi-
namos de Varidveis de Folga. Em outras palavras, a quantidade que falta (ou excede) para
a igualdade é compensada com a inclusdo de uma varidvel nao negativa no lado esquerdo
da inequagdo. Deste modo, temos que a igualdade (2.2) e (2.3), podem ser reescritas,

respectivamente, como:

ai1T1 + QT2 + ...+ ATy + Ty = b;

anT1 + QppTy + ...+ ATy — Tpyr = by,
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em ambos 0s casos com T,1 = 0.

Por outro lado, se o problema apresentar alguma variavel x; irrestrita de sinal
(varidvel livre), ou seja, alguma varidvel de decisdo que possa assumir qualquer valor -
positivo, nulo ou negativo -, podemos substituir essa variavel pela diferenga de outras duas.
Vejamos:

Seja x; uma variavel livre, podemos reescrevé-la da seguinte formas:
v, =z —z;,comz] >0,z; > 0.

Observe que qualquer nimero pode ser escrito como a diferenga entre dois outros ntimeros
positivos. Assim, substituindo essa redefinicao da variavel livre, o problema resultante tem
todas as variaveis nao negativas. Em outras palavras, temos o problema na forma padrao

como desejado.

3.2 SOLUCAO DE UM PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR

3.2.1 SOLUCAO GRAFICA

O procedimento grafico de resolucao de um problema de otimizacao linear envolve

duas etapas [1]:

1. Determinacao da regiao factivel S;

2. Determinacao de uma solucao 6tima entre todos os pontos factiveis de S.

A solucao gréafica de um problema de PL é um método muito eficiente e intuitivo
quando estamos trabalhando com um problema de pequeno porte. Este método permite

compreender alguns conceitos do Método Simplex que serao apresentados posteriormente.
Consideremos o seguinte PL:

Minimizar:f(xl, 272) = C1T1 + Coxo

Sujeito a: a;1x1 + ajpxs < by
U171 + A22T2 < by

N
&

;11 + QT2

Q121 + AmaTs

<
x1 20,29 > 0.
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Por simplicidade de notagao, representaremos o problema anterior em notacao

matricial da seguinte forma:

Minimizar f(z) = ¢’z

Sujeito a: Ax < b
>

x>0,

com z € R

As restrigoes do problema determinam uma regiao a qual se da o nome de Regidao
Factivel. A melhor das solugoes factiveis, ou seja, aquela que minimiza (ou maximiza) a
funcéo objetivo, é chamada de Solugio Otima. Vale lembrar que o objetivo da Programacio

Linear é determinar uma solugdo 6tima.

Notemos inicialemente que a regido factivel pode ser denotada por S={z € R? tal
que Az < b, x > 0}.

Para representar o conjunto de pontos tais que
anT1 + apTs < by,
tracamos, primeiramente, a reta

;171 + Ao — bz

Observamos na Figura 1 que o espaco R? fica dividido em trés partes, a saber:

o r € R? tal que (a')'x = by;

e v € R? tal que (a')'x < by;

o v € R* tal que (a’)Tx > b;.
Neste caso, em notacao matricial, temos que a restri¢do é do tipo
(a") "z < b,

em que
(ai)T = ( a1 Qg2 )

¢ a linha ¢ da matriz A e a equacao da reta ¢é
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Figura 1 — As trés regides do plano.

ax>b

Fonte — Arenales et al, p.60, 2011.

Observe ainda, na Figura 1, que o gradiente a’, que é perpendicular a reta (ai)Tx =

b;, aponta para a regido tal que (a’)”x > b;, ou seja, aponta para o sentido oposto & regido
factivel.

Sabemos que a regiao factivel de um PL é dada pela inteseccao de todas as regides
delimitadas pelas equagdes e/ou inequagdes de restrigao do problema com o primeiro

quadrante do espaco R*. A Figura 2 representa a regiao S delimitada pela interseccio de

todas as regioes do tipo (ai)T < b; com o primeiro quadrante.

Figura 2 — Regiao factivel (S).

Fonte — Arenales et al, p.60, 2011.
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A Figura 3 ilustra varias curvas de nivel da funcao f. Observando a curva de nivel
'z = f* da funcdo f (em que f* = f(z*)), é possivel notar que S estd do lado oposto
para onde o gradiente ¢ de f aponta, ou seja, para todo x € S, temos f(z) = f(z*), logo,
f(z*) é o valor minimo que a fun¢ao f assume. Vale lembrar que o vetor gradiente aponta
sempre no sentido em que a fungdo tem maior crescimento, logo, é natural que o valor

minimo da fungao seja obtido no sentido oposto ao mesmo.

Figura 3 — Curvas de nivel da fungao objetivo (problema de minimizagao).

Fonte — Arenales et al, p.61, 2011

A solugao 6tima z* representada no grafico da Figura 3 é uma solucao factivel muito

especial, e a ela é dado o nome de vértice ou ponto extremo.

3.2.1.1 EXEMPLOS DE PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR

Exemplo 1. Problema de minimizagao. Consideremos o seguinte problema de

otimizacao linear:

Minimizar f(x1, x2) = —2x1 — X9
s.aax+ 1y <4 (3.4)
21 <3 (3.5)
7
To < B (3.6)
T 2 0,1’2 2 0 (37)
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O método de resolucao grafica consiste em determinarmos a regiao factivel em
que todos os pontos que pertencem a esta regiao satisfacam as condigoes de restricao do

problema.

De forma pratica, em um sistema de eixos coordenados representamos simultane-
amente as inequagoes (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5). Note que a interseccao entre as regioes
delimitadas por tais inequagoes geraram uma regiao poligonal (regiao factivel), na qual,
todos os pontos que pertencem ao seu interior e a fronteira dessa regiao, satisfazem

simultaneamente todas as restri¢coes do problema.

Figura 4 — Regiao factivel de f.

Fonte — Autor.

Para determinarmos a solucao 6tima do problema, ou seja, as coordenadas do
ponto que minimiza a funcao objetivo, calculamos inicialmente o vetor gradiente de f, V.

af of

V= o o

)= (c1,02) = (—2,—1).

O vetor gradiente Vy é perpendicular a curva de nivel f(x1,xs) = k. Deste modo,
deslocamos a reta —2x; — xo = 0, curva de nivel zero da fun¢ao objetivo, no sentido oposto
(j& que trata-se de um problema de minimizagao) ao vetor gradiente até encontrarmos
o(s) ultimo(s) ponto(s) de contato com a regiao factivel. A figura abaixo ilustra o trajeto
percorrido até encontrarmos as coordenadas do ponto U = (3, 1), que é o dltimo ponto de

contato da reta f(z1,x2) = k com a regiao factivel.
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Figura 5 — Deslocamento da reta f na direcdo oposta ao vetor gradiente.

=2y = Xy = =T
"

Fonte — Autor.

O valor da fungao objetivo no ponto U é f(3,1) = —7. Assim, concluimos que o problema

apresentado tem solugdo O6tima tnica, e o valor minimo que a fungao objetivo assume é -7.

Exemplo 2. Problema de maximizacao. Consideremos o seguinte problema de otimi-
zagao linear:

Maximizar: f(xy,z2) = x1 + X9

Sujeito a: — 3z + 23 < 2 (3.8)
2 < 3 (3.9)

1+ 229 <9 (3.10)

3xy + 29 < 18 (3.11)

120,29 >0 (3.12)

O método de resolucao grafica consiste em determinarmos a regiao factivel em
que todos os pontos que pertencem a esta regiao satisfacam as condigoes de restri¢ao do

problema.

De forma prética, em um sistema de eixos coordenados representamos simultanea-
mente as inequagoes (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12). Note que a interseccao entre as

regides delimitadas por tais inequagdes geraram uma regiao poligonal (regido factivel), na
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qual, todos os pontos que pertencem ao seu interior e a fronteira dessa regiao, satisfazem

simultaneamente todas as restri¢coes do problema.

Figura 6 — Regiao factivel de f.

Fonte — Autor.

Para determinarmos a solucao 6tima do problema, ou seja, as coordenadas do ponto
que maximiza a funcao objetivo, calculamos inicialemnte o vetor gradiente de f, V.

af of

F= (87.751’ 83:2) = (c1,09) = (1, 1).

O vetor gradiente V¢ é perpendicular a curva de nivel f(x1,xs) = k. Deste modo,
deslocamos a reta x; + 9 = 0, curva de nivel zero da fun¢do objetivo, no mesmo sentido do
vetor gradiente até encontrarmos o(s) ultimo(s) ponto(s) de contato com a regiao factivel.
A figura abaixo ilustra o trajeto percorrido até encontrarmos as coordenadas do ponto
D = (5,37;1,82), que é o ultimo ponto de contato da reta f(x1,22) = k com a regiao

factivel.
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Figura 7 — Deslocamento da reta f na direcdo do vetor gradiente.
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Fonte — Autor.

O valor da fungao objetivo no ponto D é f(5,37;1,82) = 7,16. Assim, concluimos que o
problema apresentado tem solucao 6tima tnica, e o valor méaximo que a fun¢ao objetivo

assume ¢é 7,16.

3.2.2 TIPOS DE SOLUCOES DE UM PROBLEMA DE PROGRAMACAO
LINEAR.

Os problemas apresentados na Se¢ao 2.2.1.1 tém a regiao factivel limitada e
apresenta uma unica solucdo otima. No entanto, varias outras possibilidades podem

ocorrer, o que pode ser concluido a partir dos graficos apresentados nas figuras abaixo.

As Figuras 8 e 9 apresentam solugao 6tima tnica, isto é, em ambos os casos existe
um unico ponto extremo que minimiza a fun¢ao objetivo. Contudo, note que a regiao

factivel da Figura 8 é limitada, enquanto na Figura 9 ¢ ilimitada.
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Figura 8 — Solugao 6tima tnica - Regido factivel limitada.

Solucio 6tima tinica-

Fonte — BAZARAA, p.21, 201, adaptado pelo autor.

Figura 9 — Solucao 6tima tnica - Regiao factivel ilimitada.

Solucdo 6tima tinica

Fonte - BAZARAA, p.21, 2010, adaptado pelo autor.

As Figuras 10 e 11 apresentam maltiplas solucoes dtimas, isto €, as solugdes dtimas

consistem em um conjunto de pontos que minimizam a fungao objetivo.



Figura 10 — Multiplas solugbes 6timas - Regido factivel limitada.

conjunto limitado
de solugdes Otimas

Fonte — Arenales et al, p.63, 2011.

Figura 11 — Multiplas solugdes dtimas - Regido factivel ilimitada.

't'

Fonte — Arenales et al, p.64, 2011.
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As Figuras 12 e 13, por sua vez, apresentam situagdes em que ndo existe solu¢ao

otima. A Figura 12, apesar de o problema (minimizagao) ter solugdes factiveis, tem solucao

6tima ilimitada. J&4 na Figura 13, a inexisténcia de solucao 6tima decorre do fato de as

restricdes do problema serem conflitantes.
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Figura 12 — Nao existe solugdo 6tima - Regido factivel ilimitada.

% nio existe
s solugdo otima

Fonte — Arenales et al, p.65, 2011.

Figura 13 — Néo existe solu¢do 6tima - Regido factivel vazia.

ndio existe solugdo

X

/l
v

Fonte — Arenales et al, p.65, 2011.

Até qui, com base nos exemplos graficos, pudemos perceber que os vértices da
regiao factivel sdo determinados pela intersecgao de (pelo menos) duas retas. Ainda, é
possivel intuir, que se um problema de PL apresentar uma solugao, podemos encontra-la

entre os vértices da regiao factivel.
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Por fim, quando um vértice da regiao factivel é formado por trés ou mais retas,
dizemos que é um vértice degenerado. Tal vértice pode ser uma solugcdo otima degenerada

(Figura 14) ou simplesmente uma solugao degenerada (Figura 15).

Figura 14 — Solu¢do 6tima degenerada (minimizagéo).

Salugio
Otima

Fonte — Arenales et al, p.65, 2011.

Figura 15 — Solugdo degenerada e étimo ndo degenerado (maximizagio).

Fonte — Arenales et al, p.67, 2011.

De modo geral, o que foi exposto até o momento pode ser resumido enunciando os

seguintes corolarios:

Corolario 1. Se uma regiao factivel, que satisfaz um problema na forma padrao, é

nao vazia, entao ela possui pelo menos um vértice [6].
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Corolario 2. Se houver uma solucao 6tima para um problema de programacao linear,
entao ha uma solucao 6tima que é um vértice da regiao factivel que satisfaz este problema
[6].

3.3 SOLUCOES BASICAS

Como vimos anteriormente, a regiao factivel de um problema de programagao linear
é formada pelas interseccoes das regioes delimitadas por suas restrigoes. Além disso, a
fronteira da regiao factivel pode ser escrita como o lugar geométrico em que pelo menos
uma variavel (de decisao ou de folga) se anula [3]. Deste modo, se x; = 0 para algum

j=1,...,n, uma solucdo do problema esta na fronteira.

Vale lembrar que na se¢do anterior intuimos, por meio da resolucao grafica de um
problema de otimizagao linear, que para encontrar uma solucao 6tima para o problema,

basta pesquisar entre os vértices da regiao factivel.

Assim, dado um sistema linear Az = b com m equagoes, n varidveis (n > m) e n-m
variaveis independentes, para resolvé-lo, basta atribuirmos quaisquer valores as variaveis
independentes. Em particular, assumindo que as n-m variaveis independentes sejam nulas,
o sistema m x m restante pode ser resolvido por algum método de resolugao de sistema
linear que se julgar mais conveniente. Se a matriz m x m for invertivel, a solucao do
sistema é bem determinada [3]. Convém ressaltar que este procedimento de resolugao pode

ser estendido para quaisquer sistemas lineares.

Supondo que a matriz A tem posto completo por linhas (posto (A=m), sempre é

possivel selecionar m colunas de A de modo que estas formem uma matriz invertivel.

Se posto(A)=m, isso implica que o nimero de equagoes é menor que ou igual ao
numero de variaveis, ou seja, m < n. Se m = n o sistema Azr = b tem solucao tnica. Por
outro lado, se m < n, o sistema admite infinitas solugoes, no entanto, fixando as n-m

variaveis independentes em zero, o sistema passa a ter solu¢ao tinica e bem determinada.

Defini¢ao 2.5 (Parti¢io bdsica) As colunas da matriz A podem ser reorganizada da

seguinte forma:

A=|B N/, (3.13)

onde:

e B, matriz quadrada de ordem m, é chamada matriz bisica. E formada por m colunas

da matriz A e é invertivel.
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e N, matriz de ordem m x (n —m), é chamada matriz nao bdsica. E formada pelas

n-m colunas restantes de A.

A particao basica da matriz A sugere também uma particdo do vetor x. Assim

temos:
B
X = : (3.14)
TN
onde:
TB;
LBy , S ;.
o Xp = ‘ ¢ o vetor das varidveis bdsicas; e
ZEBm
TNy
® Xy = : ¢ o vetor das varidveis nao bdsicas (variaveis independentes).
L xN’rL—m

Em sintese, se considerarmos a partigdo basica (2.13) e a particdo (2.14), podemos

reescrever o sistema Ax = b, de forma equivalente, por:
x
Av=bs B N|| 7 |=b
TN

ou ainda

=b. (3.15)

Multiplicando a expressdo obtida em (2.15) pela matriz inversa de B, ou seja, B,

e fazendo uma simples manipulagao algébrica, obtemos a expressao

rp =B 'b— BN

TN

chamada de solucao geral.

Se atribuirmos valores quaisquer as n-m variaveis nao basicas, em zy, podemos
detereminar qualquer solucao do sistema, desde que, a solucao assim obtida satisfaca o

sistema Ax = b.

Definigao 2.6 (Solugio basica) Se fixarmos as n-m varidveis nao bésicas em zero, isto é,

zy = 0, a solucdo obtida em 25 = B~'b — B_leN é chamada solugdo basica.
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Defini¢do 2.7 (Solugdo bdsica factivel) Se xp = B~ 'b > 0, isto é, se todas as varia-

veis basicas sao nao negativas, dizemos que x é uma solugdo basica factivel.

Definicao 2.8 (Solucio bdsica factivel ndo degenerada) Se xp = B~'b > 0, isto é,
se todas as varidveis basicas sao positivas, dizemos que x é uma solucao bdsica factivel nao

degenerada.

A partir do que foi exposto, e tendo em vista a formalizagao do Método Simplex
que serd apresentado mais adiante, podemos enunciar duas propriedades importantes que

estao relacinadas a resolugdo de um problema de programacao linear:

Propriedade 2.1 Considere a regiao factivel
S = {x € R"tal que Ax=b,x > 0}.

Um ponto x € S é um vértice de S se e somente se x for uma solucao bésica factivel [3].

Propriedade 2.2 Se um problema de otimizacao linear tem solugao 6tima, entao existe

um vértice 6timo [3].

A propriedade 2.2 sugere um método de resolugao para um problema de PL que
consiste em determinar todas as solugdes basicas factiveis (vértices delimitados pelas

restrigoes do problema) e dentre esses, determinar a solugdo que otimize a fungao objetivo.

Ainda que a regiao factivel S tenha um ntimero finito de vértices, haja vista que o
problema possui um ntmero finito de parti¢oes basicas, tal nimero pode ser muito grande
em problemas praticos, inviabilizando a determinacao de uma solugao 6tima por esse

método.

O método simplex, desenvolvido para resolver problemas de programacao linear,
parte de uma solugao basica factivel e pesquisa solugoes basicas melhores, até encontrar

uma solucao 6tima para o problema.

3.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DA PROGRAMACAO LINEAR

Se um problema de PL apresentar apenas duas ou trés variaveis de decisao, este
problema pode ser facilmente resolvido utilizando a representacao grafica, no entanto,
como a maioria dos problemas reias apresentam mais de trés variaveis, o método grafico
¢é inviavel. Neste sentido, por meio do Teorema Fundamental da Programagao Linear,
utilizando-se de solugoes basicas factiveis quaisquer, é possivel resolver problemas com

iniimeras variaveis. Em outras palavras, o teorema mostra que para encontrar uma solugao
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otima do problema, basta considerar as solu¢oes basicas factiveis, pois, se existem solugoes

basicas factiveis, a solugdo 6tima estara entre elas.
Considerando o seguinte problema de programagao linear na forma padrao:
Minimizar z = ¢!z
Sujeito a Az =b

x> 0.

Se uma solugao factivel atinge o valor minimo da funcao objetivo, esta solucao é chamada

solugdo factivel otima. Se esta solugao é basica, é chamada de solugdo bdsica factivel étima.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Programacao Linear) Dada uma fungao linear

na forma padrao onde A é uma matriz (m x n) de posto m,

1. se existe uma solugao factivel, entdo existe uma solugao basica factivel;

2. se existe uma solucao factivel 6tima, entao existe uma solucao basica factivel 6tima.

Este teorema possibilita a resolu¢ao de um problema de PL a partir de suas solugoes

béasicas factiveis.

3.5 O METODO SIMPLEX

Devido a grande evolugao da pesquisa operacional apds o final da guerra, em
1947, foi implantado no Pentdgono o projeto SCOOP (Scientific Computation of Optimal
programs), cujo objetivo era apoiar as forgas aéreas americana na tomada de decisdes em
suas operacoes. O projeto continha um grupo de pesquisadores que foram coordenados

pelo matematico George Dantzig e pelo economista Marshall Wood.

Durante esse projeto, Dantzig desenvolveu, formalizou e testou o método simplex
para resolver problemas de otimizacao linear [3]. O método simplex, desenvolvido para
resolver problemas de programacao linear, parte de uma solugao basica factivel e pesquisa

solugoes basicas melhores, até encontrar uma solucao 6tima para o problema.

Como vimos anteriormente, resolver um problema de otimizacao linear consiste em
determinar uma solucao 6tima para o problema. Em outras palavras, busca-se determinar
uma solucdo que satisfaga todas as condigoes impostas (restrigoes do problema) e que

atribua, simultaneamente, o melhor valor a fungao objetivo.

Em sintese, o método simplex é um algoritmo algébrico que nos permite determinar

a solucao 6tima de um problema de otimizacao linear, pesquisando, dentre os vértices da
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regiao factivel (solucoes bésicas factiveis), aquele que otimiza a fungdo objetivo. A figura a

seguir ilustra iteracoes do método Simplex.

Figura 16 — Trajetérias percorridas pelo algoritmo simplex até a solugdo 6tima (minimizagao).

-

K, »>

[

Fonte — Arenales, p.67, 2007 adaptado pelo autor.

O que garante o sucesso deste método é que a regiao factivel possui um niimero
) ) . n!
finito de bases, que pode ser calculado pela seguinte expressao: C), = —— . Nas
m!(n —m)!
secoes seguintes explicitaremos o processo envolvido na resolucao de um problema linear

utilizando o método simplex.

3.6 TRANSICAO DA SOLUCAO GRAFICA PARA A SOLUCAO ALGE-
BRICA

Como mencionado na Secao 2.2, a solugao grafica de um problema de PL é um
importante meio que nos possibilita compreender de que modo a solugao algébrica deste
tipo de problema pode ser determinada. Abaixo faremos algumas consideragoes que nos
permitirao ver de que modo as ideias transmitidas pela resolugao grafica se associam com

o método de resolugao algébrica.

Na resolucao grafica, as restrigdes do problema delimitam meios-espacos, nos quais,
todos os pontos que ali pertencam, sao solugdes do problema. O conjunto de todos os pontos
que satisfazem as condigbes de restricao é chamado Regido factivel. Na resolucao algébrica,
por sua vez, a regiao de solugoes é representad por m equagoes lineares simultaneas e n

varidveis nao negativas [1].

Visualmente, podemos verificar com o auxilio da resolucao grafica que, a regiao

delimitada pelas restrigdes do problema possui um ntmero infinito de pontos, logo, possui
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um namero infinito de solugoes. Algebricamente também é possivel fazermos essa mesma
constatacao, uma vez que, o numero de equagoes (m) é sempre menor que ou igual ao
nimero de varidveis (n). Vale lembrar que, se o niimero de equagoes for igual ao niimero
de variaveis, isto €, m = n, e as equagoes forem consistentes, entao, o sistema formado
pelas restrigoes tera uma tnica solucdo. Mas, se m < n e as equagoes forem consistentes,

entao, o sistema formado pelo conjunto de restrigoes tera um ntmero infinito de solugoes.

A seguir, apresentamos as principais ideias que associam a resolugao grafica a

solucao algébrica.

Figura 17 — Transicao da solucdo gréfica para a solugao algébrica.

Método grifico Método algébrico

Represente todas as restrigoes ||| Represente a regido de

em grifico, entre elas as solugdes por m equagdes em n
restrigoes de nio-negatividade ||| varidveis e restrinja todas as
varidveis a valores nio
negativos, m < n

Regido de solugdes consiste
em um nimero

infinito de pontos vidveis O e e T T
infinito de solugdes vidveis

9

\

Identifique os pontos

extremos vidveis da Determine as solugdes bdsicas
regidio de solugdes vidveis das equagoes
Candidatos a solugio Gtima Candidatas i solugiio Gtima sio
sdo dados por um niimero dadas por um nimero finito
finito de pontos extremos de solugdes bisicas vidveis

A
T Use a fungiio objetivo para
Use a fungio objetivo para determinar a solugiio bésica

determinar o ponto extremo vidvel dtima entre todas
dtimo entre todos os candidatos ||| 4 candidatas

9

Fonte — Taha, p.40, 2008.

3.7 DETERMINANDO OS PONTOS EXTREMOS ADJACENTES

O algoritmo simplex parte sempre de uma solugao basica factivel, ou seja, de um
ponto extremo em busca de um outro ponto extremo (adjacente) que atribua melhor
valor a fun¢do objetivo. Um ponto extremo de um problema de PL pode ser determinado

igualando as n — m varidveis nao basicas a zero e resolvendo o sistema de ordem m X m



43

restante. Se este sistema resultar em uma solugao tnica, entao a solugao encontrada é
chamada solugao basica e correponde a um ponto extremo da regiao factivel. Apesar de ser
uma ideia relativamente simples de ser aceita, a pergunta que nos cabe é: Como passar de
um ponto extremo (caso este nao seja a solu¢do étima) para um outro ponto extremo da
regiao factivel? A resposta para essa pergunta é a seguinte: Deve-se substituir uma varidvel
basica por uma variavel nao basica, e resolver, novamente, o novo sistema resultante. Essa

técnica de substituicao serd melhor detalhada nas proximas segoes.

Como podemos observar na figura 16 (se¢ao 3.1), o método simplex percorre as
bordas da regiao factive. O caminho percorrido a cada ponto extremo é chamado de
iteracdo. A cada iteracao o método simplex verifica se a presente solucao obtida é o
otima, caso contrario, ele propoe uma mudanca de vértice, em busca daquele que otimize

a funcao objetivo.

Ao considerarmos um problema de PL onde cujo objetivo é maximizar (minimizar)
a funcao objetivo, o processo de busca pelo vértice 6timo termina quando, estando num
ponto extremo (vértice), os demais pontos extremos adjacentes fornecem valores menores

(maiores) para a funcdo objetivo.

A mudanga de um vértice para outro, faz com que uma varidvel ndo basica assuma
valor positivo, ao passo que, uma variavel basica se anule, conservando sempre a factibilidade

do problema a ser resolvido.

Em sintese, resolver um problema de PL pelo Método Simplex, consiste nos seguintes

passos:

i Encontrar uma solugao basica factivel inicial;

ii Verificar se a solugdo encontrada (atual) é étima. Se for, pare! E entdo o problema

estéd resolvido. Caso contrario, continuar para o passo (7).
iii Determinar qual a variavel nao basica que deve entrar na base;
iv Determinar qual a variavel basica que deve sair da base;

v Atualizar o sistema e resolvé-lo, a fim de obter uma nova solu¢ao basica factivel, e

voltar ao passo #i.

3.8 PIVOTEAMENTO

Para entender o processo envolvido no método simplex, faz-se necessario compreen-

der o processo de pivoteamento de um sistema de equacoes lineares. Esse processo viabiliza



44

a resolucao de sistemas de equacoes lineares. Para tanto, consideremos o seguinte sistema

de equacoes lineares:

1121 + 19T + . .. + a1,T, = by

911 + Ao2To + ... + A9pXy = by (3 16)

Am1T1 + Q2% + ...+ ATy = bm

com m > n. Por simplicidade de notacao, o sistema acima pode ser reescrito em forma

matricial como:

Az =b.

Seja E", o espago definido com um conjunto de m relagdes binarias que podem ser
reseolvidas por um vetor x, Denotando po a* as linhas ¢ da matriz A, podemos expressar

o sistema (3.16) da seguinte forma:

alrx = b
a’x = by
(3.17)
amr = b,,.

Assumindo que as equagoes em (3.2) sdao linearmente independentes, podemos
substituir qualquer equagao desse sistema por uma equagao equivalente (multipla), desde
que, a mesma nao seja nula. Esse método de substituicao de equacao por sua respectiva

equacao miultipla é conhecido como método da eliminagao de Gauss-Jordan.

Sendo as m primeiras colunas do sistema linearmente independentes, depois de

uma sequéncia de subtragoes (por equagoes multiplas), o sistema (3.1) pode ser expresso

como:
1 U1, m+1Tm+1 TY1,mt2Tmr2 +-o0 FY10Tn = Y10
Ta +Yo,mi1Tmai1  TY2,mi2Tmiz + ... FY20Tn = Y20
(3.18)
Tm +ym,m+1xm+l +... +ym,nxn = Ymo
O sistema acima é conhecido como forma canoénica, no qual, as variaveis x, s, ..., T,

sao chamadas de variaveis bdsicas e as variaveis restantes, de ndo bdsicas. Este sistema
também pode ser representado em forma matricial (ou tableau) a partir dos coeficientes

das varidveis. Vejamos:
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I 0 ... 0 Yim+r --- ¥Yin Yo
01O s o2
00 ... 1 Ymmstr -+ Ymn Ymo

Se fixarmos as varidveis nao basicas em zero, ou seja, Tpy1 = 0,...,2, = 0, 0

sistema apresentara solucao basica do tipo
L1 = Y10, T2 = Y20, - - - Tm = Ymo-

Um sistema de equagoes lineares resolvido pelo método do pivoteamento tem a
seguinte forma: dado um sistema na forma candnica e supondo que uma variavel basica
se torne nao-basica e vice-versa; o sistema original fica expresso em uma nova forma
candnica que correpondera ao novo conjunto de varidveis basicas e nao-bésicas. A pergunta
que nos cabe aqui é: Como isso pode ser feito na pratica? O procedimento é o seguinte:
Consideremos, por exemplo, o sistema (3.2). Podemos substituir a varidvel basica z,,
1 < p < m, pela varidvel nao basica z,. Convém ressaltar que isso pode ser feito se,
e somente se, y,, for diferente de zero, uma vez que y,, tem que dividir toda a linha
p, obtendo assim, um coeficiente unitario para z, na equagao de ordem p. Feito isso, e
subtraindo adequadamente eugac¢oes miiltiplas da linha p de cada uma das outras linhas,
podemos obter zero como coeficiente de z, nas demais equagoes. Deste modo, a coluna de

ordem ¢ do tableau terd valor zero, exceto a variavel z,, que terd coeficiente unitario.

Os novos coeficientes da forma canoénica sao indicados por ygj, e podem ser repre-

sentados algebricamente por

Ypj

Yii = Vij Vg, 1FD
Ypq
y/ _ Ypj
Py +pg

Na Programacao Linear, as equagoes representadas acima sao chamadas de equagdo

pivd, e o elemento y,, ¢ chamado de elemento pivo.

3.9 REGRAS PARA DETERMINAR A VARIAVEL QUE ENTRA E SAI
DA BASE
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Antes de discorremos sobre as estratégias para determinar o par de variaveis que
entra e sai da base, convém apresentarmos a seguinte definicdo que é amplament utilizada

em todo o desenvolvimento do método simplex:

Solugcao nao degenerada: Toda solugao basica factivel de Ax = b com exata-

mente m componentes x; > 0, é denominada solucao basica factivel nao degenerada.

Para determinar qual varidvel entrara na base e qual saira, duas condigoes precisam

ser verificadas, a saber: condicdo de otimalidade e condicdo de viabilidade.

A condicao de otimalidade diz que a variavel que entra na base em um problema
de minimizacgao é a variavel nao basica que tiver o coeficiente mais positivos na funcao
objetivo. Convém ressaltar que o valor 6timo da fungao objetivo é alcancado quando, apds
algumas iteracoes, todos os coeficientes da fungao objetivo das varidveis nao basicas forem

nao positivos.

A condicdo de viabilidade, por sua vez, aponta, tanto para o problema de minimi-
zagao quanto para o probema de maximizagao, a variavel que deve sair da base. Assim, a
variavel que sai da base é a varidvel bésica que apresentar a menor razao (€) nao negativa,

ou seja, que tenha um denominador estritamente positivo.

Mas afinal, como é determinada a razao &£, e de que modo ela contribui para a

determinacao de uma nova solucao basica para o problema?

& é definido da seguinte forma:

Z;
E = ming, { D Vg > 0}.

q

Consideremos * = x1,%2,...,%Tm,,0,0,...,0 como uma solugao basica factivel.

Podemos representar esta solugao da seguinte forma:
T1a1 + ToQy + ...+ Ty, = b. (3.20)

De acordo com a defini¢ao de solugio nao degenerada, para x; >0 (i =1,2,...,m) e q,

(¢ > m), podemos representar a, como variavel basica da seguinte maneira:
g = Y1401 + Y2q02 + - . . + YmgQm.- (3.21)
Multiplicando a expressao (3.6) por £ > 0, obtemos:
Eag = Eyrgar + Eyzqa2 + ... + EYmglm (3.22)
Por fim, subtraindo-se (3.7) de (3.5), tem-se:

(21 — Eyrg)ar + (2 — Eyag)as + ... + (T — EYmg)am + Eay = b. (3.23)
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Deste modo, podemos constatar que, para qualquer £ > 0, a expressao (3.8) escreve o
vetor b como uma combinagao linear com no méximo, (m + 1)varidveis. Em particular,

para & = 0, tem-se uma solucao basica factivel para o sistema linear.

E interessante notar que, na medida em que £ aumenta, os coeficientes de aq
também aumentam. Para valores suficientemente pequenos de &, tem-se uma solugao
factivel nao basica. Com isso, substituindo o vetor a, (onde p corresponde ao indice
minimo na expressao &) por a,, tem-se uma nova solugao bésica factivel. Frente ao exposto,

qualquer variavel, cujo valor seja zero, pode ser candidata a deixar a base.

A seguir serao apresentados dois teoremas que nos auxiliarao na determinagao da

solugao factivel 6tima de um problema de PL.

3.10 DETERMINANDO A SOLUCAO FACTIVEL OTIMA

Teorema 3.1 (Melhor solugdo bdsica factivel): Seja zy uma solugao basica factivel
nao degenerada, supondo para algum j tal que ¢; — z; < 0. Entao existe uma solugao
bésica factivel com valor z < zy. Se a coluna a; puder ser substituida por algum vetor na
base original que fornega uma nova solugdo bésica factivel, essa nova solucao terda z < z.
Caso a; nao possa ser substituida, entao o conjunto de solugoes factiveis é nao limitado e

a funcao objetivo pode se tornar arbitrariamente pequena.

Demonstragao: Seja

a1 Gy ... Qm Qi1 ... Gy b

I 0 ... 0 ¥Yimer - Yin Y0

0 1 ce 0 Y2,m+1 ce y27" Y20 (324)
0 0 ... 1 Ymmt1 - Ymn Ymo

a matriz dos coeficientes do sistema aumentado de Az = b, o qual, apresenta uma matriz

identidade nas m primeiras colunas, com

(xBa()) == <y107y207"’7ym0707 07"'7())7 (325)
sendo uma solugao bésica factivel de (3.9).
Seja

Z2=0CT +Cxy+ ...+ cCrxy (326)
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a funcao objetivo a ser maximizada sujeita as restricoes de Ax = b, com zy sendo o valor

da fungao z quando (xp,0). Assim, podemos escrever z, da seguinte forma:

20 = ChTp, Ch = (C1,Coy .., Cm). (3.27)

Se atribuirmos valores arbitrarios as variaveis %11, Tmio, - .., Ty, por meio de
operacoes elementares, os valores das m primeiras variaveis podem ser determinados da

seguinte maneira:

n
T1 = Yo — Z Y15T5
Jj=m+1
n

T2 = Y20 — Z Yo T
o (3.28)

n
Tm = Ymo — Z YmjLy.
j=m+1

Subtraindo z1, z, . .., x,, de (3.13) e usando a expressao descrita em (3.11), tem-se:

z=c"2 =20+ (Cmy1 — Zms1)Tms1 + (Cmg2 — Zma2)Tmia + .+ (Cp — 20)Tn,  (3.29)

onde
Zj = Y1;€1 + Y2iC2 + ...+ YmjiCm, (3.30)

com m+ 1 < j < n. A expressao obtida em (3.15) auxilia na determinagao da coluna pivo

do sistema.

Além disso, se (zp,0) é uma solugao bésica factivel com valor zg e ;11 — 2Zima1 <0,

entao pode-se construir uma nova solugao basica factivel para o sistema na forma

= (2, 2y, ...,2 0,0,...,0), (3.31)

m?

com z,,,,, > 0.

Por fim, substituindo (3.16) em (3.14), obtem-se
z =20 = (Cmg1 — Zms1)Thpyq <0,
o que implica
z < 2

ara qualquer solucao factivel do sistema. Contudo, deseja-se que z’ assuma o maior
) m+1

valor possivel. Como z;,,, é crescente, as outras varidveis podem crecer, permanecerem
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constantes, ou, decrescer. Logo, z,,; pode aumentar até z; = 0, i < m, onde fornecerd
uma nova solugao basica factivel para o sistema. Caso nenhum z seja decrescente, ), .

pode crescer ilimitadamente [6].

Teorema 3.2 (Condigio de otimalidade): Se para alguma solucao bésica factivel ¢;—z; > 0,

para todo 7, entao a solucao ¢ 6tima.

Demonstracao: A demonstracao deste teorema é uma consequéncia imediata de
(3.14), pois, para qualquer solu¢do bésica do sistema tem-se que z; > 0 para todo i,

portanto, o valor de z na fungao objetivo sempre satisfard z — zo > 0 [6].

3.11 O METODO SIMPLEX EM TABLEAU

A cada iteracdo do método simplex (mudanga de ponto extremo), o novo sistema
que equacoes lineares tem que solucionar Bxp = b, wB = c5 e By, = a;. Existem vérios
os procedimentos que podem nos conduzir a resolver e atualizar (se necessario) este sistema
a fim de que possamos obter a melhor solucao possivel, ou seja, a solugdo que otimize a

funcao objetivo.
A seguir, apresentaremos o método simplex na forma tableau [12].

O método simplex na forma tableau, devido a exposicao simultanea de todos os
elementos presentes no problema de PL, possibilita uma maior compreensao do algoritmo

simplex.
Consideremos o seguinte problema de PL em sua forma padrao:
Minimizar : z=c'x
Sujeito a: Ax =b (3.32)
xz = 0.

Seja xp uma solugdo bésica factivel deste problema. Podemos reescrever (3.17) da

seguinte forma:

Minimizar : z — chap — chay =0 (3.33)
Sujeitoa: Bxgp+ Nxy =0b (3.34)

B, TN 2 0. (335)

Multiplicando (3.19) por B! tem-se:

rp+ B 'Nay = B'b (3.36)
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Novamente, multiplicando (3.21) por cg e somando o resultado a equacio (3.18)

obtemos:
2+ 0xg + (chB™'N — ci)axy = chb'b (3.37)
Fixando zy = 0, as equagoes (3.21) e (3.22) resultam em:
rp=B"'bez=cLB b

Convenientemente, a partir de (3.21) e (3.22), podemos representar a solugao béasica

factivel atual no seguinte tableau:

Tabela 1 — Organizagdo do PL na forma tableau

Z|IB N
z 1] 0 [cEB'N =L [ 5B
x| 0] I B™'N B~'b

Fonte — Bazaraa et al, p.126, adaptado pelo autor

Neste tableau, representa-se por z uma variavel basica a ser minimizada. A linha
objetivo é denominada linha 0, e as demais linhas de 1 a m. A quarta coluna da tabela 1
indica os valores das varidveis basicas, incluindo os valores da fungdo objetivo. Os valores
das variaveis nao béasicas se encontram na terceira coluna. Além disso, na quinta coluna
temos os valores das equacgoes de restricio associados as varidveis basicasdo sistema (B™')

e, o valor da funcdo objetivo (c5B'b).

Vale ressaltar, mais uma vez, que as informagoes presentes no tableau possibilitam
uma visao ampla do problema a ser resolvido. Por exemplo, a linha 0 (linha de custos),
apoés cada iteracao, permite verificar se o valor 6timo foi obtido por meio da anélise dos

valores das varidveis béasicas.

Se apds uma iteracao, constata-se que nem todos z; — ¢; < 0, conclui-se que uma
variavel nao basica ird crescer, e isso sugere que o valor da funcao objetivo pode ser
melhorado. Se z;, (uma varidvel ndo basica) é crescente, o vetor y, = B~ 'aj, (que aparece
nas linhas de 1 a m, abaixo de xj) ajuda a determinar o tamanho do aumento de xy.
Contudo, se y; < 0, x, pode aumentar indefinidamente, o que acarreta que o valor da
func¢ao objetivo também serd ilimitado. Todavia, se pelo menos um dos componentes de
yi for positivo, entao o crescimento de x;, serd interrompido por alguma variavel bésica
que, consequentemente, torna-se zero. A verificacdo da razao minima determina o valor
da variavel de bloqueio, ou seja, a variavel que deve deixar a base. E sintese, resolver um

problema na forma tableau, implica seguir o seguinte esquema:



i. Atualizar as variaveis basicas, bem como, os seus valores;

ii. atualizar os valores (z; — ¢;) das novas variaves nao bésicas;

iii. Atualizar as colunas y;.

O tableau em que z e xg sera resolvido em termos de zy é chamado de forma

canonica.

3.12 PIVOTEAMENTO NO TABLEAU

o1

O algoritmo descrito na se¢ao anterior pode ser desenvolvido no tableau através do

pivoteamento. Seja xj a variavel a entrar na base e xpg, logo, o processo de pivoteamento

pode ser iniciado seguindo os seguintes passos:

1. Divida a linha r por y,x;

2. Parai =1,...,m e i # r, atualize a linha i adicionando a ela —y;; vezes a nova

linha 7;

3. Atualize a linha 0 adicionando a ela ¢, — z; vezes a linha r. As tabelas seguintes

representam o problema de PL na forma tableau antes e depois do pivoteamento.

Tabela 2 — Tableau antes do pivoteamento

B, B, TB,, X j Tk _
rp, | 1 0 0 Y1; Y1k by
rp. | 0 1 0 Yrj @ b,
TB,, 0 0 1 Ymj Ymk Emi

Z 0 0 0 2y — ¢ 2 — Ck cgb
Fonte — Bazaraa et al,p.127.
Vamos examinar algumas implicagoes da operacao de pivoteamento:

1. No lado esquerdo do tableau fica registrado a substituicdo da variavel xp. pela

variavel zy, ou seja, a varivavel x; entra na base e a variavel xp_ deixa a base. Deste

modo, para a préxima iteracao, a nova variavel xg_  é agora xy.

2. O lado direito do tableau fornece os valores atuais das varidveis basicas Os valores

das variaveis nao basicas sao zero.
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3. Suponha que as colunas originais das novas variaveis basicas e nao bésicas sejam
respectivamente, B e N. Por meio de uma sequéncia de operacoes elementares
(regras de pivoteamento de Gauss), o tableau é substituido pela matriz identidade I.
Desse modo o novo pivoteamento resultard em um novo tableau onde a nova B™'N
localizada abaixo das variaveis nao basicas e um conjunto de valores atualizados
(z; — ¢;) para as novas variaveis nao bésicas, como também, fornece os valores das

novas variaveis basicas e da funcao objetivo.
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4 TEORIA DA DUALIDADE

Sem duvida, o desenvolvimento da Teoria da Dualidade foi uma das mais importan-
tes descobertas depois do desenvolvimento do algoritmo - método simplex - que viabilizou

a resolucao de problemas de programacao linear.

Antes de discorrermos pontualmente sobre a teoria da dualidade, cabe aqui, fazermos

um apontamento acerca das solugoes factiveis de um problema de PL.

Como vimos nos capitulos anteriores, cada solucao factivel de um PL traz associado
a ela um limite superior, no caso de um problema de minimizac¢ao, ou um limite inferior,

no caso de um problema de maximizagao.

Se considerarmos um problema de PL no qual busca-se a minimizacao da funcao
objetivo, ao encontrar uma solucao factivel, fica estabelecido, automaticamente, um valor
limite para a funcdo objetivo, ou seja, podemos garantir que ela nao assumira valores
maiores que o ja encontrado. No entanto, nao ha como garantir que o valor minimo
de tal funcao tenha sido obtido por meio dessa solugao. O mais comum é que outras
solugoes factiveis levem a funcao objetivo a obter valores cada vez menores. Para o caso
de problemas de PL cujo objetivo é maximizar a fungao objetivo, o raciocinio acima é o

mesmo, ainda que tenhamos de considerar as especificidades de cada um.

Embora o procedimento de estabelecer limites para o PL seja interessante, o mesmo
nao ¢é suficiente para a determinacao da solugao 6tima de um problema de otimizagao linear,
uma vez que, a cada nova solucao factivel encontrada, novos limites sao estabelecidos. Com

isso, nao é possivel saber o quao perto estamos de obter a solugao 6tima do problema.

Contudo, uma vez que podemos estabelecer um limite superior (no caso de um
problema de minimizagao), seria interessante se pudéssemos também, estabelecer um limite
inferior para o mesmo problema. Assim, teriamos a garantia de que o valor 6timo estaria

neste intervalo.

Na tentativa de estabelecer um limite superior e inferior para um problema de
otimizagao linear, os quais determinariam um intervalo onde a solu¢ao 6tima do problema
estaria, surge a teoria da dualidade, a qual diz que para todo problema de minimizacao de

PL na forma padrao, existe um problema de maximizacao associado, e vice-versa.

4.1 PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR PRIMAL-DUAL
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De maneira geral, todo problema de otimizacao linear em sua forma padrao esta
associado a um segundo problema de otimizacao, de modo que os dois possuem uma
estreita relacao e compartilham de algumas propriedades. Ao primeiro denominamos de

primal e ao segundo, dual.

Estando estes dois problemas interrelacionados, convém ressaltar que a solugao

6tima de um fornece informacoes completas sobre o outro [9].
A seguir, representaremos de forma genérica os problemas primal e dual [9].

Consideremos o seguinte problema de programacao linear - problema primal - em
sua forma padrao:
n
Maximizar z = Z Cj.T;
Jj=1

n
Sujeito a: Zaij.xj < b, i=1,....m
j=1

xj>0

O dual desse problema pode ser expresso da seguinte forma:

m
Minimizar w = Z b;.y;
i=1

m
Sujeito a: Zaij.yi > ¢j, j=1,...,n
i=1

y; = 0.
Aqui cabem algumas consideracoes acerca desses dois problemas:

1. Se o objetivo do problema primal ¢ maximizar a funcao objetivo, o do outro serd de

minimizar, e vice-versa.

2. Cada restricao no problema primal corresponde a uma variavel no dual, ou seja, se o

primal possuir m restrigoes, o dual terd m variaveis.

3. Os elementos b, (valores localizados do lado direito das restrigdes) do problema

primal serdao os coeficientes da funcao objetivo do dual.

4. Se o problema primal tem restri¢goes do tipo "menor que ou igual'(<), o problema

dual terd restrigoes do tipo "maior que ou igual'(>).

D. T e y; sao nao negativas.
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Por simplicidade de notagao, os problemas primal e dual podem ser representados

da seguinte forma matricial:

i. Problema de PL primal na forma padrao:

onde:
[ ]
° CT == ( C1 Co
o 11 = ( Ty o
i ay;p a2
o A— 21 A2
Am1  Am2
coeficientes;
® bT = ( bl bg
ii. Problema dual:
onde:

Maximizar z = ¢ z

b
0,

Sujeito a: Az

>
x 2z

z: € o valor da func¢ao objetivo;

Cn ) é o vetor de custos;

T ) ¢é o vetor das variaveis de decisao;

A1n

Q2n,

¢ uma matriz de ordem m X n, chamada matriz dos

by, ) é o vetor dos termos independentes.

Minimizar w = by

Sujeito a: ATy < ¢
y =20,

e w: é o valor da funcao objetivo;

oy =(m

o "= (b b

Ym ) ¢ o vetor das variaveis de decisao;

by ) é o vetor de custos;
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air Q12 ... QAim
Q21 Ag2 ... Q2m , . .
o AT = . ¢ uma matriz de ordem n x m, chamada matriz dos
An1 QAp2 ... Apm
coeficientes;

o ¢ = ( c1 Co Ch ) é o vetor dos termos independentes.

Comparando ambos os problemas é possivel perceber que matriz A é de ordem

m X n, e B e x sao vetores colunas de dimensao n, sendo x o vetor das variaveis do

problema primal. Também é possivel observar que ¢! e y sdo, respectivamente, vetores

linhas de dimensoes n e m, y é o vetor das variaveis do problema dual.

4.1.1 EXEMPLO NUMERICO: PROBLEMA PRIMAL-DUAL

Problema primal. Considere o seguinte problema de minimizacao na forma padrao:
Minimizar z = —2x1 — X

Sujeito a: x1 + x9 <

<

X1

4
3
7
2
0.
Do problema primal apresentado acima, decorre o seguinte problema dual:

7
Maximizar: w = 4y, + 3ys + §y3

Sujeito a: y; + Y = —2
>

O exemplo apresentado tem por objetivo, simplesmemte, ilustrar de forma pratica

a teoria apresentada na secao anterior.

4.2 IMPORTANTES PROPRIEDADE RELACIONADAS AOS PROBLE-
MAS PRIMAL-DUAL
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Como mencionado anteriormente, os problemas primal e dual possuem uma inter-
relacdo, de modo que a solucao 6tima de um deles, fornece importantes informacoes sobre

o outro.

Partindo desse pressuposto, a seguir enunciaremos algumas propriedades que ex-
pressam uma relagao basica entre os valores das fungoes objetivo dos problemas primal e

dual.

Propriedade 4.1 (Teoria da dualidade fraca) Se x for uma solugao vidvel para o problema

primal (problema de maximizagdo) e y uma solugao viavel para o problema dual, entao:
e < bly.

Propriedade 4.2 (Teoria da dualidade forte) Se x* for uma solugao étima para o problema

primal(problema de maximizacao) e y* uma solugao étima para o problema dual, entao:

A propriedade 4.1 nos permite determinar um limite para o valor da fungao objetivo
de ambos problemas. Assim, uma solucao viavel de um dos problemas, automaticamente,
produz um limite com relacao a solugao factivel do outro. Em outras palavras, é possivel

determinarmos um intervalo no qual podemos garantir que a soluc¢ao 6tima esteja.

A propriedade 4.2, por sua vez, nos garante que se ambas solugoes (do problema

primal e dual) forem 6timas, entdo elas serdo iguais.

Propriedade 4.3 (Propriedade da simetria) O dual de um problema dual é o primal.

Esta propriedade garante que todas as afirmagoes (propriedades) feitas anterior-
mente também valem se aplicadas no sentido inverso, deste modo, a solucao 6tima de um

deles, leva a solucao 6tima do outro.
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5 INTRODUCAO A ESTATISTICA DESCRITIVA

A Estatistica é uma ciéncia cujo campo de aplicacao estende-se a muitas areas
do conhecimento. Em sua esséncia, ela é a ciéncia que apresenta processos proprios para
coletar, apresentar e interpretar adequadamente conjuntos de dados, sejam eles numéricos
ou nao. Pode-se dizer que o seu objetivo é o de apresentar informacoes sobre dados em

andlise para que se tenha maior compreensao dos fatos que os mesmos representam [7].

Estando os nossos estudos voltados para a area de economia, podemos dizer que a
estatistica, em especial a descritiva, desempenha um papel de fundamental importancia,
uma vez que proporciona aos gestores uma visao sistémica do setor empresarial e econémico,

auxiliando-os na tomada de decisoes.

A estatistica descritiva tem por objetivo basico sintetizar um conjunto de valores
de mesma natureza, permitindo, dessa forma, que se tenha uma visao global da variacao

desses valores, e para isso, organiza e descreve os dados coletados [7].

A Teoria Moderna de Portifélios de Markowitz utiliza-se de alguns parametros
estatisticos para a andlise e selecao de carteiras de investimentos. Frente ao exposto, abaixo
segue uma breve explanacao de alguns parametros estatisticos que julgamos ser relevantes

a0 nosso estudo.

5.1 MEDIDAS DE CENTRALIDADE E VARIABILIDADE

As medidas de centralidade s@o nimeros reais que tem por objetivo a representagao
de um conjunto de dados quantitativos, ou seja, dados um conjunto de dados numéricos,
estes podem ser representados por um tnico valor. A este valor, denominamos medida de
centralidade. Como exemplo de medida de centralidade, podemos citar: média aritmética,
média aritmética ponderada, mediana e moda. A utilizagao de uma, em detrimento a

outra, depende dos objetivos das analises a serem realizadas.

As medidas de variabilidade, por sua vez, tendem a expressar o grau de variacao
de um conjunto de dados numéricos com relagdo a sua média. Varidncia, desvio padrao e

coeficiente de variacao, sao alguns exemplos de medidas de variabilidade.

5.1.1 MEDIA ARITMETICA



60

Seja x uma varidvel quantitativa e, (z1,s,...,2,) os valores assumidos por z.
Define-se média aritmética de z - representada por T - como sendo a divisdo da soma de
todos os termos (z;,7 = 1...n) pelo nimero (n) de termos. Em simbolos matematicos,

temos:

I— E;’;lxi _.1'1+£L'2+...+33n
n n ’

5.1.2 MEDIA ARITMETICA PONDERADA

Sejam x1, Ta, ..., x; 0s valores assumidos por z com frequéncias absolutas, respecti-
vamente, iguais a nq, na, . .., ng. Define-se média aritmética ponderada de x - representada
por T - como a divisdo da soma de todos os produtos z;.n;(i = 1,...,k) pela soma das

frequéncias. Em simbolos, temos:

k
Doim1 TiMy  xng + Tang + .+ Ty

T = 7 =
i=1 n +n2 + ... +nk

5.1.3 VARIANCIA

A variancia mede o grau de variabilidade de um conjunto de dados. Ela utiliza

todos os dados da amostra coletada.

Seja x uma variavel quantitativa; x1, s, ..., x, os valores assumidos por z; e, T a
média aritimética correspondente a esses valores. A diferenca entre r e z;(i = 1,...,n) é

chamada desvio em torno da média.

Assim, define-se varidncia desses valores (x1,s,...,,) - representada por o -

COIMo:

Notemos que cada termo do numerador corresponde ao quadrado da diferenca entre
um valor observado e o valor médio. Essa diferenca traduz o quanto um valor observado
se distancia do valor médio, sendo portanto, uma medida do grau de variabilidade dos

dados em estudo [§].

Em sintese, a varidncia (0?) é a média aritmética dos quadrados dos desvios em

torno da média.
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5.1.4 DESVIO PADRAO

Seja x uma variavel quantitativa e x1,xo, ..., x, os valores assumidos por x. Define-

se deviso padrdo como a raiz quadrada da variancia de . Em simbolos, tem-se:

n n

U_\/Z?l(l’l—f)Q \/(Il_J_Z)Q"‘(ILQ—f)g—f-...—i—(gjn—ﬁ)?'

5.1.5 ESCORE PADRONIZADO

Sejam x1,x9,...,x, por uma variavel quantitativa x em uma amostra com n
elementos. Sejam = e 0 a média aritmética e o desvio padrao dessa amostra. Define-se

escore padronizado - representado por z - da seguinte maneira:

O escore padronizado é uma medida muito util quando se deseja fazer uma compa-

ragao dos resultados individuais.

5.1.6 COEFICIENTE DE VARIACAO

O coeficiente de variacdo é um parametro estatistico que expressa a variabilidade
dos dados analisados em relagdo a média aritmética e ao desvio padrao. Geralmente, é
expresso em termos percentuais. Define-se coeficiente de variacdo - representado por C'V -

Ccomao:

o
CV = (=.100)%
x
E importante ressaltar que quanto menor o C'V, mais homogéneo é o conjunto de

dados analisados.

5.1.7 COVARIANCIA

A covaridncia é uma medida que determina como duas varidveis (ou mais) se
relacionam em conjunto. Em outras palavras, ela mede o grau de dependéncia linear entre
tais variaveis analisadas, no entanto, todas as varidveis precisam estar expressas numa

mesma unidade de medida.
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Sejam z e y duas variaveis quantitativas; x1, s, ..., 2, € y1,¥2, ..., Y, 0s valores
assumidos por z e y, respectivamente. Define-se covariancia das amostras - representada

por Sy, - da seguinte forma:

n ( = ~
zi —Z)(yi —¥) .
Sxyzz i=1,...,n.
— n—1
=1
Sendo a covariancia uma medida de variabilidade conjunta, se as variaveis apresen-
tarem um valor positivo, as mesmas tendem a mostrar um comportamento semelhante, ou
seja, os menores (ou maiores) valores de uma varidvel estao relacionados com os menores

(ou maiores) valores da outra variavel.

Em sintese, podemos observar que o sinal da covariancia expressa uma tendéncia

linear entre as variaveis analisadas.

5.1.8 COEFICIENTE DE CORRELACAO

O coeficiente de correlagao também é uma medida que expressa o grau de associagao
linear entre variaveis. Diferente da covariancia, essa medida independe das unidades de

medidas das mesmas.

Define-se coeficiente de correlagao - representada por 7, - da seguinte maneira:

— S‘Ty
T:I:y -
OO0y

onde:

Szy: covariancia das amostras;

0,: desvio padrao da amostra x;

oy: desvio padrao da amostra y.

Cabe ressaltar que o coeficiente de correlagao ¢ uma medida que pode variar de
[—1,1].

Se 14, = +1, 00, isso indica que as varidveis x e y tém uma correlagao linear positiva
perfeita. Em contrapartida, se r,, = —1, 00, diz-se que as varidveis tém uma correlagao
linear negativa perfeita.As varidveis analisadas podem ainda nao possuir nenhuma relagao

linear, e isso ¢ evidenciado quando 7, = 0.
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Em geral, se o coeficiente de correlagao for proximo a —1,00 e +1, 00, dizemos que
as variaveis tém uma correlagao linear forte. Por outro lado, se for préximo a 0, dizemos

que tém uma correlacao linear fraca.
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6 TEORIA MODERNA DE PORTFOLIOS DE MARKOWITZ NA SELE-
CAO DE CARTEIRAS DE INVESTIMENTOS

A Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz é uma importante ferramenta que
tende a auxiliar os investidores (e futuros investidores) na sele¢ao de uma carteira de inves-
timento 6tima, levando em consideracao o perfil de cada investidor. Para tanto, Markowitz
utiliza-se da modelagem matematica, bem como de alguns parametros estatisticos para
a formulagao de um problema de programacao linear que possibilita a obtencao de tal

carteira.

Visando compreender a teoria de Markowitz em sua totalidade, iniciamos este

capitulo apresentando alguns conceitos na area de economia que corroboram para este fim.

6.1 CONCEITOS BASICOS EM ECONOMIA

Bolsa de valores: sao entidades, cujo objetivo basico é o de manter um local em
condicoes adequadas para a realizacao, entre seus membros, de operacoes de compra e

venda de titulos e valores mobilidrios [13].

Inflacao: é um indice percentual que reflete o aumento persistente e generalizado
dos precos de bens e servigos num determinado periodo analisado e consequente perda do
poder de compra. A inflacdo é uma média de aumento de pregos, e por este motivo, nao
atinge todos os pregos uniformemente. Alguns fatores causadores da inflacdo sdo: aumento
da quantidade de moeda no mercado; aumento na demanda de produtos; aumento nos

custos dos produtos ou servigos etc.

Deflacao: é um indice percentual que reflete a queda persistente dos precos de bens
e de servigos. Ao contrario do que se pensa, a deflacdo acarreta uma série de problemas,

tais como, queda de investimentos e consequente aumento do desemprego.

Juros: é o rendimento que se obtém quando se empresta dinheiro por determinado
perfodo de tempo. E uma forma de compensar o credor (aquele que empresta o dinheiro)
pelo tempo que ficard sem utilizar o dinheiro emprestado. Os juros sao taxas percentuais
fixadas pelo credor. Existem varios fatores que podem influenciar no calculo das taxas de
juros, a saber: inflagao do periodo; risco do empréstimo; acordos em contrato das partes

interessadas etc.

Lucro: é todo rendimento positivo obtido através de uma negociacdo econémica ou
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de qualquer outro género. Na area econdmica, dizemos que o lucro é tudo o que foi ganho

ou recebido a partir de um ato de comercializacao financeira.

Capital: é o valor a ser investido. Quando uma pessoa (fisica ou juridica) faz

determinado investimento financeiro, o valor monetario investido é chamado capital.

Investimento: é uma aplicacao financeira que tem por expectativa a obtencao de
lucro, ou simplesmente, a preservacao do capital contra a inflacdo. Busca-se por meio de
investimentos a geracao de renda passiva. Os investimentos podem ser classificados em
dois grandes grupos: os de renda fixa e os de renda varidvel. Os investimentos em renda
fixa estao associados a uma taxa de juros pré-fixadas, ou seja, o investidor, ao final de um
periodo de tempo, sabe exatamente quanto ira receber. Exemplos comuns de investimentos
em renda fixa sao: caderneta de poupanga; certificados de depésitos bancarios (CDBs);
titulos publicos etc. Os investimentos de renda variavel sdo investimentos em ac¢oes. Em
via de regra, dao retorno maior quando comparados aos investimentos de renda fixa, no
entanto, em certas circunstancias, podem nao dar retorno, ou até mesmo, retorno negativo
(perda). Os investimentos de renda variavel sdo negociados nas bolsas de valores. Convém

ressaltar que o potencial de valorizacao de uma agao ¢ ilimitado.
Ativos: representam as agoes de uma empresa.

Retorno: é o lucro (ou prejuizo) obtido por meio de investimentos num dado periodo

de tempo.

Acoes: Agoes representam um direito sobre os ativos e lucros de uma empresa. Sao
fragoes do capital social de uma empresa aberta (Sociedade Anoénima — S.A), isto é, sdo
pequenas partes de uma empresa que podem ser obtidas por um investidor. O potencial
de valorizacao de uma acao ¢ ilimitado. Em sintese, acao ¢ um titulo de renda variavel,
que oferece ao investidor resultados (ganhos ou perdas) de acordo com o comportamento

de seus precos de mercado [13].

Risco: é a possibilidade de perda de um investimento financeiro. Os riscos de
um investimento podem ser classificados em diversificavel e nao-diversificavel. Os ricos
diversificaveis sao passiveis de reducao. Este risco estd associado a determinados setores
especificos da economia, e por este motivo, nao afeta todos os investimentos uniformemente.
O risco nao-diversificavel ou risco de mercado sao acontecimentos que afetam o mercado
financeiro como um todo. A este tipo de risco esta associado, por exemplo, a taxa de

inflacdo, taxas de cambio, juros, instabilidade politica etc.

Tazxa Selic: Selic é a abreviacao de "Sistema Especial de Liquidacao e Custodia.
Em linhas gerais, ¢ a taxa bdsica de juros da economia no Brasil. E determinada pelo

calculo da taxa média ponderada dos juros praticados pelas institui¢oes financeiras.
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Portfolio: é uma carteira de investimentos formado por diferentes ativos financeiros.

Diversificagdo: é uma forma de investir o capital de modo fracionado em ativos
de diversos setores da economia, ou seja, o investidor divide o capital a ser investido e
aplica cada parcela do capital em diferentes ativos. Em sintese, diversificacao significa nao
concentrar todos os investimentos em um s6 ativo, procurando selecionar varias alternativas
que apresentam comportamentos nao coincidentes. O objetivo da diversificacao é reduzir

os riscos [13].

Volatilidade: Na area financeira a volatilidade é uma medida de risco, ou seja, é
uma medida de dispersao dos retornos de um investimento. Quanto maior a oscila¢do no

preco das acoes de uma empresa, maior sao os riscos.

6.2 TEORIA MODERNA DE PORTFOLIOS DE MARKOWITZ

Na criagao de uma carteira de investimentos, geralmente, o investidor busca obter
o maior retorno possivel com o menor risco de perda. Neste sentido, a Teoria Moderna
de Portfélios de Markowitz tende a nos auxiliar nas decisoes a serem tomadas quando o
assunto é o mercado financeiro. No modelo da média-variancia de Markowitz, o retorno
esperado e a volatilidade dos ativos sao extremamente importantes para a selecao da
carteira de investimento 6tima. A teoria de Markowitz pressupoe a criacao de uma carteira
de investimento 6tima de modo a maximizar o retorno esperado, ou, minimizar o risco do
portfélio. Assim, de modo a atingir o objetivo estipulado, faz-se necessario a criacdo de um
modelo matematico para auxiliar na selecao de ativos que irao compor tal carteira. Mas
afinal, como se da a formulacao do modelo mateméatico que auxilia na selecao de ativos, de
modo a otimizar a carteira de investimentos? Para a formulacao do modelo matematico,
Markowitz considera a rentabilidade de cada ativo como sendo uma variavel aleatoria, e
assim, uma carteira é formada a partir da combinagao ponderada de tais ativos. Deste
modo, o retorno esperado de uma carteira é calculado com base na combinac¢ao ponderada

dos retornos esperados de cada ativo. Em simbolos matematicos, tem-se:
n
Ry, = Z w; R,
i=1
onde:

e [?,: retorno esperado da carteira;

e n: numero de ativos;
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e R;: retorno esperado de cada ativo; e,

e w;: peso do ativo ¢ na composicao da carteira.

Sendo o retorno da carteira uma variavel aleatoria, ela tem um valor esperado e

uma variancia.

Diferente do retorno esperado, o risco de um portfolio nao é mensurado pela média
ponderada dos riscos de cada ativo que compoe a carteira, mas sim, por uma fungao que
correlaciona as variancias de cada ativo. Deste modo, tem-se que para carteiras formadas

por diferentes ativos, a variancia é dada por [10]:

n n
V= Zzwiszija

i=1j=1

onde:

e I/: ¢ a variancia da carteira;
e n: é o numero de ativos;

e w;: peso do ativo ¢ na composicao da carteira;

w;: peso do ativo j na composicao da carteira; e,

si;: covariancia entre o par de ativos ¢ e j, se ¢ for diferente de j, e variancia se ¢ for

igual a j.

O risco de um ativo qualquer pode ser mensurado pela variabilidade dos retornos
projetados em torno do retorno esperado, ou seja, pelo grau de dispersao dos retornos em
relacdo a média. A medida estatistica usualmente adotada para quantificar o risco de um

ativo é o desvio-padrao [13].

De modo a obter uma carteira com riscos reduzidos, Markowitz relacionou o grau de
correlagao entre os retornos de dois ativos, procurando combinar ativos que apresentassem
correlacoes baixas. Escolhendo ativos que apresentem correlagoes proximas de zero ou
negativas, o risco do portfélio é reduzido. Assim, quanto mais préximo de +1 o valor da
correlacao entre dois ativos, dizemos que ha uma proximidade entre o comportamento dos
mesmos, ou seja, se um sofre uma alteragao positiva, o outro também sofrerd a mesma
variacado. No entanto, quanto mais préoximo de -1, dizemos que tais ativos sofrem variagoes
contrarias, ou seja, se um aumenta, o outro diminui e vice-versa. Se o coeficiente de
correlagao for zero, dizemos que nao existe uma relagao entre os ativos analisados. A figura

a seguir ilustra esses trés casos apresentados.



68

Figura 18 — Correlagao entre dois ativos (A e B): (a) coeficiente de correlagao igual a +1; (b)
coeficiente de correlacdo igual a 0; e, (c¢) coeficiente de correlacao igual a -1

(b)

{a)

o (]
E =
=" o
I @ n
L Ativo A 2 Ativo A
Tempo
{c)
Vs

=] /"\..._ AN,

[= e

§ / / . ; rd

i AN ~/ Ativo A

'
Tempo

Fonte — Albuquerque, 2009.

Outro ponto relevante da teoria de Markowitz diz respeito ao conceito de fronteira
eficiente. Dentre as inimeras possibilidades de combinagoes para a composicao de uma
carteira com n ativos, o conjunto de carteiras cuja distribuicdo dos pesos dos ativos
apresenta, para cada nivel de risco o méaximo retorno possivel, e para cada nivel de retorno

o0 menor risco possivel, é denominado fronteira eficiente.
Hipoteticamente, a figura a seguir ilustra a correlagao entre dois ativos, evidenciando,

na pratica, a chamada fronteira eficiente.
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Figura 19 — Bindémio risco-retorno: correlacao entre dois ativos evidenciados na fronteira efici-
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Fonte — Gongalves Jr., 2002.

Do ponto de vista de um investidor, dentre todas as carteiras que apresente o
menor risco, o investidor devera escolher aquela que apresente o maior retorno possivel.
Segundo Markowitz, ao considerar o bindmio risco-retorno, o investidor devera sempre
optar por uma carteira que compoe a fronteira eficiente. No tocante a andlise da Figura 19,
podemos perceber que quanto mais o coeficiente de correlacao se aproxima de -1, menor é
o risco. Por outro lado, quanto mais préoximo de +1, na medida em que o retorno esperado
sofre um aumento, o risco também aumenta proporcionalmente. Na pratica, encontrar

ativos com correlagao perfeitamente negativa (-1) é impossivel.

6.3 CRITERIOS PARA ANALISE DE INVESTIMENTOS E PERFIL DE
INVESTIDORES

A decisao de investir em agoes deve ser precedida de uma analise das expectativas
dos rendimentos a serem auferidos ao longo do prazo de permanéncia em determinada
posicao acionaria e, também, da valorizacao que venha a ocorrer nesses valores mobiliarios.
Em verdade, a principal tarefa de um investidor centra-se na avaliagdo do retorno esperado

de seu capital aplicado, o qual deverd ser condizente com o risco assumido [13].

E fato que, se um investidor conhece os riscos e retornos que ele estd sujeito ao

montar uma carteira de investimentos, provavelmente ele optara por aquela que lhe oferega
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uma relagao risco-retorno de acordo com suas expectativas e objetivos a curto, médio e
longo prazo. Deste modo, se dois ativos apresentam o mesmo nivel de retorno, certamente
escolherd o ativo que apresente menor risco. Analogamente, se dois ativos apresentam
o mesmo nivel de risco, certamente escolhera o ativo que apresente maior retorno. Em
sintese, diante da possibilidade de escolha em aplicar entre dois ativos que oferecam o
mesmo retorno esperado, o investidor deve escolher aquele que apresente um maior grau de
certeza quanto a sua rentabilidade, isto é, aquele que apresente menor dispersao (variancia

ou desvio padrao).

Um critério extremamente importante que deve ser levado em consideragao na
analise de investimentos é a diversificacao de ativos. A concentracao de investimentos
em um Unico ativo (ou em um mesmo segmento de mercado) gera maior risco para ao
investidor. A diversificacao de ativos para a composi¢ao de uma carteira de investimentos,
via de regra, pressupoe que os mesmos pertencam a setores econdémicos diferentes, de
modo que, se um ativo sofrer uma desvalorizacao decorrente de algum fator especifico de
seu setor, os demais ativos nao estarao sujeitos aos mesmos riscos. Convém ressaltar que a
diversificacao de ativos pode proporcionar a carteira um risco igual (ou até mesmo menor)
que o risco individual de cada ativo que a compoe, podendo ainda, em muitos casos, ser

menor que o risco do ativo que apresenta maior seguranca.

Os modelos de avaliagdo procuram, em esséncia, projetar o comportamento futuro
dos ativos financeiros, formulando previsoes com relacao as variagoes de seus precos no
mercado. Basicamente, sao adotados dois critérios de analise para investimento em agoes:

andlise técnica e andlise fundamentalista [13].

A andlise técnica tem por objetivo estabelecer projecoes do comportamento futuro
das agoes a partir de observacoes realizadas no passado com relagao ao desempenho das
mesmas no mercado. A andlise fundamentalista, por sua vez, consiste na atribuigao, pela
propria empresa, de um valor intrinseco para cada agao. Este valor é calculado com base

em fatores internos (demonstrativos financeiros) e externos (mercado aciondrio) a empresa.

Contudo, a definicdo de carteira de investimento 6tima é muito relativa, uma vez
que, aquela que pode ser considerada 6tima para um determinado investidor, pode nao ser
otima para outro. Por exemplo, ha investidores que abrem mao de um pouco de seguranca
em busca de grandes retornos, em contrapartida, ha outro grupo de investidores que abre
mao de retornos mais vantajosos em prol de nao correr riscos e simplesmente preservar
o seu capital da inflagao. Com base no exemplo exposto, podemos concluir que existem

diferentes tipos de investidores.

Costumeiramente, os investidores podem ser classificados em trés categorias, a saber:

conservadores, moderados, e agressivos (propensos a riscos). O investidor conservador
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tem aversao a correr riscos em seus investimentos. Ele abre mao de maior retorno em
prol de maior seguranca. Na maioria das vezes, busca apenas proteger o seu capital da
inflagao. O moderado, por sua vez, busca um pouco mais de retorno, no entanto, nao
expoe todo o seu capital ao risco. Ele é mais ousado que o investidor conservador, contudo,
toma suas decisdes de forma bem planejada. Por fim, o investidor agressivo prioriza o
méximo retorno financeiro possivel. E um tipo de investidor que aceita correr mais riscos
nos investimentos em prol de maior rentabilidade. Ao mesmo tempo que este perfil pode

obter 6timos retornos em suas aplicagoes, também esta sujeito a grandes perdas.

Com base no exposto acima, antes de criar uma carteira de investimentos, faz-se
necessario que o investidor saiba, a priori, em qual perfil ele melhor se encaixa, uma vez
que, é ele que deve ditar quais investimentos serdo mais convenientes, a fim de minimizar
0s riscos ou maximizar a sua rentabilidade. Com isso, concluimos que nunca existird uma

Unica carteira 6tima que contemple todos os perfis de investidores.

6.4 RISCO DE UMA CARTEIRA DE INVESTIMENTOS

A teoria do portfélio diz que o risco de um ativo fora de uma carteira é diferente
de seu risco quando o mesmo esté incluido na carteira. De modo geral, o risco de um ativo

¢ mensurado pela sua contribui¢ao ao risco total da acarteira [13].

Uma maneira de reduzir o risco de uma carteira é diversificar os ativos que a
compoe. Diversificar implica em selecionar ativos de diferentes setores econdémicos, tais
como: petréleo, téxtil, comércio varejista, finangas, satide etc. Quanto maior for o nimero de
ativos (diversificados) em uma carteira, é possivel reduzir o seu risco, porém, o mesmo nunca
deixara de existir, haja vista que, alguns riscos que os ativos estao sujeitos independem
de suas correlagoes e diversificagao. Frente ao exposto, podemos dizer que nao existem

carteiras de investmentos isentas de riscos, ainda que seja bem diversificadas.
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Tabela 4 — Risco diversificdvel e risco ndo-diversificavel.

Fonte — Banco do Brasil. Como administrar a sua carteira de investimentos. Disponivel
em:<https://www.bb.com.br/docs/pub/voce/dwn/carteira6.pdf>

Os riscos de uma carteira depende nao somente do risco de cada elemento que a
compoe e de sua participacdo no investimento total, mas também da forma como seus com-
ponentes se relacionam entre si, ou seja, o risco é eliminado na hipdtese de se implementar,
por exemplo, duas alternativas de investimentos que possuam correlagoes perfeitamente
opostas e extremas, que apresentem correlagoes iguais a —1 e +1, respectivamente. Essa

situagao hipotética, dificilmente é encontrada na prética [13].

O préximo capitulo traz uma andlise de mercado referente ao ano de 2017 apresen-
tando os investimentos que foram melhores avaliados por especialistas da area de financas,

bem como, a selecao de uma carteira de investimentos.
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7 SELECAO DE ATIVOS E COMPOSICAO DE UMA CARTEIRA DE
INVESTIMENTOS

Os investimentos em fundos de renda fixa, nos tultimos anos, mostraram-se um
porto seguro para os investidores avessos ao risco, sobretudo, apresentaram rendimentos
consideraveis. O mau momento econémico em que o pais se encontrava, e também, devido
aos escandalos de corrup¢ao, impulsionaram grande volatilidade no mercado acionario.
Em consequéncia disso, muitos investidores optaram pelos titulos de renda fixa como
meio de proteger o capital investido. No entanto, a previsao para 2018 nao é favoravel
aos investimentos em renda fixa. Com a taxa Selic em torno de 7%, aqueles que ainda
optarem por manter seus investimentos em fundos de renda fixa terao que se habituar com

retornos cada vez menores.

O ano de 2018 comega com juros e inflacao sob controle. Essas duas variaveis sao
as que mais afetam a economia brasileira. Diferente do que ocorreu em anos anteriores,
a queda das taxas parecem ser consistentes e duradouras, logo, os prognosticos para a
economia sao bons [14]. Contudo, o investidor que quiser finalizar o ano de 2018 com bons
retornos tera que se esforcar muito. A liquidez de seus investimentos devera ser substituida
por aplicagbes a longo prazo, ou ainda, abrir mao da seguranca e consequentemente, correr

mais riscos.

Diante de todas essas condic¢oes, o investidor precisa de uma gestao estratégica,
que vai depender de seu perfil de risco e da necessidade de liquidez. A diversificacao vai
ser muito importante ao longo do ano. A renda variavel sera de extrema importancia,

principalmente a bolsa de valores [15].

Com vistas a nortear os investidores em suas aplicagoes, a revista ISTO E Di-
nheiro(27 dez. 2017, p.58-60) consultou diversos especialistas da area. Ao todo foram
consultados 11 analistas de bancos e corretoras, a saber: Santander, Bradesco, Citi, Ativa,

Magliano, Planner, Guide, XP, Terra Investimentos, Coinvalores e Lerosa Investimentos.

Os analistas sdo unanimes em afirmar que, em 2018, a Bolsa de Valores (BOVESPA)
devera trazer boas recompensas para os investidores mais propensos a risco. Com juros
mais baixos, as empresas gastam menos dinheiro para rolar suas dividas e os consumidores
tém mais folga para comprar. Somados, esses dois fatores indicam resultados nais polpudos

na ultima linha do balango. No entanto, esse resultado nao vird sem susto [16].

Na se¢ao seguinte serao apresentadas algumas recomendagoes importantes e indica-

¢oes de acodes que, na visao dos especialistas consultados, serdao as mais promissoras no
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ano de 2018 com a melhor relagao risco-retorno para aqueles investidores que querem se

aventurar em investir em fundos de renda varidvel.

7.1 PREVISAO DOS MELHORES INVESTIMENTOS PARA O ANO DE
2018

Com vistas a auxiliar os investidores em suas aplica¢oes ao longo do ano de 2018,
ISTO FE Dinheiro consultou varios especialistas, os quais indicaram, por nivel de risco, as

acoes que devem se destacar em 2018.

Ao todo os especialistas indicaram nove acoes,considerando, para cada uma delas,
o nivel de risco que cada uma estava exposta. Houve trés indicacoes para estratégias de

baixo risco, trés para risco médio, e, trés para alto risco.

Tendo em vista um horizonte de maturagao de um ano, os especialistas consultados
recomendaram aplicagoes nas seguintes empresas: AMBEV (ABEV3), ITAU UNIBANCO
(ITUB4), EQUATORIAL ENERGIA (EQTL3), VALE (VALE3), BR FOODS (RFS3),
ECORODOVIAS (ECOR3), PETROBRAS (PETR4), BANCO DO BRASIL (BBAS3) e
GERDAU (GGBRA4).

Com o advento da Copa do Mundo a AMBEYV deve se beneficiar de um cendrio
econdémico mais benigno. O aumento de renda e menor taxa de desemprego entre os
consumidores devem contribuir para isso. O Itai Unibanco é o banco que, dentre seus
pares, apresenta maior retorno para os seus investidores, e ainda, destaca-se por suas
politicas serem defensivas, o que gera um conforto aos investidores. A Equatorial Energia,
por sua vez, é uma empresa que se destaca por suas gestao eficiente. H4 quatro anos a
empresa vem demonstrando bons resultados aos investidores. De acordo com os especialistas,
as trés empresas apresentadas acima sao de baixo risco, o que contempla as expectativas

de um investidor moderado.

A Vale, BR Foods e Ecorodovias foram classificadas como estratégia de risco médio.
Sendo a Vale uma empresa que atua no ramo da mineragao, com a elevagao do preco
do minério de ferro a mineradora tende a ter bons resultados, sobretudo pela reducao
de investimentos, que deve contribuir ainda mais para o aumento da distribuicao de
dividendos. Apesar da BR Foods, que atua no setor de exportacao de proteina animal,
nao ter demonstrado bons resultados ao longo do ano de 2017, os especialistas estao
otimistas com o lancamento de uma terceira marca voltada para o publico de baixa renda.
A Ecorodovias, com a melhora significativa nos dados de trafego, deve ser beneficiada com

a queda dos juros. Em anélises de periodos anteriores a empresa apresentou resultados
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positivos, e os especialistas apostam na continuidade desses bons resultados.

Com os juros em niveis baixos, e com a retomada de investimento nos setores
imobiliario, industrial e de infraestrutura, a Gerdau, uma empresa que atua no setor de
siderurgia, deve ser beneficiada. Além disso, com a perspectiva de retomada das operagoes
de subsidiarias nos EUA, os bons resultados devem favorecer os investidores. A Petrobras,
com o avanco de seu plano estratégico, que prevé desinvestimentos de R$69,3 bilhoes,
aumentou as expectativas do mercado para 2018. No entanto, por se tratar de um ano
eleitoral, os especialistas preveem uma elevagao da volatilidade de suas a¢oes. O Banco do
Brasil vem apresentando sélidos resultados ao longo dos anos. Os analistas projetam um
crescimento de 18% nos lucros para o ano de 2018. Assim como a Petrobras o Banco do
Brasil apresenta um risco de investimento elevado devido as incertezas decorrentes das
elei¢coes. Tanto a Gerdau, Petrobras e Banco do Brasil sao classificadas como estratégias

de alto risco.

Além das ac¢oes recomendadas pelos especialistas, as agoes da empresa Magazine
Luiza (MGLU3) também se destacaram em 2017. Ocupando uma posicao privilegiada no
cenario eletronico, isso fez refletir em sua rentabilidade. O bom desempenho da empresa

elevou a liquidez de suas agoes.

As empresas Raia Drogasil (RADL3) e Unipar (UNIP5) também apresentaram
resultados expressivos ao longo do ano de 2017. Atuando no setor de satide e bem-estar, a
Raia Drogasil tende a resistir frente a crise econémica que o pais vem enfrentado, uma vez

que seus produtos sao consumidos por grande parte da populacao.

A tabela a seguir apresenta as 12 empresas mencionadas acima destacando o setor

de atuacao de cada uma delas.



76

Tabela 5 — Setor econdmico de atuacao

Empresa Cdédigo na Bolsa| Setor de atuacao
Ambev On ABEV3 Comércio de bebidas
Itat Unibanco ITUB4 Financas
Equatorial Energia EQTL3 Energia elétrica
Vale On VALE3 Mineragao
BR Foods BRFS3 Alimenticio
Ecorodovias ECOR3 Concessoes rodoviarias
Petrobras PN PETRA4 Petréleo
Banco do Brasil On BBAS3 Financas
Gerdau PN GGBR4 Siderurgia
Magazine Luiza MGLU3 Varejo
Unipar A PRF UNIP5 Quimica
Raia Drogasil RADL3 Famacéutico

Fonte — Autor

Na secao seguinte, fazendo uso de algumas medidas de centralidade e variabilidade
apresentadas no capitulo 5, faremos uma selecdo de 6 ativos dentre os apresentados,
cujo objetivo é formar uma carteira tedrica de investimentos. Apoiando-nos em estudos
desenvolvidos no capitulos anteriores, buscaremos compor um potfélio de investimentos de

modo que a relagao risco-retorno seja a melhor possivel.

7.2 FORMACAO DA CARTEIRA TEORICA DE INVESTIMENTO

A formagao da carteira tedrica levara em consideracao a andlise técnica. Esta analise
consiste em estabelecer projecoes futuras consierando o comportamento das agoes a partir
de padrdes observados no desempenho passado do mercado [13]. Os dados apresentados
nesta secao, além de nos permitir selecionar os ativos que farao parte da carteira, também
serdao de grande valia no estudo que sera desenvolvido na aplicacao da Teoria Moderna de
Portfolios de Markowitz. Os calculos estatiticos realizados nesta se¢ao foram realizados

pelo software Excel [18].

A tabela 5, apresenta a rentabilidade mensal dos 12 ativos selecionados, ao longo
do ano de 2017.
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A Tabela 6, apresenta a correlacdo entre os pares de ativos selecionados. E impor-
tante notar que a forma triangular que a mesma se encontra se deve pelo fato da matriz
ser simétrica, ou seja, a correlagdo entre os pares de ativos apenas com a ordem trocada é

a mesima.

A Tabela 7, por sua vez, apresenta a varidncia (para pares de ativos iguais) e a
covaridncia (para pares de ativos diferentes). Tanto os dados apresentados na tabela 6

como os apresentados na Tabela 7 foram obtidos com base nos dados da tabela 5.

Para a escolha dos seis ativos que farao parte da carteira tedrica, devemos observar
o que foi exposto no Capitulo 6, Secao 6.2, no que diz respeito a relagao risco-retorno entre
ativos. Vale lembrar que, quanto mais proximo de —1 for o coeficiente de correlagao entre
dois ativos, menor sdo os riscos de investimento. Além de observarmos o coeficiente de
correlagdo, outro ponto importante que também visa minimizar o risco do portfélio é a

diversificacao dos ativos, ou seja, realizar investimentos em setores econémicos diferentes.

Com base no que foi exposto no paragrafo anterior, observando atentamente tabela
6, nota-se que os seis ativos que apresentaram os menores valores de correlagao foram:
ITUB4, UNIP5, ECOR3, BBAS3, MGLU3, RADL3. Portanto, a carteira tedrica a ser
formada serd composta por estes seis ativos, no entanto, devemos nos atentar para o fato

de que os ativos ITUB4 e BBAS3 atuam no mesmo setor econémico.

Cabe ressaltar que, dentre os ativos selecionados para compor a carteira, apenas trés,

dentre os nove indicados pelos especialistas a revista ISTO E Dinheiro, foram selecionados.

Para modelar o problema de programacao linear que nos fornecera a carteira 6tima
considerando a relacdo risco-retorno, faz-se necessario calcularmos o rendimento percentual
médio dos seis ativos referentes ao ano de 2017. Além disso, apresentaremos, para cada
ativo, as informagoes sobre varidncia, desvio padrao, média e coeficiente de variagao em
uma mesma tabela, cujo objetivo é facilitar as andalises posteriores, e que serdao de grande
valia para a aplicacio da Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz. E importante notar
que o risco individual de cada ativos é expresso pelo coeficiente de variagao. Nas tabelas 9,

10, 11, 12, 13 e 14 eles aparecem na tltima linha de cada tabela.

Tabela 9 — Rendimento percentual médio dos ativos no ano de 2017

Meés

ITUB4

ECOR3

BBAS3

UNIP5

MGLU3

RADL3

2017

2,0933%

3,6667%

1,4100%

7,3917%

19, 0333%

3,6442%

Fonte — Autor




Tabela 10 — Risco do ativo ITUB4

Variancia | 0,0034

Desv. P. 0,0571

Média 2,099%
Coef. Var. | 272,9091

Fonte — autor

Tabela 11 — Risco do ativo BBAS3

Variancia | 0,0072

Desv. P. 0,0847
Média 1,4100%
Coef. Var. | 600, 8526

Fonte — autor

Tabela 12 — Risco do ativo ECOR3

Variancia | 0,0017
Desv. P. 0,0414

Média 3, 6667
Coef. Var. | 112,8644

Fonte — autor

Tabela 13 — Risco do ativo UNIP5

Variancia | 0,0261

Desv. P. 0,1614

Média 7,3917
Coef. Var. | 218, 3585

Fonte — autor

81
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Tabela 14 — Risco do ativo MGLU3

Variancia | 0,0672

Desv. P. 0,2592
Média 19,0333%
Coef. Var. | 136, 1696

Fonte — autor

Tabela 15 — Risco do ativo RADL3

Variancia | 0,0043

Desv. P. 0, 0656

Média 3,6442
Coef. Var. | 180, 0394

Fonte — autor

Na préxima secao apresentaremos a modelagem da carteira tedrica de investimentos

por meio de um problema de programacao linear.

7.3 MODELAGEM DA CARTEIRA TEORICA DE INVESTIMENTOS POR
MEIO DE UM PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR

Como exposto no capitulo 6 (secdo 6.2), a Teoria Moderna de Portfélios de Mar-
kowitz, também conhecida como Teoria da Média-Variancia, pressupoe a criacao de uma
carteira de investimentos 6tima de modo a maximizar o retorno esperado, ou, minimizar o

risco de perda do capital investido.

Markowitz considera a rentabiidade de cada ativo como sendo uma variavel aleatoria,
e assim, uma carteira é formada a partir da combinagao ponderada de tais ativos. Em
sintese, o retorno esperado de uma carteira é calculado com base na combinagdo ponderada

dos retornos esperados de cada ativo. Em simbolos mateméticos, tem-se:
n
R, = Z wily,
i=1
onde:

e R, retorno esperado da carteira;
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e n: numero de ativos;
e R;: retorno esperado de cada ativo; e,

e w;: peso do ativo ¢ na composicao da carteira.

Considerando a relagao risco-retorno (correlagao entre pares de ativos), de acordo
com os dados apresentados na tabela 6, os ativos selecionados para fazer parte da carteira
tedrica foram: ITUB4, UNIP5, ECOR3, BBAS3, MGLU3, RADL3, cujos rendimentos

médios percentuais no decorrer do ano de 2017 estao apresentados na tabela 8.

Com base no exposto acima, a formacao da carteira tedrica de investimentos pode

ser modelada pelo seguinte problema linear:

R, = 0,0141w; + 0,020933w; + 0, 03644ws3 + 0, 03666w, + 0,073917ws + 0, 190333we
(7.1)

onde:

e [?,: retorno esperado da carteira;

e wi: peso do ativo BBAS3 na composicao da carteira.
e wy: peso do ativo ITUB4 na composicao da carteira.
e wj3: peso do ativo RADL3 na composicao da carteira.
e wy: peso do ativo ECOR3 na composigao da carteira.
e wjs: peso do ativo UNIP5 na composicao da carteira.

e wg: peso do ativo MGLU3 na composicao da carteira.

Com base nos estudos desenvolvidos em capitulos anteriores, mais especificamente
nos capitulos 2 e 3, com a utilizagao do software MATLAB [21], buscaremos a maximizacao
do retorno esperado para a carteira tedrica formada. No entanto, para a composicao das
restrigoes do problema, consideraremos dois perfis de investidores, a saber: investidor
conservador e investidor menos conservador (propenso a riscos), cujo objetivo é verificar

se as projecoes dos especialistas se confirmam na préatica.

Convém ressaltar, de antemao, que modelar um problema perfeitamente de modo
a atender o perfil de um investidor é algo impossivel de se fazer, haja vista que muitas
caracteristicas que se fazem presente no cenario econémico corroboram para isso. Um
exemplo é a taxa de corretagem e custodia que tendem a variar de uma corretora para

outra. Outra caracteristica dificil de modelar é a quantidade de impostos a serem pagos
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pelo investidor, uma vez que as taxas sofrem variagoes constantes. Em sintese, existem
restricoes que sao inerentes as carteiras de investimentos que nao podem ser equacionadas

de forma precisas.

Embora cada perfil de investidor possua as suas especificidades, todos compartilham
de algumas restricoes comuns. Como a modelelagem da carteira trata de um um problema

de programagao linear, uma restrigdo é imediata(restricdio de ndo-negatividade), a saber:
w; >0, i=1,2,34,5,6. (7.2)

Também, nao podemos esquecer que o retorno esperado é dado pela média ponderada dos
retornos médios dos ativos, logo, a soma dos pesos de tais ativos deve ser igual a 1. Em

simbolos, tem-se:

wy + Wy + ws + wy +ws + wg =1 (7.3)

Nas subsecoes seguintes, apresentaremos algumas restricdes passiveis de serem

modeladas considerando os perfis apresentados anteriormente.

7.3.1 RESTRICOES NUMA PERSPECTIVA DE INVESTIDOR CONSER-
VADOR

Como vimos anteriormente, o investidor conservador é avesso a riscos. Preza pela
seguranca de seus investimentos, mesmo que para isso, tenha que sacrificar retornos mais
elevados. Frente ao exposto, as restricoes apresentadas abaixo foram pensadas no sentido
de proteger o capital do investidor conservador de riscos. Vale lembrar, mais uma vez, que
as restricoes podem variar de um investidor para outro, ou seja, impor limites aos ativos

depende dos objetivos e pretencoes de cada investidor.

Ressaltamos que as andlises que levaram a determinar limites para os investimentos

foram embasadas nas Tabelas 7, 10,11,12,13,14 e 15, bem como, na sec¢ao 6.3 do capitulo 6.

Tendo em vista os beneficios que a diversificacdo da carteira proporciona ao
investidor (minimizagao dos riscos), para cada ativo que compoe o portfélio, estipulamos
uma participagdo minima. Determinamos que nenhum ativo tera uma participacgao inferior

a 3%. Assim, temos:

wy = 0,03, wy > 0,03, w3z > 0,03, wy = 0,03, ws > 0,03, ws = 0,03. (7.4)

O ativo BBAS3 foi o que apresentou maior risco individual, e também, o que

apresentou menor rendimento no periodo analisado. Considerando ainda que trata-se de
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um ativo que pode ser afetado pelos resultados das elei¢oes, optou-se por limitar sua

participacao em, no maximo, 5%. Logo,

wy, < 0,05. (7.5)

Vale lembrar que, diversificar a carteira nao diz respeito somente em investir em
ativos de empresas diferentes, mas também, em setores econémicos diferentes. Como os
ativos BBAS3 e ITUB4 atuam no mesmo setor, e apresentam correlacao préxima a +1
(0,7377), é prudente que se limite a participagdo de ambos na composigao do portfélio.

Deste modo, a soma dos pesos de tais ativos serao limitados em 10%.

w1 + Wo < O, 1. (76)

O ativo MGLU3 ¢é o que se mostrou mais rentavel e o segundo mais seguro no

periodo analizado. Por este motivo, limitaremos sua participacao em 30%.

Os ativos ITUB4 e UNIP5 apresentaram a menor correlagao entre todos os apre-
sentados, logo, parece interessante estipular um valor para a soma dos pesos de tais ativos
em 35%.

Wy + W5 < 0, 35. (78)

A segunda menor correlacao foi apresentada pelos ativos ECOR3 e UNIP5 (—0, 4443).
Considerando que a correlagao quanto mais préoxima de —1, apresenta maior seguranga ao

investimento, limitaremos a soma dos pesos de tais ativos em 40%.

wy +ws <0, 4. (7.9)

Os ativos MGLU3 e RADL3, além de serem investimentos de baixo risco (Cf. Tabelas
14 e 15), apresentaram rendimentos médios consideréaveis. Por este motivo, limitaremos os

investimento em tais ativos de modo que a soma de seus pesos nao sejam menores que

40%.

7.3.2 PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR A SER OTIMIZADO
NUMA PERSPECTIVA DE PERFIL DE INVESTIDOR CONSERVA-
DOR
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Considerando a fungao objetiva expressa em (7.1), bem como as restri¢oes,apresentadas

de (7.2) a (7.10), o problema de Programagao Linear apresenta a seguinte forma:

Mazimizar: R, = 0,0141w; 4 0,020933w, + 0, 03644w;3 + 0, 03666w, + 0,073917ws + 0, 190333ws
Sugjeito a:

wy +wo +ws3 +wy +ws +wg =

0,03
0,03
0,03
0,03
0,03
0,03
0,05

w3

g

—_

wq +ws

S
(=2}
N

S o o
<

&
v AN ANV VNV VYWY
o o

=~

w120a U)2>0, @Ug}(), w4>o7 'lU5>0, 1U6>O

7.3.3 RESTRICOES NUMA PERSPECTIVA DE INVESTIDOR MENOS
CONSERVADOR

Um investidor menos conservador é aquele que se submete a riscos em busca de
maiores ganhos em seus investimentos. Dizemos que este tipo de investidor é propenso
a risco. Ao investir, suas decisoes sao tomadas com base na taxa de retorno de seus
investimentos. Se por um lado este tipo de investidor pode ter grandes ganhos, por outro,

pode ter grandes perdas.

Tendo em vista os beneficios que a diversificacdo da carteira proporciona ao
investidor (minimizagao dos riscos), para cada ativo que compde o potfélio, estipulamos
uma participacao minima. Determinamos que nenhum ativo tera uma participacao inferior

a 5%. Assim, temo:

wy = 0,05, wy = 0,05, ws = 0,05, wy = 0,05, ws = 0,05, ws = 0,05. (7.11)
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Os ativos ITUB4 e BBAS3, por atuarem no mesmo setor econémico, terao uma

participacao limitada na carteira. A soma de seus pesos nao sera maior que 20%.

wy + ws < 0,2. (7.12)

Os ativos MGLU3 e UNIP5 apresentaram, respectivamente, rendimentos médios
de 19,0333% e 7,3917% no periodo analisado. Dentre os selecionados, foram os ques
apresentaram melhores rendimentos. Por este motivo, a soma dos pesos desses ativos nao

deve ser menor que 50%, logo,

Ws + wg = 0, o. (713)

A ECORS3 e a RADL3, empresas que atuam em setores econémicos diferentes, de
acordo com os dados apresentados nas tabelas 12 e 15, sao de baixo risco. Além disso,
apresentaram retornos médio consideraveis para o periodo analisado. Frente ao exposto,
parece ser conveniente estipular que a soma dos pesos de tais ativos nao seja inferior a
30%.

W3 + Wy Z 0, 3. (714)

7.3.4 PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR A SER OTIMIZADO
NUMA PERSPECTIVA DE PERFIL DE INVESTIDOR MENOS CON-
SERVADOR

Considerando a fungao objetivo expressa em (7.1), bem como as restri¢oes apresen-
tadas em (7.2), (7.3) e de (7.11) a (7.14), o problema de Programacao Linear apresenta a

seguinte forma:
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Mazimizar: R, = 0,0141w; 4 0,020933w, + 0, 03644w; + 0, 03666w, + 0, 073917ws + 0, 190333ws
Sugeito a:

w1 +wo +ws Fwy +ws +wg =

0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05

w3

Ws

=
(]

w1 +wo

vV oA VYV VWV VWY

o o o

ot W

7.4 OTIMIZACAO DOS PROBLEMAS NO MATLAB E ANALISE DOS
RESULTADOS

Os Problemas de Programacao Linear apresentados nas Segoes (7.3.2) e (7.3.4)
foram resolvidos utilizando o software MATLAB [21].

Nesta se¢ao faremos uma analise individual de cada carteira obtida, e posteriormente,

confrontaremos os resultados obtidos apresentando suas diferengas e semelhancas.

Iniciemos a analise pelos resultados obtidos a partir do PPL formulado com base

no perfil de investidor conservador.

Os resultados computacionais, obtidos por meio do software MATLAB, mediante

utilizacao do programa Linprog, foram os seguintes:
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R, =0,09 = 9%

wy = 0,03 = 3%
wy = 0,03 = 3%
wy = 0,24 = 24%
wy = 0,08 = 8%
ws = 0,32 = 32%
we = 0,30 = 30%.

Considerando as restrigoes impostas para o problema, os resultados sugerem que:
3% do capital disponivel seja investido no ativo BBAS3; 3% no ativo ITUB4; 24% no ativo
RADLS3; 8% no ativo ECOR3; 32% no ativo UNIP5; e, 30% no ativo MGLU3. De acordo

com os percentuais indicados, estima-se que o retorno esperado para esta carteira seja de

9%.

E interessante notar que os ativos BBAS3 e ITUB4, ambos do setor financeiro,
apresentaram um percentual de investimento estipulado como minimo (3%) para cada
ativo que compde a carteira. Além de pertencerem ao mesmo setor, de acordo com as
informagoes das tabelas 10 e 11, foram os que apresentaram maior risco individual dentre

os seis ativos selecionados, e também, os menores retornos.

Os ativos MGLU3, UNIP5 e RADL3, em termos do bindémio risco-retorno, foram
os melhores avaliados. Consequentemente, obtiveram maior participacdo na composicao

da carteira.

Se comparados os ativos ECOR3 e RADL3, observa-se que na anélise individual
o ativo ECORS3 foi melhor avaliado, no entanto, a analise dos coeficientes de correlacao
apresentados na tabela 7 indicou que o ativo RADL3 apresentou melhor correlacao
(correlagdo negativa) quando relacionado com os demais ativos da carteira. Isso justifica o
fato de o ativo ECOR3 apresentar uma participagdo de apenas 8% na carteira enquanto o

ativo RADL apresenta uma participacao de 24%.

No mais, considerando o perfil de investidor ao qual a carteira selecionada se
destina, a diversificacao dos ativos, tal como foi apresentadas, tende a dar maior seguranca

ao investidor.

Passemos agora a analise dos resultados obtidos a partir do PPL formulado com

base no perfil de investidor menos conservador.
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Assim como o primeiro problema, os resultados computacionais, obtidos por meio

do software MATLAB, foram os seguintes:

R,=0,1211 = 12,11%

w; = 0,05 =5%
wy = 0,05 =5%
ws = 0,05 = 5%
wy = 0,25 = 25%
ws = 0,05 = 5%
we = 0,55 = 55%.

Considerando as restricoes impostas para o problema, os resultados sugerem que:
5% do capital disponivel seja investido no ativo BBAS3; 5% no ativo ITUB4; 5% no ativo
RADLS3; 25% no ativo ECOR3; 5% no ativo UNIP5; e, 55% no ativo MGLU3. De acordo
com os percentuais indicados, estima-se que o retorno esperado para esta carteira seja de
12,11%.

Observando os resultados apresentados, constata-se que 80% do capital a ser
investido esta concentrado em apenas dois ativos da carteira, a saber: MGLU3 e ECORS.
Em termos de risco individual, sdo os mais seguros da carteira. Além disso, o ativo
MGLU3 mostrou-se o mais rentavel para o periodo analisado. Embora a concentracao
de investimento nao seja recomendada, analisando a tabela 7 verifica-se que tais ativos
apresentam correlacdo negativa, que é um aspecto favoravel para o investimento nesses

ativos.

Os demais ativos (BBAS3, ITUB4, RADL3, UNIP5) apresentaram um percentual
de investimento estipulado como minimo (5%) para cada ativo que compde a carteira, o

que garantiu o minimo de diversificacdo para a mesma.

Comparando as duas carteiras formadas, observa-se que o ativo MGLU3 teve maior
participagao em ambas as carteiras. Além de ser o segundo mais seguro, € o ativo que

apresenta maior rentabilidade.

Em linhas gerais, considerando os dois perfis de investidores, e ainda, os retornos
esperados para cada uma das carteira formuladas, podemos concluir que as previsoes
dos analistas, de que a Bolsa devera trazer boas recompensas para os investidores mais

ousados, estao de acordo com os resultados apresentados nesta secao.

Tanto o investidor conservador, quanto o menos conservador tendem a colher bons
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frutos em seus investimentos. Contudo, cabe ressaltar que os resultados obtidos neste
trabalho estao embasados na andlise técnica, ou seja, foram utilizados dados referentes ao
desempenho das empresas no ano de 2017 para fazer previsoes acerca do desempenho das

mesmas no decorrer do ano de 2018.

Frente ao exposto, se as condigoes econOmicas, as quais as empresas estavam

expostas em 2017 permanecerem as mesmas, investir em agoes parece ser um bom negbcio.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

O método Simplex, sem duvidas, representou um grande avanco no campo da
Programacao Linear, que, por sua vez, proporcionou notério desenvolvimento na area de
Pesquisa Operacional. Como vimos no desenvolvimento deste trabalho, muitos problemas

praticos do cotidiano sao passiveis de modelagem e resolucao por meio da PL.

Em especial, destaca-se neste trabalho a aplicagdo da PL na selecao de uma
carteira 6tima de investimentos considerando dois perfis de investidores, a saber: investidor
conservador e investidor menos conservador. A modelagem do PL se deu por meio da
Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz, a qual possibilitou selecionar uma carteira

6tima tendo em vista o retorno esperado maximo que o portfélio pudesse oferecer.

Os ativos selecionados para a composicao da carteira foram recomendados por
especialistas & revista ISTO E Dinheiro. Tais ativos foram minuciosamente analisados
por meio de alguns parametros estatisticos que contribuiram para a selecao de apenas
seis, 0s quais compuseram o portfolio. Vale ressaltar que os mesmos foram selecionados

considerando o bindémio risco-retorno.

De acordo com os estudos desenvolvidos, a luz das teorias estudadas, os ativos mais
indicados para a composicao da carteira foram: BBAS3, ITUB4, RADL3, ECOR3, UNIP5,
MGLU3. Embora os ativos BBAS3 e ITUB4 pertengam ao mesmo setor de atuacao, a boa

correlagdo com os demais ativos garantiu a participacdo de ambos na carteira.

Os resultados obtidos através dos PPL formulados indicam que as previsoes dos
especialistas, de que o ano de 2018 seria favoravel aos investidores mais ousados, estao de
acordo. Contudo, cabe ressaltar que a volatilidade a qual o mercado acionério esta sujeito,
sobretudo em ano de eleicao presidencial, nao garante a eficiéncia pratica dos resultados

aqui apresentados, no entanto, tendem a nortear os futuros investidores.

Considerando que o nivel de seguranga de um ativo, bem como o seu rendimento,
pode sofrer variacoes de um ano para outro, podemos dizer que realizar investimentos no
mercado de acoes ¢ uma pratica de alto risco, uma vez que nao é possivel garantir de que

modo o mercado reagird frente as adversidades que podem encontrar.

Por fim, cabe aqui uma tltima consideracao. Embora a ideia de investir no mercado
de agoes pareca ser convidativa, sobretudo pelos resultados aqui apresentados, vale lembrar
que, embora a relagdo risco-retorno tenha sido considerada na escolha dos ativos, os nossos

estudos nao mediram o risco total da carteira formulada. Por este motivo, faz-se necessario
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uma complementacgao dos estudos abordando a temética sobre o risco total de uma carteira
de investimentos. Vale ressaltar, mais uma vez, que os resultados matematicos apresentados
nao garantem a eficiéncia pratica das carteiras formuladas, sobretudo, servem para auxiliar

os investidores de modo que os mesmos possam investir conscientemente.
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