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RESUMO

Os indicadores de qualidade do ensino, como o Indice de Desenvolvimento da Educacao
Basica (IDEB), por exemplo, mostram que o desempenho dos alunos na disciplina de Ma-
tematica, no Brasil, esta abaixo do esperado. Os resultados insatisfatorios, segundo alguns
tedricos, estao relacionados a forma como a Matemaética é apresentada, com excesso de
formalismo, falta de contextualizacao e métodos mecanizados de resolucao de problemas.
Por outro lado, tem-se verificado também que o aprendizado da Fisica deixa a desejar,
sobretudo pela falta de conhecimento sobre como aplicar os fundamentos da Matematica
na resolucao de problemas fisicos. Nesse sentido, apresenta-se neste trabalho uma pro-
posta de como temas especificos de Matematica podem ser abordados e consequentemente
aplicados e relacionados com a Fisica. Pretende-se fazer com que os envolvidos no pro-
cesso de ensino-aprendizagem da Matematica e da Fisica percebam, que é necessario, de
alguma forma conhecer as mais variadas aplicacoes de equagoes de primeiro e segundo
graus, funcao afim, funcao quadratica, razoes trigonométricas e teorema de Tales para
melhor entendimento de demonstracoes e aplicacoes desses conteudos a Fisica. Pra ser
mais especifico neste estudo sao abordadas as teorias e aplicacoes desses contetidos na

Cinematica e na Termometria.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica. Fisica. Interdisciplinaridade.



ABSTRACT

Educational quality indicators, such as the Basic Education Development Index (IDEB),
for example, show that students’ performance in Mathematics in Brazil is lower than
expected. Unsatisfactory results, according to some theorists, are related to how mathe-
matics is presented, with excess formalism, lack of contextualization and mechanized
methods of problem solving. On the other hand, it has also been verified that the lear-
ning of Physics leaves something to be desired, mainly due to the lack of knowledge on
how to apply the fundamentals of Mathematics in the resolution of physical problems. In
this sense, it is presented in this work a proposal of how specific Mathematical themes can
be approached and consequently applied and related to Physics. It is intended to make
those involved in the teaching-learning process of Mathematics and Physics realize that
it is necessary to somehow know the most varied applications of first and second degree
equations, related function, quadratic function, trigonometric and Tales theorem for a
better understanding of the demonstrations and applications of these contents to Physics.
To be more specific in this study are the theories and applications of these contents in

Kinematics and Thermometry.

KEYWORDS: Mathematics. Physical. Interdisciplinarity.
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1 Introducao

Os livros adotados no Ensino Médio atualmente, e uma parte consideravel de nos
professores, tratamos os contetidos basicos de Matematica de maneira bem isolada, abor-
damos conceitos, graficos, férmulas e principalmente questoes com énfase em contetidos
especificos da disciplina. Geralmente nos esquecemos de fazer a relacao com outras areas,
isto é, apresentar a Matematica de forma interdisciplinar, deixamos a desejar justamente
na aplicacao desses conteudos, principalmente no que diz respeito a Fisica, ja que esse com-
ponente curricular sempre apresenta problemas cujo ponto de partida é a determinacao
de equacgoes ou fungoes e posteriormente a analise, resolucao e interpretacao das mesmas.
Uma das principais motivagoes deste trabalho foram as conversas com profissionais da
educacao, pra ser mais especifico, professores de Fisica, pois os mesmos sao enfaticos em
afirmar que o aprendizado da referida disciplina torna-se muito complicado quando os
discentes nao tem uma base sélida de conhecimentos de Matematica. Assim, devemos
entender a Matemadtica e a Fisica como disciplinas que possuem relacao histérica, e além
disso, que é pertinente que ensino dessas disciplina seja feito de maneira compartilhada
entre os professores que ministram cada uma delas.

Ao longo da histéria, a Fisica e a Matemaética estiveram sempre muito préximas,

e um fato que torna latente essa proximidade é apresentado em (FITA, 1996):

E toda esta audicia na compreensao da natureza foi permitida pelo rigor da
linguagem matematica usada. Eis o paradigama do pensamento Newtoniano,
a forma de raciocinio cientifico criador que viria a marcar as Ciéncias Fisicas

até aos nossos dias.

O trecho acima enfatiza que foi a Matematica o fundamento necessario para a consolidacao
dos conceitos de Fisica que Newtonﬂ desenvolveu.

A Matematica e a Fisica possuem relacoes bem definidas, tanto é que o desenvolvi-
mento de uma estd relacionado diretamente ao desenvolvimento da outra, em (KARAM,

PIETROCOLA, 2009):

Sé6 para citar alguns exemplos: Einstein considera a geometria como a mais
antiga das teorias fisicas; a origem do célculo estd intimamente ligada a des-
crigdo matemadtica dos movimentos (BOYER, 1949); Poincaré (1995) destaca

que a teoria das equagoes diferenciais desenvolveu-se, sobretudo, pela Fisica e

Tsaac Newton (1642-1727), autor da obra conhecida Philosophiae Naturalis Principia Mathematica e
das leis da Gravitacao Universal.
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para a Fisica; a dlgebra vetorial estd profundamente relacionada com a busca
pela matematizacao do eletromagnetismo (SILVA, 2002); a analise de Fourier
foi motivada por problemas relacionados com cordas vibrantes e propagagao do
calor (DAVIS e HERSH, 1995); entre muitos outros.

O trecho acima destaca essa relacao, além de apresentar fatos que confirmam que o de-
senvolvimento da Fisica sé é possivel gracas a uma fundamentacao Matemaética sélida.
Por outro lado, ja que Fisica e Matematica tiveram e ainda tem seus desenvolvi-
mentos atrelados, cabe a seguinte pergunta: o que pensar do ensino dessas disciplinas?
Em relacao a Fisica do Ensino Médio ha um consenso entre os estudiosos do assunto, que
¢ o seguinte: os conceitos de Fisica s6 podem ser bem entendidos pelos discentes quando
ha fundamentos matematicos verdadeiramente consolidados em suas formagoes. Assim,

segundo (PIETROCOLA, 2002):

No ensino da Fisica, a linguagem matematica é muitas vezes considerada como
a grande responsavel pelo fracasso escolar. E comum professores alegarem que
seus alunos nao entendem Fisica devido a fragilidade de seus conhecimentos
matematicos. Para muitos, uma boa base matemética nos anos que antecedem

o ensino de Fisica é garantia de sucesso no aprendizado.

O trecho destaca a importancia de conhecimento matematico para o bom entendimento
dos conceitos e problemas da Fisica, pois a Matemaéatica nada mais é do que a linguagem
necessaria para o desenvolvimento de equacgoes, fungoes e relagoes tao presentes na Fisica
de qualquer uma das séries do Ensino Médio. Portanto, o correto entendimento, por
parte do aluno, de conceitos matematicos é um fato de fundamental importancia para a
consolidagao dos fundamentos da Fisica que ele ird obter ao longo de sua vida académica,
em particular no Ensino Médio.

Percebemos entao a necessidade de uma abordagem interdisciplinar em que os
contetudos basicos da Matematica venham a ser apresentados de forma aplicada a Fisica,
mostrando o real sentido das fungoes e tendo como meta facilitar o ensino da Matematica
por meio da modelagem e interpretacgao dos problemas fisicos. Assim, podemos tornar
nossas aulas mais interessantes, ja que estaremos dando sentido ao que estamos estudando
e a0 mesmo tempo promovendo a interdisciplinaridade. Mas como devemos entrar nesse
contexto sem levar em consideracao a relagao histérica entre a Matemética e a Fisica.
Se formos buscar um pouco de historia sobre essa relagao concluiremos que muitos dos

conceitos mateméaticos possuem sua origem associadas a problemas que surgiram na Fisica.
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Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs, 1999) de Matematica para o Ensino

Médio, destacam o ensino das fungoes:

O estudo das fungoes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao entre grandezas
e modelar situagoes-problema, construindo modelos descritivos de fenémenos
e permitindo varias conexoes dentro e fora da prépria matematica. Assim, a
énfase do estudo das diferentes fungoes deve estar no conceito de fungao e em
suas propriedades em relacdo as operagoes, na interpretacao de seus graficos e

nas aplicagoes dessas funcoes.

Tendo em vista, a importancia dada pelos Parametros Curriculares Nacionais sobre
a necessidade dessa ligacao entre os componentes curriculares, o trabalho apresenta alguns
exemplos de como apresentar a Matematica de maneira a ampliar os conhecimentos dos
nossos discentes e também prepara-los para os desafios da vida cotidiana e exames para
os quais serao submetidos. Devido a essa necessidade fizemos algumas aplicacoes a Fisica,
especificamente a Cineméticaﬂ. O tema em questao, segundo os Parametros Curriculares

Nacionais (PCNs, 1999):

A necessdaria articulagdo entre as disciplinas da drea de conhecimento para a
promocao das competéncias gerais certamente inclui o desenvolvimento de ins-
trumentos de investigagao comuns, como conceitos e procedimentos partilhados
pelas varias ciéncias, na investigagao e compreensao de diferentes processos na-

turais.

Percebemos no trecho acima a preocupacao com a articulagao da Matematica com
outras areas do conhecimento, por isso fizemos tal conexao com a Fisica, mostrando as
aplicagoes das fungoes polinomiais do 1° e 2° graus que sao modelos matematicos que des-
crevem os movimentos, a saber: Movimento Uniforme (MU), Movimento Uniformemente
Variado (MUV), fizemos também uma ligacdo do Teorema de Tales e o estudo de esca-
las termomeétricas, além disso, apresentamos as funcoes horarias, descrevendo acima de
tudo a relagao entre os conceitos abstratos dessas func¢oes com os conceitos fisicos desses
movimentos, ou seja, fizemos a resolucao de problemas fisicos usando as equagoes encon-
tradas na Fisica, em seguida, apresentamos uma resolucao do ponto de vista das funcoes
e conceitos matematicos. Incluimos no final do trabalho uma aplicacao do teorema de

Tales.

2T o ramo da Fisica que se ocupa da descricao dos movimentos dos corpos, sem se preocupar com as
causas.
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Portanto, o objetivo do trabalho aqui apresentado foi o de elaborar uma sequéncia
de conteudos que possa ser usado por professores e alunos do Ensino Médio ou por outros
interessados em adquirir conhecimentos relativos a aplicagoes da Matematica a Fisica,
em especial a Cinemaética e Escalas Termométricas. Ainda é escopo do trabalho o desen-
volvimento de novas formas de ensino desses conteidos de Fisica, uma vez que o ensino
de tais conteidos nao depende exclusivamente de conceitos isolados da Fisica, ou seja,
todos podem ser desenvolvidos pelo simples conhecimento de Fungoes ou da Geometria
Elementar. Por fim, é objetivo servir de inspiracao para outros trabalhos, onde poderao
ser abordados e aplicados outros conteudos da Matematica em que a Fisica ou outras dis-
ciplinas possam ser inseridas. Estamos cientes que o desenvolvimento aqui é parte muito

pequena do que ainda pode ser explorado.
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2 Numeros e Funcoes

A apresentacao da Fungoes Numéricas, em especial das Funcoes Polinomiais do
Primeiro e Segundo Graus, é objeto do presente capitulo, e apresentaremos aspectos des-
sas funcoes que, serao usadas no capitulo 4, sera necessario tanto para o entendimento das
aplicagoes como também para a solugao e interpretacao dos casos apresentados. Os assun-
tos fazem parte da revisao de literatura cujas fontes sao (LIMA, CARVALHO, WAGNER
e MORGADO, 2012) e (IEZZI, DOLCE, DEGENSZAJN e ALMEIDA, 2006).

O assunto principal deste capitulo, e dos seguintes, sao as fungoes reais de uma
variavel real, em particular as Fungoes Polinomiais do 1° e 2° Graus, ou seja, fungoes
f X — R que tem como dominio um subconjunto X C R e cujos valores f(x), para
todo x € R, sao nimeros reais. Em cada um desses capitulos, abordaremos as referidas
funcoes, mas antes disso faremos uma breve introducao aos conceitos de plano cartesiano

e o grafico de uma funcao.

2.1 Produto Cartesiano

Defini¢ao 2.1. Um par ordenado P = (x,y) é formado por um objeto x, chamado a

primeira coordenada de P e um objeto y, chamado a sequnda coordenada de P.

Dois pares ordenados P = (z,y) e @ = (u,v) serdo iguais quando =z = u e y = v,
isto é, quando tiverem as coordenadas iguais.

O produto cartesiano X x Y de dois conjuntos é o conjunto X x Y formado por
todos os pares ordenados (z,y) cuja primeira coordenada x pertence a X e a segunda
coordenada y pertence a Y.

Simbolicamente escreve-se

X xY ={(z,y);xe XeyeY}

Se X = {x1,29,...,20,} €Y = {y1,92,...,7,} sdo conjuntos finitos com m e p
elementos respectivamente, entdo o produto cartesiano X e Y é finito e possui m - p
elementos. Noutras palavras, n(X x Y) = n(X) - n(Y). A melhor maneira de enxergar

isto, é pensar no produto como um quadro retangular.
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(z1,91)  (v1,92) - (21,9p)
(2,1)  (w2,92) - (22,9)

(mfmyl) (Im,yl) e (xfmyp)

Com p colunas, cada uma possuindo m elementos.
O gréfico de uma fungao f : X — Y é o subconjunto G(f) do produto cartesiano

X xY formado por todos os pares ordenados (z,y), onde z é um ponto qualquer de X e

y = f(x). Assim,

G(f) ={(z,y) € X x Yy = f(x) = {z, f(z);2 € X}}.

A fim de que um subconjunto G C X X Y seja o grafico de alguma funcao f :
X — Y é necessario e suficiente que G' cumpra as seguintes condigoes:

(. Para todo x € X existe um par ordenado (z,y) € G. Cuja primeira ordenada

Go. Se P = (z,y) e P! = (z,y'). Sao pares pertencentes a G com a mesma primeira
coordenada z, entao y =y (isto é P = P’).

E claro que essas condigoes podem ser resumidas numa so, dizendo-se que para
cada x € X existe um e somente um, y € Y tal que (z,y) € G.

Resumindo, um subconjunto qualquer de X e Y é o grafico de uma relagao de X
para Y. Se esse conjunto cumpre as condi¢oes GGy e Gy acima estipuladas, ele é o grafico

de uma funcao.

2.2 Plano Numérico R?

Os elementos (z,y) de R? sdao, naturalmente, os pares ordenados de nimeros re-
ais. Eles surgem como as coordenadas de um ponto P do plano 7. (z = abscissa, y =
ordenada), que se intersectam no ponto O, chamado a origem do sistema de coordenadas.

Dado o ponto P € m, a abscissa de P é o nimero x, coordenada do pé da perpen-
dicular baixada de P sobre o eixo OX, enquanto a ordenada de P é a coordenada y do pé
da perpendicular baixada de P sobre o eixo OY". Diz-se que (z,y) é o par de coordenadas
do ponto P relativamente ao sistema de eixos xOy. Os eixos dividem o plano em quatro

regioes, chamadas quadrantes, caracterizadas pelos sinais das coordenadas de seus pontos.
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No primeiro quadrante tem-se x > 0 e y > 0; no segundo x < 0 e y > 0; no terceiro x < 0
ey < 0; noquarto, z > 0ey < 0.

A funcao f : @ — R?, que associa a cada ponto P do plano 7 seu par de coor-
denadas f(P) = (z,y) relativamente ao sistema de eixos OXY', é uma correspondéncia

biunivoca.

2.3 Funcgao Polinomial do 1° Grau Com Uma Variavel

Definicao 2.2. Define-se func¢ao polinomial do 1° grau na varidvel x, qualquer func¢ao

f: R = R dada por uma lei da forma f(x) = ax + b, em que a e b sGo nimeros reais e

a # 0.

Na lei f(z) = ax + b, o nimero real a é chamado coeficiente de = e o nimero b é
chamado termo constante ou independente.

Sao funcgoes polinomiais do 1° grau com uma variavel:
Exemplo 2.1. f(z) =5z —3, em quea =5 e b= —3.
Exemplo 2.2. f(x) = -2z -7, em quea=—2 e b= —T.
Exemplo 2.3. f(z) =11z, em que a =11 e b= 0.

Exemplo 2.4. f(z) = eb=

1
5

W

, em que a =

U] =

_|_

w8

No estudo das fungoes acima o valor de a é chamado de taxa de variacao e na
geometria sera denominado coeficiente angular da reta, pois é numericamente igual a
tangente do angulo que a reta (grafico da fungao) faz com o eixo x (horizontal). Esse
angulo é medido no sentido anti-horario. Isso serd evidenciado mais a frente dentro desse

trabalho.

2.3.1 Funcao Linear

Um caso particular de uma funcao afim é aquela em que b = 0. Nesse caso, temos
a funcao afim f : R — R dada pela lei f(z) = ax com a real e b = 0, que recebe a

denominacao especial de funcao linear.
Exemplo 2.5. f(z) =3z, coma=3 eb=0.
Exemplo 2.6. f(z) = —4z, coma=—4 eb=0.
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Nesses casos apresentamos as fungoes com b = 0, isto indica que sao funcoes cujos
graficos sao retas que passam pela origem, pois quando atribuirmos o valor zero a varidvel
x teremos f(x) = 0. Indicando, portanto o ponto (0,0) (origem do plano cartesiano)

pertence ao grafico desse tipo de funcao.

2.3.2 Gréfico de uma Funcao Polinomial do 1° Grau

O grafico de uma funcao polinomial do 1°, dada por y = ax + b, com a # 0, é uma
reta obliqua aos eixos Oz e Oy.

Demonstracgao:

Tomemos trés pontos distintos A(xy,y1); B(xe,y2) e C(x3,y3), cujas coordenadas

satisfazem a lei y = ax + b (com a # 0)

Figura 2.1: Alinhamento dos pontos A, B e C.

C
E?JB — Y2
]j.E
X1 ) X3
Fonte: Elaborado pelo autor.
Temos:
Y1 =axr1+0b (2.1)
Yo = axg +b (2.2)
Y3 = ars + b (2.3)

Subtraindo membro a membro, encontramos:

E3) - @ = vs — o = alzs — z2)
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(2.2) = (2.1) = yo — y1 = a(za — 21).

Dali, temos:

Yz — Y2 2553—332 (2.4)

Y2 — Y1 Tog — X1

Vamos mostrar que para os pontos A, B e C pertencem a mesma reta sempre que
a=p.
Observemos os triangulos ABD e BCE, que sao retangulos e tém lados proporci-

onais, pois de acordo com (2.4)), temos:

EC _BE

BD — AD (2.5)

Logo os triangulos ABD e BC'E sao semelhantes, portanto o« = 3. Dai se conclui
que A, B e C estao alinhados, portanto o grafico da fungao f(x) = ax + b é uma reta nao

vertical e ndo horizontal.

2.3.3 Significados Analiticos de a e b na Fungao f(x) =ar+b

Os livros didaticos de referéncia bibliografica desse trabalho referem-se aos niimeros
reais a e b presentes na lei de formagao da fungao polinomial do 1° grau f(z) = ax + b, e
sao chamados, respectivamente, de coeficiente angular e coeficiente linear.

Porém tais defini¢oes para a e b sao associadas ao papel desempenhado no grafico
da reta que representa a fungao. Dai a necessidade de mostrar o significado analitico dos
nimeros a e b.

Essas definicoes sao corretas em geometria pelo fato de que o valor de a pode ser
calculado pela tangente do angulo de inclinagado da reta. E b é o valor de y (fungao)
quando = = 0, ou seja, b é o valor onde a reta que representa a funcao intersecta o eixo

das ordenadas (eixo y).
2.3.4 Taxa de Variacao da Funcgao Polinomial do 1° Grau
Na fungao polinomial do 1° grau, f(z) = ax + b, o coeficiente a serd chamado de

f(%) — f(z1)

To — 1

taxa de variacao da funcao f, pois a = , em que To e xrp sao elementos
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distintos do dominio da funcao f.

A
Definicao 2.3. Tuaza de variagao média denotada por A—y de uma funcao f em relacao
x

ao intervalo de x1 e xy, com x1 # x9 e dada por:

Ay

Azx

Como f(z) = ax + b, entao

Fazendo as substitui¢oes das igualdades (2.7)) e (2.8]) em ({2.6]), segue que:

Az
Ay
Az
Ay
Az
Ay

Com x5 # x1, obtemos

vo—y1  flxo) — flw1)

To — Iq To — X1

f(z1) =ax; +0b

f(xe) = axs + b

(azy + b) — (axq + b)
To — X1
axrs +b—ar; —b

T2 — X7
a(xe — x1)
To — I
Az
— = aq.
Ay

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
(2.10)

(2.11)

(2.12)

Com isso, na fungao polinomial do 1° grau f(z) = ax +b, a taxa de variagdo média

serd denominada taxa de variacao, devido ao fato que para quaisquer x5 e 1 € R, com

Ty # x1 a taxa de variagdo média é sempre a mesma e igual ao coeficiente a.

Na funcdo f(x) = ax +b, o niimero real b, sera chamado de valor inicial da funcao,

devido ao fato, a simples substituigdo de x por zero temos: f(0) = a.0 + b, isso implica

f(0) = b.

Um exemplo disso sao os casos em que as pessoas fazem planos de pacotes de

internet, pagando uma taxa fixa e mais alguns centavos por minutos que ultrapassam o

tempo de cobertura.
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Assim, para exemplificar, vamos supor que eu tenha feito um plano onde pagarei
R$34,00 com direito a 100 minutos de ligacoes, pagando R$0, 3 por minutos que excederem
esse tempo, nesse caso, chamando de y o valor que tenho que pagar no final do més e de
x o tempo, em minutos, que excedem o tempo estipulado no contrato. Posso escrever y

em funcao de = da seguinte maneira.
y=34+0,35z.

Observe que mesmo nao tendo feito nenhuma ligacdo, precisarei pagar o valor de R$34, 00

para manter o acordo.

2.3.5 Funcao Linear e Grandezas Diretamente Proporcionais
2.3.6 Razao

Definigao 2.4. Dados dois nimeros reais a e b, com b # 0, chama-se razao de a para b

a
0 quociente 7 que também pode ser indicado por a : b

O numero a é chamado antecedente e o nimero b é chamado consequente.

2.3.7 Proporgao

Definicao 2.5. Dadas duas razoes % e 2, chama-se proporcao a iqualdade % = g (Lé-se:

a estd para b, assim como c estd para d).

Em uma proporg¢ao, os nimeros a e d sao chamados extremos e os nimeros c e d
sao chamados meios.

a c
Dada a proporcao 7= vale a propriedade:

ad = be

Para demonstra-la, basta multiplicar os dois membros de % = g por bd # 0:

a C
bdg —bdc—l = ad = be

Dizemos que o produto dos extremos (a e d) ¢ igual ao produto dos meios (b e c¢),
conhecida como Propriedade Fundamental das Proporcoes que iremos usar em algumas

situagoes de nosso trabalho.
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A fungao linear, dada pela férmula f(z) = a.x, é o modelo matematico mais usual
para problemas de proporcionalidade. Se fizermos pesquisas a respeito da proporcionali-
dade veremos que ela sempre foi difundida entre os povos.

Se consultarmos um compéndio antigo e muito bem conceituado, sem divida o
texto matematico de mais longa utilizacao no Brasil. Trata-se da Aritmética Progressiva,
de Antonio Trajano, cuja primeira edigao ocorreu em 1883 e ainda se achava em circulagao
na década de 60 com mais de 80 edigoes publicadas.

Segundo Trajano, Diz-se que duas grandezas sao proporcionais quando elas se
correspondem de tal modo que, multiplicando-se uma quantidade de uma delas por um
nuamero, a quantidade correspondente da outra fica multiplicada ou dividida pelo mesmo
nimero. No primeiro caso, a proporcionalidade se chama direta e, no segundo, inversa;

as grandezas se dizem diretamente proporcionais ou inversamente proporcionais.

2.4 Funcgao Polinomial do 2° Grau

Definicao 2.6. Chama-se funcdao polinomial do 2° grau ou func¢ao quadrdtica, toda fungao
definida f : R — R definida por y = f(x) = ax® + bx + ¢, sendo a, b e ¢ nimeros reais,

com a # 0

Sao funcgoes quadraticas:
Exemplo 2.7. f(z) =322 —2r +7 ondea=+/3,b=—-2cc=T.
Exemplo 2.8. f(x) =2*> -2z ondea=1,b= -2 ec=0.

Exemplo 2.9. f(r) = —622+ 8z ondea=—6,b=8 ec=0

2.4.1 Forma Canédnica da Funcao Quadratica

A escrita canonica da funcao quadratica é uma forma mais simples e tem o objetivo
de expor algo relevante que iremos mostrar agora.

Para obter a forma canonica da funcao quadratica, usaremos o método do comple-
tamento do quadrado perfeito. A funcao polinomial do 2° grau f(x) = ax® + bx + ¢, com

a # 0 pode ser escrita da seguinte forma:

b
f(x):ax2+bx+c:a(x2+§) +c (2.13)
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Utilizando os produtos notaveis estudados em séries anteriores sabemos que:

b b\% b2
:cz—i——'r:(:c—l——) - (2.14)

b\> b’
_ i I 2.15
fo) = af(a42) - |4 (2.15)
b\> v
= — | - — 2.16
a (93 + 2@) 1a +c ( )
b\° dac—b?
= + =) +—. 2.17
¢ (x 2a) 4a (2.17)
Podemos perceber, na ultima expressao, que se x = ;—, teremos o menor ou o
a
maior valor assumido pela fung¢ao. Chamaremos g— de coordenada z do vértice cuja
a
o ) B dac — b?
notacao é dada por z,, que tera o valor correspondente na funcao de y, = 0
a

Representando por A a expressao b> — 4ac também chamado de discriminante,

temos a forma canonica:

ou ainda

Com a fungao na forma candnica, podemos perceber f(z) pode ser escrita em fungao das

A b

-y . , o b . . - r
coordenadas do vértice, isto €, 0 z, = —5- e y, = — -, Jd que se T = 5 assume 0 mMaximo

ou minimo, dependendo do valor de a.

2.4.2 Zeros da Funcao Polinomial do 2° Grau

Chama-se zeros da fungao polinomial do 2° grau dada por f(z) = az? + bx + c,
com a # 0, os numeros reais x tais que f(z) = 0, logo as raizes da equagao do 2° grau
ax? 4+ bx + ¢ = 0, sdo os zeros da funcao.

Demonstracao da féormula que permite obter as raizes da equacao.
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Temos:

b b
flx)=0 = ax2+bx+c:0:>a(x2+—x+f> :0:>:c2+—1:+220(2.18)
a a a a
b _
e (2.19)
a a
2
Adicionando 12 a ambos os membros, tem-se:
a
b b? —c b2
— 2, 2 S 2.2
flz)=0 = =z —|—a:c—|—4a2 Pl (2.20)
b\> b —dac
— | = 2.21
- (a: * 2a> 4a? (221)
b b — 4ac
= =4 2.22
T 2a 2a ( )
Tornando b* — 4ac = A.
-b A
=0 = —+ — 2.23
fla)=0 = 2= x> (2:23)
—b+ VA
=— 2.24
x 5 (2.24)
—b+ VA
Dai, resulta a chamada féormula atribuida a Bhéskara ©+ = —————, onde A =

2a

b%> — 4ac é o discriminante, pois esse valor define quantas raizes possui a equacao.

Exemplo 2.10. Obter os zeros da fungdo de R em R definida pela lei f(x) = x* — 5z +6.

Solucao:

Identificando os coeficientes, teremos: a =1, b=—-5ec=6

Substituindo os coeficientes, encontramos: = =

5+1
T:>$1:3ex2:2.

—b+ Vi —dac  5++/25— 24

2a 2

As raizes sao 2 e 3, nesse caso temos raizes diferentes, pois A =1 > 0.

Exemplo 2.11. Vamos calcular os zeros reais da fungao, dada pela lei f(x) = 4x? —4zx+1.

Solucgao:
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Identificando os coeficientes, teremos: a =4, b= —4 e c= 1.

—b++/0? —dac  4++/16— 16

Substituindo os coeficientes, encontramos: = =

2a 2
éliO:> 1 1
Sa—— T]=—€ Xy = —.
2 79"
i 1 1
E as raizes sao — e —.
2 2

Observe que as raizes sao iguais, pois A = 0. (elemento neutro da adigao)

Exemplo 2.12. Obter os zeros da fungio dada por f(x) = 2x* + 3z + 4.

Solucao:

Identificando os coeficientes, teremos: a =2, b =3 e ¢ = 4.

—bj:\/bz—élaci -3E£v9-32

Substituindo os coeficientes, encontramos: x =

2a 2-2
-3+ v-23 . )
— 1 logo x nao representa um nimero real.
Observe que ficamos impossibilitados de calcular as raizes, pois A = —23 < 0, ja

que nao existe raiz quadrada de niimero negativo.
Observacao:
A quantidade de raizes reais de uma funcao quadratica depende do valor obtido

para o radicando A = b — 4ac, chamado anteriormente de discriminante:

e Quando A é positivo, a funcao tera duas raizes reais e diferentes;
e Quando A é igual a zero, a fungao tera raizes reais iguais ( raiz dupla );

e Quando A é negativo, a funcao nao tera raizes reais.

2.4.3 Soma e Produto das Raizes

Sendo 7, e x5, as raizes da equacio azx? + bx + ¢ = 0, vamos calcular x; + x5 e

T To.

—b+vVA —b—vA =2b
1T T2 2a + 2a 2a (2.25)
—b
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—b+VA —b—VA

T1-Ty = o o (2.27)
(=0 — (VA2 1 — (1* —4dac) ¢
T Ty = g (2.29)

Exemplo 2.13. Queremos determinar as raizes de x> — 13z + 40 = 0. usando soma e

produto.

Temos: a =1; b= —13 e c =40
Precisamos encontrar dois niimeros reais x; e x5 e tal modo que:
—b 13 c 40
Ty + a9 = — = — =13 exy-29 = — = — = 40, logo z1 e xy é igual,
a 1 a 1
respectivamente, a 5 e 8, ja que 5-8 =40e 5+ 8 = 13.
As coordenadas do vértice da parabola sao as coordenadas do ponto onde a parabola,
que representa a funcao, atinge o ponto mais alto ou mais baixo, conforme foi analisado

quando colocamos a fungao na forma canodnica.

2.4.4 Construcao da Parabola

Nosso objetivo aqui é tracar um roteiro para construir o grafico da fun¢ao polino-
mial do 2° grau, sem precisar estabelecer uma tabela de pares (z,v).
O valor do coeficiente a define a concavidade da parabola.

As raizes (ou zeros) definem os pontos em que a parabola intercepta o eixo Oz.

—-b —A
O vértice V = | —, —

2a’ 4a
a < 0) que s@o os pontos onde a fungao passa de decrescente para crescente ou de crescente

) indica o ponto de minimo (se ¢ > 0) ou maximo (se

para decrescente, respectivamente.
A reta que passa por V e é paralela ao eixo Oy é o eixo de simetria da parabola.
Para z = 0, temos y = a-0*+b-0+ ¢ = ¢, entdo esse ponto (0,c) a parabola
intersecta o eixo Oy.
Caso nao tenha raizes, escolhemos dois outros valores de x, simétricos em relacao

a coordenada x do vértice e calculamos suas imagens. Dai definimos a curva.

Exemplo 2.14. Queremos esbocar o grifico da func¢ao quadrdtica dada por f(zx) = 22* —

5x + 2.
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- Concavidade voltada para cima, pois a = 2 > 0.

1
- Raizes: x = - ou z = 2.

5 —9
- Vértice: V= (2,22,
értice <4, S )
- Intersecao com eixo Oy, (0,¢) = (0,2).

Figura 2.2: Representacao da parabola.

8 V

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observacao
Note que o conjunto imagem da fungao sao todos valores reais de y maiores que

-9
ou iguais a > Representamos por:

Im:{yeR]yz%g}

, 5

Observe que f é crescente se x > 1°© decrescente se x < T

A Fungao Polinomial do 2° Grau foi abordada nesse capitulo enfatizando a forma
canonica, que configura uma ganho significativo para a resolucao de problemas que serao
abordados no ultimo capitulo. Assim, é importante notar que apesar de a teoria aqui
apresentada nao tocar em todos os pontos relativos a essa funcao, a abordagem apresenta
os fundamentos béasicos para o entendimento do capitulo dedicado aos problemas fisicos,
em que nele serao abordados os problemas de modo a contemplar a maneira matematica

de solucao desses problemas.
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3 Geometria Euclidiana Plana

Os topicos de Geometria, sobretudo aqueles necessarios para o estudo interdis-
ciplinar de escalas termométricas, é o objeto de estudo desse capitulo. Cabe citar que
toda a teoria apresentada tem como Unico objetivo as aplicagoes, assim sendo,nem todas

as passagens foram devidamente justificadas. O capitulo tem como fonte de pesquisa

(BARBOSA, 2012) e (DOLCE e POMPEO,2005).

3.1 Teorema de Tales

Para se compreender o Teorema de Tales sera necessario conhecer algumas de-

finigoes preliminares, extraidas de Dolce e Pompeu (2015):

Defini¢ao 3.1. Retas Paralelas sao retas coplanares que coincidem (sdo iguais ) ou nao

tem nenhum ponto comum.
Definicao 3.2. Feize de retas paralelas € um conjunto de retas coplanares paralelas entre
St.

Definicao 3.3. Retas transversais ao feixe de paralelas sao retas que concorrem com todas

as retas do feize.

Definicao 3.4. Pontos correspondentes de duas transversais sao pontos das transversais

que estao numa mesma reta do feixe.

Definigao 3.5. Segmentos correspondentes de duas transversais sao aqueles cujos extre-

mos sao os respectivos pontos correspondentes.

Na Figura Ae A", BeB' ,CeC" eDe D sao pontos correspondentes, as

retas a, b, ¢ e d sao retas paralelas e as retas t; e ty sao retas transversais.

AB e A'B', CD e ("D’ sao segmentos correspondentes.

Segundo Dolce e Pompeo (2005), se um feixe de retas paralelas distintas é intersec-
tado por duas transversais distintas e um segmento de uma delas é dividido em n partes
congruentes entre si e pelos pontos da divisao tracarmos retas paralelas do feixe, entao
o segmento correspondente da outra transversal também ¢ dividido em n partes e essas
partes também sao congruentes entre si.

Demonstracao
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Figura 3.1: Feixe de retas paralelas.

t to

A A’ a

s/

c/ \O’ ¢
D / \D’ d
/

Fonte: Elaborado pelo autor.

Parte 1 - AB e A’B’ sao segmentos correspondentes e AB é dividido em n partes
por retas do feixe. Vamos supor que A’B’ ficasse dividido em menos partes, teriamos
que pelo menos duas dessas retas do feixe iria se encontrar em pontos de A’B’, o que é

absurdo, pois as retas sao paralelas.

Figura 3.2: Feixe de retas paralelas - n partes

L\

n partes —

i \

Fonte: Elaborado pelo autor.

Parte 2 - Se AB ¢ dividido em partes congruentes a z e pelos pontos da divisao
de A’B’, conduzirmos paralelas a AB, obteremos um triangulo para cada divisao. Esses
triangulos assim obtidos sao congruentes, pois possuem dois angulos e lado entre estes

congruentes. Com isso, A’B’ é dividido em partes congruentes pelos pontos de divisao.
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Figura 3.3: Feixe de retas paralelas

A

npartes — — (n— 1) partes

)

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.1.1 Teorema de Tales

Teorema 3.1 (Teorema de Tales). Se duas retas sao transversais de um feize de retas
paralelas, entao a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razao entre

0s respectivos segmentos correspondentes da outra.

Hipétese

AB e CD sao dois segmentos de uma transversal, e A’B’ e C'D’ sdo os respectivos
correspondentes da outra.

Tese

AB AP

cD C'D
Demonstracao
Vamos aqui nos prender ao caso em que AB e C'D sao comensurévei

Existe um segmento x que ¢ submultiplo de AB e de CD.
— — AB
AB:]wz:eC'D:qac:>::Z—j

CD q

Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisio de AB e C'D (de acordo com a

figura) e aplicando a propriedade anterior, temos:
- _ A'B’
AB =px' e C'D = qi' = — = L
c'D q
Comparando as igualdades, temos:

3Dois segmentos AB e C'D sao comensuraveis quando a razdo entre eles é um nimero racional.
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Figura 3.4: Feixe de retas paralelas cortadas por duas transversais.
2
A a

Fonte: Elaborado pelo autor.

AB AP
CD CD

3.2 A Trigonometria do Triangulo Retangulo

O angulo ¢ a figura formada por duas semirretas de mesma origem. As semirretas
sao os lados do angulo e a origem comum ¢ o seu vértice. Podemos representar um angulo
de varias maneiras. Se O é o vértice e A e B sao pontos quaisquer pertencentes um a
cada semirreta, este angulo sera representado por AOB ou BOA.

Se usarmos esta notacao, a letra que designa o vértice deve aparecer entre as outras
duas.

Caso nenhum outro angulo tenha o mesmo vértice, podemos utilizar apenas a letra
que designa este vértice e representamos por 0.

O instrumento utilizado para medir angulos é o transferidor, que nada mais é que

um circulo graduado.
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Figura 3.5: Angulo AOB

A

oF o
@

B

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura[3.6) mostra a representagao de transferidor graduado em graus. O grau é a
. 1 . . e
fracao de —— de um circulo e serd a 1inica unidade utilizada neste capitulo, onde podemos
360
observar uma escala dupla. Porque este instrumento pode ser percorrido tanto no sentido
horario, quanto no sentido anti-horario. A maioria dos matematicos adota o sentido anti-

horario como positivo, mas em outras atividades, como por exemplo, navegacao aérea, o

sentido adotado é o horario.

Figura 3.6: Representacao de um transferidor.

90°(90°)
120°(60° 60°(120°)
150°(30°) 30°(150°)
180°(0°) 0°(180°)
210°(330°) 330°(210°)
240°(300°) 300°(240°)
270°(270°)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A medigao é feita da seguinte forma:

- Faz-se um dos lados coincidir com a linha zero do transferidor;

- Em seguida escolhe-se o sentido da medicao;

- Anota-se o valor atingido pelo outro lado no aparelho.

E evidente que neste caso estamos nos referindo a regiao convexa. Nos livros

didaticos, adotam a convengao grafica exposta, para nao deixar duvida.
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Figura 3.7: Angulo: regiao convexa e concava.

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3 As Funcoes Trigonométricas do Angulo Agudo

Consideremos agora um angulo AOB = 6, onde 0° < 6 < 90°, e tracemos a partir
dos pontos Ay, Ay, As, etc. da semirreta AO perpendiculares A, B, AsBsy, A3Bs, etc.
A semirreta OB. Os triangulo OA, By, OA3By, OA3B3, etc. Sao semelhantes pelo caso
(AA) estudado nas séries finais do ensino fundamental.

Podemos entao escrever.

Figura 3.8: Angulo BOC

/

/ As
A
A1
5
O L L 4
IB1 B, |B, B

Fonte: Elaborado pelo autor.

04, OA, OA, '

Esta relacao depende apenas do angulo 6 e nao dos comprimentos envolvidos.

Convém dar um nome para esta funcao de #, assim construida e definir para 0° < 6 < 90°,
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= sent) (3.2)

Que se lé: seno de #. A ideia é simples. Usando triangulos pequenos, podemos
construir uma tabela da fungao seno. Suponhamos agora que se quer medir o raio da
terra, um comprimento geralmente inacessivel.

Um processo usado pelos gregos, é o seguinte: Do alto de uma torre de altura h,
mede-se o angulo 6 que faz a reta BC' do horizonte de B com a vertical BO do lugar.

Observando a figura temos que:

i = senb
R+h
, donde
R-senf +h-senf = R
Isto é,
h - senf
R= 1 — senf

Figura 3.9: Representacao da Terra.

B

=

@)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se tivermos as medidas de h e 6 (normalmente faceis de obter) e uma tabela de

senos, poderemos entao calcular o raio R da terra.
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Voltando aos tridngulos semelhantes da Figura [3.8] vemos que as relagoes

OB, OB, OB;
OA, 0OA, OA;

(3.3)

Também dependem sé do angulo #. Definimos entao a funcao para 0° < 6 < 90°.

Como cosf, logo

= cost (3.4)

QS
NS

Temos também,

AlBl . AQBQ . Ang .

= = (3.5)
OB, OB, OB;s
Que é definida por tgf dai temos:
A B
L — 10 (3.6)
OB,

Estas fungoes sao chamadas fungoes trigonométricas e nao sao independentes. Duas

relacoes aparecem naturalmente.

sen®0 + cos’0 = 1 (3.7)
senf

tgh = 3.8

9 cost) (38)

Demonstracgao
Consideremos um angulo € de vértice O em um triangulo OAB retangulo em B

como mostra a ﬁguram Para facilitar faremos, OC = a, OB = b e BC = c e lembrando
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Figura 3.10: Triangulo retangulo ABO.

A

Oe

b B

Fonte: Elaborado pelo autor.

do Teorema de Pitagoras, a? = b? + 2, temos:

b\ 2 N2 bP+A a?
sen®0 + cos®0 = (5) + <5> e 1 (3.9)
b
senf)
a

Como para 0 < 0 < 90°, senf, cost) e tgh sao ntimeros positivos, vemos ainda que
se uma das funcoes de 6 for fornecida, podemos calcular as outras duas. E ainda que,
se um triangulo retangulo tem um angulo # e hipotenusa a, entao os catetos sao a - sent

(cateto oposto a 6) e a - cosf (cateto adjacente a )

Figura 3.11: Triangulo ABO

A
a
a- sen 0
o S]
i a-cos b B

Fonte: Elaborado pelo autor.

E fécil perceber que se dois angulos a e 8 sdo complementares (a+ 3 = 90°), entao

sena = cosf e e tga = —.
tgps
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Figura 3.12: Triangulo retangulo.

L~

Fonte: Elaborado pelo autor.

seno = g = cosf (3.11)
b 1 1
tga === = — 3.12
O (3.12)
b

Valores dos senos, cossenos e tangentes dos angulos mais usados no ensino bésico.

Demonstragao: Angulos de 30° e 60°

Figura 3.13: Triangulo equilatero.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No triangulo equilatero ABC de lado 1 da Figura tracamos a altura AH (Nesse

— 1
caso também mediana). Obtemos entao, CH = §l e, pelo teorema de Pitdgoras, temos:
9 A\ —
F=|-| +AH =
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4

32

2 _Am

; -

— 312

AH — 2=
4:>

_Hzg

V3 ~ ~
Logo a altura é igual a %_ Como ACD = 60° e CAD = 30°. Pelo triangulo
AHC, temos:

1
o 2
30°= 4 = -
sen N
c0s30° = @
2
V3
tg30° = —
J 3
senb0°® = \/_§
2
60° 1
cos = —
2
tg60° = /3

Demonstragao: Angulo de 45°.

Dado o triangulo isdsceles da Figura [3.14] com catetos iguais a [ e angulos de 45°

Figura 3.14: Triangulo isosceles
CK~~——~"""-—-—---- ] D

P mmmmmmmmmmm— o

B l

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Pelo teorema de Pitagoras, temos:

BC =P+12=

BC =212 =
BC =212 =
BC =1v2

Logo, temos que:

~

V2

sendb® = = sen4db® = >

o

V2

cos45° =

[ S

tg4h° =1

A teoria apresentada nesse capitulo servira como base para o entendimento das
aplicagoes relativas a escalas termométricas, e além disso, o estudo da trigonometria no
triangulo retangulo terd sua aplicagdo no movimento obliquo. O conhecimento da trigo-
nometria, em particular, dos valores dos angulos notaveis serao os conhecimentos prévios

necessarios para fazer as decomposicoes de velocidades em relacao aos eixos coordenados.
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4 Aplicacoes dos Contetidos na Cinematica

Nesta secao, apresentaremos algumas aplicacoes a Cinemética e a Termometria.
No entanto, é importante ressaltar, que as aplicacoes aqui apresentadas serao nortea-
das pela interdisciplinaridade, deixando sempre evidente que a Matematica que ha em
cada uma das aplicagoes propostas € suficiente para resolver os problemas com razoavel
conhecimento da Fisica.

No entanto, a teoria Fisica deve ser apresentada mesmo que apenas em seus con-
ceitos preliminares, e para que a abordagem seja feita de maneira satisfatéria, foram

utilizadas as referéncias [2] e [3] para as referidas defini¢oes e para alguns exemplos.

4.1 Definicoes Preliminares

Nesta secao iremos abordar as aplicagoes das fungoes polinomiais do 1° e 2° graus
na cinematica, nesse caso é importante frisar que a nossa intencao é simplesmente mostrar
que tendo um conhecimento basico dessas fungoes poderemos entender e resolver muitas
questoes trabalhadas nesse ramo da Fisica. Iremos entao perceber que devemos restringir
o dominio das funcoes aqui trabalhadas. Teremos entao andlise de funcoes f : RT — R,
ja que a variavel independente que ird aparecer no decorrer do capitulo serd o tempo t.

Agora iremos definir algumas grandezas fisicas retiradas de [2].

Definicao 4.1 (Velocidade Escalar Média). Velocidade Escalar Média (Vm), definida
como a razdo entre a varia¢do da posicao (As = s—sg) e a varia¢ao de tempo (At = t—t)

em que a varia¢ao da posicao O0COTTE.

As s—sg

Vi = — =
At t—t,

(As = s—sp) que é a diferenca entre as posigoes ocupadas pelo mével em diferentes
instantes e (At = t—ty) que ¢é a diferenca entre os tempos em que essa mudanga de posicao
ocorre.

Note que, pela definicao, a velocidade escalar média é a taxa de variagao média da

posicao em relacao aos instantes t e tg, onde t é o instante final e ty é o instante inicial.

Defini¢ao 4.2 (Velocidade Instantanea). Denomina-se Velocidade Instantanea a veloci-

dade com que um movel percorre a trajetoria num determinado instante t.
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Note que a velocidade escalar média nao nos permite saber como foi 0 movimento
em diferentes instantes de um determinado intervalo.
Por exemplo, o valor indicado pelo velocimetro em certo instante é o valor absoluto

de a velocidade escalar instantanea.

Definigao 4.3 (Aceleragao Escalar Média). Define-se que aceleragao escalar média entre
dois instantes € a variacdo de velocidade escalar instantanea ocorrida, em média, por
unidade de tempo, ou seja, € a a razdo entre a variacdo de velocidade (AV') e a respectiva

variagao de tempo (At), indica-se.

AV V=W
N

Am

Observe que, por defini¢ao a aceleragao escalar média é a taxa de variagao é a taxa
de variacao média da velocidade em relagao aos instantes t; e 5.
A medida da taxa de variagao da velocidade escalar com o tempo, feita num ins-

tante, é a aceleracao escalar instantanea que simbolizaremos por «.

4.2 Movimento Retilineo Uniforme

O Movimento Uniforme é um dos mais tipos simples de movimento, e ele sera

apresentado em algumas aplicagoes durante o texto. A definicao abaixo foi retirada de
[21.

Definicao 4.4. Um movimento é denominado uniforme quando ocorre com velocidade

escalar que nao se modifica com o passar do tempo.

Eo que ocorre, por exemplo, com alguns automoveis modernos quando estao com
o piloto automatico acionado.

Na natureza, encontraremos casos interessantes de movimentos uniformes, como a
propagacao da luz e do som em meios homogéneos ou movimento de uma rocha numa
regiao do universo em que o campo gravitacional é desprezivel.

Define-se entao, Movimento Retilineo Uniforme (MRU), qualquer movimento rea-
lizado por um mével, em trajetoria retilinea, que percorre distancias iguais em intervalos
de tempo iguais. No movimento retilineo uniforme a velocidade escalar instantanea é

constante, nao nula e igual a velocidade escalar média V,, em qualquer intervalo.
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Nesse caso, como a velocidade escalar instantanea v é constante e diferente de zero,

a aceleracao escalar a é constante e nula.

4.2.1 Representacao Grafica da Velocidade Escalar em funcao do Tempo

Em todos os instantes do intervalo de tempo em que o movimento é uniforme, a
velocidade escalar é sempre a mesma. Logo a representacao grafica dessa velociade em

funcao do tempo pode ser assim representada.

Figura 4.1: Velocidade escalar

v

|

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.2 Grafico da Fungao Horaria da Velocidade no Movimento Uniforme

No repouso a velocidade é constante e nula. Nesse caso, a representagao grafica da

velocidade escalar em funcao do tempo é.
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Figura 4.2: Velocidade escalar

v

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.3 Funcao Horaria do Espacgo
Considerando uma particula em movimento uniforme descrevendo a trajetéria re-

presentada a seguir:

Figura 4.3: Trajetéria da particula

to=10 t
{) o— o>

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa trajetoria esta orientada, sendo o ponto O a origem dos espagos. No instante
to = 0 ( origem dos tempos), a particula estava em um ponto no qual o espago era S,
(espago inicial). Num instante qualquer ¢, a particula estd em ponto do espago S.

Num movimento uniforme, a velocidade escalar média (V;,,) em qualquer intervalo
de tempo coincide com a velocidade escalar instantanea (V) em qualquer instante, uma
vez que esta tultima é constante.

Assim, podemos escrever.

AS S_So S_SO
V=a = 7V= t—t, ¢ (4.1)
S—=8 = v-t=5=5+v-t (4.2)

Podemos entao escrever S em func¢ao do tempo:

S(t) =S, +v-L. (4.3)
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A expressao obtida é a funcao horaria dos espacos em funcao do tempo t, para
qualquer movimento uniforme.

Observe também que a funcao obtida é do primeiro grau em t. por isso podemos
fazer uma rela¢do com a fungao polinomial do primeiro grau f(x) = ax + b, da seguinte

maneira.

e a = v (taxa de variagao dos espagos em fungao do tempo)

e b =5, ( posicao inicial dada no inicio da contagem), ou seja, t = 0. Associada ao

coeficiente b da funcao, associado a = 0 da fungao polinomial f(x) = az + b.

Com essa ideia ¢é facil escrever a fungao horaria do movimento de um moével veja o

exemplo.

Exemplo 4.1. (UFRGS-RS) A tabela registra dados da posi¢ao x em fungdo do tempo
de um movel. Qual a velocidade desse movel? Escreva a funcdo hordria e determine a

posicao apos 15 sequndos.

T(s) | x(m)
0 1
2 7
5 16
9 28

Solucao:

Para tal situagao, calcularemos a taxa de variacao dos espacgos. Assim, com 0s
dados da tabela temos:

S(0) =1 (51) posigao inicial.

S(2) =7 (S53) posigao final.

Dali, calculamos a velocidade média:

V= —— = g = 3,0m/s. (4.4)

(no Sistema Internacional de Unidades)
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A situacao apresenta a velocidade constante, e para a determinagao da funcao

horaria do espago, devemos determinar os valores de Sy e de v, conforme a fungao abaixo:

S(t)250+?]'t,

ou seja, a funcao que representa a posicao do mével é uma fungao afim, em que a velocidade
desempenha o papel de taxa de variacao enquanto a posicao inicial do mével desempenha
o papel de valor inicial da referida funcao, conforme apresentado no capitulo 2.

Assim, sabendo que v = 3m/s e Sy = Im, a fungao horéria é dada por:

S(t) =1+ 3t.

Logo, a posicao do mével no instante ¢ = 15s é

S(15) =14 3- 15 = 46m.

4.2.4 Representacao Grafica do Espaco em Funcao do Tempo

Como vimos a funcao hordria do movimento uniforme, S(t) = S,+v-t, é polinomial
do 1° grau em t, sua representacao é uma reta inclinada em relagao aos eixos, podendo

ser enquadrada em um dos casos apresentados a seguir.

Figura 4.4: Movimento uniforme progressivo
S S

So

t Sy=0 t +
Sn/

(a) Com posigao inicial posi- (b) Com espago inicial nulo (c) Com espaco inicial nega-
tiva (S, >0eV >0) (So=0eV >0) tivo (S, <0eV >0)
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Figura 4.5: Movimento uniforme retrégrado

® . t - :
N P~

(a) Com espago inicial nulo (b) com espago inicial posi- (c) Com espago inicial nega-
(So=0eV <0) tivo (S, >0eV <0) tivo (s, <0 eV <0)

Exemplo 4.2. E dado o grafico s X t para o movimento de um ponto material.

Figura 4.6: Movimento de um ponto material
400

s(m) ]
300

200

100

Fonte: Elaborado pelo autor.

Represente graficamente a velocidade escalar do ponto material no intervalo de Os
a 30s.

Solucao: Ponto de vista Fisico

Verificamos facilmente no intervalo de 0 a 10s a taxa de variagdo no espago (vy,) é

constante e positiva e vale:

300 — 100 200
v 10— 0 TR

Ja no intervalo de 10s a 20s podemos perceber que a taxa de variacao é nula

(vm = 0)
Um = 0m/s (t; = 10s e ty = 20s).
No intervalo de 20s a 30s a taxa de variacao é negativa e vale:
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) _530—520_100—300_—200__20m/8
"ty —t; 10—-0 10 '

Logo o grafico da velocidade fica representado na Figura [4.7]

Figura 4.7: Representacao grafica da velocidade
v(m/s)

20 9

e — — — —
—_~
—
w

Fonte: Elaborado pelo autor.

Comentarios: Ponto de Vista Matematico

Note que mesmo se saber a maneira de calcular v,, no trecho de 0s a 10s. Temos

como associar vy, ao valor de a (taxa de varia¢ao) da funcao y = ax + b, assim.

Figura 4.8: Velocidade do ponto de vista matematico

400 |
s(im)
300

200

100

t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

200

=t =— =20
a =tana 10

No trecho de 10s a 20s, o grafico possui um segmento horizontal, isso caracteriza

variagao nula, portanto a = 0. Conforme Figura [4.9]

47



Figura 4.9: Velocidade do ponto de vista matematico
400

s(m)

W = = = = = = — —

200

100

Fonte: Elaborado pelo autor.

0
a =tana 10

E por ultimo de 20s a 30s o grafico apresenta um trecho com espacos diminuindo

o que caracteriza taxa de variacao negativa, isso ocorre em funcao decrescente.

Figura 4.10: Velocidade do ponto de vista matemético
400

s(m)
300

200

100

Fonte: Elaborado pelo autor.

300 — 100

—20.
10

a=—tanf =

O grafico da velocidade fica representado na Figura [4.11]
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Figura 4.11: Velocidade do ponto de vista matemético
v(m/s)

204

e ————
—~

—

w

—— ]
=
—— ]
=]
=
=

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 4.3. Das 10h as 16h, a velocidade escalar de um mdvel varia com o tempo. O
grafico a sequir mostra a variacao aprorimada da velocidade em fungdao do tempo. Veja

Figura[4.13. Calcule a velocidade escalar média do automdvel nesse intervalo de tempo.

Figura 4.12: Grafico da Velocidade em Funcao do Tempo.
v(km/ )

) J —

I e —— ——

0 10 12 13 16 t(R)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Solucao: Ponto de Vista Matematico.
Sabendo que velocidade é definida como a razao entre o espaco percorrido e o

tempo decorrido, temos apenas que calcular o espago, pois o tempo de duragao foi 6s (de

10s a 16s).
Nesse caso temos a seguinte analise:
O automovel percorreu um intervalo de 12 segundos com velocidade constante (

reta horizontal) de 60km/h, portanto.

S1=060-12 = 120km
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No segundo trecho verifica-se no grafico que o automovel permaneceu “parado”

(velocidade nula) logo:

Sl = 0km

E por fim, no terceiro trecho de 13s a 16s o automovel percorreu com velocidade

de 120km/h, entao:

Sy =120 (16 — 13) = 120 - 3 = 360km.

B f4cil calcular entdo a velocidade média:

120404360 480

v, 2 80km/h.
6 6 m/

Exemplo 4.4. Dois tratores, I e II, percorrem a mesma rodovia e suas posi¢oes variam

com o tempo, conforme o grdfico a sequir.

Figura 4.13: Posicao dos veiculos I e II.
S(km)

300
270 | - =

I

60 | ==

Fonte: Elaborado pelo autor.

Solugao: ponto de vista Matematico

Para o veiculo I temos uma funcao y = ax + b crescente, onde o valor de a (taxa

de variagao positiva) (Figura4.14) e b = 0, logo y = 20z.
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Figura 4.14: Posicao do veiculo [
S(km) &

60 |-=----~=

W = = - - - - -

Fonte: Elaborado pelo autor.

t =—=20
an o 5

Para o veiculo II, temos uma funcao decrescente (taxa de variagdo negativa) com

a=—10 e b= 300). Logo y = —10z + 300.

Figura 4.15: Posicao do veiculo II
S(km) |

300

270

I
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
1
1

3

0 t(h)

Fonte: Elaborado pelo autor.

300 — 270

10.
3

tan § =
Para descobrirmos o encontro basta resolvermos o sistema de equacoes a seguir:
y = 20x
y = —10x + 300
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20z = —10x + 300 = 30z = 300 = x = 10.

Nesse o valor de = representa o instante do encontro. Logo o encontro vai ocorrer
10h.

Fazendo uma analise do ponto de vista fisico temos que as func¢oes horarias dos
espacos do movel I e Il sao respectivamente S; =20 -t e Sy = 300 — 10 - t. Logo quando

0s moveis estao na mesma posicao temos:

Sp =59
20-¢t=300—-10-1¢
20-t+10-¢t =300

30 -t =300

t =10h

Podemos concluir que: apoés 10h de iniciado a contagem dos tempos ocorrera o
encontro, e se quiséssemos descobrir a posi¢ao de encontro basta substituir o valor encon-

trado em qualquer uma das funcoes horarias, entao:

S;1=20-¢
S1=20-10
S = 200km.

Logo, podemos afirmar que o encontro vai acontecer no quilometro 200 da estrada.

4.3 Movimento Uniformemente Variado

O Movimento Uniformemente Variado sera utilizado em varias aplicagoes ao longo
desse capitulo. Sendo assim, esse movimento carece de uma definicao consistente, e essa

é apresentada abaixo e foi retirada de [2].

Definigao 4.5 (Movimento Uniformemente Variado). Define-se movimento uniforme-

mente variado (MUV) como aquele em que a acelera¢ao escalar é constante e diferente
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de zero. Consequentemente, a velocidade escalar sofre variagoes iguais em intervalos de

tempo 1guais.

Um exemplo classico e justificado na Dinémicaﬂ ¢ o movimento de um corpo,
abandonado ou lancado verticalmente nas proximidades da superficie da Terra. Nesse
caso o movimento vertical serd regido pela aceleracao da gravidade que tem maédulo igual
a 9,8 m/s?

Porém em mnosso trabalho sempre usaremos 10 m/s?, valor usado nas séries do
ensino médio.

Representacao Grafica da Aceleracao Escalar em Funcao do Tempo

Sendo constante e diferente de Zero, a aceleracao escalar é representada grafica-

mente por:

Figura 4.16: Aceleragao escalar constante.

x
@

(a) Aceleracao positiva (b) Aceleragao negativa

Fonte: Elaborado pelo autor.

Propriedade do Grafico da aceleracao em funcao do Tempo:
No gréfico da aceleragdo a em fungao do tempo (), vamos calcular a “drea” A

limitada pelo grafico e pelo eixo dos tempos dois instantes ¢; e t, na figura.

Temos que a drea A destacada pode ser calculada por A = At - «(I), como:
AV
a=—Zr= AV = a - At(I1), concluimos de (1) e (I1) que:
A=AV

Logo no grafico da aceleragao («) em fungao do tempo (t) , a “area” limitada pelo
grafico e o eixo dos tempos, calculada entre dois instantes ¢; e t5, expressa numericamente

o valor da velocidade entre t; e t9:

4Parte da Fisica que estuda o movimento em suas causas e efeitos.
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Figura 4.17: Gréfico da aceleragao (a)) em fungao do tempo (t)
o

N

Fonte: Elaborado pelo autor.

"Area” = AV =V, —V;

4.3.1 Funcao Horaria da Velocidade Escalar Instantanea

Vamos supor uma particula em movimento uniformemente variado com trajetoria
orientada. Chamemos de V, sua velocidade no instante inicial (¢, = 0) inicio da contagem

e de V sua velocidade escalar no instante ¢.

Figura 4.18: Movimento da particula

0 t s
+ & — o -

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos escrever:

AV V-V, V-V,
a=—=a= =
At t—t,

=V-V,=a-t

V=V,4+a-t.

A expressao acima fornece a velocidade escalar num instante ¢ qualquer do movi-
mento, e ela é chamada de funcao horaria da velocidade escalar instantanea. Além disso,
na representacao grafica da velocidade escalar em funcao do tempo ¢, temos que a funcao

horaria da velocidade ¢ de 1° grau em t.
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Sendo V,, o valor inicial e o a taxa de variacao da velocidade.

V=V,4+a-t.

Observe que se « € positiva, as retas representam fungoes crescentes.

Figura 4.19: Gréaficos V' x t quando a acelerac¢do («) é positiva.

/

Vo

(a) V, positiva.

A%

v

Vo

(b) V, nula.

Fonte: Elaborado pelo autor.

/ !
Vo

(¢c) V, negativa.

Caso a aceleragao escalar seja negativa podemos ter também 3 situacgoes:

Figura 4.20: Gréficos V' x t quando a aceleragao () é negativa.

"IN
N

(a) V, positiva.

A%

Vo

(b) V, nula.

Fonte: Elaborado pelo autor.

\%

Vﬂ\t

(¢) V, negativa.

Exemplo 4.5. A velocidade escalar de um mdvel variou com o tempo conforme o grdfico

a sequir. Calcule a velocidade escalar do movel no instante t = 3, 5s.

Solugao: Temos nessa situagao v x t representado por um segmento de reta, logo

podemos obter uma func¢ao polinomial do 1° grau da velocidade em funcao do tempo

v(t) = v, + a - t. Dal segue que para t = 0s, a velocidade inicial é 20m/s (v, = 20m/s).

Temos agora que determinar a taxa de variagao que representara a aceleragao do

movimento, dai
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Figura 4.21: Variacao da velocidade escalar de um movel.

V(m/s)
20
5
-T 71
|
5

t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

V-1, 5—20: 5
= = o = —9O.
Tt T 5-0

Logo, a funcao dada pelo gréfico é:

V(t)=20—3-t.

Por fim, podemos calcular a velocidade decorridos 3, 5s de movimento

V(3,5) =20 —3-(3,5)

V(3,5) =20 — 10,5

V(3,5) =9,5m/s.

Concluimos entao que apés 3,5 segundos o mével estara se deslocando com velo-
cidade de 9,5m/s.

Propriedade do Grafico da velocidade em funcao do tempo

No gréfico da velocidade escalar em funcdo do tempo (t) a “area” A compreendida
entre o grafico e o eixo dos tempos, de um instante t; até outro instante ¢y, expressa a

variagao do espaco AS entre esses instantes.

A=AS=5-5.
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Figura 4.22: Area sob o grifico da velocidade em funcao do tempo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa propriedade foi demonstrada anteriormente no movimento uniforme, é impor-

tante frisarmos que é valida para qualquer movimento.

4.3.2 Funcao Horaria do Espacgo

Consideremos uma particula em movimento uniformemente variado numa tra-

jetoria orientada

Figura 4.23: Objeto sobre um trajetoéria

to =10
0 14 s
+ O o

S, 5

Fonte: Elaborado pelo autor.

No instante ¢, = 0 (origem da contagem dos tempos), o espaco é s, e a velocidade

No instante t, o espaco é s e a velocidade escalar é v.

Queremos a expressao de s em funcao de . para isso tracamos o grafico v x t.

Como ja foi visto a area destacada representada na figura expressa a variagao de
espago AS de Os a t segundos.

Essa pode ser calculada pela formula da area do trapézio:

(Vo+V)-t

AS =
2
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Figura 4.24: A Area do Trapézio
\Y

[

Vo

el i

Fonte: Elaborado pelo autor.

Lembrando que V =V, + a - t, temos que:

(Vot+Vo+a-t)-t
2

AS =

2
AS:VO-H%,

como AS = 5 — S,, chegamos ao resultado

t2
S—Sozv,,-w%.

Por fim obtemos a funcao horaria dos espacos num Movimento Uniformemente

Variado:

2

t
S = Sot Vot +,

em que AS é o deslocamento escalar ocorrido desde o instante £, = 0 até o instante

Exemplo 4.6. Os espacgos de um movel variam com o tempo, conforme a sequinte fun¢ao

hordria.

S(t) =t* — 12 -t + 40,

o8



em que 0s espacos (s) sao medidos em metros, os tempos em sequndos. Determine

o(s) instante(s) em que o mdvel passa pela origem dos espagos.

Solucao: Ponto de vista da Matematica

a) Para calcularmos os instantes em que o mével o mével passa pela origem, preci-
samos reconhecer que nesse instante a posi¢ao do mével é S = 0m, logo ele sé vai precisar
dos conhecimentos bésicos de equacao do 2° grau.

Temos: 0 =t> — 13-t +40 ou t?> — 13-t + 40 = 0.

Dai, os coeficientes da equagao serao a = 1, b = —13 e ¢ = 40, e usando os calculos

da férmula de Bhaskara, teremos:

A=(-13*-4-1-40=9

1343
t= =38
2
13 -3
t=—"""~=5
2

Concluimos entao que o movel passa pela posicao Om duas vezes, apds 5 segundos

e 8 segundos.

4.3.3 Representacao Grafica dos Espacos em Funcao do Tempo

De acordo com o que vimos o espaco varia com o tempo conforme uma funcao

polinomial do 2° grau em t:

2

t
S = Sot Vot + -,

e conforme foi visto anteriormente essa funcao tem como representagao grafica uma
parabola. E nesse caso a concavidade pode ser voltada para cima ou para baixo, tudo
depende de « ser aceleragao positiva ou negativa.

Podemos ter entao os seis graficos abaixo, que também dependem do discriminante

(delta) e do valor inicial S,,.

Exemplo 4.7. O grdfico a sequir, do espago em funcdo do tempo t, refere-se a um mo-

vimento uniformemente variado.
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Figura 4.25: Representagoes gréficas do fungao quadratica S(t),t > 0

St oa>0 St a>0 St 4>0
A <0 A=0 A>0
So
S, S,
t t t
(a) (b) (c)
St a<0
GA>0 S a <0 S a<0
A=0 A <0
t t
Se S, So
t
(d) (e) (f)

Fonte: Elaborado pelo autor.

a) Determine a velocidade do mdvel no instante t, = 0;

b) A aceleragio escalar do mdvel;

Solucao: Ponto de vista da Matematica.
Observe que esse grafico é representagao da funcao horaria dos espagos
at?

S:So—i-vo-t—i—T,

e nesse caso podemos fazer um estudo comparativo com a funcao y = az? + bz +c,
logo temos S, = 5 = ¢. Nao seria errado dizer que a coordenada x do vértice é igual a 2.

Dai temos

xU:2:g—;:>—b:4a:>b:—4a (4.5)

e a coordenada y do vértice é igual a 9. Entao y, = o 9, com ¢ = 5.
a

—(b* — 4ac)

— =9 (4.6)
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Figura 4.26: Representagao do movimento...

S(m)

e

Fonte: Elaborado pelo autor.

De[d.5e temos:

b= —4a
—(b* — 4ac)
4a

Resolvendo esse sistema de equacoes por qualquer método. Encontraremos b = 0

=9

ou b = 4, mas b nao pode ser igual zero, pois implicaria a = 0 o que fugiria da caracteristica
do gréfico. Com isso b = v, = 4 velocidade inicial (¢ = 0s).
c) O valor de a.

Da equagao (4.5))
—b=4da=-4=4a=a=—1.

Porém, na comparacao entre as duas fungoes

a:> 1 CY:> 2
= —1l=— o= —2.
2 2

a =
Nessa situagao vimos que usando o conhecimento de fungao polinomial de 2° grau
a resolucao torna-se potencialmente compreendida.

Agora, utilizando analogia com o caso do movimento horizontal, serdao apresentados

exemplos de lancamento vertical, em que a aceleracao serd denotada por g e possui valor
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aproximado de 10m/s®. As fungoes hordrias para o espaco e para a velocidade sao:

o h(t) = ho+ vot £ 3gt%;

e v(t) =wg % gt.
Nas fungoes acima, hgy € a altura inicial e vy é a velocidade inicial. Para fins de utilizagao
futura, também sera apresentada a Equacao de Torricelli

v? = v3 £ 2gAh.

Exemplo 4.8. (FUC-MT) Um corpo € lan¢ado verticalmente para cima com uma velo-
cidade inicial de vy = 30m/s. Sendo g = 10m/s?, e desprezando a resisténcia do ar qual

serd a velocidade do corpo 2,0s apds o lancamento?

e 20m/s;

10m/s;

30m/s;

40m/s

50m/s.

Solucao:
Ja sabemos que a funcao horaria da velocidade para esse movimento é v(t) = 30 — 10¢,
considerando g = 10m/s?. Assim, o problema ¢ reduzido a achar o valor da funcao
velocidade, v(t) no instante t = 2,0s. Logo, o resultado do problema e v(2,0) = 30 —

10(2,0) = 10m/s, que é a velocidade do objeto no instante 2, Os.

Exemplo 4.9. (FUC-MT) Em rela¢io ao exercicio anterior, qual € a altura mdzima al-

cancada pelo corpo?

e 90m;
e 135m;
e 270m;
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e 360m;
e 45m.

Solucao:
A solugao do ponto de vista fisico consiste em resolver o problema por meio da famosa
equacao de Torricelli, em que sabendo que a velocidade inicial é de 30m/s e que a ve-
locidade na altura méxima (velocidade final) é igual a 0, a altura maxima é facilmente

encontrada. Logo, utilizando a referida equacao, temos

2 2
v° = vy — 2ahmay

02 = 30? — 2(10)Aas
20074, = 900
Ponaz = 45, 0m.

Agora apresentando a solucao do ponto de vista matematico, o primeiro passo é achar
o instante em que o objeto atinge a altura méxima, e isso ocorre quando o objeto tem

velocidade nula, ou seja,

v(t) =0
30 —10t =0
t = 3,0s.

Agora sabemos o instante em que instante o objeto atinge altura méaxima, mas o objetivo
agora € determinar qual a altura maxima, e para isso é necessario substituir o valor do

tempo necessario para o objeto para atingir a altura maxima na funcao horaria da posicao
s(t) = 30t — 5¢t%,
isto é,
5(3,0) = 30(3,0) — 5(3,0)* = 45, 0m.
Logo, a altura méaxima ¢ de 45, O0m.

Exemplo 4.10. (Aplicagio da Forma Canénica) Utilizando a fun¢ao hordria da altura
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para o lancamento vertical, apresente os valores do tempo e da altura mdzrima.

Faremos agora a utilizacao do principio matematico utilizado para a obtencao
da forma canodnica buscando determinar uma férmula para a altura maxima, além da
obtencao do tempo que o objeto leva para atingir a altura maxima. Sendo assim, consi-

derando que a funcao horéria é:

1
h(t) = ho + vot — =gt*

2
=L (o 2o )
h(t)z—%(tz—%t %)_%O_Z_é
h(t) = —% [( _ %) _ <2h09g2+ vg)

Logo, ¢é possivel escrever a expressao acima do mesmo modo que fizemos para a forma

canonica, e a funcao horaria ficara dada como segue:
1 2
h’(t) = _5 [(t - tmax) - hma:(;] ;

e o tempo para o objeto chegar na altura maxima é

Yo
tmaz = —
enquanto a altura maxima é
(2hog + vg)
thLZE = T'

4.3.4 Movimento Parabdlico em Campo Gravitacional

Langamento Obliquo — E aquele em que um mével se desloca em duas diregoes,
na vertical em movimento uniformemente variado e na horizontal regido de movimento
uniforme.

Considere um mével langado obliquamente com velocidade inicial V,, inclinada de
um angulo 6 em relagao ao plano horizontal, temos como origem o ponto de langcamento

conforme figura.
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Figura 4.27: Componentes vertical e horizontal de V, (velocidade inicial de lan¢amento)

I
1
1
— 1
P Vo :
Voy .
1
I
1
1
e .
— 1
—
Voz

Fonte: Elaborado pelo autor.

Embasado pelo principio da independéncia dos movimentos (quando um corpo se
encontra sob a acao simultanea de véarios movimentos cada um deles se processa como se
os demais nao existissem).

E considerando um sistema de eixos ortogonais Oxy no mesmo plano de um movi-
mento parabdlico de aceleragao vetorial constante e igual a 7 Projetamos essa aceleracao
sobre os eixos. Dessas projegoes concluimos que a aceleragao segundo Oy (eixo vertical)
é constante e igual a | J|, ao passo que a aceleracio vetorial segundo Ox (eixo horizontal)

é constantemente nula. Assim, temos:

Figura 4.28: Lancamento Obliquo
v

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se projetarmos sobre os eixos Ox e Oy as posigoes do mével em movimento pa-

rabdlico, obteremos na diregao horizontal o movimento uniforme e a posi¢ao inicial é igual
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a zero, tem-se da secao que a funcao horaria da posicao é dada por

x(t) = o + Vg - L.

Na direcao vertical, sendo uniformemente variado, a fungao horaria da posicao é
dada por:
gt’

y(t) =Y+ Voy — 7

E importante notar o sinal negativo na fungao anterior, a explicacao é pelo fato de

que o eixo é orientado para cima e a aceleracao gravitacional atua na direcao contraria.

Figura 4.29: Componentes da Velocidade no Langamento Obliquo

ty
—
Uy
I
I —
| Vg
|
?)() ?)_I,‘ 1
————— |
q |
H 1
Voy ! \ P Vy
H I
6 [ T
1 €T
Yo|- = I
1 ?)OJ? 1
! |
1 —
1 1 /Uu
1 1 )
Iy . T
A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da Figura [£.29 temos que:
Voz = U * COSH € Voy = v, - sEND.

Lembrando que o movimento é uniforme segundo Ox, podemos escrever:

S=S,+v-t.

Em que: S=z, 5, =z, e v = v,,, obtemos:

T=2,+ Uy - T

(fungao horaria do espago segundo Ox).
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No eixo Oy, por sua vez, o movimento é uniformemente variado, o que nos permite

escrever:
a -t
S=5,+v,-t+ 5
v(t) = v, + a - t,
em que: s = y; So = Yo; Vo = Uoy; U = Uy} O = Qi = —(.
Logo,

y:y0+voy't_%’t2

( fungao horéria do espaco segundo Oy)

Vy=Voy —g-t

(funcao horaria da velocidade escalar segundo Oy )

V;f = vgy — 2gAy

Calculo dos Tempos de Subida (t5) e de descida (t4) e tempo total T

Retornando a Figura [£.29] vamos calcular agora o intervalo de tempo decorrido
desde o instante de lancamento até o instante em que o projétil atinge a altura maxima
(tempo de subida: (t))

Para isso, devemos perceber que no ponto mais alto (V,) vale zero, pois o mével
comega a mudar sentido. Assim usando a funcao horaria velocidade escalar segundo Ou,

temos:

Vy = Voy — g -t.

Quando t = ¢,, temos que V,, = 0, nessa situacao
Vy =00y —g-ts =0

Voy Vo sent
g g
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O intervalo de tempo decorrido desde o instante em que o moével atinge o ponto de
altura méxima até o instante em que retorna ao mesmo nivel horizontal do lancamento

(tempo de descida t4) é igual ao tempo de subida:

_ V, - sent
—g .

lq

Com isso o tempo total do movimento ( 7" ) é dado por:

2.V, senf
Tty = o5l
g
Calculo da altura maxima
Voltando a Figura temos que a altura maxima (h,.,) em relagdo ao plano

horizontal pode ser determinada, levando em consideragao que é o valor de Ay, quando

Ay se anula. Usando a equacao de Torricelli segundo Oy, obtemos
2 _ 12
Vy=Voy—=2-9-Ay

2
Ve,  VZ-sen?

V2—2.g-Ay=0= Ay = hpay = -
o — 29 Ay y 5.4 54

Calculo do Alcance Maximo Chamamos de alcance horizontal ou simplesmente
alcance a grandeza A correspondente ao deslocamento horizontal do mével, desde o ins-
tante da partida até o instante em que retorna ao nivel horizontal do lancamento.

E fato que A é o valor de Az no instante correspondente ao tempo total ().

Usando as equagoes horarias segundo Ozx.

T =12y + Vpyp -t OU AL = v,y - L.

Fazendo t =T = M temos Ax = A
g
A:vow-Q.VO'Sene:1/'0-0030-2.‘/;.56”9
g g
A= V2. (2senf - cosd) V72 - sen26
g g

Na ultima passagem usamos uma identidade bem conhecida a trigonometria:
2senf) - cost) = sen26.

Condicao de maximo Alcance Horizontal
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Suponhamos que o moével deve ser lancado de modo a se obter o maior alcance

horizontal (A) possivel, com V, e g fixados. Devemos notar que na expressao:

A= V—°2 - sen(20).
g

O valor méximo de A acontecerd quando sen(20) = 1, pois o maior da fungao seno
é 1, entao o valor de A serd maior possivel no momento que 26 = 90°, isso implica que
0 = 45°. Isso nos informa que para obter alcance maximo o corpo deve ser lancado sob
um angulo de 45° em relacao a horizontal.

Equacao da Trajetéria Vamos mostrar que a trajetéria descrita pelo movel
lancado obliquamente em campo gravitacional uniforme, sem influéncia do ar, é realmente
parabdlico.

Demonstracao

Sabemos que:

T =T+, cosl -t

g-t?
9

Y=1Y,+ v, senb -t —

Para simplificar, suponha que o mével seja lancado da origem do sistema O,,,, ou

seja, considere x, = 0 e y, = 0. Assim temos:

r =1, cosl -t (4.7)

Y =1,-send -t —=— (4.8)

Manipulando as igualdades temos de [4.7] que:

U, - cOSO

Substituindo em [£.8] resulta:
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ou ainda,

Essa tltima expressao é a expressao da trajetéria do movel. Observamos que é do
2° grau em x e que o coeficiente de seu termo de grau dois é negativo. Isso implica que
a trajetéria é um arco de parabola com concavidade voltada para baixo, conforme visto
anteriormente.

Convém lembrar que nessa ultima relacao entre x e y os valores de ¢ variam entre
0 e § nao podendo assumir nenhum dos dois extremos. No entanto, se § = 7 teremos o
alcance maximo no lancamento, conforme visto anteriormente. Para fixar as ideias, serao

apresentados os graficos abaixo:

Figura 4.30: Lancamento Obliquo

h &

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os graficos acima o comportamento da funcao para diferentes valores de 6. Sendo
T T
a trajetoria vermelha com 6 < T a trajetoria azul com 6 = 1 e a trajetoria preta com
T

o>
-

Exemplo 4.11. Um corpo € lan¢ado obliquamente com velocidade v, de mddulo 50m/s,
sob um angulo de langamento 0 (senf = 0,6; cosd = 0,8), conforme indica a figura.
Calcule considerando g = 10m/s e desprezando a influéncia do ar:
a) O tempo de subida;
b) A altura mdxima atingida pelo corpo;

¢)O alcance mdzximo horizontal;
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Figura 4.31: Modelo do Problema.

Y
—
U
_)
Vo h
max

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resolucao usando as férmulas do movimento.

a) O tempo de subida é dado por;

v, senfl  50-0,6

ts = 3
g 10 °
b) A altura maxima é dada por:
I vz - sen?d  50°-0,6° T

2.9  2-10
c¢) O alcance méaximo é calculado por:
v, - 2sent) - cost) 502-2-0,6-0,8

A= = = 240 m.
g 10 "

Resolucao pelo ponto de vista matematico

Mostraremos as equagoes do movimento. Temos:

Vow =V, - cosd =50-0,8 =40 m/s.

Vye = Vo - senf =50 -0,6 = 30 m/s.

r,=0ey,=0
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Na vertical temos:

y:yo+voy't_g't2:>y:30't—5't2.

Vy =00y —g-t=1V,=30-10-t.

Na horizontal temos:
T=0T,+ Vpy -t = ax=40-1.

a) O tempo de subida pode ser calculado usando V,, = 30 — 10 - ¢ , basta lembrar
que o tempo de subida esta relacionado com a altura maxima, basta percebermos que
quando o corpo atinge a altura maxima ocorre a mudanga no sentido do movimento, isso
acontece por que a componente da velocidade V,, se anula, ou seja V,, = 0 m/s, entao

podemos calcular o tempo de subida.

Vy=30-10-t=0=30-10-t =t =3 s.

b) A altura maxima pode ser calculada pela coordenada y do vértice da funcao

y=30-t—5- 2.

~A _ —[30°—4-(=5)-0] _ —900 _

_ — 45
da 1-(—5) —20 "

Yo =

¢) O alcance méximo A pode ser obtido substituindo o tempo total que é o dobro

do tempo de subida ( 6 s) na fungdo z =40 -¢ .

r=40-t =2 =40 -6 = 240 m.

4.3.5 Outras Aplicacoes - Termometria

A Termometria é o ramo da Fisica que estuda a temperatura e as diversas escalas
criadas ao longo do tempo. Cabe citar que algumas das escalas utilizadas na aplicagao
proposta no texto nao sao amplamente utilizadas no nosso pais, o que faz necessario o
estudo da conversao dos valores dessas escalas. A conversao ou mudanca de escala é

baseada na existéncia de pontos fixos, como ponto de gelo e ponto de vapor, o que torna
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essa mudanca possivel gracas a correspondéncia entre os referidos pontos e os resultados
da teoria de proporcoes.

Segundo os livros didaticos de Fisica do ensino médio sempre é possivel estabelecer
uma relacao entre duas escalas termométricaﬂ. Isto é se refere ao fato de que é possivel
relacionar valores entre escalas Celsiud® e Fahrenheit[]

Veremos como isso funciona. Para a determinagao de escala termométrica sao
necessarios que se estabelecam dois pontos fixos fundamentais; 1° Ponto Fixo — Ponto de
gelo — Temperatura na qual o gelo e a agua permanecem em equilibrio térmiccﬁ quando
sob pressao normal. 2° ponto Fixo — Ponto de Vapor — Temperatura na qual a dgua entra
em ebulicao sob pressao normal.

A escala termométrica mais utilizada no mundo inclusive no Brasil, foi criada por
Anders Celsius: Ele utilizou o valor 0 (zero) para o ponto de ebuligdo da dgua e o vapor
100 para o ponto de congelamento. Foi um bidlogo sueco, chamado Lineu (1707 — 1778)
, que inverteu essa escala, tornando-a tal como a conhecemos hoje.

A escala do fisico Daniel Gabriel Fahrenheit, utilizando as ideias do astronomo
dinamarqués OLe Romer (1944 — 1710), para o ponto 0 (zero) utilizou a temperatura de
mistura gelo e cloreto de amonia e para o ponto 100, a temperatura do corpo humano.
Somente mais tarde, utilizou agua como referéncia, observou que sua escala assinalava
32 para o ponto de gelo e 212 para o ponto de vapor. A escala Fahrenheit é utilizada
principalmente nos paises de lingua inglesa.

Para fazer a correspondéncia, foi utilizado dois termometros idénticos de merctrio,
sendo um graduado na escala Celsius e outro na escala Fahrenheit. Ao serem colocados
em contato com o mesmo corpo, observou-se que as alturas da coluna de mercurio sao
iguais, mas por se tratarem de escalas distintas, os valores numéricos sao diferentes (6, e
r). A figura ilustra a situagao.

Observando a figura acima, os pontos de gelo e de vapor estao bem definidos
nos seus respectivos intervalos, e isso permite que qualquer outra temperatura possa ser
relacionada por meio da teoria de segmentos correspondente. Assim, caso seja necessario

relacionar as temperaturas de 50°C' para Fahrenheit, cuja unidade é °F, para isso vamos

5Escalas termométricas — E um conjunto de valores numeéricos em que cada valor esta associado a uma
determinada temperatura.

6Celsius — Anders Celsius — fisico sueco ( 1701 — 1744)

"Fahrenheit — Daniel Gabriel Fahrenheit - fisico alemao (1686 — 1736)

8Equilibrio térmico — Quando dois corpos atingem a mesma temperatura.
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Figura 4.32: Escalas termométricas

100 212 Ponto de vapor

— — Temperatura do corpo

o Ponto de gelo

o(C o F

Fonte: Elaborado pelo autor.

proceder segundo o Teorema de Tales:

50—0 6y —32
100—0 212 — 32’

0; = 122F

Agora, para determinarmos uma férmula valida para quaisquer valores, ou seja,
para determinarmos uma equacao de conversao, vamos novamente utilizar o Teorema de

Tales:
6.—0  100—0
0p —32 212 —32

0. 100 5

0, —32 180 9

Essa equacao de conversao pode ser escrita da seguinte maneira.

0. 07 —32

5 9

Perceba nessa situacao que temos uma aplicagao direta do Teorema de Tales, que

pode ser usado para relacionar quaisquer escalas, basta conhecemos os pontos fixos ou
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conhecermos pontos quaisquer que as relacione.
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5 Conclusao

Nesse trabalho fizemos abordagem tedrica de func¢oes polinomiais de primeiro e
segundo graus, razoes trigonométricas e Teorema de Tales, nossa ideia foi apresentar in-
formacoes relevantes sobre tais conteudos que representam parte importante do curriculo
da Matematica. O que nos motivou a desenvolver o trabalho foi a possibilidade de contri-
buir para tornar o ensino da Matematica mais atrativo, ja que mesmo com a necessidade
ja conhecida e citada nos Parametros Curriculares Nacionais de que se faz necessario a
interdisciplinaridade para tornar o ensino-apredizagem um processo mais completo, esta
acao interdisciplinar nao vem sendo executada.

A apresentacao dos conteudos de matematica nos capitulos iniciais desse trabalho
teve o objetivo de fundamentar as aplicagoes que foram discutidas no capitulo final. Cabe
citar, que em quase todas as ocasioes em que foram resolvidos os exercicios de aplicagao as
solugoes foram apresentadas do ponto de vista fisico e do ponto de vista matematico. Na
analise matematica do problema foi verificado que todas as questoes podiam ser resolvidas
com o conhecimento mateméticos apresentado nos capitulos anteriores, o que ¢ um ganho
por dois motivos, o primeiro pela aplicacao direta, por parte dos alunos, do conhecimento
matematico em outra disciplina, no caso em questao, a Fisica, e o outro aspecto esta
relacionado ao fato de que nao é necessario o aluno memorizar um grande quantidade de
férmulas para resolver os problemas.

As teorias matematicas sobre as Fungoes Polinomiais do Primeiro e Segundo Graus
desenvolvidas nesse trabalho foram aplicadas em Movimento Uniforme, Movimento Uni-
formemente Variado, Lancamento Vertical e Lancamento Obliquo e a aplicagao do Teo-
rema de Tales foi feita na Termometria, em que foram desenvolvidos conceitos e a formula
de conversao de escalas termométricas. Ainda no bojo das aplica¢oes das Fungoes Polino-
miais, em particular da Fungao Polinomial do Segundo Grau, a forma Canonica que antes
era apresentada com conotagao puramente matematica, teve novo aspecto na obtencao
do tempo e na altura maxima que um objeto alcanca ao ser langado verticalmente. Todos
esses fatores sao de extrema utilidade no processo interdisciplinar em que a Matematica
e a Fisica sao desenvolvidas de forma conjunta, conforme preconizados nos Parametros
Curriculares Nacionais, por exemplo.

Mostramos as aplicagoes desses conteudos na Cinematica e na Termometra e que-

remos deixar bem claro que nao queremos de maneira alguma fazer o professor de Ma-
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tematica se aprofundar em outro componente curricular. A ideia nao é essa, e sim,
mostrar que se houver interagao entre os professores pode-se pensar em aulas planejadas,
diferenciadas e bem executadas, de forma a atingir o ptublico-alvo , que sao os nossos
alunos. Tivemos a preocupacao de mostrar no desenvolvimento do trabalho que algumas
questoes de Fisica podem era resolvidas com as habilidades desenvolvidas no estudo da
Matemaética.

Por fim, esperamos que o nosso trabalho sirva de inspiragao para os professores re-
fletirem de como podem trabalhar e usar as questoes da Fisica como exemplo de aplicagoes
de muitos contetidos meramente de Matemadtica, ou seja, devemos observar que o ensino
da Matematica nao deve ser restrito e util apenas para o aprendizado de tal disciplina.
Exemplo disso, é o calculo da altura méaxima atingida por um corpo lancado obliqua-
mente, que pode ser calculado usando o conhecimento das coordenadas do vértice de uma
parabola. Isto mostra a inter-relagao existente entre essas duas disciplinas que sempre

fizeram parte do cotidiano das pessoas.
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