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Resumo

A Matemadtica é a base para varios estudos, em especial a do Ensino Bésico, que sempre
configurou o alicerce para inimeros caminhos escolhidos por docentes. No ramo da Enge-
nharia é impossivel compreender o aprofundamento do Célculo sem o conhecimento minimo
do que esta programado na Matematica do Ensino Bésico. A Estatistica estda presente na
grade curricular da maioria dos cursos universitarios. Como utilizar o formulario vasto
da Estatistica sem antes ter dominio de uma algebra simples da Matematica Basica? Até
mesmo no curso de Direito, na area de sucessao de familia ou de Direito Previdenciario,
regras de trés ou soma de fracoes sao utilizadas. Mas ¢é claro que o nao conhecimento
basico de Matematica nao afeta somente o andamento dos estudos apds o Ensino Basico,
mas algo paralelo, como por exemplo o estudo da Fisica no Ensino Médio. A maioria dos
problemas propostos em livros didaticos de Fisica tem sempre um calculo matematico,
que sem ele, nunca se alcanca a tao desejada resposta. O estudo a seguir ira relacionar
a importancia entre a funcdo afim no aprendizado dos movimentos em Fisica, como o
Movimento Retilineo Uniforme (MRU), além de mostrar a aplicagdo da Geometria Plana no
estudo da Optica Geométrica e propor uma aplicacdo do aplicativo matematico GeoGebra
para a construgao de graficos em laboratérios de informatica e na criagdo de animagoes e
atividades dinamicas, o que com certeza, além de despertar o interesse dos alunos pelo
estudo da Fisica, facilita a resolugao de exercicios de funcgoes e de Geometria. O aplicativo
GeoGebra possui varias versoes, sendo a versao que sera utilizada neste estudo o GeoGebra

Classico 6.

Palavras-chave: Funcoes, GeoGebra, Educacao basica, Ensino de Fisica, Geometria

Plana.



Abstract

Mathematics is the foundation of many studies; one in particular is Elementary School
Mathematics, which has always been the base of countless paths chosen by teachers and
professors. In engineering, it is impossible to understand the depth of Calculus without
some basic knowledge of Elementary School Mathematics and statistics is part of most
university syllabus. Is that a way to use the vast forms of Statics before mastering simple
algebra concepts from basic Mathematics? Even in Law, specifically in succession and
social security law, the Rule of Three or fractions are widely used. Obviously, not knowing
basic Mathematics affects more than just the studies after elementary school, it also affects
something in parallel, high school Physics, for example. Most of the problems proposed in
Physics textbooks bring mathematical calculations, for which, without it, one can never
reach the always-sought answer. The present study relates the importance between the
polynomial function in Physics learning movements, and the Uniform Rectilinear Motion
(URM), it also demonstrates the application of Flat Geometry in the study of Geometric
Optics. Finally, it proposes uses for the GeoGebra application in the construction of graphs
for computer labs and in the creation of animation and dynamic activities. Not only does
such uses foster students’ interest in Physics, but also facilitates the resolution of function
exercises and Geometry. GeoGebra has many versions and the one used in the present
study is GeoGebra Classic 6.

Keywords: Functions, GeoGebra, Elementary Education, Physics Teaching, Flat Geome-
try. .
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1 INTRODUCAO

Alguns acham que o estudo de Fisica ¢é isolado de outras disciplinas, mas quando um
objeto cai de uma certa altura, por exemplo em queda livre, ndo é importante apenas
sabermos os motivos que levaram esse objeto a atingir o solo e liberar uma certa quantidade
de energia, mas também calcularmos o tempo e a velocidade de queda, e todas as variaveis
que interferem neste calculo. Com isso, as equagoes que sao estudadas no Ensino Médio
fornecem os resultados com boa precisao.

Um automével, ao trafegar com seguranca, carrega um estudo fisico milenar, mas
os carros modernos foram projetados com sofisticados softwares e seus algoritmos muito
utilizam o raciocinio matematico.

A Fisica é a drea da Ciéncia que investiga o Universo. Os cientis-
tas, em conjunto, buscam compreendé-lo e, para isso, utilizam
formulacao de hipéteses e atividades experimentais. A Fisica,
associada a outras areas e disciplinas, tem uma importancia
fundamental no desenvolvimento tecnologico, que proporciona,
principalmente a noés, seres humanos, conforto, praticidade e
qualidade de vida. O estudo da Fisica se faz presente na ultima
etapa do ensino bésico, o Ensino Médio, que prioriza a formagao
ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual. Por esse
motivo, a Fisica ndo deve apresentar-se de forma descontextua-
lizada do mundo, fornecendo somente ideias irrevogaveis, como
produtos acabados. Hoje, o grande desafio é que a atividade

cientifica seja vista como essencialmente humana, com seus erros

e acertos, defeitos e virtudes.(BONJORNO, 2013).

O interesse pelo tema deste trabalho se deve a minha experiéncia nas trés séries do
Ensino Médio, tanto no ensino de Fisica como no ensino da Matematica, onde a relagao
entre as duas disciplinas nesta fase de ensino é ampla. A intencao foi simplificar no que
julga-se de mais importante para o aprendizado dos alunos: fungoes para aplicacdo na
Cinematica e Geometria Plana para aplicacao na ()ptica Geométrica.

Os alunos da 1* série do Ensino Médio tém muita expectativa com o inicio de um novo
ciclo, que tem uma atmosfera de prepara-los para o vestibular, e eles se deparam com uma
grande dificuldade, que também é enfrentada pelos professores de Fisica: discutir os movi-
mentos de particulas, expor a teoria é algo assimilavel, o que é, inclusive, interessante para
os alunos, pois os movimentos estao presentes no cotidiano de todos nés. A problematica
surge quando a Cinematica, que é o nome dado ao estudo destes movimentos, exige a
construgao de graficos em duas dimensdes, que depende muito de um conhecimento prévio

de fungoes polinomiais.
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Algumas escolas podem até aprofundar o estudo de fungdes no 9° ano do Ensino
Fundamental, mas na maioria delas, principalmente nas publicas, o estudo de func¢ao so
é tratado pelo professor de Matematica na 1* série do Ensino Médio, e provavelmente
somente no 2° bimestre. Essa situacido gera uma lacuna para o professor de Fisica, porque
se ele for aprofundar fungoes em suas aulas, pode haver um comprometimento em cumprir
seu programa.

Quando o aluno passa para a 2* série do Ensino Médio, apesar de mais experiente,
pode se deparar com outras situagoes desfavordaveis em Fisica por nao ter um conhecimento
prévio de Matemaética, o que causa desconforto também para o professor de Fisica. A
Optica, que estd presente no programa de Fisica da 2% série, utiliza-se de muitos conceitos
da Geometria Plana, dos quais podemos citar como exemplos: semelhanca de tridngulos,
congruéncia de angulos, retas paralelas e perpendiculares, entre outros. Mas o sucesso do
aprendizado de Optica depende de esquemas e desenhos complexos na lousa, o que acaba
exigindo do professor habilidades que talvez nao sejam de sua formacao.

Como resolver tal impasse? Como fazer com que os alunos do Ensino Médio despertem
o interesse por duas disciplinas temidas e as vezes mal compreendidas? A Fisica e a
Matematica sao importantes, nao s6 para o ingresso na Universidade, mas também
para uma visao melhor de mundo, e qualquer empenho em aplicar técnicas eficientes de
aprendizagem podem ajudar na diminuicao da evasao escolar. No estudo a seguir, foi dado
o enfoque na Optica Geométrica e na Cinematica, mas as possibilidades sdo infinitas.

Os jovens da atualidade ja se acostumaram com as novas tecnologias e com os computa-
dores. E dificil separar o modo de ensinar dessa nova era, entao o interessante é aproveitar
este interesse que os alunos tém por informatica para ensinar Fisica e Matematica.

A proposta é utilizar o GeoGebra, que é um aplicativo matematico livre, com recursos
essenciamente voltados para a Geometria e Algebra. Com estes recursos ¢ possivel fazer
graficos de fungbes, animagoes e até mesmo visualizacdo em 3D, com uso de 6culos
apropriados. Atualmente, no mundo inteiro os grandes lancamentos cinematograficos sao
projetados nas salas de cinemas em 3 dimensoes. Imaginemos o entusiasmo dos jovens
em assistir uma aula de Fisica utilizando os mesmos 6culos usados nos grandes filmes de
Sucesso.

A versao utilizada em todo o trabalho foi o GeoGebra Classico 6, onde o endereco
para download esta disponivel nas referéncias, o aplicativo é gratuito e tem versoes para
smartphones. A tnica estrutura necessaria é um bom laboratorio de informatica, o que ja é
realidade na maioria das escolas de Ensino Bésico, publicas e particulares. A ideia é ensinar
o uso do aplicativo para que os alunos do Ensino Médio possam fazer graficos de fungoes,
visualizando assim a Fisica dos movimentos e criar animacoes ou atividades dinadmicas
em duas ou trés dimensoes. Como alternativa, no caso da impossibilidade de utilizar um
laboratoério de informéatica, o professor pode solicitar aos alunos que providenciem um

tablet ou smartphone para que as atividades sejam realizadas na prépria sala de aula. Claro
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que essa possibilidade dependera de cada turma.

No capitulo 2, faremos uma breve abordagem da historia das fungoes, destacando os
seus primeiros estudiosos. Discutiremos também a ideia de func¢ao: como transferir um
raciocinio logico para o papel? Além disso, ja neste capitulo, apresentaremos os primeiros
graficos feitos no GeoGebra.

No capitulo 3, ja percebemos a importancia das fungoes para o estudo da Cinemaética
em Fisica, pois sera apresentada a funcao afim, seus gréaficos, crescimento e decrescimento,
o que é decisivo na animacao de encontro de moveis.

No capitulo 4, seré explicado o Movimento Retilineo Uniforme , que por conveniéncia
tem abreviatura MRU. Neste capitulo, ficarda bem clara a influéncia matematica em Fisica,
principalmente de fungoes afins. E para finalizar o capitulo 4, trataremos do encontro de
moveis, uma das aplicagdes mais cotidianas em Fisica da 1* série e muito cobrado em
vestibulares.

No capitulo 5, inserimos finalmente o GeoGebra no ensino da Fisica, mostrando algumas
de suas fungoes basicas e apresentamos a animacao do encontro de moveis, com o movimento
de figuras de veiculos e com graficos representando as fungoes horarias.

No capitulo 6, mostraremos a relacao entre a ()ptica e a Geometria Plana, demonstra-
remos a reflexdo da luz em espelhos planos pela teoria de Fermat, utilizando construcao
geométrica. Demonstraremos também a equacao dos espelhos esféricos, onde utilizaremos
semelhanca de triangulos. Neste capitulo, apresentaremos uma animag¢ao em projecao 3D
do GeoGebra onde serd necessario a utilizacao de 6culos especiais.

Deixamos o capitulo 7, somente para apresentarmos os passos para construirmos
a atividade mais trabalhosa, que ilustra a formacao de imagens em espelhos esféricos.
Com apenas alguns movimentos é possivel alterarmos orientacao, tamanho e distancia
da imagem. Sem o GeoGebra, o professor precisaria desenhar todas as possibilidades na
lousa para que o aluno visualizasse o contetido. Chamamos de atividade dindmica e nao
de animacao no GeoGebra porque para ocorrer o movimento é necessario que o usuario
faca movimentos com o mouse para a atividade ser visualizada.

E por ltimo, as consideragoes finais, onde concluimos a importancia de haver uma
comunicac¢ao constante entre professores de Fisica e de Matematica dentro das escolas de
Ensino Basico, e que o uso do GeoGebra ou qualquer outro dispositivo que desperte o
interesse do aluno, so trara um aprendizado maior no estudo da Fisica e da Matematica.

As atividades propostas neste trabalho, utilizando o aplicativo GeoGebra, também
podem ser exploradas nas aulas de Fungoes ou Geometria Plana, num contexto de problemas
aplicados na Fisica. Além de mostrar a aplicacdo da Matematica em outras areas, pode-se
tornar o aprendizado mais interessante e eficiente, uma vez que a teoria ensinada se torna
mais proxima da realidade do aluno.

As atividades 2, 3 e 4 feitas no GeoGebra, descritas no capitulo 5, assim como as

atividades de Optica dos capitulos 6 e 7, estdao disponiveis para acesso online. Os links
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2 FUNCOES

Neste capitulo, apresentamos uma breve historia das fungoes. Apresentamos também a
definicao de fungoes e sua ideia intuitiva. Teremos como foco as fungoes afins, que tem
aplicagao direta no estudo do Movimento Retilineo Uniforme (MRU), um dos conteidos
da Fisica mais dependentes do ensino de Matematica, mas o estudo de Fisica nao se limita
apenas em fungoes de 1° grau. Em langamentos obliquos de objetos fazemos uso de fungoes
polinomais de 2° grau. Sem o conhecimento de funcoes, o aluno provavelmente apresentard
dificuldades em resolver exercicios do livro didatico de Fisica. E por fim, o crescimento,
decrescimento e o grafico de uma funcao serao discutidos.

O conteido deste capitulo teve como referéncias (DANTE, 2016), (DANTE, 2008),
(GIOVANNI; BONJORNO, 2005), (SOUZA, 2013), (DEMANA, 2009) e (ANTON, 2007).

2.1 Um pouco de histéria das funcoes

Segundo (DANTE, 2016) o conceito de fungao é muito importante na Mateméatica, mas
tem destaque em outros ramos do conhecimento. Expressam fendmenos fisicos, biolégicos,
sociais, entre outros. Até o século V a.C, os gregos acreditavam que os niimeros naturais
fossem suficientes para comparar duas grandezas quaisquer de mesma espécie.

O conceito de fungao aparece intuitivamente desde a Antiguidade. Um dos melhores
exemplos de uma fun¢ao no periodo antigo foi o de Claudio Ptolomeu, cientista do século

IT que viveu em Alexandria.

Figura 1 — Claudio Ptolomeu

S e
ALEXANLR,

Fonte: (DANTE, 2016)

Ptolomeu elaborou a famosa Tabela de Cordas, que foi utilizado na astronomia e na

navegacao. A tabela foi construida considerando uma semicircunferéncia com didmetro de
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120 unidades, onde para cada angulo central alfa («), associava um comprimento L da

corda correspondente, como na figura a seguir.

Figura 2 — Semicircunferéncia de didmetro 120

| E
I —
120

Fonte: (DANTE, 2016)

Na tabela de Ptolomeu, os angulos eram expressos em graus e o comprimento da corda
era determinado na circunferéncia em func¢ao de um angulo que variava de 0 a 180°. Hoje
sabemos que existe férmula para este calculo, mas naquele tempo o conceito de féormula
nao era muito bem definido.

De acordo com (DANTE, 2016), a palavra fun¢ido apareceu pela primeira vez em
correspondéncias entre dois grandes matematicos: o sui¢o Jean Bernoulli e o alemao
Gottfried Leibniz, onde em um problema de geometria citava-se nas cartas que alguns
elementos eram funcdes de outros. Nos anos posteriores a conversa de Bernoulli e Leibniz,

as fungoes se tornariam comuns em toda a Matematica.

Figura 3 — Jean Bernoulli

¥
it
]

LN

Fonte: (DANTE, 2016)
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Figura 4 — Gottfried Leibniz

Fonte: (DANTE, 2016)

No século XVIII, o matematico suico Leonhard Euler deu sua contribuigao e cabe a ele
a representacdo de uma fungdo como conhecemos hoje: f(x), onde 1&-se f de z. (DANTE,
2016)

Figura 5 — Leonhard Euler

Fonte: (DANTE, 2016)

Outra ferramenta muito importante nos estudos das fungoes é o que conhecemos como
o plano cartesiano: um sistema de eixos onde é possivel localizar pontos, introduzindo

assim a noc¢ao de coordenadas.
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Figura 6 — Plano Cartesiano

y

Fonte: o autor

Segundo (SOUZA, 2013), o plano cartesiano recebe esse nome em homenagem ao
matematico e filésofo francés René Descartes. Sua obra mais famosa recebeu o nome de

Discurso sobre o método.

Figura 7 — René Descartes

Fonte: (SOUZA, 2013)

2.2 Intuicdo de funcao

Muitas vezes nos deparamos com situacoes em que ha uma relacdo entre grandezas,
como por exemplo, o tempo de viagem depende da velocidade que é desenvolvida no veiculo,
o consumo de energia elétrica depende do ntimero de pessoas dentro de uma residéncia, a
cobranca da taxa de imposto de renda depende da faixa salarial do contribuinte, e assim

por diante.
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O gréfico da figura |8 mostra a variacdo da taxa de desemprego anual na cidade de Sao
Paulo, no periodo de 2008 a 2017. A partir do grafico podemos obter varias informacoes,

pois o tempo e a porcentagem de desemprego carregam uma relacao.
Figura 8 — Taxa de desemprego em Sao Paulo
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Fonte: https://www.dieese.org.br/analiseped/2017/2017pedsao.html

A tabela a seguir traz as tarifas praticadas pelos correios brasileiros, vigorando desde

2017, para o envio de cartas. Observa-se que o preco é uma funcao do peso das cartas.

Tabela 1 — Valor de postagens de cartas

peso em gramas valor basico em reais
até 20 1,85
mais 20 até 50 2,55
mais de 50 até 100 3,55
mais de 100 até 150 4,35

Fonte : https://www.correios.com.br/precos-e-prazos/servicos-nacionais/carta

A proéxima tabela relaciona o niimero de litros de gasolina comprados e o prego a pagar.

Tabela 2 — Numero de litros e preco a pagar

nimero de litros | preco a pagar em reais
1 3
2 6
3 9
4 12

Fonte : (DANTE, 2016)

Perceba que o preco a pagar depende do ntimero de litros de gasolina. Se p for a
denominacao para o preco a pagar e x a quantidade de litro de gasolina, a segunda coluna
da tabela é obtida pela simples féormula, pelo simples calculo 3z. Se utilizarmos, entao, a

notagao proposta por Leonhard Euler no século XVIII, a funcao se estabelece da forma

p(x) = 3x.
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Por tltimo, segue uma tabela que exemplifica com bastante propriedade a ideia intuitiva
de funcao. Supondo a velocidade de um automével constante, a distancia percorrida por
esse movel depende do tempo decorrido na viagem, onde o tempo ¢ dado em horas e a

distancia é dada em quiléometros.

Tabela 3 — Tempo e distancia

tempo | distancia
0,5 45
1 90
1,5 135
2 180
t 90t

Fonte : o autor

Observe que a distancia percorrida é dada em fun¢dao do tempo. Dizemos entao que a

distancia percorrida d é funcdo do tempo t e escrevemos: distadncia = 90 x tempo, ou seja,
d = 90t.

2.3 Definicao de funcao

Segundo (ANTON, 2007), se uma variavel y depende de uma variavel x de tal modo
que cada valor de x determina exatamente um valor de y, entao dizemos que y ¢ uma

funcao de x.

Uma fun¢do de um conjunto A em um conjunto B é uma lei
que associa para todo elemento em A um unico elemento em
B. O conjunto A é o dominio da funcdo e o conjunto B de
todos os valores produzidos com essa associac¢do € o conjunto
imagem. O que pode ocorrer é a funcdo estar definida como
sendo de um conjunto A em conjunto C, de modo que este
conjunto C ndo seja o conjunto imagem, e sim um conjunto que
contém a imagem. Neste caso esse conjunto C é reconhecido
como contradominio.(DEMANA, 2007).

Na figura [9) encontramos um esquema de uma fungdo que relaciona elementos do
dominio X com os elementos da imagem Y. A figura [10] representa apenas uma relacao,
e nao uma funcao, pois a regra de que um elemento em X deve associar apenas a um

elemento em Y nao ocorre.
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Figura 9 — Esquema de uma funcao

dominio Imagem

Fonte: o autor

Figura 10 — Esquema de uma relagao

NAO E UMA FUNCAO

Fonte: o autor

Ha quatro maneiras de representar fungoes: numericamente com tabelas, algebricamente
com férmulas, geometricamente com graficos e verbalmente.

No nosso estudo, trabalharemos apenas com fungoes reais de uma variavel real, ou seja,
dominio e contradominio sao subconjuntos do conjunto dos ntimeros reais, que possui a

notacao R.

2.4  Grafico de uma funcao

Ao lermos uma revista ou jornal, assistirmos a um telejornal ou até mesmo acessarmos

um site, verificamos varios tipos de gréaficos. Esses graficos sao utilizados para facilitar a
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compreensao, e muitos deles representam funcoes.

Pares ordenados de nimeros sao representados por pontos em um sistema cartesiano
ortogonal. Para construir graficos também utiliza-se um sistema de coordenadas cartesianas
ortogonais. O grafico de uma fungao f é o conjunto de todos os pontos (z,y), do plano
cartesiano, com z € D, onde D é o dominio da funcdo e y € Im(f) onde Im(f) é a imagem

da funcao f. Considera-se os valores do dominio da func¢ao no eixo = e da imagem no eixo y.
Construindo o grafico de uma funcao

Vamos construir o gréafico da funcao f : R — R dada por f(xz) = 2 + 1, com dominio
e contradominio reais. Atribuimos alguns valores para x e encontramos os valores de v,

como mostra a tabela a seguir.

Tabela 4 — Tabela auxiliar para construir o grafico de y=f(x)

x|y | (xy)
0] 1](0,1)
112112
21323
3] 4] (34

Fonte : o autor

Ao marcarmos os pontos no plano cartesiano e ligarmos, o gréfico fica como na figura

a seguir.

Figura 11 — Exemplo de gréfico de f(x)

Fonte: o autor
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Seja agora a func¢ao g : R — R dada por g(z) = —z + 2 e procedendo da mesma forma

que a fungao anterior, obtemos a tabela e o grafico apresentados a seguir.

Tabela 5 — Tabela auxiliar para construir o gréafico de y=g(x)

x |y | (xy)
2[4 (-24)
13 (-1,3)
02/ (02
1[1] (L1
210 (2,0)

Fonte : o autor

Figura 12 — Exemplo de gréfico de g(x)

Fonte: o autor

2.5 Definicao de funcao crescente e decrescente

De acordo com (ANTON, 2007), os termos crescente, decrescente e constante sao
usados para descrever o comportamento de uma funcdo em um intervalo, a medida que

percorremos seu grafico da esquerda para a direita, como demonstramos na figura [13|
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Figura 13 — Funcgao crescente, decrescente e constante
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Fonte: o autor

Seja f definida em um intervalo I C R e sejam x; e x5 pontos pertencentes a I. Dizemos
que f é crescente no intervalo I, se f(z1) < f(x2) para x1 < o, f é decrescente no
intervalo I, se f(x1) > f(x2) para z; < x9, e f é constante, quando para qualquer valor

de z, f(x) apresenta um valor constante.



3 FUNCAO AFIM

Neste capitulo, trataremos sobre funcao afim, sua definicdo e suas formas variadas,
seus graficos e seu crescimento.

O desenvolvimento dessa teoria é muito importante para o estudo do Movimento
Retilineo Uniforme, tépico que esta no programa de Fisica do 1° ano do Ensino Médio,
mas os conceitos basicos sao trabalhados no 9° ano do Ensino Fundamental, na disciplina
de Ciéncias, que sao de facil entendimento. Quando surgem os calculos matematicos e os
graficos, que sao exigidos posteriormente no Ensino Médio, ocorre uma grande dificuldade
dos alunos em compreender e visualizar os exercicios do livro didatico, isso se deve em
grande parte ao desconhecimento de funcao afim.

O contetido deste capitulo foi baseado nas referéncias (DANTE, 2016), (DANTE, 2008),
(GIOVANNI;BONJORNO, 2005), e (SOUZA, 2013).

3.1 Definicao de funcio afim

A funcao da forma f(z) = ax + b, com a,b € R, recebe o nome de fungdo afim. A

funcao afim apresenta alguns casos particulares:
Funcao do 1° grau, quando a # 0
Funcao constante, quando a = 0

Funcao linear, quandoa #0e b =0

3.2 Funcao polinomial do 1° grau

Uma funcao polinomial é aquela que tem um polindbmio como férmula, ou seja,
f(x) =ap+a1x + axx®+ ...+ apz®, onde a, € R, comk =12..nen € N=1{01,23,..}.
Se esse polindmio tiver grau 1, entdo ele representard uma funcao do 1° grau.
Exemplos de fungoes reais polinomiais:

a)f(x) = 5x° =5, fungdo polinomial de grau nulo;

b)f(xz) = 5x + 1, func¢do polinomial de grau 1;



33

o) f(z) = 42? + 3z + 1, fungdo polinomial de grau 2;
d)f(x) = 52° + 42 — /2, funcio polinomial de grau 3.
Exemplos de funcao do 1° grau:

a)f(r)=5xr—1l,a=5eb=—1;

3.3 Funcao constante

Quando o valor de a na fungao afim do tipo f(z) = ax + b for zero, a fungao recebe o
nome de funcao constante. No estudo dos movimentos em Fisica, a funcao constante no
grafico que relaciona a velocidade e o tempo indica que o mével estda em MRU.

Temos como exemplo a funcao f(z) = 5, que neste caso, para qualquer valor de x, o

valor de y sempre sera 5, como no grafico a seguir.

Figura 14 — Gréfico de uma fung¢do constante

a4y

Fonte: o autor

Observe que o grafico da fungao constante é uma reta paralela ao eixo x, onde esta

reta intercepta o eixo y no valor de b.
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3.4 Funcao linear

Quando a fungdo do tipo f(z) = ax + b apresentar o valor de b=0 e a # 0, a funcdo se
torna f(z) = ax, e ela é denominada fungao linear. Veja o exemplo do grafico da funcao

y = 3.

Figura 15 — Grafico da uma funcao linear

y

-3

-4

Fonte: o autor

Uma caracteristica marcante do grafico da fun¢ao linear é que sempre serd uma reta
passando pela origem dos eixos coordenados.
No estudo do Movimento Retilineo Uniforme, uma func¢ao linear indicara que um mével

se encontra na origem dos espacos, quando o cronémetro marcar zero.

3.5 Coeficiente angular e linear da reta

Na funcao f(x) = az + b, b recebe o nome de coeficiente linear da equagao da reta
e indica onde a reta intercepta o eixo y no plano cartesiano, enquanto a ¢ chamado de
coeficiente angular e indica a inclinacao da reta, pois o seu valor corresponde a tangente

do angulo partindo do eixo x até a reta, no sentido anti-horario.
Exemplo

Tome a fungdo afim f(x) = 3x + 2, o valor do coeficiente angular da reta é 3 e do

coeficiente linear é 2, temos, portanto, a reta interceptando o eixo y no ponto (0,2) e a
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tangente do angulo entre o eixo = e a reta, no sentido anti- horario, valendo 3. O gréfico a

seguir representa a fungao f(z) = 3z + 2.

Figura 16 — Gréfico da funcao f(x)=3x+2
y
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coeficiente linearda reta >

a tangente deste angulo de 71°33'54"
vale 3, que é o coeficiente angular da reta.

Fonte: o autor

No estudo de graficos do Movimento Retilineo Uniforme que relacionam o espaco e

tempo, o coeficiente angular corresponde ao valor da velocidade escalar do mével.

3.6 Grafico de uma funcao afim

O gréfico da fungao f(z) = azx + b sempre serd uma reta, independente dos valores
reais que a e b assumam.

Quando a fungao for constante do tipo f(x) = b, a forma de construirmos este grafico
é tracarmos uma reta paralela ao eixo = passando pelo ponto (0,b). Se b assumir o valor
b = 0, entdo a reta sera o eixo x. Temos como exemplo de grafico de uma funcdo constante
a figura

Quando se tratar de uma fungéo linear, sabemos que a reta passa pelo ponto (0,0) no
plano cartesiano. Basta obtermos outro ponto para tracarmos a reta, atribuindo entao um
outro valor para x # 0 e encontrando o valor de y correspondente. Veja o grafico de uma
funcao linear na figura [15]

Para tracarmos o grafico de uma funcao afim, quando a # 0 e b # 0, basta verificarmos
o valor do coeficiente linear b dado por f, que ele informa o ponto de intersecao da reta com
o eixo y. E o outro ponto pode ser obtido atribuindo zero para o valor de y e calculando o

valor de x correspondente, encontrando assim os dois pontos necessarios para a construcao
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da reta.
Exemplo
Construa o grafico da funcao f(x) =2z — 1.

Pela equacao percebe-se que o valor de b é —1, o que fornece o ponto (0,—1). Para

o outro ponto e tragar a reta, atribui-se o valor f(z) =y = 0. Entao:

1
O:2x—1:>—2:c:—1:>x:§.

1
Temos, portanto, o ponto (5, 0). Veja a reta no plano cartesiano:

Figura 17 — Grafico da funcao f(z) =2z — 1

Fonte: o autor

3.6.1 Obtencdo dos coeficientes angular e linear da funcao afim a partir da

reta

Seria possivel obtermos os valores de a e b da fung¢ao do tipo f(z) = azx + b apenas
com o grafico?

E possivel, desde que seja fornecido no desenho pelo menos o valor de dois pontos
pertencentes ao gréfico.

Em alguns exercicios de Movimento Retilineo Uniforme, nos livros didaticos ¢ fornecido
o grafico da reta que relaciona o tempo e a posicao do moével, e também dois pontos

pertencentes ao grafico. E solicitado no exercicio o valor da velocidade escalar do movel.
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Exemplo

Dado o gréfico representado pela reta abaixo, quais seriam os valores de a e b que compde

a funcao f(z) = ax + b7

Figura 18 — Obter a e b do gréfico de f(x) = ax +b

=l

-2

-5

Fonte: o autor

Encontrando os valores de a e b:
Pelo grafico, percebemos que a reta intercepta o eixo y no ponto (0,3), entao o valor de
b é 3. Basta agora encontrarmos o valor de a. Para isso, utilizaremos o outro ponto dado

da reta, que vale (1,0). Substituindo na equagao, obtém-se:
y=ar+b=0=a(l)+3=>0=a+3=a=-3.

Portanto, os valores de a e b sdo, respectivamente, —3 e 3, o que fornece a funcao
f(z) = =3z + 3.

3.7 Crescimento e decrescimento da funcao afim

Se uma reta nao representar uma funcgao constante, ela pode ser considerada crescente
ou decrescente. E possivel determinarmos o crescimento e decrescimento de uma reta pelo

grafico, mas o valor do coeficiente angular a ja informa se a reta é crescente ou decrescente.
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Em uma funcao crescente, quando os valores da abscissa (os valores de x) sofrem
aumento, os valores da ordenada (os valores de y) também sofrem um aumento, enquanto

que na reta decrescente, quando o valor de x aumenta o valor de y diminui.

3.7.1 Funcao afim crescente

Em uma fungdo afim f(z) = az+b, como a corresponde ao valor da tangente do angulo
partindo do eixo x até a reta que representa o grafico de f(x), no sentido anti-horéario,
entdo quando a>0 temos uma func¢do afim crescente. No exemplo f(x) = 3z + 4, o valor

do coeficiente angular é 3, um valor positivo. Veja o grafico a seguir.

Figura 19 — Funcao afim crescente

f(x) = 3x+4

Fonte : o autor

A reta que representa o grafico da fungao f(x) = 3z + 4 (figura é considerada

crescente em todo o seu dominio.
De fato:
Se x1,x9 € R tal que x1 < x9, entdo 3x; < 3xg = 3x1+4 < 3xe+4 = f(x1) < f(x2).
Note que o ponto A=(-2,-2) tem abscissa © = -2 e ordenada y = -2 e no ponto B=(0,4)

o valor da abscissa x ¢ 0 e da ordenada y ¢ 4. Entao, quando ha um aumento do valor de

x, de -2 para 0, também temos um aumento no valor de y, de -2 para 4.
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3.7.2 Funcao afim decrescente

Em uma fungdo afim g(x) = ax +b, como a corresponde ao valor da tangente do angulo
partindo do eixo x até a reta que representa o grafico de g(x), no sentido anti-horéario,
entdo quando a<0 temos uma fungdo afim decrescente. No exemplo g(z) = —x + 1, o valor

do coeficiente angular é -1, um valor negativo. Veja o gréafico a seguir.

Figura 20 — Func¢ao afim decrescente

Fonte : o autor

A reta que representa o grafico da fungao g(z) = —z + 1 (figura , ¢é considerada

decrescente em todo o seu dominio.
De fato:
Se x1, x5 € R tal que x1 < xq, entdo —x1 > —x9 = —x1+1 > —x9+1 = g(x1) > g(x9).
Note que o ponto C=(-2,3) tem abscissa * = -2 e ordenada y = 3 e no ponto D=(-1,2)

o valor da abscissa z ¢ -1 e da ordenda y ¢ 2. Entao, quando h&d um aumento do valor de

x, de -2 para -1, temos uma diminuicao no valor de y, de 3 para 2.



4 MOVIMENTO RETILINEO UNIFORME

Neste capitulo, apresentaremos o movimento retilineo uniforme, que corresponde a
um dos contetidos mais importantes do estudo da Fisica na 1* série do Ensino Médio.
Deixaremos bem claro neste capitulo a relacao entre func¢oes e movimentos. Definiremos
particula e trajetoria e demonstraremos as equagoes que calculam a velocidade escalar
média e a posicao do moével em qualquer instante. Por fim, iremos explorar exercicios de
encontro de moéveis.

As referéncias utilizadas neste capitulo foram (BONJORNO, 2013) e (ALVARENGA,
2004).

4.1 A Cinematica

A Cinematica é um ramo da Fisica da 1* série do Ensino Médio que trata dos
movimentos, sem se preocupar com a causa deles. Essas causas sao estudadas com mais
detalhes na parte da Dindmica, ou seja, as Leis de Newton. A Cinematica ird prever, por
exemplo, a distancia percorrida por um movel, com ou sem o aumento de sua velocidade,

algebricamente ou por analises de graficos.

4.2 Movimento Relativo

Um movel pode ser qualquer entidade que estd em movimento, mas segundo (BON-
JORNO, 2013), para se determinar se um corpo esta ou nao em movimento, é necessario
especificar a posicao dele em relacao a outros que o rodeiam, ou seja, estabelecer um
referencial.

Por exemplo, supondo 3 corpos: um o6nibus, seu motorista e uma pessoa em um ponto
esperando este 6nibus, iremos analisar o movimento do motorista do 6nibus. Para o 6énibus
em movimento o motorista esta em repouso, mas para a pessoa em pé no ponto o motorista
estd em movimento, o que mostra que o movimento de um movel é relativo, ou seja,
depende do referencial.

Outro exemplo interessante que demonstra a relatividade dos movimentos, ¢ quando
comparamos a trajetoria de um objeto solto por um avidao em movimento, visto por um
observador no solo (observador B) e outro dentro do avidao (observador A). Veja a figura
[21] Para o observador dentro do avido a trajetoéria do objeto é uma reta, enquanto que

para o observador no solo a trajetéria é uma parabola.



41

Figura 21 — Movimento relativo

Fonte : (ALVARENGA, 2004)

4.3 Particula

Em Fisica, é necessario muitas vezes a simplificacao, principalmente no Ensino Médio,
onde se tem pela primeira vez o contato com essa disciplina. O conceito de particula,
de ponto material, aparece com essa intencao. A particula é um corpo em movimento
cujas dimensoes sao despreziveis em relacao as outras dimensoes envolvidas no movimento,
enquanto que um corpo extenso ja nao teria essas dimensoes desprezadas.

Um carro poderia ser considerado como uma particula ou um corpo extenso, dependendo
das condig¢oes mencionadas no problema. Se desejarmos medir a velocidade, distancia
ou tempo deste carro indo da cidade de Uberaba a Sao Paulo, por exemplo, deveriamos
considera-lo como particula, pois suas dimensoes sao irrelevantes para a distancia entre
estas duas cidades. Mas se este mesmo carro estivesse entrando em uma simples garagem,

ele ja nao poderia ser considerado como uma particula.

4.4 Trajetoria

A trajetoria de uma particula é a linha percorrida por ela em todos os instantes do
movimento. A trajetéria pode ser uma reta, uma parabola, uma sendide ou qualquer outra
linha geométrica. Esta linha pode estar no plano ou no espago, dependendo da situacao do

problema. Na figura [22] temos um exemplo de uma trajetéria no espago construida no
GeoGebra.
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Figura 22 — Trajetoria

Fonte : o autor

4.5 Posicao de uma particula

Quando viajamos em uma estrada, ¢ muito comum haver placas no acostamento
indicando a posi¢ao da rodovia naquele ponto: Km 50, km 20, etc. Essa quilometragem é
a distancia do ponto onde é colocada a placa até uma origem, portanto, se o movel estiver

na posicao 100, ele estara a uma distancia de 100km da origem.

Figura 23 — Posicao do movel

Fonte : (BONJORNO, 2013)

Se soubermos a posi¢cao do movel a cada instante do movimento, podemos calcular
a distancia percorrida por ele em um certo intervalo de tempo. No inicio do movimento
costuma-se zerar o cronometro, por isso que toda letra que representa uma grandeza
no inicio do movimento é atribuido o indice zero, como por exemplo, o tempo inicial é
representado por .

A letra que representa a posicao do mével em cada instante do movimento é S, que é a
primeira letra da palavra space, espaco em inglés, e obviamente a posi¢cao do corpo em

movimento no inicio, com o tempo zero é Sj.
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Segundo (ALVARENGA, 2004), para se determinar a posi¢ao de um corpo em uma
dada trajetéria, basta que se fornega o valor da sua distancia, medida sobre a trajetéria, a

um ponto dela tomado como referéncia (origem).

4.6 \Velocidade escalar média

Considere um carro que partiu de uma cidade em um determinado horario, percorre
uma certa distancia, fica parado por um certo tempo em um posto de gasolina, retoma
a viagem e chega no destino em um outro determinado horario. A velocidade escalar
média ¢é aquela grandeza fisica que substituiria todas as intimeras velocidades que o carro
desenvolveu no percurso, em uma velocidade constante, onde a distancia e o tempo de
viagem seria o mesmo. A velocidade escalar média, denotada por V,,, se calcula da seguinte
forma:

_AS S5
N

Vin

onde AS = 5 — Sy, denota a variagdo dos espagos e At =t — ty, denota a variacao do
tempo.
A velocidade escalar média é a posicao final do mével menos a posicao inicial, dividido

pelo tempo de duragao do percurso, ou seja, o intervalo de tempo decorrido.
Exemplos:

1) Um automével sai da cidade de Uberlandia as 7h00min e chega na cidade de Uberaba
as 8h00min. Sabendo que a distancia entre as duas cidades é de aproximadamente 90

quilémetros, calcule a velocidade escalar média desenvolvida pelo automoével.

AS S-S, 90 90
V=1 = t—to =571 W

A resposta é 90km/h

2) Um garoto passa pela posicao 1 metro e apds 3 segundos ele estd na posicao 7 metros.

Calcule a velocidade escalar média do garoto neste percurso. Veja a figura [24}
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Figura 24 — Posicao do garoto

Posicao inicial t=0 posicéo finalt=3s

o @
£l =) 4
Q‘ ¥ Q“w S(m)

Fonte : o autor

_AS S-S, _T-1_6_,

TAt t—t, 3-0 3

Vin

A resposta é 2m/s

3) Supondo um outro mével passando pela origem dos espagos Sy = 0 quando o crondémetro
marca ty = 0, e apds b segundos ele estd na posicao - 10 metros, qual a velocidade escalar

média desenvolvida neste percurso?

_AS S-S, —10-0 _ —10

Vi — — — —2.
At~ t—ty  5-0 5

A resposta é —2m/s

Note que o valor da velocidade escalar média do exemplo 3 é negativo. Isto sempre
ird ocorrer quando o mével estiver no sentido contrario ao adotado como positivo. Esse
sinal da velocidade sera de extrema importancia no estudo de encontro de moéveis em

movimento retilineo uniforme e na construcao de graficos.

Observacao: Note que a unidade da velocidade escalar depende das unidades

que utilizamos na variacao da posicao e do tempo.

De acordo com (BONJORNO, 2013), a caracteristica basica do movimento uniforme é
que a velocidade escalar do mével permanece constante no decorrer do tempo. A decorréncia
direta desse fato é que o movel percorre distancias iguais em intervalos de tempos iguais.
O movimento retilineo uniforme também tem a caracteristica de possuir a trajetéria como

uma linha reta.
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4.7 Funcao horaria do movimento retilineo uniforme

A func¢ao horaria do movimento uniforme fornece a posi¢cao do mével em funcao do
tempo. A tabela a seguir relaciona o tempo em segundos e a posicao de um moével em

metros.

Tabela 6 — Posicao e tempo de um movel

t(s) | S(m)
0 2
1 4
2 6
3 8

Fonte : o autor

Se a velocidade do mével se mantiver constante, ou seja, se o movimento for uniforme,
e no caso do nosso estudo, for retilineo, conseguimos prever quais seriam as posi¢oes do
movel quando ¢ = bs,t = 6s, etc, mas isso seria muito trabalhoso. Podemos entao escrever
a funcao horaria deste movimento, porque a posicao é uma func¢ao do tempo, ou seja,
S = f(t).

Sabemos que a velocidade do moével é V' = ﬁ _ =5

At t—t
média foi chamada apenas de V', pois trata-se de movimento uniforme.

. Percebemos que a velocidade

Chamaremos t — ty apenas de t, mas sabemos que ele informa o intervalo de tempo.
Para resolvermos qualquer duvida, o ideal é sempre tomarmos ¢ty = 0, ou seja, zerarmos o
cronémetro no inicio do movimento.

Portanto, a fun¢ao horaria do espago no movimento retilineo uniforme sera:

S =95

V= :>Vt:S—SOZ>S—SOZVt=>S:SQ+Vt

A funcao horaria sera, portanto, S = S + V.t, ou seja, a posicao do médvel em
qualquer instante é a posic¢ao inicial mais a velocidade multiplicada pelo tempo decorrido
no movimento.

Vamos escrever a fungao horaria da tabela 6. A posicao inicial é 2m, pois tg = 0.
Para obtermos a velocidade, basta dividir uma vari¢ao de espago pela variacao de tempo
correspondente. Como se trata de um movimento uniforme, qualquer intervalo resulta na

mesma velocidade. Entao, obtemos:

Logo, a velocidade procurada é 2m/s.
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Logo, a fun¢ao horaria do mével da tabela 6 resulta em S = 2 + 2.£. Se desejarmos a

posicao do movel no instante ¢t = 10s, é s6 fazer a substituicao:

S=2+210=22m

4.8 Graficos da funcao horaria do movimento retilineo uniforme

E facil verificarmos que a fungao horaria do espago, S = Sy + V.t, é uma fungao afim
da forma y = ax + b, onde a varidvel y é a posicao, a varidavel x é o tempo, os valores de a
e b sao a velocidade e posicao inicial do mével, respectivamente.

Quando o valor da velocidade for positivo, o movimento é denominado Movimento
Retilineo Uniforme Progressivo, e quando for negativo, Movimento Retilineo Uniforme
Retrogrado.

O grafico da posicao em fungao do tempo do mével da tabela 6, se apresenta como na

figura a seguir:
Figura 25 — Gréfico da fun¢ao horéria da tabela 6
g{3(m)

7

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte : o autor

O dominio da func¢ao horaria nao pode ter valores negativos, e desta forma, as retas
que representam o grafico de uma fungao horaria, podem estar somente no primeiro e
quarto quadrantes. Quando os eixos do plano cartesiano representarem o tempo, eles nao
poderao ter valores negativos. Alguns exemplos a seguir irao ilustrar a importancia do

conhecimento em fungoes, para a resolu¢ao de exercicios em Cinematica.
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Exemplos:

1) Dada a tabela que relaciona a posigao e o instante de um maével que realiza Movimento
Retilineo Uniforme (MRU), pede-se:

Tabela 7 — Exemplo de fungao horaria

t(s) | S(m)
0 | 10
3 | 7
6 | 4

Fonte : o autor

a) A fungao horaria do mével.

b) O grafico S x t.

¢) A posi¢do do mével no instante ¢ = 7s.

d) O instante que o mével passa pela origem dos espagos.

e) O mével estd desenvolvendo um movimento progressivo ou retrogrado?

Resolucao:

—10

a) A posicao inicial do moével é 10m, e a velocidade é = —1m/s. Portanto, a

equacao horaria do espago é S = 10 — 1.1.

b) Como a fungdo horaria é uma funcao afim, a reta que representa o grafico dessa
fungao intercepta o eixo dos espagos no ponto (0, 10), entao é necessario outro ponto para
tragar a reta. Acharemos o tempo quando S = 0.

0 =10 —t = t = 10s. Portanto, temos os pontos (10,0) e (0, 10) pertencentes a reta.

Veja a figura seguir.
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Figura 26 — Grafico da func¢do horaria do exemplo 1

—20 —18 —16 —14 —12 -10 -2 -6 —4 -2 0 2 4 B g 1 12 14 16 18 20

Fonte : o autor

c¢) Para encontrarmos a posi¢ao do mével no instante de 7s, é s6 substituirmos este
valor na equac¢ao horaria:
S=10—-71=10—7=3m

d) O instante em que o mével passa na origem dos espagos ja foi calculado no item b,

para o esboco da reta. Vimos que para S = 0, obtemos t = 10s.

e) O movimento é dito progressivo quando o sinal da velocidade escalar é positivo e
retrogrado quando o sinal é negativo, lembrando que a velocidade escalar corresponde
ao coeficiente a da funcao f(x) = ax + b. No caso do exemplo, V = —1m/s. Portanto, o

movimento ¢é retrogrado, e a fungdo horédria é decrescente. Veja figura [26]

2) Dado o gréfico que relaciona a posigao e o instante de um mével em MRU, pede-se:
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Figura 27 — Grafico da fun¢ao horaria do exemplo 2

NEGD
3
2
1
(2.5,0) )
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-
f
-2
-3
-4
-5
(0,-5)
-6
Fonte: o autor
a) A fungao horaria.
b) O movimento é progressivo ou retrogrado?
Resolucao:
a) Pelo grafico, a posi¢ao inicial do movel, ou seja, quanto t = 0, é Sy = —5Hm. Para
calcularmos a velocidade, basta usarmos a expressao V = N
0—(=5)
V=——">==—=2m/s.
2,5—-0 2,5 /
A equacao horéria serda S = —5 + 2t. Com ela, poderemos calcular a posi¢do do movel

em cada instante.

b) O movimento é progressivo, pois a velocidade escalar do mével é positiva. Logo, a

fungdo hordria é crescente. Veja figura 27]

49 Encontro de méveis

Uma das mais importantes aplica¢oes da func¢ao horaria de um corpo em MRU ¢ a
determinagao do encontro de dois moéveis. Sem o uso da funcado, os calculos seriam muito

mais complicados.
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Vamos supor um veiculo passando por certa posicdo em uma rodovia em determinado
horario. No mesmo instante, suponha um outro veiculo a uma distancia d do veiculo
mencionado anteriormente e que desloca em sentido contrario. Se conhecidas as velocidades
escalares dos dois moveis e com a montagem da funcdo horaria de ambos, é possivel
obtermos com boa aproximacao, a posi¢ao e o instante de encontro dos dois veiculos.

Mas ¢ possivel também obtermos, utilizando o mesmo processo, o instante e a posi¢ao
de encontro, caso os dois veiculos estejam viajando no mesmo sentido. Basta observarmos
os sinais das velocidades na funcao horaria. Analisando os graficos dos dois movimentos

no mesmo par de eixos coordenados, a resolu¢ao do problema se torna ainda mais facil.
Exemplo:

Um 6nibus passa na cidade de Uberlandia rumo a cidade de Uberaba, no mesmo instante
em que um carro de passeio passa pela cidade de Uberaba rumo a cidade de Uberlandia.
Sabendo que o 6nibus possui uma velocidade de 60km/h, o carro de 100km/h e que as
duas cidades distam em 90km, calcule a posicao e o instante de encontro do 6nibus e o

carro de passeio, adotando o sentido Uberlandia - Uberaba como sendo positivo.

E mais conveniente colocarmos a origem das posi¢oes em Uberlandia para evitarmos
trabalharmos com posi¢oes negativas, o que nao tornaria a resolucao errada. A figura a

seguir ilustra bem o problema.

Figura 28 — Encontro de moveis
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Fonte: o autor

Chamando o 6nibus de moével A, a funcao horaria de Sy ficara Sy = 0 + 60t.
O carro serd o movel B, entdo a funcdo horaria sera Sy = 90 — 100t.

No encontro, a posicao dos médveis serd igual, ou seja, S = Sp.
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60t = 90 — 100¢ = 60t + 100t = 90 = 160t = 90 = ¢ = 19(;.0 = 0,5625h = 33min e 45s.

O instante de encontro do carro e do 6nibus foi aos 33min e 45s desde o inicio do
tempo considerado. Para descobrir a posicao de encontro, basta substituir ¢ = 0, 5625h em

qualquer uma das fungoes horarias. Entao obtemos:
S =60.(0,5625) = 33, 7T5km.
Os dois veiculos irao se encontrar, portanto, a 33, 75km da origem (posi¢ao zero).

A seguir, veremos duas retas que representam o movimento retilineo de dois médveis.

Conseguimos obter varias informagoes com as duas fungoes horarias.

Figura 29 — Dois méveis em MRU
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Fonte: o autor

Na figura 29 o mével A tem fungao horaria S = 2 +t e o mével B, S = —3 + 2t.
Ambos estao realizando movimento progressivo, estdao indo no mesmo sentido e o ponto de
intersegao das duas retas indica o instante e a posigdo de encontro, que é o ponto (5,7), ou
seja, os dois corpos se encontram apos 5 segundos do inicio da contagem do tempo e a Tm
da posicao zero.

Percebe-se que o estudo da Cinematica depende muito do estudo prévio de funcoes e o

conhecimento de graficos também auxilia na compreensao dos movimentos.



5 GEOGEBRA NO LABORATORIO DE
FISICA

Vimos com alguns exemplos que a Matematica influencia diretamente no aprendizado
da Fisica. A Cinématica é um dos contetdos iniciais de Fisica na 1* série do Ensino Médio,
e fungoes afins também é ensinado no inicio do Ensino Médio, o que dificulta o trabalho
do professor de Fisica na escola, pois é quase impossivel ensinar os movimentos sem as
nogoes necessarias de fungoes. Uma proposta é o professor, ou de Fisica ou de Matematica,
treinar os alunos em fungoes, com seus conceitos e graficos, no aplicativo GeoGebra. Todos
os graficos deste trabalho foram feitos neste aplicativo, e lembrando que a versao utilizada
foi o Classico 6. A percep¢ao dos alunos e o aprendizado teria um maior sucesso, tanto
em Fisica como em Matematica, visto que essas duas disciplinas andam sempre de maos
dadas.

Neste capitulo serao propostas 4 atividades no GeoGebra que poderao ser aplicadas nos
laboratérios de informatica das escolas. Estas atividades carregarao a tarefa de melhorar o
aprendizado de Fisica e de Matematica do 1° ano do Ensino Médio.

Na atividade 1 serd mostrado como fazer figuras de Cinematica no GeoGebra, enquanto
que na atividade 2 as figuras entrarao em movimento, na atividade 3 aplicaremos as
animacgoes do GeoGebra para o encontro de méveis e por ultimo, na atividade 4 apre-
sentaremos uma animag¢ao muito interessante de encontro de moéveis com aplicacoes de

graficos.

5.1 O aplicativo GeoGebra

O GeoGebra é um aplicativo criado por Markus Hohenwarter e uma equipe de progra-
madores. Ele une Geometria e Algebra e tem como um dos objetivos ensinar e aprender
Matemaética nas escolas. O GeoGebra é dividido na zona grafica e na zona algébrica. Por
exemplo, ao informar ao GeoGebra a fungio f(z) = 2% — 3, esta expressao ird aparecer na
zona algébrica e o grafico, claro, na zona grafica.

O GeoGebra ¢ gratuito para download, inclusive em smartphones. Ele confecciona
graficos em duas ou trés dimensoes, traga perpendiculares, paralelas, pontos, circulo, elipse,
é compativel com 6culos 3D, e uma outra infinidade de aplicagoes, que quando utilizado
em laboratorios de informéatica nas escolas s6 tem a acrescentar no aprendizado dos alunos,
e este trabalho quer mostrar que o ganho nao ¢é s6 em aulas de Matematica, mas em Fisica,

e por que nao em outras disciplinas?
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Nas referéncias consta o manual do GeoGebra com orientages de todas as suas fungoes,
¢ interessante o usudario fazer uma consulta sempre que necessario.

Serao apresentadas a seguir, algumas atividades com o GeoGebra que o professor pode
aplicar no laboratorio para facilitar o aprendizado do aluno em Cinemaética e em ()ptica,
dois contetidos de extrema importancia em Fisica, que faz uso de varios contetidos da
Matematica, principalmente de fungoes e Geometria. As animacoes feitas no GeoGebra tem

o objetivo de melhorar a visualizacao dos problemas propostos em Fisica e em Matematica.

5.2 Atividade 1

Objetivo

A figura 24 que faz parte de um problema de velocidade escalar média, foi construida
no GeoGebra. Apos o professor explicar do que se trata fungdo afim e orientar os alunos
na construcao de retas, ele solicitaria que fosse feito no aplicativo GeoGebra uma figura
do problema, assim como sua resolucao. Os alunos escolheriam na internet o mével que
desejassem para colar no aplicativo, poderiam ser figuras de carrinhos, caminhdes, avides,
ou qualquer outro. Os alunos, inclusive, criariam os dados do exercicio. O objetivo desta
atividade é promover um envolvimento maior do aluno com o problema de Fisica, visto
que com uma figura pronta, a visualizacao do problema se torna mais facil. Esta atividade
serve também para preparar os alunos para as proximas tarefas no GeoGebra.

Motivados por esse problema, iremos fazer outro exemplo com o mesmo intuito e serdo
dados os passos necessarios para concluir a figura no GeoGebra. A versao do GeoGebra
utilizada neste trabalho pode ser obtida gratuitamente pelo site que consta nas referéncias,

quem preferir, podera utiliza-lo online, sem a necessidade de fazer o download.
Problema
Supondo um mével que passa pela posicao 5 metros quando o tempo for zero, t5 = 0,

e passa pela posicao 10 metros quando t = 2s, o objetivo ¢é calcular a velocidade escalar

média, que se obtém a partir da divisao da variacao do espaco pela variacao do tempo.
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Figura 30 — Figura da atividade 1 pronta
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Fonte: o autor

Passo a passo no GeoGebra

1°) Ao abrirmos o aplicativo, a tela inicial é como indicada na figura a seguir. As setas
1,2,3,4 apontam para os acessos mais utilizados em nossas atividades.

A seta 1 mostra a entrada de dados do GeoGebra, onde devemos escrever, por exemplo,
uma funcao cujo grafico desejamos. Em algumas versoes a zona de entrada de dados fica
no canto inferior da tela.

A seta 2 aponta para um conjunto de ferramentas muito importante. A construcao
de uma reta, de uma elipse, de um segmento, entre outros, encontramos nesta barra de
ferramentas.

A seta 3 nos leva ao local do GeoGebra Classico 6 onde podemos configurar os eixos
coordenados, escolher se queremos visualizacdo em 2D ou 3D, etc. Para acessar as fungoes
mostradas na seta 3 é preciso acessar antes o icone no interior do circulo da figura

E por dltimo, a seta 4 nos indica o caminho para abrir ou salvar arquivos, e muito
mais.

O aplicativo possui muitas funcoes: de Geometria, Algebra, e também de Estatistica.

E preciso que o usudrio pratique bastante para dominar todas estas funcoes.

Figura 31 — Tela principal do GeoGebra
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Fonte: o autor
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2°) Para fazermos a figura referente ao exercicio de célculo de velocidade escalar no
GeoGebra, precisamos ocultar a malha, o eixo y e a parte negativa do eixo x. Estas acoes
podem ser feitas na barra indicada pela seta 3 da figura[31] Na 2* fun¢ao da esquerda para
a direita conseguimos ocultar as malhas (figura

Figura 32 — Ocultar a malha dos eixos coordenados

¢
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Fonte: o autor

Para ocultarmos o eixo y e a parte negativa do eixo x, basta clicarmos na opgao indicada
pela seta A da figura [33| e as configuracoes dos eixos sao alteradas como indicados nas

setas B e C da figura.

Figura 33 — Ocultar eixo y e parte negativa do eixo x
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Fonte: o autor

3°) O eixo x corresponde ao eixo do espagos. Para escrevermos S(m), que indica a
posicao do movel em metros, devemos seguir a figura Conforme indicac¢oes das setas
da figura,clicar na pentltima op¢ao da esquerda para a direita, na barra de ferramentas
no topo superior da tela. Selecione a opgdo Texto. Clique no local desejado da figura para

inserir o texto, digite o texto e clique em OK.
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Figura 34 — Texto no GeoGebra
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Fonte: o autor

4°) Para colarmos o desenho do mével, que pode ser extraido da internet, basta
clicarmos em Inserir Imagem no local que mostra a figura[35] Logo em seguida, clique na
opcao Escolher arquivo, selecione o arquivo desejado salvo em seu computador e clique
OK. Fixamos o desenho na posicao do problema e se precisar, alteramos as dimensoes da

figura, utilizando os pontos que surgem junto com a imagem.

Figura 35 — Inserir imagem gravada em nosso computador
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Fonte: o autor
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Apds o ajuste das dimensoes, esses pontos nao precisam ser exibidos, podendo ser
ocultados em Exibir Objeto, quando clicamos sobre os pontos com o botao direito do

mouse. A figura [36 ilustra bem a situacao.

Figura 36 — Omitir os pontos da figura
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Fonte: o autor

Devemos lembrar que a figura que escolhemos na internet para ser nosso mével deve
estar salva em nosso computador.

O aluno, ao construir seu proprio desenho do exercicio no GeoGebra, desenvolvera
varias habilidades e o entendimento do problema de Fisica que envolve MRU ocorrera de
forma mais clara. A atividade para o problema proposto nesta secao deve ficar conforme a
figura [37] Basta seguir os passos anteriores para completar a figura, conforme o enunciado
do problema.

Para escrever as posicoes e os instantes do carrinho, devemos escrever o texto como
ensinado na figura [34]

As setas da figura indicam outro caminho para ocultar os pontinhos da figura,

bastando desabilitar na entrada de dados do GeoGebra.

10
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Figura 37 — Figura do problema de Fisica
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Fonte: o autor

Explorando o conhecimento
1) Movimento Retilineo Uniforme;
2) Unidades fisicas;

2) Reta dos ntimeros reais.

5.3 Atividade 2

Objetivo

Esta atividade, que sera proposta para os alunos no ensino do Movimento Retilineo
Uniforme serd a mais interessante, pois o recurso de animagdo do GeoGebra proporcionara
as aulas o que ha de mais importante em Cinematica, que em uma aula tradicional nao é
possivel: o movimento. Esta atividade serd base para a proxima, que tratara do encontro
de dois méveis em MRU.

O aplicativo permite que o aluno coloque em movimento a figura que ele desejar,

inclusive que escolha a velocidade desenvolvida por esse mével.

Problema
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Um mével percorre uma certa distancia com certa velocidade. Neste problema a figura
tera movimento real, fornecido pelo GeoGebra, e um plano de fundo, que podera ser

qualquer paisagem, para dar realidade a animacao.

Figura 38 — Animacao pronta da atividade 2

Fonte: o autor

A atividade esté disponivel em https://www.geogebra.org/m/pjauqdhk
Passo a passo no GeoGebra

1°) Primeiramente precisamos ocultar o eixo y e a parte negativa do eixo x, a nao ser
que o aluno queira que o movel trafegue por posicoes negativas. Este passo ja foi ensinado

na atividade 1.

2°) Devemos inserir as duas imagens: o mdvel escolhido e o plano de fundo. E importante
adequarmos as imagens ao eixo dos espagos, fazendo os ajustes das dimensoes. Os passos
para inserir e fazer os ajustes das dimensoes das imagens no GeoGebra, também ja foram

ensinados na atividade 1. A figura a seguir ilustra o resultado deste passo 2.

Figura 39 — Carrinho em movimento
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Fonte: o autor
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Ao inserirmos as figuras, a cidade devera ser posicionada atras da figura do carrinho,
pois ela funciona como uma imagem de fundo. Para alterarmos, basta clicarmos com o
botéao direito do mouse sobre a figura que desejamos que seja o plano de fundo da animacao

e em Configuragoes, selecionamos a op¢ao Imagem de Fundo. Veja a figura |40,

Figura 40 — Imagem de fundo
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Fonte: o autor

3°) Neste passo, iremos fornecer o movimento da figura do carrinho, que iré trafegar
representando o Movimento Retilineo Uniforme. Para isso, devemos criar o controle

deslizante e definirmos suas configuragoes: o intervalo, a velocidade e se ele vai evoluir de

forma crescente, decrescente ou oscilante.

A figura |41} indica onde selecionamos o Controle Deslizante do GeoGebra.

Figura 41 — Controle deslizante
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Fonte: o autor

Ao criarmos o controle deslizante, o GeoGebra ird solicitar a posicdo que deve aparecer

tal funcao na tela e solicitard também ao usuario as configuragdes.
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Em Nome, criamos um nome para o controle deslizante, e em Intervalo, informamos

a minima e a maxima posicao que o mével deve percorrer.

Figura 42 — Configuragoes do controle deslizante
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Fonte: o autor

Em Controle Deslizante, escolher a opcao Horizontal, os méveis da nossa animagao
nao possuem movimento vertical.

Figura 43 — Permitir apenas o movimento horizontal dos moéveis

Controle Deslizante

Nome

a=1

. Nuamero Angulo nteiro

ntervalo Controle Deslizante Animagdo

Fixo UlAleatdrio (F9)

Horizontal M

m Cancelar

Fonte: o autor

Em Animacao, determinamos uma velocidade para o carrinho, e se o carrinho deve

trafegar somente para a esquerda, direita, ou ir e voltar.
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Figura 44 — Determinar a velocidade do carrinho
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Fonte: o autor

O controle deslizante ficard na tela do GeoGebra deslizando entre os valores maximos
e minimos determinados nas configuragoes. Ele irda aparecer na zona algébrica, onde serd

possivel colocar o controle deslizante para funcionar. Veja as setas da figura

Figura 45 — Controle deslizante na tela
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Fonte: o autor

4°) Precisamos configurar os pontos de base da figura do mével para que ele oscile
juntamente com o controle deslizante. Para isso, basta clicarmos com o botao direito do
mouse sobre estes pontos, e em Configuragoes, Basico, conseguimos alinhar os pontos A
e B (os pontos da base da figura) com o controle deslizante. Neste problema, para o ponto

A, que fica na base inicial do carrinho, é digitado (a,0) na op¢ao Definig¢ao, onde a letra



63

a ¢ o nome dado ao controle deslizante, e zero porque o mével nao se desloca pelo eixo
y. Fechando a janela das configuracoes o GeoGebra salva automaticamente as mudancas
realizadas.

Para o ponto B, que fica na parte traseira do carrinho, é digitado na op¢ao Defini¢ao:
(a+3,0), a letra (a) é o nome dado ao controle deslizante, a razao do +3 é que a distancia
do ponto A ao ponto B é 3 unidades. Essa distancia entre os pontos A e B, que altera
o tamanho da figura, é controlada pelo usuario. O mével ndao é uma particula, ou seja,
o seu tamanho influencia nos calculos do movimento, dai a importancia de configurar

corretamente os pontos da base do mével. Para melhor entendimento é s6 acompanhar a

figura

Figura 46 — Definir os pontos da base da figura
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Fonte: o autor

E obvio que neste trabalho nao é possivel verificarmos a animagao do carrinho, mas ao
iniciarmos o movimento do moével, o aluno compreendera melhor o Movimento Retilineo
Uniforme. Para dar inicio ao funcionamento do controle deslizante criado pelo GeoGebra e
colocar o carrinho em movimento devemos clicar na posicao mostrada na figura a seguir,

para parar o movimento o procedimento é o mesmo.
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Figura 47 — Acionar o controle deslizante
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Fonte: o autor
Explorando o conhecimento
1) Movimento Retilineo Uniforme;
2) Reta real;

3) Soma e subtragao.

5.4 Atividade 3

Objetivo

Nesta atividade os alunos serdo incentivados a construir no GeoGebra uma animacao
para o encontro de dois méveis, os mdveis deslocardo em sentidos contrarios. O processo é
basicamente o mesmo da atividade anterior, onde a diferenca principal é que um outro
controle deslizante deve ser criado. Explicaremos aqui a funcdo Botao do GeoGebra. Esta
atividade possibilitard ao aluno constatar a posicao e o instante de encontro de dois méveis
em MRU.

Problema

O movimento de um carro terd funcao horaria S = —4 + t, o de um caminhao, de
encontro ao carro, terd funcao horaria S = 8 — 2t. Sabendo que a posi¢cao dos moveis é

dada em metros e o tempo em segundos qual serd a posicao de encontro dos dois veiculos?
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Resolucao

Scarro = Scaminhéo = 44+t=8-2t=3t=12=1=4s

Substituindo na equacao do carro, S = —4 +4 = 0. O ponto de encontro dos dois

moveis €, portanto, na origem das posi¢oes. A animacao desta atividade revelard a posicao
de encontro de forma ladica.

Figura 48 — Animagao de encontro do carro e do caminhao em sentidos opostos
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Fonte: o autor

A atividade esta disponivel em https://www.geogebra.org/m/nc6exmrg

Passo a passo no GeoGebra

1°) Como ja ensinado na atividade 1, omitimos o eixo y do plano cartesiano e a malha.

Deixamos a mostra a parte negativa do eixo x nesta atividade, porque os méveis tém
espagos negativos. Veja a figura [49,

Figura 49 — Omissao do eixo y e malha para encontro de méveis
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Fonte: o autor
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2°) Devemos posicionar duas figuras de veiculos na tela do GeoGebra, sendo um veiculo
com sentido para o lado positivo do eixo dos espacos, e o outro indo em sentido a orientacao
negativa. As imagens devem ser posicionadas com as posi¢oes inciais da fungao horaria,
-4m para o carrinho, e 8m para o caminhao. Lembrando que para trazer a imagem do
arquivo do computador para o GeoGebra, devemos ir em Inserir Imagem. O passo a
passo esta especificado na atividade 1. A figura [50| mostra onde inserimos imagens e as
posicoes inciais dos méveis em MRU. O eixo x terd nome de S(m), indicando a posi¢ao
dos moveis em metros no decorrer do tempo. Para escrever S(m) devemos ir na fungao

Texto, ensinada no passo 3 da atividade 1.

Figura 50 — Preparando a animacao de encontro de moveis

Fonte: o autor

3°) Precisamos criar dois controles deslizantes, um para cada veiculo. O controle do
carrinho serda o controle com nome a. A figura a seguir mostra como criar o controle

deslizante. Relembre o passo a passo da atividade 2.

Figura 51 — Controle deslizante para a animacao de encontro de moveis
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Fonte: o autor

Para o controle do carrinho devemos colocar o intervalo de -4 a 0, que correspondem a
posicao inicial e o de encontro. Em Animacao, devemos escolher a velocidade do movel, e

se desejamos que o mdvel oscile ou va apenas até a posicao de encontro e pare o movimento.
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A velocidade do moével incorporada no GeoGebra nem sempre corresponde a da funcgao
horéria, entao o usudrio deve fazer testes para que o encontro dos moveis ocorra na posicao
calculada. Esta divergéngia ocorre porque ha uma aceleracao inicial da figura do veiculo.

Para o controle do caminhao, criaremos o controle com nome b. Procedemos da mesma
forma que o carrinho, apenas digitamos zero como intervalo minimo de deslize do controle

e 8 como maximo.

4°) Com os controles deslizantes criados, é hora de colocar os pontos das bases do carro
e do caminhdo em conexao com os controles deslizantes. Para tanto, basta clicarmos com
o botao direito do mouse sobre os pontos A, B, C e D. A figura [52| ilustra como configurar

os pontos da base da figura inserida no GeoGebra.

Figura 52 — Configuracoes dos pontos da base da figura para a animacao de encontro de
moveis
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Configuragbes

Fonte: o autor

O ponto A corresponde a base da traseira do carrinho, e apés Configuragoes, devemos
ir em Bésico e em Definigao digitamos (a-2,0) para o ponto A. Logo em seguida, feche a
janela das configuracdes que o GeoGebra salvara automaticamente os ajustes realizados.
Para o ponto B, que corresponde & dianteira do carrinho, digitamos (a,0). Como o ponto B
corresponde a frente do veiculo, ele oscila juntamente com o controle deslizante criado para
ele, ja para o ponto B deve ser descontado 2 unidades porque néo se trata de uma particula
com dimensoes despreziveis e o comprimento do veiculo ¢ 2. Se nao descontassemos, o
carrinho além de trafegar em MRU, também iria alterar de tamanho no decorrer do
movimento.

Para os pontos C e D, do caminh&ao, procedemos da mesma forma, digitamos (b,0)
para C e (b+2,0) para D. Lembre que, logo em seguida a cada ajuste, devemos fechar a
janela das configuragoes para que o GeoGebra salve automaticamente os ajustes realizados.
Neste caso, ao invés de subtrairmos 2 unidades, somamos 2 com o controle deslizante b,

criado para o caminhao, porque o caminhao parte da parte positiva do eixo dos espagos.
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Em y digitamos zero, pois o mével nao reliza movimento no eixo y, ja que estamos nos
preocupando com um movimento apenas retilineo horizontal.
Os moveis ja estao prontos para o movimento e se encontrarao na posi¢ao calculada.
Mas ha uma difuldade em sincroniza-los, ou até mesmo encerrar o movimento, caso confi-
9 9
guremos para que oscilem. Para isso, vamos discutir a funcao Botao do GeoGebra, que é

muito util nas animagoes.
Funcao Botao do GeoGebra

Para criarmos um Botao no GeoGebra, devemos acessar como nos revela a figura a

seguir.

Figura 53 — Func¢ao botao do GeoGebra
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Fonte: o autor

Primeiramente criaremos um botao para iniciar o movimento. Depois que procedermos
como a figura[53], digitamos um nome para o botao, no campo Legenda. Na nossa atividade,
digitamos INICIAR. E em Cédigo GeoGebra, digitamos os comandos: Iniciar Animagao|a]
e IniciarAnimacaolb|, onde a e b sdo os controles deslizantes do carro e do caminhao

respectivamente. Clicar em OK para o GeoGebra criar o botao INICIAR. Veja a figura |54}
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Figura 54 — Iniciar a animagao de encontro de méveis
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Fonte: o autor

Criaremos o botao PARAR, que serve para interrompermos o movimento quando dese-
jarmos. O procedimento é o mesmo, mas os comandos digitados em Cédigo GeoGebra

sdo os seguintes: InicioAnimacao(a,false] e InicioAnimagao[b,false]. Acompanhe a figura a
seguir.

Figura 55 — Parar a animag¢ao de encontro de méveis
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Fonte: o autor

Por ultimo, criaremos o botdao RESETAR, que transporta os moveis para suas posi¢oes
iniciais. O procedimento também ¢é o mesmo, somente os comandos sao diferentes:
InicioAnimagaola,false] a=-4 e InicioAnimacaol|b,false] b=8, onde os valores de a e b

correspondem ao inicio do movimento do controle deslizante. Confira a préxima figura.
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Figura 56 — Resetar a animacao de encontro de moéveis
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Fonte: o autor

A tela da animacdo de encontro de moveis em MRU feito no GeoGebra terd um

resultado final como mostrado na figura

Figura 57 — Tela da animacao de encontro de moveis
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Fonte: o autor

Se o professor de Fisica concluir que o aluno do Ensino Médio ou Fundamental nao
tem a maturidade para concluir a animacao desta atividade, o proprio professor podera
conclui-la no GeoGebra e usé-la em suas aulas.

Esta animacgao de encontro de moveis também podera ser feita com os dois moveis
trafegando no mesmo sentido, com o cuidado do mével que trafegar atras possuir uma

velocidade escalar maior que o moével que estiver a frente.
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Explorando o conhecimento
1) Movimento Retilineo Uniforme;
2) Reta real;
3) Soma e subtragao;
4) Funcao afim;
5) Coeficiente angular e linear da fungao do tipo y = ax + b;

6) Equagao do 1° grau.

5.5 Atividade 4

Objetivo

Para finalizar as atividades que envolvem o Movimento Retilineo Uniforme, mostra-
remos uma animacao extraordinaria do GeoGebra, que auxiliard o aluno a entender o
encontro de maéveis através de duas retas no plano cartesiano. Através da animacao, o
aluno desenvolverd o aprendizado de funcao afim e a relacdo com a funcao horaria de um
corpo que realiza um movimento em linha reta com velocidade escalar constante, que sao
as caracteristicas do MRU. O ponto marcante desta animagao é que ela permite escolher
quaisquer duas fungoes afins, necessitando apenas fornecer as velocidades e as posicoes

iniciais dos moéveis. Os dados desta atividade serdo os mesmos da atividade 3.
Problema

Um carro com fungdo horaria S = —4 4 ¢ ird de encontro a um caminhao com fungao
horaria S = 8 — 2t. J4 vimos na atividade 3 que a posi¢cao de encontro dos méveis sera
em S = 0 e o instante de encontro em ¢ = 3s. Construiremos os dois graficos das funcoes

horéarias no Geogebra e veremos que o ponto de intersecao das retas é a reposta do problema.



Figura 58 — Animacao de encontro de moveis utilizando seus graficos
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Fonte: o autor

A atividade estd disponivel em https://www.geogebra.orq/m/deuuvpsn

Passo a passo no GeoGebra

1°) Nesta animagao, precisamos apenas ocultar a malha no plano cartesiano

Figura 59 — Ocultar a malha para a animacao de encontro de retas
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Fonte: o autor

2°) Digitamos t(s) para o eixo x e S(m) para o eixo y. As partes destacadas da figura
60}, ensina como configuramos o nome dos eixos. Em Rétulo, encontrados em EixoX e

EixoY, escrevemos a nomenclatura que queremos usar para os eixos coordenados.
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Figura 60 — Dar nomes aos eixos x e y para a animacao de encontros de retas
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Fonte: o autor

3°) Esta atividade exige 5 controles deslizantes: um para o tempo decorrido, chamado
de controle t, dois para as posi¢oes inciais (um para cada mével), um de nome SA, e outro
de nome SB, e dois para as velocidades (um para cada moével), um serd denominado V' A

e outro V B. A figura [61] indica onde criamos o controle deslizante.

Figura 61 — Controles deslizantes para a animacao de encontros de retas
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Fonte: o autor

4°) Criamos o controle deslizante para o tempo decorrido, fornecendo as seguintes
configuragoes: o nome (t), o intervalo (de 0 a 50), a velocidade (0.3), e repetir de forma

crescente. Para salvar as configuracoes, clicar em OK. Veja proximas figuras.



74

Figura 62 — Configurar o intervalo para o controle deslizante do tempo
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Fonte: o autor

Figura 63 — Configurar a animagao para o controle deslizante do tempo
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Fonte: o autor

5°) Criamos o controle deslizante para a posigao inicial do carrinho, com as seguintes
configuracoes: nome (SA), intervalo (de -20 a 20), o incremento de 1, a velocidade(1)
e repetir de forma crescente. Logo em seguida, clicamos em OK para salvarmos as
configuragoes escolhidas. Como vamos escolher a posicao inicial do movel, o incremento
nos possibilita passar, por exemplo, de 2 para 3, de -3 para -2, no controle deslizante
sem passarmos pelos valores intermediarios. Sem esse recurso seria impossivel fixarmos
um valor inteiro para a posi¢ao inicial apenas com o manuseio do mouse, pois trata-se
de valores infinitos e esse movimento é muito sensivel. Neste momento, o professor deve

aproveitar para exemplicar o conjunto dos nimeros reais. Veja a figura [64]
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Figura 64 — Incremento para o controle deslizante
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Fonte: o autor

6°) Criamos o controle deslizante para a velocidade do carrinho, com nome (VA),

intervalo (de -20 a 20), incremento de 1, a velocidade (1) e repetir de forma crescente.

7°) Digitamos a fungdo horaria do carrinho na zona de entrada do GeoGebra, utili-

zando os nomes dos controles deslizantes: f(z) = SA+ VA xx.

Figura 65 — Func¢ao horaria do carrinho
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Fonte: o autor

8°) De forma andloga, criamos o controle deslizante para a posigao inicial do caminhéo,
escolhendo nome (SB), intervalo (de -20 a 20), incremento de 1, a velocidade(1) e repetir

de forma crescente.
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9°) Criamos o controle deslizante para a velocidade do caminhdo, com as configuragoes:
nome (VB), intervalo (de -20 a 20), incremento de 1, a velocidade(1) e repetir de forma

crescente. Para finalizar clicar em OK.

10°) Digitamos a funcao horéaria do caminh@o na zona de entrada do GeoGebra,
utilizando os nomes dos controles deslizantes: g(x) = SB + VB % z. Os valores das
posicoes inciais e das velocidades dos moveis devem ser configurados nos controles deslizan-

tes de acordo com o enunciado do problema, ou seja, de acordo com as suas fungoes horarias.

Figura 66 — Fun¢ao horaria do caminhao
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Fonte: o autor

11°) O comando que digitamos neste passo, ird retirar as retas da parte negativa
do eixo horizontal, pois nao temos tempo negativo e permitird o movimento delas para
que possamos constatar o ponto de encontro dos méveis. Faremos primeiramente para o
carro, e o procedimento para o caminhao é o mesmo. Escrevemos na zona de entrada
o comando Funcao(f,0,t). Logo em seguida, clicar em Enter para o GeoGebra criar a
nova reta. Para o caminhao, lembremos que devemos digitar g ao invés de f, ou seja,
Fungao(g,0,t). Lembrando que devemos ajustar os controles deslizantes das retas para
que elas fiquem com a configuracao da figura[67] O comprimento das retas é dado pelo
movimento do controle deslizante do tempo, pois quando o acionamos as retas também

comecam a se movimentar.

12°) Alteramos o nome das retas para melhor entendimento. Basta clicarmos sobre as

letras que estao ao lado das retas e com o botao direito do mouse, em Configuracoes,
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facilmente alteramos os nomes para: carro e caminhao, que sdo nossos moveis em MRU no
problema proposto. Nao se esqueca de clicar em Fixar objeto, no mesmo local que alterou
o nome, para o nome dado a reta, sempre acompanhar seu movimento, independente das
funcoes fornecidas ao GeoGebra. Fechar a janela das configuragoes para que o GeoGebra

salve as alteragoes. Veja na figura [67], como ficou a animagao desta atividade.

13°) E por ultimo, por comodidade e funcionalidade da animagao criamos os botoes de
inicio, parar e de resetar, ja ensinado na atividade 3, lembrando que o nome do controle
deslizante é o do tempo. Se o usuario nao desejar utilizar os botoes, basta clicar no

acionamento dos controles deslizantes mostrado na figura [47|

Figura 67 — Tela de animagao do encontro de retas
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Fonte: o autor

Questao 19 do Exame Nacional de Acesso (ENA) 2019 do Mestrado Pro-
fissional em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT)

Dois carros partem da cidade A para a cidade B pela mesma estrada, cujo trecho entre
A e B mede 120km. O primeiro carro parte as 10h com velocidade constante de 60km /h

e o segundo carro sai as 10h10min com velocidade constante de 80km/h. A que horas o

segundo carro alcancard o primeiro?
a) 10h30min

b) 10h40min
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¢) 10h50min
d) 11h10min
e) 11h20min
Resolucao

A questao apresentada pode perfeitamente ser verificada pela atividade desta secao,
precisando apenas escrevermos as func¢oes horarias dos dois carros, que chamaremos de
carro 1 e carro 2. O carro 1 serd aquele que parte primeiro para a cidade B, e que possui
velocidade menor (60km/h), o carro 2 serd aquele que parte 10min depois da partida do
carro 1, com velocidade maior (80km/h).

O carro 2 parte 10min depois do carro 1, fazendo com que neste intervalo de tempo, o

carro com menor velocidade percorra 10km. Para confirmarmos tal distancia, utilizaremos

1
a equacao d = v.t. Sabendo que 10min = 5 h, temos:

d=vt

d= 60.; = 10km

Portanto, quando o carro mais veloz estiver em uma posicao incial Sy = 0, o carro
mais lento estara na posicao incial Sy = 10Km. Ambos terdao velocidades positivas, pois

trafegam no mesmo sentido. As fungoes horarias dos movimentos dos carros, enfim, sao:
81:10+60t88220+80t
No encontro dos moveis S; = S,
10 + 60t = 80t
80t — 60t = 10

20t = 10

t=0,5h
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Como o carro 2 partiu as 10h10min, somando 0,5h a esse horario, temos o encontro
dos carros ocorrendo as 10h40min, sendo a resposta da questao, letra d.

A questao pode ser resolvida de outra forma, adotando a mesma posigao inicial (Sy = 0)
para ambos os carros e diferenciando os seus instantes, onde o tempo de um movel é 10

1
minutos (éh) menor que o tempo do outro. As fung¢oes horarias resultam em S; = 60t e

Sy = 80(t — 6) [gualando as duas equagdes obtemos t=40min, somando este resultado ao
horario de partida do carro 1 chegamos no mesmo resultado da resolugao anterior.

A figura a seguir demonstra a intersecao das duas retas, criadas pela animacdo do
GeoGebra, que representam as func¢oes dos dois carros do problema. Nao devemos esquecer
de adequar os controles deslizantes da animacao com os dados da questao. Dividimos as

duas fun¢oes horarias por 10, para as retas ficarem mais visiveis na tela.

Figura 68 — Animagao para o exercicio do ENA 2019
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Fonte: o autor

Explorando o conhecimento
1) Movimento Retilineo Uniforme;
2) Encontro de méveis em MRU;

3) Funcao afim;



4) Retas no plano cartesiano;
5) Coeficientes angular e linear de fungao afim;

6) Conjunto dos ntimeros reais.
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6 OPTICA - FORMACAO DE IMAGENS

Neste capitulo iremos abordar um contetido de Fisica que geralmente é ensinado no
2° ano do Ensino Médio: a Optica, que trata dos fenomenos luminosos. Escolhemos esse
tema para mostrar a dependéncia da C)ptica com a Geometria Plana. Apresentaremos
as caracteristicas da luz e a formacao de imagens em espelhos planos e esféricos, trés
animacoes que podem ser feitas no GeoGebra serao discutidas neste capitulo, e também
uma equag¢ao muito importante para a Optica. Mostraremos a ideia de Fermat para a
propagacao da luz.

As referéncias utilizadas foram (NETO, 2013), (HALLIDAY, 2004), (BONJORNO,
2013) e (ALVARENGA, 2012).

6.1 Conceitos de éptica

A luz é responsavel por varios fendmenos 6pticos. A optica é dividida em Geométrica e
Fisica. A Optica Geométrica estuda a propagacao da luz em meios diferentes, o que
ocasiona a formacao de imagens, reais ou virtuais. Na Optica Geométrica o conhecimento
de geometria bésica é essencial. E segundo (BONJORNO, 2013), a ()ptica Fisica explica
os fendmenos Opticos que envolvem a interacao da luz com a matéria, como a producao
das fotografias, dos videos, das tecnologias relacionadas ao laser, etc.

Na antiguidade, filésofos gregos se perguntavam por que vemos um objeto e qual era a
natureza da luz. A luz é uma forma de radiacao que sensibiliza nossos olhos e propoga no
vacuo com uma velocidade de 300.000km/s. Como o valor desta velocidade é muito alto e
as ditancias por ela percorrida também, foi criado a unidade ano-luz, que corresponde a
distancia que a luz percorre durante um ano no vacuo.

A Matematica, assim como na Cinematica, continua muito presente na Optica, prin-
cipalmente na ()ptica Geométrica, tendo como exemplo o principio de Fermat, que
postula que a luz se propaga entre dois pontos de modo a minimizar o tempo de percurso.
Por isso o uso do GeoGebra e suas animagoes, mais uma vez serd de plena importancia no

aprendizado dos alunos de Ensino Médio.

6.2 Fontes de Luz

Corpos que emitem a prépria luz sdo chamados de corpos luminosos. Como exemplo
temos as estrelas, uma lampada, entre outros. Quando o corpo nao emite luz, precisa de
um corpo luminoso para ser visto, sao chamados de corpos iluminados. Como exemplo

temos a Lua, uma vez que ela s6 é vista no céu devido a reflexdo dos raios solares.
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Figura 69 — O Sol é um corpo luminoso

Fonte: http://www.mal0.com.br/2018/05/09/sol-se-tornara-anel-luminoso-de-gas-e-po-
interestelar-apos-apagar-se/

6.3 Propagacao retilinea da luz

De acordo com (CARRON, 2010), nos meios homogéneos e transparentes a luz se
propaga em linha reta. Meios homogéneos sao aqueles que tem a mesma propriedade
em todos os seus pontos e meio transparente ¢é aquele que permite a passagem da luz
sem desvios.

A propagacao retilinea da luz pode ser observada quando a luz do Sol passa por uma
fresta de uma janela, penetrando em um quarto escuro, assim como observado na figura
(0

Figura 70 — A luz retilinea

Fonte: https://descomplica.com.br/blog/fisica/resumo-optica-geometrica/

Como a luz se propaga em linha reta, podemos calcular o tamanho de um prédio
sabendo o comprimento de sua sombra e utilizando semelhanca de tridngulos.

Na figura a seguir, a sombra é projetada em um anteparo porque a fonte luminosa, o
objeto, interrompe a passagem da luz. Como a luz tem propagacao retilinea, a sombra

tem Area maior.
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Figura 71 — Sombra de um objeto

B ' Sombra Sombra

tad:
Fonte de luz Objeto projetaca

Fonte: http://well31.comunidades.net/sombra-e-penumbra

Exemplo

Vamos calcular a altura de um prédio, utilizando a sombra dele. Na figura a luz
do Sol tangencia o topo do prédio de altura H no mesmo instante que tangencia o topo
de uma estaca de altura conhecida. Se o comprimento da sombra do prédio é de bm e da
estaca é de 2bcm, qual serd a altura do prédio em metros sabendo que a altura da estaca é
de 1m?

Figura 72 — Exercicio de sombra de um objeto

opO
oOo
4loOo
goo

; " I mlT

Fonte: o autor

O triangulo ABC ¢ semelhante ao BDE pelo caso AA. Os angulos <BAC e <BDFE
sao congruentes porque a sombra ¢ medida no mesmo instante e a luz ¢é retilinea, e os
angulos <BED e <ACB sao congruentes porque ambos valem 90°. Precisamos converter
25 cm em metros, o que fornece 25 cm = 0,25 m. Portanto temos, por semelhanca de

triangulos
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AC _ BO
DE  BE
H 5
1 0,25

A altura do prédio é 20 metros.

6.4 Raio de luz

Segundo (BONJORNO, 2013), para representarmos graficamente a propagacao da luz
utilizamos segmentos de retas orientados. Este segmento recebe o nome de raio de luz.
A figura representa a chama de uma vela que se propaga em todas as diregoes,

chegando aos olhos do observador.

Figura 73 — Chama de uma vela

S\_l//;/;
Z N

Fonte: (BONJORNO, 2013)

Um conjunto de raios de luz é denominado feixe de luz, podendo ser paralelo,

divergente ou convergente, como na figura [74]

Figura 74 — Feixe de luz

.-.,.

cilindrice ou paralelo cinico divergente ciinico convergento

Fonte: (BONJORNO, 2013)
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6.5 Reflexdao da luz

A reflexao regular da luz ocorre quando ela incide em uma superficie metalica polida
e retorna ao mesmo meio de incidéncia. Essa superficie é o que chamamos de espelho. A
reflexdo da luz é regida pela lei da Reflexao e a existéncia desta lei é devido ao fato da
luz minimizar o tempo de percurso entre dois pontos. Vamos explicar a reflexao da luz

pelo Principio de Fermat ou do tempo minimo.
Principio de Fermat

Dada uma reta r e os pontos A e B, conforme a figura [75, no mesmo semiplano e nao
pertencentes a r. Onde estaria o ponto P € r, para que a soma PA + PB seja a menor

possivel?

Figura 75 — Dois pontos e uma reta

Fonte: o autor

Supondo o ponto Ag, simétrico a A em relacdo a reta r, ou seja, r serd a mediatriz do

segmento A A, dessa forma o ponto P sera a intersecao da reta r com o segmento AgB.

Figura 76 — Principio de Fermat

Fonte: o autor
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Para demonstrar que passar pelo ponto P é o menor caminho percorrido entre A e B,
com a condi¢ao de P& r, vamos definir um ponto qualquer Q € r, mas fora do segmento
AB.

Utilizaremos a desigualdade triangular, que afirma que o comprimento de qualquer

lado de um triangulo é sempre menor que a soma dos comprimentos dos outros dois lados.

Figura 77 — O ponto Q como hipdtese

Fonte: o autor

Como os pontos A e Ag sdo simétricos, entdao AP = AP e AQ = A,Q. Portanto:

AP+ BP = AP+ BP = A;B

Utilizando a desigualdade triangular no triangulo AgBQ), e pela passagem anterior onde

AP+ BP = A¢B, temos:

AP + BP < A,Q + BQ = AQ + BQ

Localizamos, entdo, a posicdo do ponto P na reta r para que a soma de AP + BP seja
a menor possivel.

O principio de Fermat ajudard a entender a lei da reflexdo da luz. Na figura[77] considere
a reta r como o perfil do espelho plano, o ponto A o objeto real, que emite luz, o segmento
AP o raio incidente, que toca o espelho no ponto P, o segmento BP o raio refletido e
o ponto Ay serd a imagem virtual fornecida pelo espelho que sempre tera uma mesma
distancia igual da distancia do objeto ao espelho. Por exemplo, se uma pessoa estiver a
1 metro do espelho plano, a sua imagem estard também a 1 metro do espelho. Devemos
lembrar que a reta normal, o raio incidente e o refletido pertencem sempre a um mesmo
plano.

Se tracarmos uma reta perpendicular a reta r passando por P, chamaremos de reta
normal, e chamaremos de angulo incidente ¢ o angulo formado entre a reta normal e o raio
de luz incidente e de angulo de reflexao r, o angulo formado entre a reta normal e o raio
refletido.
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A Lei de reflexao da luz nos informa que:
1=

Para o caminho da luz estar de acordo com o principio de Fermat, o &ngulo de incidéncia
deve ser igual ao angulo de reflexdao, como dita a lei da reflexao da luz. A figura |78 mostra

a luz refletindo com 7 = r.

Figura 78 — Reflexao da luz

raio

raio
incidente refletido
espelho plano
1 o I\
1 reta
| normal

Fonte: (BONJORNO, 2013)

6.6 Formacao de imagens no espelho plano

Supondo um ponto P emitindo luz a uma certa distancia d de um espelho plano,
aplicando a lei da reflexdo determinamos os raios refletidos pelo espelho vindos de P. A
intersecao dos prolongamentos dos raios refletidos determina o ponto P’, que é simétrico a

P e representa a imagem fornecida pelo espelho plano.

Figura 79 — Formagcao de imagem no espelho plano

Fonte: (BONJORNO, 2013)

As imagens fornecidas por espelhos planos tem sempre as mesmas caracteristicas. Elas

sao virtuais, porque sao formadas pelos prolongamentos dos raios refletidos, lembrando que
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existem imagens reais, fornecidas por outros tipos de espelhos, que serao vistas adiante.
As imagens dos espelhos planos sao simétricas ao objeto em relagao ao espelho e sempre

do mesmo tamanho deste objeto.

6.7 Atividade de espelho plano no GeoGebra

Objetivo

Assim como em Cinematica, existem intimeras possibilidades de propostas para si-
mulag¢ao no GeoGebra no estudo da Optica Geométrica. Sao propostas que tanto o aluno
como o professor do Ensino Médio podem construir para a melhoria do aprendizado. A
atividade dinamica do espelho plano tem como objetivo verificarmos as diferentes posi¢oes
de imagens de um objeto pontual frente a um espelho plano, na atividade dinamica

constara, inclusive, os valores das distancias do objeto e da imagem até o espelho.
Problema
Construiremos o perfil de um espelho plano e um ponto, que representard o objeto.

O ponto se movera na tela de acordo com nossa vontade, alterando assim a posi¢ao da

imagem virtual. A imagem criada sempre respeitara a lei da reflexdo dos espelhos planos.

Figura 80 — Atividade dindmica de formacgao de imagem virtual no espelho plano

Espelho @

refletido1

normal1

normail2

refletido2,

Fonte: o autor

A atividade esta disponivel em https://www.geogebra.orq/m/fhufs3cw

Passo a passo no GeoGebra
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1°) Devemos ocultar as malhas da tela, o eixo x e o eixo y (conforme orientado na

atividade 1), e digitamos x = 0 no campo de entrada do GeoGebra, que representara o
perfil do espelho plano.

Figura 81 — Preparacao da tela para animacao do espelho plano

v b s as
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@

e
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Fonte: o autor

2°) Renomeamos o perfil do espelho, pois o GeoGebra cria uma letra como nome.
Clicamos sobre o nome e com o botao direito do mouse iremos em Renomear, bastando
trocar a letra f pela palavra Espelho e, logo em seguida, clicando em OK. Apods isso,
iremos em Configuragoes para fixarmos o nome ao lado do perfil do espelho, basta

habilitarmos a opcao Fixar objeto. Feche a janela das configuracoes que o GeoGebra ird
salvar automaticamente a alteragao realizada.

Figura 82 — Renomear perfil do espelho

€2 GeoGebra Classic

R]ALS D OO LN 2w Q =
@ f:x=0 ™ o] @
.
"
@
Q
i |

Fonte: o autor
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3°) Criamos um ponto A, que serd o objeto luminoso e dois segmentos deste ponto até
o espelho, que serdao os raios incidentes. O ponto podera ser criado tanto a esquerda como
a direita do espelho. Para criarmos um ponto no aplicativo basta seguirmos a figura [83| e
depois clicarmos na tela onde queremos que o ponto fique instalado. Para criarmos um
segmento basta seguirmos o caminho indicado na figura [84] e depois clicamos nos dois

locais que desejamos ser as extremidades deste segmento.

Figura 83 — Criando ponto para a animagao do espelho plano

€7 Geo Classic - [u] x
A 004N e S5 Q=
® o e Fpeo We » £ i =@

+ E‘_\ Ponto em Objeto

¢ Vincular / Desvinculer Ponto

X Interseg3o de Dois Objetos
. Ponto Médio ou Centro
o2 Niimero Complexo

/‘\j Otimizagdo

f\; Raizes

Q
ggggmeunapnsxioourem,mnﬁcoumm ‘ AJUDA S8
a
Fonte: o autor
Figura 84 — Criando segmento para a animacgao do espelho plano
€2 GeoGebra Classic — [m] e
K > o0 4L N2 e bc Q =
@ ESF/RE{E J Espelno @— A of 3 E @&
+ Ent o Segmento
2* Segmento com Camprimento Fixo [
 semirreta
5 Caminho Poligonal
o Vetor
-f Vetor a Partir de um Ponto
L,
Q
Q
i

Fonte: o autor

A figura [85|ilustra a tela apds as configuracoes dos passos anteriores.
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Figura 85 — Objeto real e raios incidentes
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o)
+ | Entrada
L
Q
i

Fonte: o autor

4°) Criamos duas perpendiculares ao espelho passando pelos pontos de intersegao do
espelho com os raios incidentes. Para criarmos as perpendiculares, habilitamos o recurso
mostrado na figura depois clicamos no ponto de intersecao do espelho com os raios

incidentes e no perfil do espelho (criado no passo 1).

Figura 86 — Perpendiculares ao espelho plano

€2 GeoGebra Classic — [m] X
A TN . * a=2 =
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¥* Reta de Regress&o Linear
i P
@ !+ Ferpen a,ﬂ Lugar Geométrico N
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i b C
Segmento
® g : Segmento(A,B)
— 5.44
h : Segmento(A, C) G
— 522 Q
Lugar Geométrico
Selecione o ponto do lugar geométrico e, depois, 0 ponto sobre o objeto ou o controle deslizante AJUDA Q

Fonte: o autor

5°) Pontilhamos as retas perpendiculares ao espelho criadas no passo anterior. Para

isso, clicamos com o botao direito do mouse sobre as retas e em Configuracoes e em
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Estilo, pontilhamos as retas.

Figura 87 — Perpendiculares pontilhadas
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Fonte: o autor

6°) Neste passo, criamos os angulos de incidéncia. Antes é necessario criarmos um
ponto D sobre a reta perpendicular (confira o 3° passo para a criagdo do ponto). Logo em
seguida, selecionamos a funcao Angulo do GeoGebra, conforme mostrado na figura 88| e
clicamos sobre os 3 pontos, primeiro no ponto D que criamos, depois no vértice (ponto B)
e por ultimo no ponto que representa o objeto luminoso. O outro dngulo de incidéncia é

construido da mesma forma.

Figura 88 — Angulo de incidéncia
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Fonte: o autor
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7°) Vamos criar o angulo de reflexao, que segundo a lei de reflexdo, deve ter o mesmo
valor que o angulo de incidéncia criado no passo anterior. Criamos um ponto simétrico ao
ponto que indica o objeto luminoso em relagao a reta perpendicular pontilhada. Para isso,

clicamos nas fungoes indicadas na figura

Figura 89 — Reflexdo de ponto em relagdo a uma reta
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Fonte: o autor

Apés selecionar a op¢ao Reflexao em Relacao a uma Reta, é necessario clicarmos
no ponto A (objeto luminoso) e nas retas perpendiculares para criamos os pontos simétricos
A’e A1’, um de cada vez. A figura [90] demonstra os dois pontos simétricos ao ponto objeto

em relacao as retas perpendiculares.

Figura 90 — Pontos simétricos
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Fonte: o autor
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8°) Ordenamos o GeoGebra a fazer semi-reta com a origem no espelho e o outro ponto,

sendo o ponto simétrico. Estas semi-retas representarao os raios refletidos, veja a figura
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AP 0O L N
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" Segmento
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® k : Semirreta(C, A)
— 3.32x- 497y = 21.48
+ | Entrada..
=

Figura 91 — Semi-retas
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9°) Construimos os angulos de reflexdo da mesma forma que construimos os angulos de

incidéncia.

Figura 92 — Angulo de reflexdo na animacao do GeoGebra
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Fonte: o autor
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10°) Tracamos duas semi-retas clicando como origem nos pontos simétricos e clicando
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posteriormente nos pontos de intersecao do espelho com suas perpendiculares. Estas

semi-retas representarao o prolongamento dos raios refletidos.

€2 espelho plano teste - GeoGebra
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Figura 93 — Prolongamento dos raios refletidos
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11°) Criamos um ponto no encontro dos raios refletidos, no qual este ponto representara

a imagem formada pelo espelho plano. Posteriormente, pontilhamos os raios refletidos.

Pontilhamento de retas foi ensinado no passo 5.

€7 espelho plane teste - GeoGebra
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Figura 94 — Ponto imagem
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12°) Iremos utilizar a fungdo Distancia do GeoGebra, no qual serd medido a distancia
do objeto ao espelho e da imagem ao espelho, que ja sabemos que tém valores iguais. Basta
ativarmos o recurso como mostrado na figura [95] e clicarmos no ponto objeto e depois no

espelho, e a distancia da imagem ao espelho é feita da mesma forma.

Figura 95 — Distancia do objeto e da imagem ao espelho
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Fonte: o autor

13°) Se quisermos tornar a tela desta atividade mais elegante, ocultamos os nomes dos
elementos geométricos fornecidos pelo GeoGebra desabilitando a funcao Exibir Rétulo.
E para inserirmos outros nomes vamos em Renomear, lembrando que para isso devemos
clicar com o botao direito do mouse sobre o elemento. A figura [97] demonstra a atividade

pronta.

Figura 96 — Ocultando e alterando nomes dos elementos
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Fonte: o autor
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Figura 97 — Atividade dindmica pronta
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Explorando o conhecimento

1) Espelhos planos;

2) Simetria;

3) Angulos;

4) Ponto;

5) Retas perpendiculares e paralelas;

6) Segmentos.

6.8 Translacao de espelho plano no GeoGebra em projecao 3D

Quando nos aproximamos ou nos afastamos de um espelho plano, o comportamento
da nossa imagem nao se altera, ou seja, se nossa velocidade for 1 m/s, a velocidade da
imagem também serd de 1 m/s. Mas se o espelho se movimentar em um movimento de
translacao e o objeto nao se mover, a velocidade da imagem serd o dobro da velocidade do
espelho, assim como a distancia percorrida pela imagem também serda o dobro da distancia

percorrida pelo espelho.
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Vamos explicar esse fendmeno com o exemplo da figura [98] Uma pessoa estd de pé a
uma distancia de 2m de um espelho plano e como ja explicado, a distancia da imagem ao
espelho sera de 2m também. Se transladarmos afastando o espelho em 3m da pessoa, a
nova distancia da pessoa ao espelho serd de 5m. Para a imagem ficar a 5m do espelho ela
precisa transladar no mesmo sentido do espelho em 6m, ou seja, a imagem percorreu o
dobro da distancia do espelho, e isso 80 é possivel se a imagem desenvolver o dobro da

velocidade do espelho.

Figura 98 — Translacao do espelho plano
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Fonte: (BONJORNO, 2013)

A translacao de espelho plano pode ser facilmente visualizada por um recurso que
o GeoGebra possui e que apresentaremos aqui. O aplicativo permite construir graficos
com trés variavies, bastando digitar a equagdao na zona de entrada e habilitar a janela de
visualizacao 3D. Veja a figura

Figura 99 — Janela de visualizacdo 3D do GeoGebra
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Fonte: o autor
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A visualizagdo 3D (3 dimensoes) no GeoGebra permite uma mudanca de forma de
projecao, onde as linhas graficas sdo duplicadas, nas cores vermelha e azul, e ao utilizarmos
6culos apropriados para projecoes 3D nos é fornecida uma ideia de profundidade, o que
facilita o aprendizado da Matematica e da Fisica. Na figura temos um exemplo de
6culos 3D e na figura temos a tela de projecdo em trés dimensoes.

Figura 100 — Oculos 3D

Fonte: https://www.oblogdomestre.com.br/2014/04/anaglifos.oculos-3d.estereoscopia.html

Figura 101 — Projecao 3D do GeoGebra

€2 espelho plane teste - GeoGebra - X
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PR SEICE
1.3
"
Q
Q
R
Fonte: o autor
Objetivo

O professor de Fisica do Ensino Médio podera aproveitar esse 6timo recurso 3D do
GeoGebra para criar uma animacgao exemplificando a translagao do espelho plano. O
objetivo da animacao, além de um aprendizado mais rapido da translagao de espelhos
planos, é proporcionar ao aluno um contato com o recurso 3D, e mostrar a ele que varias
outras animagcoes tridimensionais podem ser construidas, lembrando que os 6culos 3D

devem ser fornecidos nas aulas.
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Problema

Um objeto ficara fixo, enquanto um plano que representara o espelho se aproximara e
afastara do objeto. A imagem fornecida pelo espelho plano ird transladar com a velocidade

superior a do espelho.

Figura 102 — Animacgao 3D do espelho plano

Fonte: o autor

A atividade estd disponivel em https://www.geogebra.org/m/g6ubwwiv
Passo a passo no GeoGebra

1°) Habilitamos a janela de visualizagdo 3D do GeoGebra. Clicar antes na piramide
no topo direito da tela para que apareca as ferramentas 3D mostrada na figura {103
para ocultar a projecao 2D, que permanece na tela, basta arrastar a tela em 3D para
sobreposicao, mas o usuario pode trabalhar com a tela dividida em dois ou trés eixos, veja
a figura [104 Mas o usudrio também podera simplesmente fechar a tela de projecdo que
desejar, veja a figura [105]
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Figura 103 — Habilitar 3D para animacao de translacao de espelho plano
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Fonte: o autor

Figura 104 — Tela dividida
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Fonte: o autor
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Figura 105 — Fechar tela de projecao
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Fonte: o autor

2°) Ocultamos os 3 eixos coordenados, deixando somente o plano XY na tela.

Figura 106 — Caminho para ocultar os 3 eixos

€2 GeoGebra Classic
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Fonte: o autor

Em Exibir Eixos, desabilitamos a funcao.
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Figura 107 — Desabilitar a funcao exibir eixos
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Fonte: o autor

3°) Criamos um plano digitando na zona de entrada a equagao y = 0, o qual serd o

espelho plano

Figura 108 — Plano vertical como espelho plano
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Fonte: o autor

4°) Criamos 2 pontos para representar o objeto. Digitamos na zona de entrada (0,8) e
(0,8,3), conforme a figura e unimos esses 2 pontos com o recurso Segmento. O valor

8 dos pontos ¢é arbitrario e quanto maior, mais longe do espelho, veja a figura [110
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Figura 109 — Criando pontos da animagao do espelho plano
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Fonte: o autor
Figura 110 — Objeto da animagao do espelho plano
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Fonte: o autor

E interessante salientar que a posi¢ao dos planos na tela do GeoGebra é controlado

pelo usuario, bastando segurar o botao esquerdo do mouse e girar os planos.

5°) Criamos a imagem da mesma forma que criamos o objeto, mas os pontos devem ser
simétricos aos pontos do objeto em relagdo ao espelho, ou seja, digitamos (0,-8) e (0,-8,3)

e depois unimos por um segmento para criar a imagem.
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Figura 111 — Imagem da animacao do espelho plano
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Fonte: o autor

6°) Vamos programar a movimentagao do espelho e da imagem. Para isso, criamos 2
controles deslizantes, 1 para o espelho e 1 para os pontos que formam a imagem. Digitamos
na zona de entrada r = 1 e s = 1, que serao os controles deslizantes. Note que, desta forma,

o GeoGebra cria automaticamente os controles deslizantes, com uma variacao de -5 a 5.

Figura 112 — Controle deslizante para a animacao do espelho plano
2 GeoGebra Classic - u] X
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$

(2 (o (2 (>

Fonte: o autor

7°) Neste passo, vamos configurar o controle deslizante para o movimento do espelho

(r=1), com minimo de deslocamento de 0 e méximo de 8, velocidade de 1 e repeti¢ao
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crescente. Para isso, selecionamos com o mouse as trés bolinhas a direita de r=1 indicados
pela seta e selecionamos Configuracoes. Apos digitar as configuracoes indicadas, fechar

a janela para o GeoGebra salvar automaticamente as alteragoes.

Figura 113 — Onde configurar o controle deslizante para a animagao do espelho plano
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Fonte: o autor

Figura 114 — Configura¢ao do controle deslizante para a animagao do espelho plano
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Fonte: o autor

8°) Vamos combinar o controle deslizante configurado no passo 7 com a equacao y = 0

do plano que representa o espelho plano, escrevendo na zona de entrada ao invés de zero
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o nome dado ao controle deslizante. Basta clicarmos sobre a linha onde foi digitado no

passo 3, e trocarmos y = 0 por y = r, r é o nome do primeiro controle deslizante criado.

Figura 115 — Associando o controle deslizante e o plano que representa o espelho
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Fonte: o autor

9°) Vamos configurar o outro controle deslizante que servird de comando para a
movimentagao da imagem, colocando o minimo de -8 e maximo de zero, velocidade 2 e
repeticao crescente. Para isso, selecionamos com o mouse as trés bolinhas a direita de
s=1 indicados pela seta e selecionamos Configuracoes. Apos digitar as configuragoes

indicadas, fechar a janela para o GeoGebra salvar automaticamente as alteragoes.

Figura 116 — Configuragao do controle deslizante da imagem
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10°) Neste passo, colocamos a imagem em movimento com maior velocidade que o
espelho. Basta configurarmos os dois pontos que formam a imagem em relagdo ao controle
deslizante do passo 9. Clicando sobre os pontos com o botao direito do mouse, e em
Configuracgoes e por ultimo em Defini¢ao, escrevemos o nome do controle deslizante no

lugar da coordenada -8 pertencente ao ponto. Fazemos isso com os dois pontos, veja as

figuras e

Figura 117 — Como configurar o ponto
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Figura 118 — Como definir o ponto
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Fonte: o autor
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11°) Este passo é opcional, serve apenas para tornar a tela mais elegante e informativa,
escrevendo ao lado do objeto a palavra objeto. A figura [119]indica o caminho para escrever
texto e nomear o objeto. Para escrevermos a palavra imagem ao lado da imagem e ela
transladar junto com o segmento, precisamos clicar com o botao direito do mouse sobre o
ponto do topo da imagem e em Configuragoes, escrever o nome da imagem em Legenda.
A figura ensina o caminho e a figura [121| mostra a tela depois dos textos escritos.

Figura 119 — Identificar o objeto
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Fonte: o autor
Figura 120 — Fixar a palavra imagem na tela de animagao
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Fonte: o autor
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Figura 121 — Tela da animagao do espelho plano
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Fonte: o autor

12°) Por ultimo, o passo mais esperado, projetar a animagao em 3D, ja mostrado na
figura [101], para tanto é necessario o uso dos 6culos e habilitar os controles deslizantes
para liberar os movimentos, a figura a seguir mostra onde os controles deslizantes desta

atividade devem ser acionados ou interrompidos.

Figura 122 — Acionar e interromper a animacao do espelho plano em 3D

Fonte: o autor

Para fazer com que a tela do GeoGebra fique compativel com a projecao 3D, devemos

seguir o caminho mostrado na figura a seguir.
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Figura 123 — Acionar a projecao 3D da animacao do espelho plano
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Fonte: o autor

A animacao ira transladar o plano, que representa o espelho plano vertical, e a imagem
também ird transladar com uma velocidade superior, demonstrando os conceitos fisicos

estudados.
Explorando o conhecimento
1) Espelho plano;
2) Translacao de espelhos planos;
3) Equacao do plano;

4) Pontos (abscissa, ordenada, cota).

6.9 Formacao de imagens em espelhos esféricos

Nesta secao apresentaremos um espelho, que ao invés de plano, tem uma certa curvatura,
com forma esférica. No item (a) da figura se apresenta um espelho plano, no item (b),
um espelho esférico concavo, onde a imagem é maior que o objeto, e no item (c) aparece um
espelho chamado de esférico convexo, observando que ja neste espelho a imagem fornecida
por ele é menor que o objeto. Nos espelhos esféricos as imagens sao variadas, dependendo

da localizacao do objeto em relagao ao espelho. Espelhos concavos sao utilizados quando
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queremos um aumento de imagem. Os espelhos retrovisores de automoveis sdo convexos,

pois aumentam o campo visual.

Figura 124 — Espelho plano, concavo e convexo

P 7] ; 3
(b) B _"‘_i {e) L

Fonte: (HALLIDAY, 2004)

6.9.1 A equacao do espelho

Na figura as trés distancias apresentadas sdo a distdncia do objeto ao espelho (o),
a distancia da imagem ao espelho (7) e o raio de curvatura do espelho (7). A equagao do

espelho esférico relaciona as trés distancias,

1 1 2

o 1 r
r
A distancia focal do espelho é definida por f = 2 portanto a equagao do espelho se

escreve na forma

A equagao dos espelhos esféricos sera demonstrada na subsegao 6.9.5.

6.9.2 Convencdo de sinais

Para utilizarmos a equacao dos espelhos esféricos, devemos considerar as convencoes

de sinais:
1) distancia focal (f) positiva para espelho concavo e negativa para espelho convexo;

2) a distancia do objeto ao espelho (o) sempre serd positiva;
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3) a distdncia da imagem ao espelho (i) serd positiva se a imagem for real e negativa

se a imagem for virtual.

6.9.3 Aumento linear

Outra equagao muito 1util é do aumento linear da imagem (A). Consideramos H, a

altura do objeto e H; a altura da imagem, entao temos

(6.1)

O aumento linear (A) serd positivo se a imagem for direta e negativo se a imagem for
invertida. Se o aumento linear for 2, por exemplo, a imagem terd o dobro do tamanho do

1
objeto, se for 3 a imagem tera um terco do tamanho do objeto.

6.9.4 Tracado dos raios de luz

Para a formacgao da imagem nos espelhos esféricos, precisamos tracar os raios emitidos
pelo objeto e para a obten¢ao da imagem, basta a intersecao de apenas dois dos raios

apresentados abaixo:

1) Todo raio incidente paralelo ao eixo do espelho é refletido passando pelo foco deste

espelho

Figura 125 — Raio de luz paralelo ao eixo do espelho esférico

Raio incidente

Raio refletido

Fonte: o autor
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2) Todo raio de luz incidente passando pelo foco do espelho é refletido paralelo ao eixo

do espelho

Figura 126 — Raio de luz que passa pelo foco do espelho esférico

Raio incidente

Raio refletido
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7

Fonte: o autor

3) Todo raio de luz que incide passando pelo centro de curvatura do espelho é refletido

sobre ele mesmo

Figura 127 — Raio de luz que passa pelo centro de curvatura do espelho esférico

Raio incidente

Raio refletido

Fonte: o autor

4) Todo raio de luz que incide no vértice do espelho é refletido simétrico em relagdo ao

eixo principal, conforme a lei da reflexao
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Figura 128 — Raio de luz que passa pelo vértice do espelho esférico
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Fonte: o autor

6.9.5 Demonstracdo da equacio dos espelhos esféricos

A importancia da Geometria e do GeoGebra no estudo da Optica fica evidente nesta
demonstracao. A figura a seguir foi desenvolvida no aplicativo GeoGebra e a semelhanga
de triangulos é a base matematica para se chegar na equacao dos espelhos.

A figura representa uma imagem formada por um espelho concavo.

Figura 129 — Demonstracao da equacao dos espelhos esféricos

W

eixo C

Fonte: o autor

Consideraremos os segmentos BV = o como sendo a distancia do objeto ao espelho,

B’V =1 como sendo a distancia da imagem ao espelho, F'V = f como sendo a distancia
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focal do espelho e CV = r, como sendo o raio de curvatura.
Como os angulos <ABC e <A’'B'C sao retangulos e <ACB e <A'CB’ sao opostos
pelo vértice, entao os tridngulos ABC e A’B’C sdo semelhantes. Entao:
o—r AB

pr— .2
r—i  AB (6:2)

Vamos considerar o arco com centro em F e extremidades em Y e V como sendo um
tridngulo retangulo com angulo reto em V. Isso é possivel porque segundo a nitidez de
imagens de Gauss, a abertura dos espelhos esféricos deve se pequena. A nitidez de Gauss
sera explicada mais adiante.

Como os angulos <A'B'F e <FVY sao retangulos e <A'F'B’ ¢ <Y F'V sao opostos

pelo vértice, entao os triangulos A’B’F e YVF sao semelhantes. Logo:

f YV  AB
i—f AB  AD

(6.3)

Como r = 2f e igualando as expressoes (6.2) e (6.3) obtemos

o—2f f
2f —i  i—f

(0=2f).(i = f) = f(2f =)

0i —of —2fi+2f* =2f*— fi

ot —of = fi
ot = fi+of
oi = f.(i+ o)
o1
I =50
1 _i+0
f o
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A expressao (6.4) representa a equagao dos espelhos esféricos.

6.9.6 Imagens no espelho concavo e convexo

O espelho concavo fornece cinco tipos de imagens, dependendo da posi¢ao do objeto
em relagdo ao espelho e o espelho convexo fornece apenas um tipo de imagem. Veremos, a

seguir, todas as situac¢oes possiveis.

1) Se o objeto estiver entre o infinito e o centro de curvatura, a imagem fornecida pelo

espelho concavo sera menor que o objeto, real e invertida. Acompanhe na figura [130]

Figura 130 — Objeto entre infinito e centro de curvatura no espelho concavo

<

Fonte: (CARRON, 2010)

2) Se o objeto estiver sobre o centro de curvatura, a imagem fornecida pelo espelho concavo

sera do mesmo tamanho que o objeto, real e invertida. Acompanhe na figura [131]

Figura 131 — Objeto sobre o centro de curvatura no espelho concavo

Fonte: (CARRON, 2010)
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3) Se o objeto estiver entre o centro de curvatura e o foco, a imagem fornecida pelo espelho

concavo serd maior que o objeto, real e invertida. Acompanhe na figura [132]

Figura 132 — Objeto entre o centro de curvatura e o foco no espelho concavo

Fonte: (CARRON, 2010)

4) Se o objeto estiver sobre o foco do espelho concavo, os raios refletidos serao paralelos,

dando origem a imagem que chamamos de impropria.

Figura 133 — Objeto sobre o foco do espelho concavo

¢ ™y

Pl o,

3

paralelos

»

impropria
(no infinito)

" o

Fonte: http://fisicaevestibular.com.br/novo/optica/optica-geometrica/espelhos-esfericos-
construcao-geometrica-de-imagens/

5) Se o objeto estiver entre o foco e o vértice do espelho concavo, a imagem serd maior

que o objeto, virtual e direta. Veja na figura [134]
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Figura 134 — Objeto entre o foco e o vértice no espelho concavo

Simétrico
de A

Fonte: (CARRON, 2010)

6) O espelho convexo s6 forma um tipo de imagem, menor que o objeto, virtual e direta.

Observe na figura [135]

Figura 135 — Imagem fornecida pelo espelho convexo

A3 1 L
Simétrico

de A

Fonte: (CARRON, 2010)

6.9.7 Exercicios de imagens em espelhos esféricos

Serao apresentados a seguir, dois exercicios de formagao de imagens onde sera utilizada
a equacao dos espelhos esféricos. As ilustracoes das imagens fornecidas em cada exercicio
vem da animagao do GeoGebra, que é o objetivo principal deste capitulo: demonstrar que
o aplicativo matematico GeoGebra é uma ferramenta importante no ensino de Fisica para

o Ensino Médio.
Exercicio 1

Um objeto esta a 45cm de um espelho concavo com distancia focal de 15cm. Calcule a

posicao e as caracteristicas da imagem fornecida pelo espelho.
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Resolucao

Temos que: o = 45cm, positivo, pois a distancia do objeto ao espelho é sempre positiva

e f = 15cm, também positivo porque o espelho é concavo. Iremos utilizar a equagao (6.4)

para calcular a distancia da imagem ao vértice do espelho

1_11
f i o
1 1 1
15 ¢ 45
3i 4541
45; 455

2 = 45 = i = 22, 5em

A distancia da imagem ao vértice do espelho é 22,5cm, e como a equacao forneceu um

valor positivo, a imagem ¢é real. Iremos calcular agora, o aumento linear pela equacao (6.1)

H; 1
A: ! = ——
H, 0
—-22.5
A= — =-0,5
45 ’

O resultado do aumento linear informa as outras caracteristicas da imagem: invertida
(valor negativo) e a metade do tamanho do objeto (valor 0,5).
Exercicio 2

Um objeto estd a 10cm de um espelho convexo com distancia focal de 15cm. Calcule a
posicao e as caracteristicas da imagem.

Resolucao

Temos que: o = 10cm, positivo, pois a distancia do objeto ao espelho é sempre positiva

e f = —15cm, negativo porque o espelho é convexo. Iremos utilizar a equagao (6.4) para

calcular a distancia da imagem ao vértice do espelho
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—2i 304 3i
300 30i
-5 =30= 1= —6cm

A distancia da imagem ao vértice do espelho é 6cm, e como a equacao forneceu um

valor negativo, a imagem ¢ virtual. Iremos calcular agora o aumento linear

O resultado do aumento linear informa as outras caracteristicas da imagem: direta

(valor positivo), e com 60% do tamanho do objeto.



7 Atividade dinamica no Geogebra para

formacao de imagens nos espelhos esféricos

Destacamos um capitulo proprio para esta atividade dindmica devido ter um grande
numero de elementos geométricos, a atividade permitira constatar a equacao dos espelhos
esféricos com o movimento do mouse, a imagem fornecida por espelhos esféricos serd
formada nesta atividade dindmica.

As referéncias utilizadas foram (NETO, 2013), (HALLIDAY, 2004), (BONJORNO,
2013) e (ALVARENGA, 2012).

Objetivo

Na atividade dindmica deste capitulo, feita no GeoGebra, para a formacgao de imagens
em espelhos esféricos: concavo e convexo, fixamos um foco e um centro de curvatura e
a atividade dindmica fornece as diferentes posicoes e caracteristicas das imagens. Seria
uma experiéncia incrivel para os alunos aprenderem espelhos esféricos de forma tao clara e
real. Todas as operagoes feitas pela equacao dos espelhos esféricos seriam confirmadas com
apenas alguns cliques.

Antes de detalharmos os passos para a conclusao desta atividade dindmica, precisamos

entender as condig¢oes de nitidez de Gauss.
Condigoes de nitidez de Gauss

Para que as imagens fornecidas pelos espelhos esféricos sejam nitidas é preciso que
o espelho tenha abertura pequena, aproximadamente de 10°, os raios incidentes devem
ser pouco inclinados ao eixo do espelho e por ultimo, estes raios incidentes devem estar
proximos do eixo.

As condigoes de Gauss sdo importantes para a construcao da atividade dindmica no

GeoGebra.
Problema
Dado um objeto sobre o eixo de um espelho esférico, posicione este objeto em uma

posi¢ao qualquer e obtenha a posigao, a natureza (real ou virtual) e a orientagao (direta

ou invertida) da imagem fornecida por este espelho.
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Figura 136 — Atividade dindmica dos espelhos esféricos

We ~ &=

P Objeto

Fonte: o autor

A atividade estd disponivel em https://www.geogebra.orq/m/rehwjexh
Passo a passo no GeoGebra

1°) Ocultamos as malhas seguindo a sequéncia de setas da figura m

Figura 137 — Ocultando as malhas para animacao de espelhos esféricos

@ Gt 2 -
BEPESSICHIPANEIE vo a

+ ) HE) ale# §

| x4

<« L

g Il

Fonte: o autor
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2°) Ocultamos o eixo y, conforme os passos da figura m

Figura 138 — Ocultando o eixo y para animagao de espelhos esféricos

€2 GeolGebra Classic l - «
AN 2| L o=
| : o N3 exs
4 :

Fonte: o autor

3°) Criamos o vértice do espelho como o ponto V = (0,0), digitando o ponto na zona
de entrada. Os valores positivos do eixo x serdao a parte concava e os valores negativos a

parte convexa da atividade dinamica.

Figura 139 — Criando o vértice dos espelhos esféricos

€2 GeoGebra Classic - X
5 [A A 004N e Q =
© v-=(.0 ' @o 1 &
+ ;

.\/
9 -8 7 6 5 —4 3 2 1 F 1 2 3 4 5 6 7 8 9
*
@
Q

Fonte: o autor

4°) Criamos o foco e o centro de curvatura, dois pontos no eixo x: F e C, lembrando
que r = 2.f, ou seja, VC = 2.VF
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Figura 140 — Criando o foco e centro de curvatura dos espelhos esféricos

£ GeoGebra Classic - x
k] OO &N = S Q=
O v-(@o e [Hincx i =
O rF=(50) g
@ c=q00) @-
+  Entrada
R S
5 5 4 3 2 40 1 2 3 4 b 5 7 1 3 T 0 12
"
Q

Fonte: o autor

5°) Criamos uma circunferéncia com centro em C e raio VC, conforme indicado na

figura

Figura 141 — Criando uma circunferéncia com centro no ponto C

€2 Teste de espelhos esféricos - GeoGebra u

_ X
2 LRIl L e Sc Q=
© v=(0.0 (=) Circulo dados Centro e U de seus Pontos D e e
O - (5.0 ® Circulo dados Centro e Raio

@ c=@.o @ Compasso

o ° Circulo(C, V) € Circulo definido por Trés Pontes

(o100 4y = (" Semicirculo Definido por Dols Pontos

o.) Arco Circular

+ | Entrada..
T ¥} Arco Cireundircular
Q Setor Circular b = s ) i)
€ Setor Cirauncircular
Compasso
Selecione um segmento ou dois pontos para definir o raio e, depois, o centro

Fonte: o autor

6°) Criamos um ponto sobre a circunferéncia do passo 5. O ponto deve ser posicionado

acima do eixo x e préximo ao vértice do espelho, veja a figura [142]
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Figura 142 — Criando um ponto sobre a circunferéncia
€7 Teste de espelhos esféricos - GeoGebra -
B [A] 004 N e S
O Ao N We ~| &
@ (B roreo em Obier
@ ¢ Vincular ] Desuincular Ponto

X Interseg3o de Dois Objetos

- P

o Il

" Ponto Médio ou Centro

o2 Nimero Complexo :
N Otimizacio ®

f b} J Raizes -14 -12 -10 -8 -5
+

Raizes
Selecionar uma fungio AJUDA Q

Fonte: o autor

7°) Criamos um ponto simétrico ao ponto feito no passo 6, em relacdo ao eixo x.
Clicamos na func¢ao mostrada na figiura {143}, e depois clicamos no ponto do passo 6 e no

eixo X.

Figura 143 — Criando um ponto simétrico ao ponto do passo 6

{2} Teste de espelhos esféricos - GeoGebra - x
BlA AP0 LNz @ Sc Q=
— wm R
O v=@0 = X ReflexBo em Relagio s uma Reta e ~ &% i e
QO F=(50) " ** Reflexdio em Relagio a um Ponto
| k‘ -
Q@ c-(w00 ! N Inversio
| ; + Rotagdo em Torno de um Ponto
c: Circulo(C,V) “
® 7 Translagio por um Vetor
— (x- 103 + y* = 100 ~ “op
‘e
i » Homoteti
) A = Ponto(c) & omotene
— (0.64, 3.52)
o A’ = Reflexao(A, EixoX)
— (0.64, -3.52)
+ | Entrada
Homotetia
‘Selecione o objeto, depois o centro e, entdo, a razao da homotetia Q

Fonte: o autor

8°) Criamos um arco sobre a circunferéncia, que representard o espelho esférico. Basta

clicarmos na fun¢do mostrada na figura (144, selecionar Arco Circular e depois clicar nos



127

pontos C, A e A’ nesta ordem.

Figura 144 — Criando um Arco Circular para representar o espelho esférico

{2 Teste de espelhos esféricos - GeoGebra ¢ -

"

iy :
I [+ IPANNEI R o Q
R
O v=@o () circulo dados Centro e Um de seus Pontos D_ Aol 2] £ Z@
Q@ F=(0) () Cireulo dados Centro & Raio
Q@ c¢=(00 (& compasso
Cirealo(C, V) () Cieulo definido por Trés Pontos
c: Circulo(C,
o k-0 = (™ semicirculo Definido por Dois Pontos
A = Ponto(c) 2"} Arco Circular
= ronto(c
© — (0.81,3.95) ") Arco Gircunircular
A’ = ReflexaoA, Eixel £ setor Circular R —
= Reflexacl A, Cixo,
© — (0.81,-3.95) ) setor Circuncircular
® d : ArcoCircular(C, A, A')
— 8.11
+ Entrada
Setor Circuncircular
Selecione trés pontos AJUDA Q
|

Fonte: o autor

9°) Pela nitidez de Gauss, devemos ajustar o arco com abertura aproximadamente de
10°. Para isso medimos o angulo clicando na fun¢dao demonstrada na figura {145} e depois

nos pontos A, C e A’ nesta ordem. Ajustamos o angulo movendo o ponto A com o mouse.

Figura 145 — Medindo o angulo de abertura do espelho esférico

€2 Teste de espelhos esféricos - GeoGebra ‘ -

NS SRS PRSI S Q=

© F=(0 & Angubo D— L] % ECS
Q c= (10, 0) ,\a' Angulo com Amplitude Fixa
¢ Cireulo(C,V) 57" Disténcia, Comprimento ou Perimetro
@ o
— (x-10)2 +y? = 100 pd Area
A = Pantal(c) A Indlinagio
o
— (0.0, 0.89) {12} Lista
R A
A’ = Reflexdio(A, EixoX) a=p Relagio v . .
o 10-2
° o
— (0.04, -0.89) f/lnspemda Fungdes " 7 T T ® o e rr
d : ArcoCircular(C, A, A") :
@
— 178
o = Angulo(A, C,A')
@
— 102
"
+ Entrada
) Q
Q
B

Fonte: o autor

10°) Ocultamos a circunferéncia desmarcando-a na zona de entrada.



128

Figura 146 — Ocultando a circunferéncia

€ Teste de espelhos esféricos - GeoGebra - X
. . _ —
Bl A BN O N e e Q=
@ F=(50 A — % @
@ c=(100)
c: Circulo(C, V)
O
ﬁ — (x-10)2 + y* = 100
A = Ponto(c)
O
— (0.04, 0.89) ®
A’ = Reflexdo(A, EixoX) I
S u 5 oz
— (0.04, -0.89) -6 —4 -2 I_ 2 4 6 8 10 12 14 16
d : ArcoCircular(C, A, A")
@
— 1.78
v = Angulo(A, C, A)
® c
— 10.2°
L
+
Q
as:is ]

Fonte: o autor

11°) Da mesma forma que o passo 10, ocultamos os pontos A, A’ e a medida do dngulo
de abertura do espelho. Para ocultarmos o rétulo do arco, clicamos com o botao direito do
mouse sobre o nome dado ao arco pelo GeoGebra, e em Exibir Rétulo retiramos este
nome, procedemos da mesma forma para ocultarmos o dngulo. A figura (147 indica o local

onde devemos desabilitar o rotulo de um elemento geométrico fornecido pelo GeoGebra.

Figura 147 — Ocultando pontos e angulos

0 ’
Ponto A(-2.88, 1.52)

Coordenadas Polares
#|®. Exibir Objeto

e —_—

¥ 0 Exibir Rotulo 2
f Exibir Rastro
[l:l Renomear

Apagar

Configurages

o

Fonte: o autor

12°) Criamos um ponto P sobre o eixo do espelho. Para renomeé-lo devemos clicar
com o botao direito do mouse sobre o ponto. A figura [148 mostra como criar um ponto e

a figura [149| mostra como renomear o ponto para P.
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Figura 148 — Criando um ponto P

€7 Teste ! espelhos esféricos - GeoGebra -

Ve _ —
B [A) @00 &N 2 e S Q=
(&) —r M _ .

o2 ponto N e~ [«

g\ Ponto em Objeto
O {/Vin:ular/DesvihcularPuhm

2 Intersedo de Dois Objetos

.
(O ,* PontoMédio ou Centro

oZ Niimero Complexo

O N Otimizacio 1
\4

N Raizes o &
® d : ArcoCircular(C, A, A') : - ! 2 ? 4 H ® 7 8 ¢
— 172
o o = Angulo(A, C, A')
— 9.88°
o P = Ponto(EixoX) ° “
- (7.0) ® a
ntrada Rai:

+ Enerad: - Szlllzeimar uma fungio ‘ AJUDA e,
@ ® 2 s -
Fonte: o autor
Figura 149 — Renomeando o ponto P

£ Teste de espelhos esféricos - GeoGebra - x
R (A OO L N2 o Q=
o F=1(510 — " —

6.9 =N E] @~ of I @
Q@ c=(@0 :
O ¢ : Circulo(C, V)
— (x-10)2 + y2 = 100
0O A = Pento(c)
— (0.04, 0.86) ®
O A’ = Reflexdo(A, EixoX) :
— (0.04, -0.86) " s o
. 4 A\ § >
d : ArcoCircular(C. A, A") : - ! 2 : 4 ° e ' PontoP
. Coordenadas Polares
- L2 @ ., Exibir Objeto

@ AA Exibir Rotulo

0 a = Angulo(A, C,A) & Exibir Rastro

— g8g° Animaggo
B 1[3 Renomear
o P = Ponto(EixoX) : & Apager "
— (7.0) ® ¥ Configuragdes =
+ Entrada... Q
[ - W 979w b @ 2 ) 24

Fonte: o autor

13°) Vamos criar nosso objeto, que deve ter uma altura compativel com o alcance do
espelho. Para isso, antes criamos um ponto sobre o espelho. O topo do nosso objeto tera a
abscissa do ponto P e a ordenada do ponto criado sobre o espelho. Para esta configuracao,

basta digitarmos no campo de entrada D=(x(P),y(B)) e clicar Enter.
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Figura 150 — Criando o objeto

€2 Teste de espelhos esféricos - GeoGebra - X
[N o[ as —_
X [ > OO LN =@ S50 Q=
o A=Poreld =N We ~ & x i =&
— (0.04, 0.89) ©
o A’ = Reflexdio(A, EixoX)
— (0.04, -0.89)
® d : ArcoCircular(C, A, A")
— 1.78 a
a = Angulo(A, C,A) : .D
O v F P c
- 0. ) pe 1 1 2 3 3 5 5 T K 9 10 1 12 3
) P = Ponte(EixoX) °
— (8,0 ®
o °° Ponto(d) :
— (0.03, 0.71) ®©
) D = (x(P).y(B)) ( “
— (8,071) y @
+ | Entrada - a,
@ M4 44 11711 pp ey (m 2 s i

Fonte: o autor

14°) Criamos o vetor ﬁ, seguindo a orientacao da figura . Na figura, o ponto D
esta oculto para melhor visualizacao do objeto luminoso, que é representado pelo vetor. O

ponto D serd utilizado nos préximos passos.

Figura 151 — Criando o vetor

€3 Teste de espel cricos - GeoGebra

s [A 004N = e Sc Q=
U_/‘ ’ J

d: o Segmento

— " Segmento com Comprimento Fixo
o=« Semireta
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° oo’ Vetor IS \
v

— .}. Vetor a Partir de um Ponto

3
-

= i°l

o

B = Ponto(d) H 1 2 3 1 5 6 7 9 0 1
(@]

— (0.03,0.71) ® ‘
o D=6PLE)

— (8,0.71)

u = Vetor(P,D)
° -6 :

- o\

@

+ | Entrada Q
= MO e 12/12 e em @ 2 s -

Fonte: o autor

15°) Neste passo vamos fixar a palavra Objeto ao lado do vetor, basta procedermos
como o passo 11 da se¢do 6.8. Para escrevermos a palavra Objeto ao lado do vetor e ela

transladar junto com o segmento, precisamos clicar com o botao direito do mouse sobre
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o ponto D criado pelo GeoGebra e em Configuracoes, escrever o nome do objeto em
Legenda. As figuras e ilustram os caminhos.

Figura 152 — Configuragoes para escrever a palavra Objeto

Vetor u: Vetor(F, A)
Coordenadas Polares
] 2 % #I®, Exibir Objeto
A% Exibir Rétulo
f Exibir Rastro
[l:l Renomear
& Apagar

q £¥ ConfiguracBes

Fonte: o autor

Figura 153 — Escrevendo a palavra Objeto

- S

Vo a=
@ — | a |E‘ % E :_@ Bésico || Cor || Estilo
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Y 2 4 0 1 2 3 1 ,
¥ Exibir Rotulo:

Legenda v

a # Fixar Objeto

Definir como Objeto
Auxiliar

Jo

Fonte: o autor

16°) Criamos uma reta passando pelo ponto criado no espelho e no topo do objeto.

Veja a figura a seguir.
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Figura 154 — Cria¢ao da reta que sera o raio incidente paralelo ao eixo do espelho

€2 Teste de espelWlféricos - GeoGebra X
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- y=071
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 2:22¢ s i

Fonte: o autor

17°) Criamos um segmento saindo do topo do objeto e chegando no ponto criado sobre
o espelho. Depois mudamos a cor deste segmento clicando do lado direito do mouse sobre o
segmento, depois Configuracgoes e por fim em Cor. E interessante ocultarmos os nomes
dados pelo GeoGebra aos elementos de Geometria, clicando com o lado direito do mouse
sobre o nome e desmarcando Exibir Rétulo. A figura [155) mostra como criar segmento e

a figura [156] mostra como mudar a cor do segmento criado.

Figura 155 — Criacao do segmento
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— (0.04, -0.89)
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L.
— 10.2°
Q
e °~ Ponto(EixoX) Vetor a Partir de um Ponto
(5.0) Selecione primeiro o ponto de origem e, depois, um vetor AJUDA Q,
m - s i

Fonte: o autor



133

Figura 156 — Mudando a cor do segmento
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18°) Pontilhamos a reta criada no passo 16. Para isso clicamos com o botao direito do

mouse sobre a reta, em Configuragoes, e em Estilo, pontilhamos a reta suporte.

Figura 157 — Pontilhando a reta suporte
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Fonte: o autor

19°) Colocamos uma seta sobre o segmento criado no passo 17. Basta clicarmos com
o lado direito do mouse sobre o segmento, selecionar Configuragoes, clicar em Estilo,
e em Decoracao selecionar a seta que indica o sentido de propagacao da luz. A funcao
Decoragao s6 aparece para segmentos. Nao podemos esquecer de fechar a janela criada

pelo GeoGebra para salvar as modificagoes realizadas.
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Figura 158 — Decoracao do segmento
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Fonte: o autor

20°) Tragamos uma tangente ao espelho passando pelo ponto criado sobre o espelho,

mostrado no passo 13.

Figura 159 — Tangente ao espelho
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Fonte: o autor

21°) Tragamos uma perpendicular a tangente do passo 20, passando pelo ponto do

espelho.
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Figura 160 — Perpendicular a tangente

¥ Teste de espelhos esférLieoGebra -

X
A ] o a- —
2 H> 004 N2 e e Q =
L= oo : h . —
Y : — A =
— (003 % Reta Perpendicular n o B e
- lela
D = ((P —— RetaPard
@ \
— (8, 0. &< Mediatriz
U = Vetor L Bissetriz
@ ( \*@. Reta Tangente l B
- \o7 e —— & o — o — —— - — =
Q) Reta Polar ou Diametral Objelo
‘v: \ F C
[0 f: Reta(E ¥+ Reta de RegressZo Linear ) 4 1 2 3 1 k4 5 7 9 10
P
— y=0
Y & Lugar Geométrico
g : Segmento(D, B)
@
— 797
Tangente(B, d)
@
— h:-9.97x + 0.71y = 0.25
o i: Perpendicular(B, h) ~
— -0.71x - 9.97y = -7.13
N gar Geométrico
* | Entrada.. elecione o ponto do lugar geométrico e, depois, © ponto sobre o objeto ou o controle deslizante AJUDA Q,
s -t

Fonte: o autor

22°) Fazemos uma reta de reflexdo da reta que contém o raio incidente em relagao
a perpendicular criada no passo anterior. Clique primeiro na reta suporte e depois na

perpendicular. A reta criada neste passo fard o papel do raio refletido.

Figura 161 — Reflexao em rela¢do a uma reta
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Fonte: o autor

23°) Tragamos uma reta que passa pelo ponto C, que é o centro de curvatura do espelho,

e pelo ponto que corresponde ao topo do objeto. Depois pontilhamos esta reta, clicando
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com o lado direito do mouse sobre a reta, indo em Configuragoes e depois selecionando

Estilo. Relembre pelo passo 18.

Figura 162 — Raio que passa pelo centro de curvatura do espelho
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L° (22

24°) A intersecao dos raios refletidos, ou seja, das duas retas criadas nos dois passos

anteriores, corresponde ao topo da imagem do objeto fornecida pelo espelho. Para criarmos

esse ponto de intersecao, clicamos em Intersecao de Dois Objetos, lembrando que

devemos clicar nas duas retas para achar o ponto de intersecao. Veja a figura [163|

Figura 163 — Criagao da imagem do objeto
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25°) Criamos o vetor que representara a imagem. Para isso digitamos na zona de
entrada um ponto com mesma abscissa do ponto do passo 24 e ordenada de valor zero,
ou seja, (x(nome do ponto),0), pois o ponto estard sobre o eixo x. O ponto criado neste
passo sera a base da imagem, e o vetor tera origem na base e extremidade no topo da
imagem. Para criar o vetor imagem, basta seguir o passo 14, onde criamos o vetor objeto.
E interessante renomearmos o ponto da base da imagem para P’, e como o passo 11 da
secao 6.8, fixarmos ao lado da imagem a palavra Imagem. Nao esquecemos de ocultar os

nomes dados pelo GeoGebra, desnecessarios a atividade dindmica.

Figura 164 — A imagem em destaque no espelho concavo
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Fonte: o autor

26°) Pontilhamos a reta tangente ao espelho e a reta perpendicular criadas nos passos
20 e 21 respectivamente. O pontilhamento de retas ja foi mostrado no passo 18, o que

torna a tela mais limpa e de facil visualizagao.
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Figura 165 — Pontilhando retas criadas
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Fonte: o autor

27°) Criamos um segmento saindo do ponto criado sobre o espelho, ensinado no passo

12, e chegando no ponto do topo da imagem. E interessante colocarmos a mesma cor do

passo 17 e a decoracao do passo 19.

Figura 166 — Colocando cor e decoracao no raio refletido
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Fonte: o autor

28°) Neste passo, vamos nos preocupar com a imagem quando o objeto estiver entre o
foco e o vértice do espelho esférico, pois ela serd virtual. Criamos a reflexdo em relacao a
um ponto, clicando na func¢ao do GeoGebra mostrada na figura a seguir e posteriormente

clicando no ponto sobre o espelho e depois no ponto que representa o foco do espelho.
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Figura 167 — Refletindo um ponto sobre outro ponto
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29°) Vamos dar uma condigao ao GeoGebra quando o objeto estiver entre o vértice e o
foco do espelho para que o raio emitido pelo objeto luminoso nao passe pelo espelho, e

sim retorne em sua reflexdao. Se nao inserirmos este passo, teremos um erro conceitual na
atividade dindmica, como mostra a figura a seguir.

Figura 168 — Raio incidente nao pode passar pelo espelho
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Fonte: o autor

Clicamos no segmento que passa para o outro lado do espelho, indicado na figura [168|
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e em Configuracoes e Definicao escrevemos a seguinte condigao:
Selx(V) < z(P) < z(F), Segmento| B, B'|, Segmento| B, El]
Veja na figura a seguir quais sdo os pontos da condi¢ao digitada no GeoGebra.

Figura 169 — Pontos da Condi¢do do GeoGebra
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Assim encerramos a atividade dindmica do espelho concavo e convexo. Basta modifi-
carmos a posi¢cao do ponto da base do objeto com o mouse, que a imagem se posiciona
automaticamente de acordo com a equacao dos espelhos esféricos. O tamanho da imagem
também fica de acordo com o movimento, assim como sua natureza, ou seja, real ou
virtual. O aplicativo GeoGebra permite ao professor desempenhar um papel em sala de
aula, que seria trabalhoso apenas na lousa, com a atividade dindmica, os alunos podem
visualizar todas as imagens fornecidas por um espelho esférico em apenas alguns segundos
Outras atividades dindmicas e animagoes em Optica e em Ondulatéria também podem ser

desenvolvidas com os intimeros recursos do GeoGebra, basta utilizar a criatividade.

Explorando o conhecimento

Nesta atividade, exploramos os seguintes tépicos da teoria da Fisica e da Matematica:

1) Formagao de imagens em espelhos esféricos;

2) Equagao dos espelhos esféricos;

3) Condigoes de nitidez de Gauss;



141
4) Vetores;
5) Retas paralelas e perpendiculares;
6) Medida de angulo;

7) Segmentos.



8 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho nao foi fazer uma longa discussao da relagao professor e
aluno e nem das deficiéncias que as escolas possuem, mas sim propor uma forma diferente
de ensinar Fisica no Ensino Médio, lembrando sempre que a Matematica é importante no
aprendizado de Fisica.

O GeoGebra foi objeto de estudo neste trabalho porque é um aplicativo livre e com
muitos recursos. As animacoes apresentadas neste trabalho sdo apenas uma pequena
amostra do que o aplicativo proporciona para melhorar a visao do aluno em Fisica. Nao
h& melhor forma de aprender, do que aplicando o conhecimento interagindo com outras
pessoas. Varias pesquisas mostram que aqueles alunos que participam de sala de aula
invertida, onde o professor é um mero mediador das ideias dos alunos, tém um melhor
rendimento.

O tema foi escolhido para que professores possam utilizar o GeoGebra e atrair o
interesse do aluno em aprender Fisica e Matematica. A versao do GeoGebra Classico 6
une a Geometria, a Algebra e a Estatistica. Quem sabe futuramente o aplicativo possa
criar versoes com fungoes ja prontas para o Ensino de Fisica?

Se o professor der continuidade ao uso do GeoGebra em suas aulas, podera aprimorar
o aprendizado de Matematica e Fisica no Ensino Basico.

Na 1* série, o antigo 1° colegial, a Matematica contribui nos estudos dos movimentos
da Fisica com as fungoes afins e fungoes do 2° grau, assim como seus graficos. Nas leis
de Newton as func¢oes seno e cosseno estao presentes, assim como equagoes do 1° grau. E
possivel também criar animagoes e atividades dinamicas sobre as leis de Newton, bastando
apenas conhecer os recursos do GeoGebra e usar a imaginacao.

Na 2? série do Ensino Médio, o estudo da Optica necessita de um conhecimento de
Geometria plana e espacial. Este trabalho abordou as atividades dinamicas e animacoes
em ()ptica. Fungobes seno e cosseno sao importantes para o estudo da Ondulatéria. No
estudo da Calorimetria, regras de trés resolvem intimeros problemas.

E por ultimo, na 3* série do Ensino Médio, a Matematica se faz bem presente na Fisica,
o estudo da Eletricidade e do Magnetismo exigem um conhecimento em ntmeros com
poténcia de 10, bem como suas operagoes, e a experiéncia mostra que se radiciacao e
potenciacao nao for bem ensinado no Ensino Fundamental, toda a Fisica da 3* série fica
comprometida.

Portanto, onde o GeoGebra puder ser utilizado, ele sera bem-vindo, pois contribui de

forma positiva na visdo do aluno do Ensino Médio.
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