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Resumo

Amorim, Ronan Gomes de. Introduc¢ao a Analise Convexa. Goiania, 2013. 79p.
Dissertagdao de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

Neste trabalho, apresentamos as principais ideias concernentes aos conjuntos convexos e
as funcdes convexas. Nosso principal foco € tratar, de forma didatica, os principais tépicos
envolvidos na convexidade, bem como a consequente exploracdo dos conceitos matema-
ticos envolvidos. Nesse sentido, realizamos uma revisdo bibliogrifica que contemplou
teoremas, lemas, coroldrios e proposicoes relevantes a um primeiro leitor e a todos que
pretendem trabalhar com as aplicagcdes decorrentes da convexidade. Assim, esperamos
que este material constitua uma importante fonte de pesquisa a estudantes, professores e

pesquisadores que almejem estudar contetidos relacionados aos conjuntos convexos.

Palavras—chave
Conjuntos Convexos, Funcdes Convexas, Convexidade



Abstract

Amorim, Ronan Gomes de. Introduc¢ao a Analise Convexa. Goiania, 2013. 79p.
MSec. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal
de Goias.

This paper presents the main ideas concerning convex sets and functions. Our aim is to
deal, didactically, with the main topics concerning convexity, as well as the consequent
exploitation of the envolved mathematical concepts. In this sense, we have made a bibli-
ographic revision approaching important theorems, lemmas, corollaries and propositions
designed both to first readers and to those who want to work with applications arising from
convexity. We hope that this study may constitute an important research source either for

students, teachers or researchers who wish to learn more about convex sets.

Keywords

Convex Sets, Convex Functions, Convexity
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CAPITULO 1

Introducao

A constante ameaca da 2* Guerra Mundial fez o governo da Gra-Bretanha
recrutar um grupo de cientistas formado por matematicos, quimicos, fisicos e engenheiros,
para realizarem um estudo sistematico de problemas estratégicos e tdticos associados a
defesa aérea, terrestre e de guerra anti-submarina. O objetivo era determinar a melhor
utilizagc@o dos recursos militares um tanto quanto limitados na época. O desenvolvimento
desses estudos deu origem ao termo Pesquisa Operacional, cujos métodos visam auxiliar
na selecao da melhor maneira de se operar um sistema que exijam a utiliza¢do de recursos
escassos. Mesmo com o fim do periodo de guerra, muitos destes cientistas continuaram
suas pesquisas com objetivos militares e também ndo militares. Um nome que merece
destaque neste trabalho € o do matemdtico americano George Bernard Dantzig (1914 -
2005),considerado o pai da programacao linear, um ramo da Otimizac¢ao, e responsavel
pela criacdo do algoritmo Simplex , que € um método interativo, muito eficaz, usado para
encontrar, algebricamente, a solu¢do 6tima de um Problema de Programacao Linear. Com
0 avan¢o computacional, o método Simplex de Dantzig, tornou-se a principal ferramenta
para a solu¢do de Problemas de Programacdo Linear cada vez mais complexos [1, 15, 16].

Atualmente, em diversos setores da sociedade, a Pesquisa Operacional esta pre-
sente por meio de sistemas de suporte de tomadas de decisdo. Sistemas estes que se ba-
seiam na modelagem matemdtica e métodos quantitativos que auxiliam na tomada de
decisdo. Esses modelos matemaéticos sdo, em geral, modelos de Otimizacdo que buscam
obter decisdes 6timas, com custo minimo ou lucro maximo. Para cada problema de plane-
jamento existe um modelo de Otimizacdo. Ao conjunto de modelos e métodos de Otimi-
zacdo chamaremos Programacido Matematica. A modelagem matematica de um problema
real comeca pela ado¢do adequada de uma notagdo que representard as quantidades en-
volvidas na definicao do problema. Na sequéncia, construimos uma férmula matematica
envolvendo tais quantidades e chamamos esta férmula de fungdo-objetivo. Com a mo-
delagem matemadtica concluida, busca-se determinar os valores das varidveis envolvidas
que conduzem ao menor ou maior valor da fungdo-objetivo, isto é, valores capazes de
minimizar ou maximizar a fungao-objetivo.

Esquematicamente, um problema de otimizacdo, considerando os conjuntos
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D C R'e Q C R" euma fungdo f:Q — R, seria resumido da seguinte maneira

[8]:

Minimizar f(x)
sujeitoax € D,

onde o conjunto D € o conjunto vidvel ou factivel do problema, os pontos de D
serdo chamados pontos vidveis, e f serd a funcdo-objetivo. Com isso, teriamos um
modelo matemético da realidade, pois estamos empregando simbolos matematicos para
representar as varidveis do sistema real. Tipicamente, o conjunto vidvel de um problema
¢ definido por um sistema de igualdades e/ou desigualdades e/ou inclusdo, como por

exemplo,
D={x € Q|hi(x)=0, i=1, .., 1, gix)<0, j=1, ..., m},
ou, em notacao mais compacta,
D={x € Q|h(x)=0, g(x) <0},

onde Q C R, h:Q >R e g:Q— R” e também supomos que a funcio objetivo
f € definida no conjunto . O conjunto £ representa o que se chama restricdes diretas
e as restricdes de igualdade e desigualdades se chamam restri¢des funcionais. Quando
D =TR", dizemos que o problema € irrestrito, e quando D # R" falamos de otimizac¢do
com restricdes. O problema irrestrito é um caso particular de problemas de minimizacao
se tomamos Q = R" e eliminamos as restri¢des funcionais.

Uma classe especial de problemas de otimizacdo se refere ao caso em que
D € um conjunto poliedral. Se além disso f for quadrética, trata-se de um problema
de programagdo quadrdtica, e se f for linear, o problema é de programacao linear. A
solucdo destes problemas estd em encontrar valores adequados das varidveis de decisdao
que otimizem o desenvolvimento do sistema. Nesse panorama, o desenvolvimento dos
métodos de otimizagdo encontram sustentacdo na teoria de conjuntos convexos e fungdes
convexas que se encontram nos Capitulos 3 e 4 respectivamente.

Dessa forma, tendo a vista a relevancia do assunto, estudaremos neste trabalho
conjuntos e fungdes convexas. Convexidade € uma no¢do muito importante na teoria
de otimizac¢do. A otimizacdo convexa é um ramo na drea de otimiza¢do matemadtica
que trata de problemas nos quais a fun¢@o objetivo e o conjunto factivel sdo ambos
convexos. Com hipéteses de convexidade, as condi¢des necessdria de otimalidade passam
a ser suficientes, isto é, todo ponto estaciondrio torna-se uma solu¢do do problema.

Particularmente, qualquer minimizador local é global. Problemas de otimiza¢do convexa
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surgem em diversas aplicacdes e ja possuem uma teoria rica e bastante desenvolvida, o
que possibilitou a criagdo de métodos robustos e eficientes para resolvé-los. Além disso,
no caso convexo podemos desenvolver a teoria da dualidade em sua forma mais completa,
isto €, associar a um problema original (primal) um outro problema, chamado dual, que
sob certas hipdteses € equivalente ao original e muitas vezes, mais fécil de ser resolvido
[2].

Embora a teoria matemdtica em que se baseia esta drea seja relativamente
antiga, foi a partir do final do século XX que houve um grande desenvolvimento no
estudo de aplicacdes e na constru¢do de métodos computacionais especificos para essa
classe de problemas. A concep¢cao dos métodos de pontos interiores para problemas de
programacdo linear criou uma nova classe de algoritmos que foram generalizados e que
hoje resolvem de forma répida e confiavel os problemas de otimizacdo convexa [19].

As aplicagdes da convexidade estdo em diversas dreas do conhecimento, como a
engenharia, a fisica, a administra¢do, a economia, dentre outras [4, 6].

Esta dissertagdo estd organizada em cinco capitulos. Sendo que o primeiro
destina-se apenas para a introducdo do trabalho. No Capitulo 2, apresentamos algumas
definicdes e nogdes basicas sobre Algebra Linear e Andlise, necessdrias para a apresenta-
¢do dos dois capitulos seguintes. O Capitulo 3 é dedicado exclusivamente a definicao de
Conjuntos Convexos, suas propriedades, exemplos, o Operador de Proje¢ado e os Teoremas
da Separagdo. No Capitulo 4, inspirados no capitulo anterior, apresentamos as defini¢des
de Funcdao Convexa, Estritamente Convexa, Fortemente Convexa, Quase-convexa, bem
como suas propriedades bdsicas. Além disso, ainda no Capitulo 4, fizemos um breve co-
mentdrio sobre Fungdes Convexas Diferencidveis afim de finalizar o capitulo e despertar
o leitor a novas pesquisas. Por fim, no Capitulo 5, apresentamos nossas consideragcdes

finais e perspectivas.



CAPITULO 2

Preliminares

Neste capitulo, daremos atengdo especial a alguns resultados que serdo utiliza-
dos nos capitulos posteriores. Revisaremos alguns temas relacionados as disciplinas de
Algebra Linear e Andlise necessarios para a compreensio dos resultados deste traba-
lho. Os conceitos e resultados apresentadas neste capitulo sdo baseadas nas referéncias
[3,9,11, 12,13, 14, 18] .

2.1 Tépicos de Algebra Linear

2.1.1 Espacos Vetoriais Reais

Vamos ilustrar o estudo de espagos vetoriais, o principal objetivo da Algebra
Linear, dando algumas defini¢des e relacionando as propriedades fundamentais de tal

estrutura. Nosso trabalho serd desenvolvido no espago R”.

Definicao 2.1. Sejam as n-uplas de niimeros reais X = (x1,..., xX,) € Y= (V1,---, Yn)-

Definimos sua soma por

X+y= (Xla---7 xn)"‘()’la--w YH) = (x1+y1,..., xn+Yn)- (2-1)

O resultado da adi¢do é novamente uma rn-upla de nimeros reais. Podemos
definir de modo semelhante a multiplicacdo de uma n-upla x = (x,..., X,) por um

ndmero real A.

Defini¢do 2.2. Seja A € R e x=(x1,..., x,) € R" Definimos entdo
Ax = A(x1,..., xp) = (Axp,..., Ax,) € R™ (2-2)

Ao realizarmos estas operacdes com as n-uplas, nada mais estamos a fazer
que realizando operagdes bdsicas com suas componentes, que sdo nimeros reais. Dai,

continuam vélidas as regras usuais aplicdveis aos nimeros. Referente a adi¢cdo, temos:

(A1) Paraqualquer x,y,z € R"” temos (X+y)+z=x+(y+2z).
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(Ay) Paraqualquer X,y € R” temos Xx+y=y+Xx.
(A3) Paraqualquer x € R"” temos x+0=x, onde 0=(0,..., 0) € R™.

(A4) Para qualquer x € R"” temos x+ (—x) =0, onde —x = —(xq,..., x,) € R".

No que se refere a multiplicagdo por niimeros reais, temos:

(M) Paraqualquer A, u € R e x € R"” temos A (ux) = (A u) x.

(M>) Para qualquer x € R” temos 1 x=x.

Além disso, as duas propriedades distributivas satisfazem a compatibilidade da adi¢do

com a multiplicacao:

(AM;) Paraqualquer A € R e x,y € R” temos A (x+y) = Ax+Ay.
(AM3) Paraqualquer A, u € R e x € R" temos (A+pu) X = AX+ ux.

Definicio 2.3. Uma tripla (V,+,-) consistindo em um conjunto V, uma transformag¢do

(chamada adicdo)

4 VXV -—V
(x,y) —x+y

e outra transformacdo (denominada multiplicacdo por escalar)

RxV -—V
(A, X) — AX

é denominada um espaco vetorial real se os oito axiomas a seguir sdo vdlidos para as

transformagoes (+) e (-):
1. (x+y)+z=x+(y+2z) para quaisquer X,y,z € V.
2. X+y=Yy-+X para quaisquer X,y € V.

3. Existe um elemento 0 € V (chamado zero ou valor nulo), tal que x+0 =X para

qualquer x € V.
4. Para cada elemento x € V existe um elemento —x € V tal que X+ (—x)=0.
5. A(ux) = (Au) x para quaisquer A, u € R e x € V.
6. 1 X =X para qualquer x € V.

7. Mx+y) =AX+Ay para quaisquer L € R e x,y € V.
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8. (Au)x = AX+pux para quaisquer A, u € R e x € V.
Proposicao 2.4. Em um espaco vetorial existe apenas um vetor zero (nulo).

Demonstracao.
Vamos supor, por absurdo, que exista 0 e 0*. Dai, teremos ap6s o uso dos Axiomas 2 e

3 da Definicdo 2.3 de espacgos vetoriais reais as seguintes igualdades:
0=0+0"=0"+0=0".

Portanto, obrigatoriamente 0 = 0*. 0J

Proposicao 2.5. Em um espago vetorial para cada X existe somente um vetor —X.

Demonstracao.
Consideremos x+a =0 e x+b = 0. Dai, teremos apds o uso dos Axiomas 1,2 e 3 da

Defini¢ao 2.3 de espagos vetoriais reais as seguintes igualdades:
a=a+0=a+(x+b)=(a+x)+b=(x+a)+b=0+b=b+0=h.

Logoa=h. 0

2.1.2 Exemplos de Espacos Vetoriais

(i) V = M>;x» é o espago vetorial das matrizes 2 X 2.

(i1) V = P, é o conjunto dos polindmios com coeficientes reais, de grau menor ou igual
a n (incluindo o zero). As operacdes sdo soma de polindmios e a multiplicagdo

destes por niimeros reais.

(iii)) V € o conjunto das matrizes 2 X 2, cujos elementos sdo nimeros complexos. As

operagdes sao adicdo de matrizes e multiplicacdo destas por nimeros complexos.

Exemplificando:
1+i 0 N O 7| | 1+i 7
3 -5 24i4i 5i| | 5+i 0
—i 1 —1—i 1—i
(1+i) = .
0 1+1 0 2
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2.2 Subespacos Vetoriais

Sejam V um espaco vetorial e U um subconjunto ndo vazio de V. Dizemos
que U ¢€ um subespaco vetorial de V, ou simplesmente subespaco de V,se U ¢é um

espaco vetorial com relacdo a adi¢@o e a multiplicacdo por escalar definidas em V.

Teorema 2.6. Um subconjunto U ndo vazio, de um espacgo vetorial V, é um espaco

vetorial de V se, e somente se, estiverem satisfeitas as seguintes condigoes:

(1) Yu,v € Utem-seu+v € U.

(2) Yoo € R, Vu € U tem-seau € U.

Demonstracao.

Sejau € U e considerando a condi¢do (2),isto é, ou € U, Va € R.Fazendo oo =0,
temos Ou=0 € U. Além disso, quando o0 = —1, temos —l u=—u € U. Como as
propriedades restantes sdo consequéncia de U ser um subconjunto ndo vazio de V, a

demonstracdo é desnecessaria. 0

2.2.1 Exemplos de Subespacos Vetoriais

(i) O conjunto {0}, constituido apenas do vetor nulo, e também todo o espago V sdo
subespacos de V . Estes dois subespagos de V' sdo conhecidos como subespacos
triviais e os demais subespacos, se existirem, sdo chamados subespacos préprios. O

subespago {0} ¢ chamado de espago vetorial nulo.

(i) No espacgo vetorial das matrizes quadradas de ordem n, M, ,, 0s conjuntos das
matrizes triangulares inferiores, das matrizes triangulares superiores e das matrizes

diagonais, sdo subespagos vetoriais.

(iii) V =2, o plano, onde W ¢é uma reta deste plano, que passa pela origem. W é um

subespaco vetorial de V' .

Teorema 2.7. A intersecgdo de dois subespagos de um espago vetorial V é um subespago
de V.

Demonstracao.

Sejam U; e U, subespacos de V. Inicialmente, podemos observar que U;NU;
€ ndo vazio, pois ambos contém o vetor nulo de V. Agora, consideremos u, v € U NU>,
istoé, u e v pertencema Uj, etambém a U,. Dai, u+v € U; e u+v € Uy, pois U

e U, sao subespacos de V,logo u+v € Uy NU,. Além disso, consideremos o € R,
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talque ou € U; e au € Uy, logo o € U;NU,, o que conclui a demonstragdo. [

Observemos que o principal problema quando consideramos a unido de subes-
pacos € que se tomarmos um vetor em cada subespaco, a soma deles pode nio pertencer

a unido. Seria, entdo, natural considerarmos o conjunto soma definido a seguir.

Definicao 2.8. Dados U e W subespacos de um espaco vetorial V, definimos a soma

de U e W, denotada por U+ W, como o conjunto
U+W={u+w|uecUew c W}.

Com isso, quando somamos um elemento de um subespago com um elemento do outro,

automaticamente, a soma destes elementos estd na soam dos subespacos.

Teorema 2.9. Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V. Entdo, o conjunto
U+W={veV|v=ut+w,ucUew € W} ésubespacode V.

Demonstracao.
Consideremos a € R e vy, vy € U+W.Como vy, v, € U+W, existem ujeu, €U

e existem wy e wy € W tais que
Vi=U]j+W] € V2 =up +Wj.
Entao,
vi+avy = (uj+wi)+a(up+wy) = (u +auy) + (wy +awp) € U+W.

Assim, U +W ¢ subespago de V.

2.3 Combinacao Linear

Quando estamos em um espaco vetorial, € possivel encontrarmos novos vetores a partir

de vetores que ja conhecemos.

Definicao 2.10. Sejam V um espaco vetorial real, vy, vo,..., v, € V e ay, az,..., a,
nuimeros reais. Entdo, o vetor v=a vy +axva+...+a,v, éum elementode V ao que

chamamos combinacdo linear de Vi, va,..., Vj.

Uma vez fixados os vetores vy, va,..., v, em V, oconjunto W de todos os
vetores de V que s@o combinagdo linear destes, € um subespaco vetorial. W ¢é chamado

de subespaco gerado por vy, Vo,..., vV, e usamos a notacio W = [vy, Va,..., V,].
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Note que, formalmente, podemos escrever

W=I[vi,vo,..., V| ={v € V|v=aivi+ava+...+a,vn, a; € R, 1 <i<n}.

2.4 Dependéncia e Independéncia Linear

Os conjuntos W; = [(1,0), (0,1), (2,1)] e Wa=[(1,0), (0,1)] representam
0 mesmo espaco gerado, isto se dd, pois o vetor (2,1) é combinacdo linear dos vetores
(1,0) e (0,1),0useja, (2,1)=2(1,0)+1(0,1). Portanto, o vetor (2,1) é desnecessario
para formarmos o subespaco Wj, sendo suficiente apenas (1,0) e (0,1). Em dlgebra
linear, necessitaremos diversas vezes sabermos se existem vetores desnecessarios, ou
seja, se algum desses vetores € uma combinacdo linear dos outros. Para tal definiremos

dependéncia e independéncia linear.

Definicao 2.11. Sejam V um espaco vetorial e vy, Vo,..., vV, € V. Dizemos que os
vetores Vi, Va,..., V, sdo linearmente independentes, se a equacdo a\vi+axva+ ...+
anv, =0 € satisfeita somente quando ay = a, = ... = a, = 0. Caso exista algum a; # 0,

dizemos que os vetores sdo linearmente dependentes.

Teorema 2.12. O conjunto V ={vy, va,..., V,} € linearmente dependente se, e somente

se, um destes vetores for combinacdo linear dos outros.

Demonstracao.

Sejam vy, v,..., v, linearmente dependentes € ajvy+...+a;v;j+...+a,v, =0. De
acordo com a defini¢do, um dos coeficientes deve ser ndo nulo. Vamos supor que a; # 0.
Logo

1
V= —;(alvl +...+aj-1Vj_1+aj11Vjy1 —|—...—|—anvn).
J

Portanto, v; € uma combinagdo linear dos outros vetores. Além disso, se tivermos
{vi, va,..., v,} tal que para algum j, v;=b1vi+...+b;_1V,_1+bjvjiri+...+
byVp, temos byvi+...+bj 1V 1 +bj Vi1 +...+byv,—1v; =0, e comisso, V €
linearmente dependente. O

2.5 Base de um Espaco Vetorial

Quando encontramos um conjunto finito de vetores de um espaco vetorial V, tal
que todos os demais vetores de V' sejam escritos como combinacdo linear dos vetores

deste conjunto, estamos diante de uma base do espagco V.
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Definicao 2.13. Um conjunto {vi, vo,..., V,} de vetores de V serd uma base de V

se.

(1) {vi, va,...,V,} € Linearmente Independente..

(2) [Vi, Vo,..., V| =V.
Exemplos:

(a) V=R?; V=[(1,0), (0,1)], e; =(1,0) e e; =(0,1) é conhecida como base
candnica de R2.
b)) V=R; V=1[1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)], e = (1,0,0), e = (0,1,0) e

e3 = (0,0,1) é conhecida como base candnica de R>.
1 0 0 1 00 00
00| |00

¢ uma base de V.
Lol ot ]}
2.6 Dimensao de um Espaco Vetorial

Y Y

©) V=M2; {

Definicao 2.14. O niimero de elementos de uma base de um espaco vetorial ndo nulo V

de dimensdo finita é chamado de dimensdo de V e denotado por dim'V.

Teorema 2.15. Qualquer base de um espaco vetorial tem sempre o mesmo niimero de

elementos.
Demonstracao.

Consideremos {vy, vo,..., v,} e {w, wa,..., Wy} duas bases de V.Como
Vi, V2,..., V, geram V e Wi, wo,..., W, sdo Linearmente Independentes, temos

que m < n, pois qualquer conjunto Linearmente Independente de V tem no méaximo
n vetores. Além disso, analogamente, wi, wo,..., W, geram V e Vi, Va,..., V,
sao Linearmente Independentes, entdo n < m, pois qualquer conjunto Linearmente
Independente de V' tem no maximo m vetores. Portanto n = m.

0J

2.7 Produto Interno

Definicao 2.16. Seja V um espaco vetorial. Um produto interno em V é uma funcdo
que a cada par de vetores u e Vv em V associa a um niimero real, denotado por (u,v),
que satisfaz as seguintes condigoes:

Para quaisquer vetores u, v e w de V e qualquer niimero real k,
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1. (v, v) >0

2. (v, v) =0 se, e somente se, v=0;
3. (u, v) = (v, u);

4. (u+v, w)=(u, w) + (v, w);

5. (ku, v) = k(u, v).

Um espaco vetorial com um produto interno é chamado, abreviadamente, de espaco com

produto interno.

Definicao 2.17. (Norma de um vetor) Seja V. um espaco com produto interno. Definimos

a norma do vetor v de V , ou comprimento de v, denotado por ||v||, como o niimero

real

Iv[| = ¢v,v) /2.

Se ||v|| =1, dizemos que v € um vetor unitdrio.

A norma goza das seguintes propriedades:
1. ||x|| >0, valendo ||x|| =0 somente quando x = 0;
2. [lox] = fou|Ix]l;
3. [Ix+yll < lIxl+[lyll

Definicao 2.18. (Distdncia entre dois vetores) A distancia d(u,v) entre dois vetores u

e v de V édefinida como

du,v)=|u—v|=+ (u—v,u—v).

Definicao 2.19. Seja w um vetor ndo-nulode V . Se v € V, entdo a projecdo de v ao

longo de w € denotada por projw(v) e é definida por

projw(v) =

2.8 Desigualdades

Teorema 2.20. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se w e v sdo vetores de um espaco

com produto interno V , entdo
[(u, V) < [[ullf[v]],

com igualdade valendo se, e somente se, u e v sdo linearmente dependentes.
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Demonstracao.

A desigualdade € clara se u € o vetor nulo de V . Suponhamos, entdo, u diferente do
vetor nulo. Para qualquer ¢ € R, temos que (fu+v, ru—+v) > 0, ou seja, para qualquer
te R,

(u, u) 2 +2(u, v) £+ (v, v) >0 (2-3)

Definamos p(t) = (u, u) t242(u, v) t + (v, v), t € R. Por (2-3), p é uma funcio
polinomial ndo negativa. Além disso, como o coeficiente do termo quadratico é nao

negativo, segue que o discriminante A de p(¢) é um nimero real ndo positivo. Portanto,

A = 4(“7 V>2—4<ll, ll><V, V>
= 4w, v)* —4|ju*|lv|* <0,

0 que equivale a
2 2110112
(u, v)7 < [[u][~[}v]~.

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos o resultado
desejado. 0J

Proposicao 2.21. (Desigualdade Triangular) Se w e v sdo vetores em um espaco V
com produto interno e se k € R, entdo
[utv]| < {fufl+[lv]].

Demonstracao.

Temos

lu+v[* = (utv, utv)=(u, u)+u, v)+ (v, u)+ (v, v)
= Jul? 20w, v)+ V> < [Jul® +2/(u, v)[+ ], (2-4)

pois x < |x| paratodo x € R.Pelo Teorema 2.20, temos

2 2 2 2
[[ull” 42|, v)[+Iv]" < flul[=+2{[ufl{v]]+v]

= (lufl+IvID* (2-5)
De (2-4) e (2-5), segue que

[l +v1% < (flull =+ [IvI])>.
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Extraindo as raizes quadradas de amos os lados da desigualdade acima, obtemos a desi-

gualdade desejada U

2.9 Topicos de Analise

2.9.1 Algumas Nocoes Topologicas: O espaco euclidiano n-

dimensional

O espaco euclidiano n-dimensional R" € o produto cartesiano de n fatores iguais
a R :R"=R x R x ... x R. Seus elementos, portanto, sdo as sequéncias ou listas
de n termos reais x = (xy,..., x,). Paracada i=1,..., n, o termo x; chama-se
a i-ésima coordenada de x . Se x = (x1,..., X;) € y= (V1,---, Yu) , tem-se x =1y
se, € somente se, X; = yi,..., X, = Y,. Assim, toda igualdade entre dois elementos de
R" equivale a n igualdades entre ndmeros reais. Quando n = 1, R € o conjunto dos
nimeros reais, R> é o plano e R> é o modelo do espago euclidiano tridimensional. Os
elementos de R” as vezes sao chamados de pontos e as vezes vetores. Este segundo nome
se aplica principalmente quando se considerarem entre eles as operagdes que aparecem
nas Defini¢des 2.1 e 2.2.

A revisdo aqui apresentada estd baseada nas referéncias [13] e [14].

2.9.2 Tipos Especiais de Conjuntos

Apresentaremos nesta subsecao, definicdes que trazem algumas categorias especiais de

conjuntos que serdo uteis no desenvolver do trabalho.

Definicao 2.22. (Conjuntos Finitos) Um conjunto X diz-se finito quando é vazio ou
entdo existem n € N e uma bijecdo f:1, — X, onde I, ={p € N|p <n}. Escrevendo
x1 = f(1), x2=f(2), ..., xn = f(n) temos entdo X = {x1, x2,..., xp}. A bijecdo f
chama-se contagem dos elementos de X e o niimero n chama-se o niimero de elementos

do conjunto finito X .

Definicao 2.23. (Conjuntos Infinitos) Diz-se que um conjunto é infinito quando ndo é
finito. Assim, X ¢ infinito quando ndo é vazio nem existe, seja qual for n € N, uma
bijecdo F : 1, — X.

Definicao 2.24. (Conjuntos Enumerdveis) Um conjunto X diz-se enumerdvel quando é

finito ou quando existe uma bijecdo f: N — X.
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Definicao 2.25. (Conjunto Complementar) Um conjunto A° C R" é dito complementar

do conjunto A, quando é formado apenas por elementos de R" que ndo pertencem a A,
isto €, A =R"\A.

Definicao 2.26. Uma bola aberta do R" é um conjunto de pontos da forma
B(a,r) ={x € R"||x—al <r},

onde a € R" e r>0.

Definicao 2.27. Uma bola fechada do R" é um conjunto de pontos da forma
Bla,r]={x € R"[|x—al <r},

onde a € R" e r>0.

Por sua vez, a esfera de centro a eraio r € o conjunto
Sla;r] ={x € R"|||[x—a| =r}.

Definicao 2.28. (Conjunto Limitado) Um conjunto A C R" ¢é um conjunto limitado se
existir uma bola B C R", aberta ou fechada, tal que A C B.

Definicao 2.29. (Conjuntos Abertos) Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R"
quando, para algum r > 0, tem-se B(a,r) C X. O conjunto dos pontos interiores a
X chama-se o interior do conjunto X e representa-se pela notacdo int(X). Quando
a € int(X) diz-se que o conjunto X €é uma vizinhanga de a . Um conjunto A C R”"
chama-se aberto de A quando A = int(A), isto é, quando todos os pontos de A sdo
interiores a A. Ou ainda, se para cada a € A existir uma bola aberta B(a,r) contida

em A, com r>0.
Observacoes:

e O conjunto vazio e o R" sdo subconjuntos abertos de R";
e A interseccdo de dois conjuntos abertos também € um conjunto aberto;

e A unido de uma familia de conjuntos abertos é um conjunto aberto.
Teorema 2.30. (Interseccdo e Unido de Conjuntos Abertos)

1. Se A} e A sdo conjuntos abertos em R"™ entdo a interseccdo A1 NAy é um

conjunto aberto.

2. Se (Ay) € uma familia qualquer de conjuntos abertos Ay C R", entdo a reunido

A =y Ay € um conjunto aberto.
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Definicao 2.31. A fronteira de um conjunto X C R" ¢é o conjunto fr(X) formado pelos
pontos de X que ndo sdo interiores a x, juntamente com os pontos de R" —X que ndo
sdo interiores a R" — X. De forma mais simples: tem-se x € fr(X) quando toda bola

de centro x contém pontos de X e pontos de R" —X.

Exemplo 2.32. Seja X = {(x, y) € R*| y >0} o semi-plano superior fechado. Se
p=(a,b) com b>0, entdo p € int(X). Com efeito, afirmamos que B = B(p;b) C X;
veja a Figura 2.1.

Figura2.1: X = {(x,y) € R*| y>0}, p € int(X).

Em termos mais precisos, argumentamos assim:
Se (x,y) € B, entdo +/(x—a)®’+(y—b)2 < b. Dai, (y—b)> < b* e assim
y> — 2by + b* < b% Logo, > < 2by e segue-se que y >0 pois b > 0. Portanto,
(x,y) € X.

De forma andloga, todo ponto R? —X = {(x, y) € R?| y <0} ¢é um ponto

interior, ou seja, R> —X ¢é um conjunto aberto. Logo, nenhum ponto de R* —X pode
estar na fronteira de X. Portanto, fr(X)={(x,0)|x € R}

Definicao 2.33. (Conjuntos Fechados) Diz-se que um ponto X é aderente ao conjunto
X C R" quando X é o limite de alguma sequéncia de pontos x; € X.

Chama-se fecho de um conjunto X C R" ao conjunto cl(X) formado por todos
os pontos aderentes a X . Evidentemente, todo ponto X € X € aderente a cl(X). Tem-se
que X C cl(X). Se X CY entdo cl(X) C cl(Y). Un conjunto X se diz fechado quando
X = cl(X), isto é, quando todo ponto aderente a X pertence a X. Em outras palavras,

um conjunto X CR" ¢ dito fechado se o seu complementar for um conjunto aberto.
Teorema 2.34. (Unido e Intersecgdo de Conjuntos Fechados)

1. Se F\ e F, sdo subconjuntos fechados de R" entdo FyUF, é um conjunto
fechado.
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2. Se (F,) ¢ uma familia qualquer de conjuntos fechados (F)) C R", entdo a

interseccdo F = () F), € um conjunto fechado.

Teorema 2.35. Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se, toda bola de

centro a contém algum ponto de X .
Corolario 2.36. O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado.
Teorema 2.37.

1. Se Fi e F, sdo conjuntos abertos entdo Fi|\JF, é um conjunto fechado.

2. Se (F,) € uma familia qualquer de conjuntos fechados, a interseccdo F = (), Fy,

é um conjunto fechado.

Corolario 2.38. Os iinicos conjuntos de R" que sdo simultaneamente fechados e abertos

sdo o conjunto vazio e o R".

Definicao 2.39. (Ponto de Acumulacdo) Um ponto x € R" é ponto de acumulacdo de
um conjunto A, quando toda bola aberta de centro X possui algum ponto de A, diferente

de X. Ou seja, para todo € > 0, deve existir x € A tal que 0 < ||[x—X|| <e&.

Teorema 2.40. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R" possui

uma subsequéncia convergente.

Definicao 2.41. (Conjunto Compacto) Um conjunto X C R" chama-se compacto,
quando X é limitado e fechado.

2.9.3 Principio de Inducao Matematica
Definicao 2.42. (Axioma de Indugdo) Seja S um subconjunto de N tal que

(1) 0 € S.

(2) S é fechado com respeito a operacdo "somar 1"a seus elementos, ou seja, para
todo n € S, tem-sen+1 € S.

Entdo, S=N.

Teorema 2.43. (Principio de Inducdo Matemdtica) Seja a € N e seja p(n) uma

sentenca aberta em n'. Suponha que

'Uma sentenca aberta em n é uma frase de contetido matemético onde figura a letra n como palavra
e que se torna uma sentenca verdadeira ou falsa quando n € substituido por um nimero natural bem
determinado.
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(1) p(a) éverdade, e que

(2) Vn>a, p(n)= p(n+1) éverdade, entdo, p(n) é verdade para todo n> a.

Demonstracao.
Seja v={n € N| p(n)}; ouseja, v é o subconjunto dos elementos de N para os quais
p(n) é verdade.
Considere o conjunto
S={m € N| a+m € v},

que verifica trivialmente a+S C .
Como, pela condi¢do (7), temos que a+0=a € v, segue-se que 0 € S.
Por outro lado, se m € §,entdo a+m € Vv e, por (2), temos que a+m+1 € v;logo

m-+1 € S. Assim, pelo Axioma de Inducio, temos que S = N. Portanto,
{m € N| m>a}=a+N C v,
0 que prova o resultado. 0

Para ilustrar o Primeiro Principio de Indu¢do Matemadtica, vamos determinar
uma férmula exata em funcdo de n > 1 para a soma dos n primeiros nimeros
naturais fmpares. E importante mencionar que este exemplo constitui o primeiro registro
da utilizacdo deste principio e foi desenvolvido por Francesco Maurolico em 1575 .

Assim, estamos em busca de uma férmula para
Sp = 1+3+5+...4 (2n+1).
Vamos calcular §,, para alguns valores de n:

Si=1, S$H=4, §3=9, S4=16, §S5=25.

Os casos particulares acima nos conduzem a conjecturar que S, = 1.

Entdo, definamos p(n) = n?.
Temos que p(1) = 1= 12, portanto verdade. Para provar que p(n) = p(n+1) é verdade
para todo n € N, basta mostrar que, se supusermos p(n) verdade, entdo p(n+1) é

verdade, qualquer que seja n € N.

2Grande matemético e astrénomo grego que realizou contribuicdes nos campos da Geometria, Optica,
Conica, Mecanica, Musica e Astronomia. Em latim, Franciscus Maurolycus (1494-1575)
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2

De fato, supondo p(n) verdade, ou seja, S, =n~, e somando 2n+ 1 a ambos os lados

desta ultima igualdade, obtemos:
St :Sn+2n—|—1:n2+2n—l—1: (n—l—l)z,

o que nos diz que p(n+1) é verdade.

Pelo Principio da Indugdo Matemadtica, p(n) é verdade paratodo n € N*.



CAPITULO 3

Conjuntos Convexos

3.1 Um Pouco de Historia

A convexidade tem uma longa histéria. Na grande obra "Os Elementos"de Eu-
clides ( 300 a.C.), aparecem vdrias contribui¢des ao assunto, relativas principalmente as
propriedades dos poligonos e poliedros. Sem duvida foi Arquimedes (287-212 a.C.), em
seu livro "Sobre a Esfera e o Cilindro", o primeiro a definir o que se entendia por uma
curva ou superficie convexa. Entre as diferentes propriedades obtidas por Arquimedes so-
bre convexidade, merecem maior destaque os postulados e resultados referentes ao centro
de gravidade de conjuntos planos e sua descricdo dos 13 poliedros semirregulares, tam-
bém conhecidos como sélidos arquimedianos. Um poliedro convexos se diz semirregular
se suas faces sdo poligonos regulares de, pelo menos, dois tipos, € o grupo de isometrias é
transitivo sobre os vértices. Posteriormente, os sélidos arquimedianos foram redescober-
tos por Kepler (1571 - 1630), que em seu livro "Harmonices Mundi"(1619), demonstrou
que, efetivamente, s6 podiam existir 13 tipos diferentes. Resultados referentes ao famoso
problema isoperimétrico, cuja origem data de cerca de 810 a.C., o devido a Zenodorus
(200 a. C.) parece ser o mais importante: ele mostra que, entre todos os n-4gonos con-
vexos de mesmo perimetro, o regular € o que possui maior drea. Além de outras contri-
bui¢des esporadicas, no final do século XIX apareceram diversos resultados de grande
importancia em convexidade, gracas a matemdticos como Brunn e Minkowski; contudo,
o interesse real pela geometria convexa é relativamente recente, pois um primeiro estudo
sistematico foi encontrado em 1934, no livro de Bonnesen e Fenchel "Theorie der Konve-
xen Korper". Ao longo dos anos 40 e 50 se descobriram numerosas aplica¢cdes importantes
para conjuntos convexos, principalmente no campo da Otimizacdo Geométrica, que des-
pertou o interesse por esta teoria. A fundamentacio tedrica deste capitulo estd baseada,

principalmente, nas referéncias [10, 2, 4, 6].
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3.2 Conjuntos Convexos

Definicao 3.1. (Conjunto convexo) Um conjunto D C R" ¢ dito convexo quando dados
dois pontos x1 e xy € D, entdo o ponto genérico x =Ax;+ (1 —A)xy € D para cada
A € [0,1].

Em outras palavras, podemos dizer que um conjunto é convexo se cada ponto no
conjunto puder ser visto por todos os outros pontos, ao longo de uma trajetdria retilinea
desobstruida entre eles, onde o meio desobstruido estd no conjunto. Todo conjunto afim
¢ também convexo, pois ele contém as retas inteiras entre quaisquer dois pontos distintos
nele, e, portanto, o segmento de reta entre 0s pontos.

Observe o conjunto X C R? daforma X = {(x, y) € R?| y < x*}. Vejaque X
ndo € convexo, pois se tomarmos, por exemplo, os pontos a=(—1, 1)eb=(1,1) € X,
temos que,

1 1
Sa+5b=(0,1) ¢ X.

Geometricamente, podemos visualizar a Definicdo 3.1 na Figura 3.1.

Y2 z,
[
Y3
X2
Vs
Y1
X1 z,
() (b) (©)

Figura 3.1: (a) e (b) conjuntos convexos; (c¢) Conjunto ndo-
convexo.

Definicao 3.2. (Combinagdo Linear) Dizemos que um vetor x € R" é uma combinagdo
linear dos vetores xi ..., x; se existem escalares A ,..., \y € R adequados, tais que
x=MAx1 +...+ Mx. Além disso,

e Se Zle Ai = 1, entdo dizemos que x € uma combinagdo afim dos vetores x;.
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e Se A; >0 paratodo 1<i<k, entdo dizemos que x é uma combina¢do positiva

dos vetores X1 ,..., Xj.

Definicio 3.3. (Combinagdo Convexa) Dado x; € R", a; € [0, 1], i = 1,...,p,
tais que Zf:l ao; = 1, o ponto Zf’:] o,x; denomina-se combina¢do convexa dos pontos

x; € R" com parametros o, i=1,..., p.

Em outras palavras, uma combinacdo é convexa quando ela é concomitantemente combi-

nacdo afim e positiva.

Exemplo 3.4. Podemos representar uma combinacdo convexa de vetores do R?> da
seguinte forma. Tomemos dois vetores vi = (2, 0) e vo = (5, 0) e em seguida escrevemos
v=M1+ (1 =A)vy, com 0 <A< 1. Repare que o vetor v € R2, escrito desta maneira,
obedece a regra de convexidade, pois se fizermos A variar entre 0 e 1, v serd
representado por pontos situados no segmento que une as extremidades de vy e vy . A

Figura 3.2 abaixo ilustra a combina¢do convexa deste exemplo.

YA

=Y

Figura 3.2: Combinacdo convexa

Definicao 3.5. (Conjunto Afim) Um conjunto A CR" ¢é afim se a reta que une quaisquer
dois pontos distintos em A estiver em A, isto é, se para algum xi, xo € A onde A € R,
tem-se que Ax1+ (1 —A)xy € A. Em outras palavras, A contém a combinagdo linear de
quaisquer dois pontos em A, contanto que a soma dos coeficientes na combinagdo linear

seja igual a 1.

Sao exemplos de conjuntos afins: retas, subespagos e hiperplano, sendo que este ultimo
definiremos ainda neste capitulo.

Segue abaixo alguns resultados importantes sobre conjunto convexo.

Lema 3.6. Qualquer subespaco de R é um conjunto convexo.
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Demonstracao.
Seja D um subespaco do R". Se D=@ ou D=R" ouaindase D ¢ unitdrio, a
conclusdo € imediata, pois sdo conjuntos convexos triviais.

Caso contrdrio,se x € D, y € D e o € [0, 1], entdo
x+y € D,edax € D,

pois D ¢é um subespagco do R”.
Comisso, ox+ (1l —a)y=0a(x—y)+y € D,jaque a(x—y) € D ey € D. O

Conjuntos convexos aparecem na matemadtica com muita frequéncia. Um importante
exemplo aparece na continuagdo.

Lema 3.7. A solugdo de um sistema de equagées lineares S ={x € R"|Ax = b}, onde

A€ R™" ¢ b € R™, é um conjunto convexo.

Demonstracao.

De fato, sejam x;, x, € S.Entdo, paratodo A € [0, 1], temos:

Al + (1 =A)xp] = Al +A(1—A)xp
= Mx;+ (1 =2A1)Ax;
= M+ (1-A)b
= M—Ab+b=0.
Portanto, Ax = b com x=x;+ (1 —A)x, € S. O que conclui a demonstragio. O

3.3 Propriedades dos Conjuntos Convexos

O Teorema abaixo afirma que a interse¢do de conjuntos convexos, ainda € um conjunto

convexo.

Teorema 3.8. Suponha que Dy, D;, ..., D, sdo conjuntos convexos do R". Entdo,
D =D NDyynN...N Dq

é um conjunto convexo.

Demonstracao.
Se a interse¢do € vazia, entdio D € convexo por defini¢do. Caso contrario, fixemos

arbitrariamente x, y € D.
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Tomemos A, Ay € [0, 1],com A; + A, = 1.Considere i = 1, 2,..., g. Uma
vez que x, y € D, segue-se pela definicdo de intersecdo de conjuntos que x, y € Dj,
para cada i. Logo, paracada i, z = Ajx+Ayy € D;, pela convexidade de D;. Segue-se,
novamente pela defini¢cdo de interseccdao de conjuntos, que z € D. Pela arbitrariedade

de x, y € D, D é um conjunto convexo. 0
Apesar da intersecdo de conjuntos convexos preservar a convexidade, o mesmo

ndo ocorre com a unido, o que € bastante 6bvio. O exemplo seguinte possibilita uma

melhor compreensao.

Exemplo 3.9. Exemplo: A representacdo dos conjuntos

2)C2 2
&=y ERT[ 4y =1e

2
g = {(x, y) € R?| (x—5)> + yz — 1}

no R? ajuda a visualizar graficamente que a unido de conjuntos convexos nem sempre é

um conjunto convexo. Conforme podemos observar na Figura 3.3 abaixo.

£ E,
/ E,

Figura 3.3: Unido de conjuntos convexos

Definicao 3.10. (Soma/Subtracdo de Conjuntos Convexos) Sejam Di e D, dois
conjuntos convexos. O conjunto soma/subtragdo destes conjuntos é um conjunto de pontos
da forma

DDy ={x € R"|x=d|£dy, d| € Dy, dy € D,}.

Lema 3.11. Sejam Dy e D, conjuntos convexos de R", entdo D=+ D, é um conjunto

convexo.
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Demonstracao.

Se Dy =@ ou D; =, oresultado € imediato, pois D1+ & =D,V D; € R"™ Por
outro lado, se tivermos D; #0 e Dy #0 e, alémdisso, x,y € D;+D; e A € [0,1].
Teremos, com base na Definicdo 3.10, x =x;+x2 ,com x; € Dy e xp € Dy, e
y=yi+y2,com y; € D e y» € Dj.Consideremos z= (1 —A)x+ Ay, e com isso

€SCrevemos

2 = (I=Mx+hy
= (1=2)(x14+x2) +A(y1 +y2)
= (1—7»))61—}—7\,))1—1—(1—7»))62—1—7@72

Definindo, z; = (1 —A)x;+Ay; € Dy e z2=(1—A)xa+Ay, € D,, obtemos

Z2=21+t2.

Portanto, D1+ D, € um conjunto convexo. O

Definicao 3.12. Seja D um conjunto convexo e o € R um escalar arbitrdrio. A

multiplicacdo de um escalar por um conjunto convexo é definida por
oD={x € R"|x=ay;y € D, o € R}.

Lema 3.13. A multiplicacdo de um conjunto convexo por um escalar também é um

conjunto convexo.

Demonstracao.

Quando D = @, o resultado é 6bvio. Vejamos entdo, o caso de D # (. Consideremos
x,y € D el € [0, 1]. Escrevendo x=0d; e y=o0ud,, sendo que, di, d, € D.Com
isso, temos z = (1 —A)x+Ay e dai,

z = (1=2)(od))+Mods)
= ()C[(l—?u)dl—l—?\.dz]

= od,

onde d € D .Portanto, D € um conjunto convexo. O

mxn

Lema 3.14. Considere D um conjunto convexoe A € R uma matriz arbitrdria. O

conjunto da forma A(D) ={y € R™|y=Ax, x € D} é convexo.
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Demonstracao.
De fato, sejam y; e y2 € A(D),isto é, y; =Ax; e y» =Axy, com x;exy; € D.Com

isso, considerando A € [0, 1], temos:

M1+ (1=A)y, = AMx;+(1—21)Ax,
= Alx;+ (1 —=2A)xg]
= Ax.

Portanto, pela convexidade do conjunto D , temos que A(D) é convexo.

Lema 3.15. Considere D um conjunto convexo e A € R™™ wuma matriz arbitrdria. O
]

conjunto da forma A~'(D) = {x € R™|Ax € D} é convexo.

Demonstracao.
Consideremos, arbitrariamente, dois elementos xj e x, € A~ (D), ou seja, Axj e Axy €
D. Pela convexidade de D, temos que AAx; + (1 —A)Ax, € D. Logo,

AAx; +A(1 —K)xz :A[ Axy + (1 —X)XQ ]

Com isso, podemos concluir que A~!(D) & um conjunto convexo.

Lema 3.16. Toda bola aberta, dada pela Defini¢do 2.26, ou fechada, dada pela Definicdo

2.27, em R ¢ um conjunto convexo.

Demonstracao.

De fato, sejam xj e x, € Bla,r] e A € [0, 1], ouseja, ||x; —al| <r e |xp—a|] <r.

Assim,

[Axr+(1=A)—all = [[Ax1—a)+(1=2)(x2—d)|
< M —all+ (1 =A)[]x2 —all
< M+(1-=Nr=r.

Mostrando, com isso, que Bla,r] é um conjunto convexo. A demonstra¢do para o caso

B(a,r), isto é, de uma bola aberta é andlogo. O

Lema 3.17. O conjunto E ={x € R" | ||x|| =c}, onde ¢ € R, é convexo se, e somente
se, ¢ =0.

Em particular, uma esfera ndo-trivial, isto é, com ¢ >0 é ndo-convexa.
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Demonstracao.
De fato, sejam xjexp € E e A € [0, 1], ouseja, ||xi||=c e |x2 =c. Assim, pela
Defini¢do 3.16 temos que: ||Ax; + (1 —A)x;|| < ¢, com a igualdade acontecendo somente

se ¢ =0.Caso ¢ >0, anio convexidade € imediata. O

Definicao 3.18. Seja A C R". Diz-se que a € A é ponto interior de A se existir algum
r>0 tal que B(a,r) C A. Ao conjunto de todos os pontos interiores do conjunto A

chama-se interior de A e denota-se por int(A).

A seguir mostraremos que o interior de um conjunto convexo, dado na Definicdo 3.18 e o

fecho deste conjunto, dado na Defini¢do 2.33 sdo conjuntos convexos.

Proposicdo 3.19. Seja D C R" wum conjunto convexo. Entdo cl(D) e int(D) sdo

conjuntos convexos.

Demonstracao.

Sejam x € cI(D), y € cl(D), o € [0,1]. Escolhemos sequéncias {x*} C D e
(¥} ¢ D tais que {x**} = x e {)*} =y quando k — co. Pela convexidade de D,
oxX + (1 —a)y* € D paratodo k. Portanto,

o+ (1 — o)y = lim (o + (1 — a)y*) € cl(D),

k—yo0

isto é, cl(D) é convexo.

Sejam x € int(D) e y € int(D). Fixamos € >0 tal que B(x, €) CD e
B(y, €) C D. Seja o € [0, 1]. Para mostrar que ox+ (1 —a)y € int(D), verifi-
camos que B(ox+ (1 —a)y, €) CD.

Seja z € B(ox+ (1 —a)y, €), isto é, existe ¢ € R” tal que
z=ox+(1-a)y+gq,
onde ||¢|| < €. Observamos que
z=ox+q)+(1-0)(y+9g).

Obviamente, x+¢g € B(x, €) CD e y+q € B(y, €) C D. Pela convexidade do conjunto
D, concluimos que z € D. acabamos de mostrar que B(ox+ (1 —a)y, €) C D. Mas isto
significa que ax+ (1—a)y € int(D). O
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Proposicao 3.20. Sejam D; C R", i =1, 2, conjuntos convexos fechados. Se um deles

também é limitado, entdo o conjunto D1+ D, é convexo e fechado.

Demonstracao.
Ja mostramos no Lema 3.11 que D = D1+ D, é convexo. Mostraremos que D ¢ fechado,
supondo que D; seja limitado.

k

Seja {x*} = x quando x — o, x* € D paratodo k. Precisamos verificar

que x € D.Como x* € D, paratodo k existem entio x* € D;, i=1, 2, tais que
xK = xk1 4 ¥52 E claro que a sequéncia {xkvz} € limitada, pois D, ¢é limitado. Como a
sequéncia {x*! 4+ x5} converge, segue que {x!} também é limitada. Portanto, {x*!}
tem um ponto de acumulagdo, digamos x'. Seja {x*"'} — %! quando i — co. Podemos
admitir que {x%>} — %> quando i — oo, escolhendo uma subsequéncia de {k;}, se for

necessério. Como D e D, sio fechados, X' € D; e ¥ € D,. Portanto,

x=limx¥* = limx¥ = lim (@& 4 x42)

= ' +% € D1+D>,

o que mostra que D ¢ fechado. 0
Observamos que para Dy e D> convexos e fechados é possivel que D+ D, nio seja

fechado; conforme podemos perceber no exemplo a seguir.

Exemplo 3.21. Consideremos os dois conjuntos
Di={x e R?|xx=0} e Da={x € R*|x; >0, x> 1/x}

ilustrados na Figura 3.4. Veja que os dois conjuntos D1 e D, assim definidos sdo

convexos e fechados, mas nenhum é limitado.

Para x=x'+x% onde x' € D!, i= 1, 2, tem-se que x; >0 sempre, enquanto Xx
pode assumir um valor qualquer. Temos entdo que D)+ Dy = {x € R? | X2 > 0}, um

semiespago aberto.

Teorema 3.22. Um conjunto D C R" ¢é convexo se, e somente se, para quaisquer p € N,
xXeDeo;€[0,1], i=1,..., p, tais que Y7 o =1, a combinagdo convexa ¥\_, oux'

pertence a D.

Demonstracao.
Se D contém todas as combina¢des convexas de seus pontos, ele contém em particular as
combinacdes convexas de quaisquer dois pontos, isto €, para p = 2. Logo, pela Defini¢do

3.1, D é convexo.
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X2

D, = {x € R%*|x; > 0,x, = 1/x4}

D, = {x € R?|x, = 0} Xy

Figura 3.4: Um exemplo que mostra que a soma de conjuntos
convexos fechados pode ndo ser fechada: D| + D, =
{x € R?|x;>0}.

Suponhamos agora que D seja convexo. A prova € feita por indug¢do em relagdo ao
nimero de pontos p€N e ¥ €D, o; € [0, 1], i=1,..., p taisque Y7 o =1,
definimos x =Y  ox’.

Se p=1,tem-se a; =1 e, portanto, x=x! € D.

Suponhamos que qualquer combinacdo convexa de quaisquer j > 1 pontos de D
pertenca a D, e consideremos o caso de p = j+ 1 pontos.

Se a1 =1,entdo o; =0 paratodo i=1,..., j. Neste caso, x=x/t e D.

Seja ajr; € [0,1). Como 1—aj;1 > 0, podemos escrever

J+1

X = Z OCixi

i=1

J
i +1
= (1-0j1) ), — '+ x
J 122:1 1 —OCj+1 J
= (I—ojn)y -+t (3-1)
onde
oo
y= ZB,‘XI,
i=1
B; = 1_3"]“ >0,i=1,..., j.Como 1 :Z{Ll Qo :Zleoc,-Jroch , segue-se que

iBi = (I—ajr)”! iai

i=1 i=1

= (I—ojn) ' (I—ajpp) = 1,



3.4 Fecho Convexo 40

Portanto, y € uma combinac¢do convexa de j pontos de D. Pela hipétese de indugio,
y € D. Agora, a Equagdo (3-1) mostra que x é uma combinacio convexa de dois pontos
de D, em particular, y e xt1 . Como D é convexo, obtemos que x € D, oque

completa a prova. 0

Teorema 3.23. (Teorema de Carathéodory) Seja x € R" uma combinacdo convexa de
pontos do conjunto D C R". Entdo existem x' € D e o; € Ry, i=1,..., n+ 1, tais
que x = Z?ill o', Z?ill o; = L.

3.4 Fecho Convexo

Definicao 3.24. (Fecho Convexo) Seja D C R". O fecho convexo ou envoltoria convexa
de D, representada como conv(D), é o menor conjunto convexo que contém D. Ou,

equivalentemente, a intersecdo de todos os conjuntos convexos em R" que contém D.

Lema 3.25. Sejam A e B dois conjuntos ndo-vazios de R", temos que
conv(A + B) = conv(A) + conv(B).

Demonstracao.

Vejamos primeiramente que conv(A+ B) C conv(A) + conv(B):

Dado x € conv(A+ B), existem aj, az,..., ax € A, by, by,..., by € B ¢
A >0 com 25:17\'1' =1e Zf-‘zlki(a,-—l—b,-) =X.
Assim,

k k
x=Y Niai+b) = ;kiai +

k
Aib; € conv(A)+ conv(B).
i=1 =1

1=

Reciprocamente, vejamos que pela Defini¢do 3.10, x+y € conv(A+B) ¥V x €

conv(A), y € conv(B):

Existem ay,..., ap € A, by,..., by € B, A,..., A, M1,-.., iy >0 com

k m k m
M=) mi=1,x=) hajey=Y ub;.

= i=1 i=1 i=1

i=1

Assim, considerando a Defini¢do 3.24, temos que:

x+y = <jm1#j) (li Mli) + (li 7»1') (,i“jbj>

= L )L ylatby).

i=1,., k j=1,...,m
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Repare que o membro da direita € uma combinacdo linear convexade a;+b; € A+B,ja
que os coeficientes A;u; sdo ndo negativos e somam 1. Portanto, x+y € conv(A+B)

0 que conclui a demonstracao. [

A Figura 3.5 € um exemplo simplério de um fecho convexo.

conjunto D Fecho convexo de D: conv (D)

Figura 3.5: fecho convexo
Como um outro exemplo, podemos afirmar que o fecho da esfera € a bola, isto €, para
D={x € R"[[lx]| =c},

onde ¢ € R, tem-se
conv(D) = {x € R"|||x]| <c}.

E ainda, como trata-se de uma intersecdo de conjuntos, é claro que conv(D) é um
conjunto convexo para qualquer D C R". Também € 6bvio que se D € convexo, entdo
conv(D) = D.

Para ilustrarmos ainda mais a defini¢do de fecho convexo, considere o conjunto Q C R? ,

no plano Euclidiano, definido por:
Q:={(-1,0)} U{(x;,x2) | x]+ x5 =1, x; > 0}.

O gréfico que representa este conjunto € mostrado na Figura 3.6.

3.5 Ponto Extremo

Definicao 3.26. (Ponto Extremo) Diz-se que 7z € R" ¢é um ponto extremo de D se ndo

existem x,y € D, x#Yy tais que z=0ox+ (1 —a)y paraalgum o € (0, 1), isto é, z
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N
=
iy

Figura3.6: Q:={(—1,0)} U {(x1,%2) | ¥} +x3 =1, x; >0}

ndo pode ser escrito como combinagdo linear convexa de quaisquer dois pontos distintos
de D.

Na figura 3.7, apenas x; € ponto extremo do conjunto representado.

X3

X1

Figura 3.7: Exemplo de ponto extremo de um conjunto

3.6 Hiperplano

Definicao 3.27. Um hiperplano do R" ¢ um conjunto de pontos da forma
H={x € R"|(a, x) =c},

onde a € R" e ¢c € R.

Lema 3.28. Todo hiperplano em R" ¢é um conjunto convexo.
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Demonstracao.
Considere x1, x € H e A € [0,1]. Queremos mostrar que z=Ax;+ (1 —A)x; € H.
Ora,

{(a,z) = {a, Axp+(1—2A)x2)
= {a, M) +{a, (1=A)xz)
= Ma, x1) + (1 =A){a, x2)
= Ac+(l=A)c=c.

Portanto, z € #, ou seja, H € um conjunto convexo. O

Outra forma de representacdo de um hiperplano seria:
H={x € R"|a'x=c},

onde a € R", a#0 éovetornormalde H e ¢ € R.

Observacoes:

e 7 éuma variedade linear: se x, y € #H entdo definindo-se z:=ax+ (1—a)y,
o € R,

a7z = aadx+(1-a)dy
= oac+(l—a)c
= ¢,Vo € R.

Ouseja ax+ (1 —a)y € H paratodo o € R.

e H é atranslacio do subespago
S={x € R"|cTx=0}.
S € o conjunto dos pontos x € R” ortogonais a c.

Portanto, dim(S) =dim(H)=n—1; H é a maior variedade prépria contida no R”.

3.6.1 Hiperplano Suporte e Hiperplano Separador

Definicdo 3.29. H ¢ um hiperplano suporte de um conjunto convexo Q, se Q C H <
ou QCHs e H contém um ponto de Q.

Podemos visualizar um hiperplano suporte mediante a Figura 3.8.
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Figura 3.8: hiperplano suporte

Definicao 3.30. Sejam Q, ' C R" conjuntos quaisquer. Diz-se que
H={x c R"|cTx=k}

é um hiperplano separadorde Q e T se QCH> e T C H-.

Observemos exemplos de hiperplanos separadores na Figura 3.9.

Figura 3.9: hiperplano separador

Dependendo da dimensdo do espago onde estamos trabalhando, um hiperplano
pode ter varias representacdes. O plano Euclidiano, formado pelo conjunto dos pares or-
denados de ntimeros reais, escritos na forma R? = {(x1, x2) | x1, x» € R} érepresentado
geometricamente como no grafico apresentado na Figura 3.10.

No R? aequacdo ajx; + axx» = c,onde aj, ar, c € R, representa uma reta.
Por exemplo, a equacdo 2x; + 5xp; = 10 & representada graficamente pela reta r que

aparece na Figura 3.11.
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X2

(4.2)

Figura 3.10: Representacdo Grdfica do R?.

X2

_(N

S~ 2xy +5x, =10

Figura 3.11: Hiperplano r:2x; + 5x = 10 no RZ.

Uma inequagdo do tipo ajx; + axxy < c¢ € o conjunto dos pontos da reta

aixy + axx, = c, juntamente com os pontos que estdo em um dos lados da reta. Por

exemplo, 2x; 4+ 5x < 10 € o conjunto dos pontos que aparecem sombreados no

grafico da Figura 3.12.

Portanto, no espago de dimensao 2, o hiperplano € representado por uma reta. E

o conjunto dos pontos que satisfazem a desigualdade da forma a;x; + axxy < c¢,ouda

forma ajx; + axxy > ¢, onde pelo menos uma das constantes a; ou ap € diferente de

zero, € o que definimos anteriormente como semi-espago fechado.

Analogamente, o espaco Euclidiano de dimensdo 3, pode ser representado por triplas

ordenadas e escrito como

R = {(x1, x2, x3) | x1, X2, x3 € R}.

No R3 a equacdo aix; + axxy + aszxs

= ¢,onde aj, ar, a3 e c¢ sdo constantes,
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X2

2xy +5x, <10

X1

Figura 3.12: Semi-espaco 2x; + 5x; < 10 no R2,

representa um plano. Por exemplo, a equagdo 3x; — xp + 4x3 = 6 é um plano. O

conjunto dos pontos que satisfazem as desigualdades da forma
aixy + axxp + azxz < c,

e da forma

a1x1 + axxy + azxz > c.

sd0 os semi-espacos fechados do R3.
Podemos generalizar tal ideia a um espago Euclidiano de dimensdo n, escrevendo da
seguinte forma:

R"* = {(xl,xz,...,xn) ’)C17X2,...7xn - ]R}

No R" aequagdo ajx; + axx» +...+ ayx, = ¢, onde aj, az,..., a, € ¢ sdo
constantes, € a representacdo de um Hiperplano. E, da mesma maneira, um semi-espaco

fechado no R" € o conjunto dos pontos que satisfazem uma desigualdade da forma
aixy + ayxo +...+ anx, < c,

ou da forma
aixy + axxy +...+ ayx, > c.

3.7 Semi-espacos

Definicao 3.31. Sejam a € R" e ¢ € R. O subconjunto do R" definido por
He={x € R'|(a, x) <c} ou Hs={x € R"|{a, x) >c} é denominado

semi-espago aberto, enquanto que o subconjunto H< ={x € R"|{a, x) <c} ou



3.7 Semi-espagos 47

Hs={x € R"|(a, x) >c} por semi-espago fechado do R".

Note que a unido destes semi-espacos representa o espaco completo R”. Assim,
um hiperplano separa o espagco R" em duas regides ou semi-espacos. Também € usual,

em determinados momentos, utilizarmos o termo semi-plano para substituir semi-espaco.
Lema 3.32. Qualquer semi-espaco em R" é um conjunto convexo.

Demonstracao.

Consideremos, nesta demonstracio, apenas 0 caso em que 0 semi-espaco € o conjunto
da forma H< ={x € R"| (a, x) < c}, os demais casos sdo andlogos. Ora, sejam
xiexy € H< e b € [0,1],isto é, (a, x;) <c e (a, x2) < c. Entdo:

(a, M1+ (1 =Ax2) = {a, Axp)+ {a, (1—2L)x2)
= 7»(61, x1>—|—(1—7h)<a, )Cz>
< A+ (1=A)c=c.

Assim, concluimos o que queriamos demonstrar. 0

Definicao 3.33. (Conjunto Poliedral) Um conjunto poliedral, ou simplesmente poliedro,
Q C R" ¢é a intersecdo de um niimero finito de semi-espacos fechados. Em outras
palavras, poliedro seria um conjunto solugdo de um niimero finito de igualdades e

desigualdades lineares.
Lema 3.34. Um conjunto poliedral em R" é convexo.

Demonstracao.

Um conjunto poliedral é o conjunto solu¢do de um sistema finito de equacdes e inequa-
coes lineares, isto €, uma interse¢do de semi-espagos e hiperplanos que sdo conjuntos
convexos. Como a interse¢do de conjuntos convexos € um conjunto convexo, temos que

um conjunto poliedral é convexo. 0J

Os conjuntos afins, como por exemplo os subespagos, hiperplanos e retas, assim
como os raios, segmentos de reta e semi-espacos sdo todos exemplos de poliedros. A
Figura 3.13 apresenta exemplos de conjuntos poliedrais.

Como um exemplo de conjunto poliedral, podemos citar o conjunto
Q:={x e R"|(N'x < kj,i=1,2,...,m}

onde ¢! #£0, i =1,2,..., m.
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(a) (b)

Figura 3.13: (a) Poliedro limitado; (b) Poliedro ilimitado

Conjuntos poliedrais sdo fechados e convexos, mas podem ser ilimitados, conforme

podemos verificar no exemplo a seguir. Para A € R"™*" b € R™,

Q:={x € R"|Ax < b}.

3.7.1 Politopo

Definicao 3.35. Seja S C R". Dizemos que um conjunto S ¢ um politopo, quando S é

um poliedro limitado.

Alguns autores utilizam a conveng¢do contrdria, isto €, politopo de forma geral
e poliedro para um politopo limitado. Dessa forma, € comum encontrarmos a definicao
que politopos sdo generalizacdes dos conceitos de poligonos e poliedros, os quais sdo
bem conhecidos e trabalhados na matematica basica. Podemos dizer que politopos sdo
basicamente conhecidos como o termo geral da sequéncia {ponto, segmento, poligono,
poliedro, ... }. Portanto, quando estamos trabalhando no R?, um politopo seria simples-
mente um poligono, enquanto que no R> seria a representacio de um poliedro. E ainda,
podemos facilmente, notar outra propriedade: com dois pontos distintos podemos formar
um segmento de reta, com trés ou mais segmentos de reta € possivel formar um poligono,

com quatro ou mais poligonos podemos formar um poliedro, e assim sucessivamente.

3.8 O Operador de Projecao

Definicao 3.36. Uma projecdo ortogonal do ponto x € R" sobre um conjunto D C R"
é um ponto de D que estd mais proximo de x, onde a distdncia é medida pela norma

euclidiana. Em outras palavras, uma projecdo de x sobre D é uma solucdo global do
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problema
min ||y — x||, (3-2)

sujeitoa y € D.

Conforme veremos no préximo coroldrio, quando D € fechado uma projecdo existe para

qualquer x € R".

Corolario 3.37. Seja D C R" um conjunto fechado ndao-vazio. Entdo a projecdo de x

sobre D existe para todo ponto x € R".

Mostraremos agora que se D € convexo e fechado, entdo a projecdo € Unica.

A Figura 3.14 ilustra o teorema da projecdo a seguir.

Figura 3.14: X ¢ a projecdo de x sobre D; tem-se que para todo
y € D, (x—Xx, y—X) <0 ou, equivalentemente,
x—X € Np(x).

Teorema 3.38. Seja D C R" um conjunto convexo e fechado. Entdo para todo x € R",
a projecdo de x sobre D, denotada por Pp(x), existe e é uinica.

Além disso, X = Pp(x) se, e somente se,
xeD, (x—Xxy—x<0 Vyé€ D, (3-3)

ou, equivalentemente,
X € D, x—X € Np(X). (3-4)

Demonstracao.
Sejam X uma solucdo do problema (3-2) e y € D qualquer. Como X € D e D
é convexo, (1 —o)x+ay=x(a) € D paratodo o € (0, 1]. Temos entdo que
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|lx—X|| < |lx—=x(a)|| e portanto,

0 > [x—x[* =[x —x(o) [
= 2(x—%, x(a) — %) — ||x — x(a)||?

= 20(x—%, y—x%) — o[y x>

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por 2o > 0 e passando o limite quando
o — 04, obtemos
0 > <X—.Y, y—)_C>,

sendo que y € D era arbitrério.

Suponhamos agora que um certo X satisfaca (3-3). Entdo, para todo y € D,

0 > <X—f, y—)_C>

1 —i2 —i2 2
= 5 Ul =X+ fly = X[ = e = ¥1I)
1 -2 2
z S (le=x" = llx=yII%).
Temos entdo que |x —X| < |lx—y| paratodo y € D,istoé, ¥ éuma proje¢do de x
sobre D.
Finalmente, mostramos que a proje¢do € tnica. Seja x alguma outra solucéo de (3-2).

Usando (3-3) para X com y=Xx € D epara x com y=X € D, temos

<x—%,)?—i> < 07
—%FT-3) < 0

Somando, obtemos

x—x|%.

3.9 Teoremas da Separacao

Sejam D; e D, conjuntos ndo-vazios em R" e

H(a,c) = {x € R|{a, x) = ¢}
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um hiperplano, onde a € R"\{0}, ¢ € R.

Definicio 3.39. Dizemos que o hiperplano H(a, ¢) separa os conjuntos Dy e D, se
(a, x') < ¢ < (a,x*) Vx' € D Vx* € D,.

Dizemos que H(a, ¢) separa estritamente Dy e D, quando as desigualdades acima

sdo estritas.

A nocdo de separacdo de conjuntos € muito importante. No sentido geométrico,
separagdo significa que um dos conjuntos fica de um lado do hiperplano H(a, c),
enquanto o outro conjunto fica do outro lado, veja a Figura 3.15.

(a,x)=c—1 (a,x)=c+1
|

(a,x) = c

€

Figura 3.15: Os conjuntos D, e D, sdo separdveis, os conjuntos
C, e Gy sdo estritamente separdveis.

Como pode ser visto com facilidade fazendo-se desenhos geométricos, a possi-
bilidade de separar dois conjuntos dados esta ligada ao fato da intersecdo deles ser vazia
ou ndo, e a convexidade deles, veja as Figuras 3.15 e 3.16.

Mostramos primeiro que um ponto que nao pertence ao fecho de um conjunto convexo

pode ser separado dele estritamente, veja a Figura 3.17.

Lema 3.40. (Lema de Minkowski) Seja D C R" um conjunto convexo ndo-vazio. Se
x & cl(D), entdo existem a € R"\{0} e ¢ € R tais que

(a, x)=c¢, (a,y)>c Yy € D.

Demonstracao.
O conjunto cI(D) é fechado e convexo. Seja X a proje¢do de x sobre cl(D), cuja

existéncia e unicidade sio asseguradas pelo Teorema 3.38.
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Figura 3.16: Os conjuntos D\ e D, ndo sdo separdveis.

X (ay)=c=(ax)

(a,y)>c

X =Pgp®)

Figura 3.17: llustragdo do Lema de Minkowski.
Quando x # cl(D), o ponto x pode ser separado de
D estritamente.

Definimos a =X—x e ¢ = (X —x, x). Pela definicdo, (a, x) =c.Seja y € D. Temos
que
<a7 y>=<f—x, y) > (E—x, .Y), (3-5)

onde a desigualdade vale para todo y € cl(D) (e portanto para todo y € D), pelo
Teorema 3.38. Obtemos que

(F—x,x) = a3+ (x—x )

= ||x—)_c||2—|—c > c,

onde usamos que ||x —X|| > 0 (pela hipétese de que x ¢ c/(D)). Combinando a tdltima
relacdo com (3-5), obtemos o resultado desejado. O

Quando um ponto pertence ao fecho de um conjunto, a separagdo estrita ndo pode ser
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garantida, como se vé no Exemplo 3.41 e na Figura 3.18.

Exemplo 3.41. Consideremos o conjunto
D={x € R?[0#£x>0}U{x eR?|x; <0<x}. (3-6)

Como pode ser visto fazendo um desenho geométrico, D é convexo. Veja a Figura 3.18.

X2

\6\ X

Figura 3.18: Tem-se que 0 € cl(D), onde D ¢é dado por (3-6);
mas o zero ndo é estritamente separdvel de D.

O ponto x=0 & D, mas x € cl(D). Temos {(a, x) =0 para qualquer a € R?,
mas nédo existe nenhum a € R? tal que (a, x) =ajx; +axx; >0 paratodo x € D
(isto fica claro na Figura 3.18, ou pode ser verificado fazendo-se o cdlculo).

Portanto, 0 ndo pode ser separado de D estritamente. No entanto, observamos
que a separacdo (ndo estrita) € possivel: escolhendo a = (0,1) € R? garantimos que

(a, x) =xp >0 paratodo x € D.

Agora mostramos que um ponto na fronteira de um conjunto convexo pode ser
separado dele. Lembramos que x € fr(D) quando toda vizinhanga de x contém tanto

pontos que pertencem a D quanto pontos que nio pertencem a este conjunto.

Lema 3.42. Seja D C R" um conjunto convexo ndo-vazio. Se x € fr(D), entdo existem
a € R"\{0} e ¢ € R tais que

(@ x)=c, {a,9)=c VyeD.

Demonstracao.
Como x € fr(D), podemos escolher uma sequéncia {x*} — x quando k — 0 tal que
xk & cl(D) VY k.
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Pelo Lema 3.40, todo ponto x* pode ser separado de D estritamente, isto é, para todo
k existem af € R™\{0} e ¢ € R tais que

(@, M) =c, (d,y)>c VyeD. (3-7)

Podemos admitir que {a*/||a"||} — a # 0 quando k tende a zero (tomando uma

subsequéncia, se for necessario). Obtemos que
lim cg/[la*] = lim (", ) /|d"]| = {a, x).
k—>°° k—>oo

Definindo ¢ = (a, x), dividindo a segunda relacio em (3-7) por ||a¥| > 0, e passando ao

limite k — 0, obtemos que paratodo y € D tem-se

(a, y) >c,

0 que conclui a prova. 0

O hiperplano H(a, ¢) ={x € R"|(a, ¢) =c}, que separa x € fr(D) de D,
se denomina o hiperplano de apoio do conjunto D no ponto x € fr(D). A Figura 3.19
ilustra o Lema 3.42. Observamos que o conjunto pode admitir mais de um hiperplano de

apoio no mesmo ponto.

(a,y)=c

(a,y)>c

S

Figura 3.19: Separacdo de ponto x do conjunto D quando x
pertence a fronteira de D; hiperplanos de apoio de
D em x € fr(D).

Mostramos a seguir que dois conjuntos convexos sem pontos em comum sao separaveis.
Veja a Figura 3.20.
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(@, x) =y, (@,x) =72

(a, x) = c

Figura 3.20: Separacdo de Dy e D, quando D1ND; = @.

Teorema 3.43. Sejam D; C R* e Dy CR" conjuntos convexos ndo-vazios tais que
Dy N Dy = @. Entdo existem a € R"\ {0} e ¢ € R tais que

(a,x") < ¢ < {a,x*) ¥V x! € D, x* € Ds.

Demonstracao.

O conjunto D = D, — D; é convexo, vejaoLema3.11,e 0 € D porque D1 N D, = @.
Nesta situacdo ha duas possibilidades: ou 0 ¢ cl(D),ou 0 € fr(D). Para separar 0
do conjunto D, no primeiro caso usamos o Lema 3.40 e no segundo caso usamos o Lema

3.42. Concluimos que existe a € R"\ {0} tal que
(a, x) >0 Vx € D,
isto é, (a, xz—x1> > 0 paratodos x> € D», x' € Dy.Ou ainda,
(a, ¥*) > (a, x') Vx> € Dy, Vx' € Dy.

Em particular, a funcdo (a, -) é limitada inferiormente em D, e limitada superiormente

em Djp. Ainda, da relacdo acima obtemos que

Y= inf (a, ) > sup (a x') = .
X2 e D, xl e D,

Definindo ¢ = (Y1 + Y2)/2,temosque ¥, > ¢ > V| e

vxl € Dy, <a7 X1> < sup <(1, X1> =N
xl € Dy

IA
o
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2 2 . 2y _
Vx° € Dy, (a,x*) > inf (a,x") =y > c,
x2 €D,
0 que completa a prova do resultado anunciado. [



CAPiTULO 4

Funcoes Convexas

4.1 Caracterizacao da Funcao Convexa

As Fungdes convexas sao de grande importancia em diversas dreas como a Ter-
modindmica, a Mecanica Estatistica, a Teoria das Probabilidades, Equa¢des Diferenciais,
no Célculo Variacional e em diversos outros contextos. Este tipo de funcdo € também
utilizado para se demonstrar algumas desigualdades, como por exemplo a desigualdade
de Young. Neste capitulo apresentaremos suas definicdes no espaco R’ e enunciare-
mos algumas de suas propriedades bésicas. A revisao apresentada neste capitulo baseia-se

principalmente nas referéncias [4, 6]

Definicao 4.1. Uma funcdo f:D — R definida sobre um conjunto convexo D C R" se

diz convexa se

FOxi+(1=M)x2) < Af(x1) +(1=21)f(x2),
Vxi,x € D, YA € [0, 1]

Quando a desigualdade se verifica no sentido estrito, entdo dizemos que a fungdo é

estritamente convexa, isto €, f € estritamente convexa em D , se

fr +(1=A)xz) < Af(xr) + (1 =2A)f(x2),

Vxi,x € D, VA € (0, 1).

Definicao 4.2. Se D C R" é um conjunto convexo, dizemos que f:D — R é uma funcdo

concava em D quando a fungdo (—f) é convexa em D.

Lema 4.3. A funcdo quadrdtica f:R — R, f(x)=ax*>+bx+c, com b,c € R e

a € R’ éuma fungdo estritamente convexa.

Demonstracao.

Provemos inicialmente que, se x; Zx; e 0 <A < 1, entdo

ot + (1= M)x)® < Ao + (1 -A)x. (4-1)
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Neste caso, temos que

Axt + (1= A5 — Ay + (1= A)xp)
Axd 4+ (1 =M — 2203 —20(1 — D)xpxp — (1 — A)%x5
(A —2A2)xF —20(1 = M)xixa + (A —A2)x3

<
<
<
< AM1=2)(x; —x)>

o O O O

E agora, facamos

FIAxr 4+ (1= A)xa) afhxy + (1 —A)x2)? 4+ b[xy 4+ (1 = A)xo] +¢
< a4+ (1= N)x3] +bhxy + (1 —Axa] +¢
Aaxt + Abxy +Ac+ (1 —A)x3 + (1 = A)bxa + (1 —A)c

Af(xr) + (1 =2)f(x2).

Portanto, f & estritamente convexa. 0
Além disso, quando f € uma fun¢@o convexa no conjunto convexo e ndo vazio D, temos
que (—f) é uma funcgdo concavaem D .

A funcdo f diz-se fortemente convexa com mdédulo <y > 0, quando para quaisquer
x1 €A, x, € Be A€ [0, 1], tem-se

FOot+(1=A)x2) < Af(a) + (1 =) f (x2) = VA1 = M) |xr —xa .

y
f(xq) \ M
M) + (1= Df(xz) ¢
flAxy + (1= 2)xz) P
N
f(xz)
o *1 Ax; + (1= Dx, X2 x

Figura 4.1: Grdfico de uma Funcdo Convexa

X—X]

Utilizando as informacdes da Figura 4.1, temos que x; <x < x; e fazendo y = o

constatamos que 0 < u <1, x=x;+ (x—x7),
Dai,
x1+u(xo—x1) = (1 —p)x +pxo,
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e ainda, chamando A = 1 — u, temos,
x=Mj+ux, A>0, u>0 e At+u=1.
Repare que os pontos P e Q da Figura 4.1 possuem coordenadas

P= (A1 +uxo, f(Ax1+ux2)) e Q= (hxyp+uxz, Af(x1) +uf(x2)).

Com isso, dizemos que a funcdo f é convexa quando o ponto Q estd sempre acima do

ponto P. E assim,

Vxi,x € A VA, u>0comA+u=1,

chegamos a desigualdade esperada
S +(1=2)x2) < Af(xr) + (1 =A)f(x2).

Podemos também, interpretar geometricamente, a defini¢do de funcdo convexa
como uma funcdo tal que, se zj, z2 € R" s@o quaisquer dois pontos que estio sobre o
grifico de f, entdo os pontos do segmento de reta que une z; € z estdo sobre ou acima
do grifico de f, e ainda, a curva deve sempre estar sobre ou acima de qualquer de suas
tangentes. As funcdes convexas e concavas sdo unimodais, isto €, fun¢des com um tnico

ponto de mdximo ou minimo, tais que o extremo local é o extremo global.

A fungio f:R — R, f(x)=x?, é um exemplo de fungio fortemente convexa.
Repare que f”(x) =2 >0 e toda reta tangente a f(x) é um suporte para a fungdo,
pois f(x) fica sempre acima da tangente. Particularmente, podemos verificar isso no
ponto (0, 0) enareta y= 0. Este fato ocorre com toda fung¢do estritamente convexa. A
funcdo f:R — R, f(x)= ¢, é estritamente convexa, mas ndo é fortemente convexa. Ja
afuncio f:R — R, f(x) = x, é convexa, contudo nio é estritamente convexa. E de facil
entendimento que uma fungdo fortemente convexa € estritamente convexa, € uma funcdo

estritamente convexa € convexa.

Nota Historica: A nocdo de fungdo convexa foi introduzida por Johan Ludwig William
Valdemar Jensen (1859-1925), utilizando a desigualdade (4-2) conhecida como Desigual-
dade do Ponto Médio. Vejamos:

Seja f:D — R uma funcio convexa em um conjunto D, tal que f(x) = ax’+bx+c
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com a € R} e b, ¢ € R, entdo vale a desigualdade:

. 4-2)

P (x1 -;xz> < f(x1) -;f(xz)

Demonstracao.

.. - 2 2+ 2 .
Provemos inicialmente que, se x| # x; entdo (*52)7 < "2 Assim, segue que

x%+x%_ X1 + x 2 B x%—2x1x2—|—x%
2 2 a 4

x| — X2 2
_ ( . )>o,

onde x| # x3.

Agora, se x; #xp e a > 0, temos:

2
X1 + X2 _ X1 + x X1 + x2
A(5) = (M) () e
2 2
- a(%)w(%)ﬂ

ax%—l—bx1+c—|—ax%—|—bx2+c
2

fx1) + f(x2)

—

O

O Lema 4.4 seguinte é uma caracterizacao de funcdes convexas que deu origem a esta

teoria e utiliza como hipétese a desigualdade (4-2).

Lema 4.4. Seja f:D — R tal que

f(XI - XQ) o fo) + fx)

2

para todo x1, xp € D. Entdo, vale

Y

f(xl + X2 +...+xn) < Jxr) + flxa) +... 4 flxn)

n n
para todo n € N e paratodo xi, x3,..., x, € D.

A prova é feita por inducdo sobre n, ver Defini¢cdo 2.42, e fica a cargo do leitor.
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Agora apresentaremos alguns critérios que podem ser usados para reconhecermos a que

classe uma func¢do dada pertence.

Definicao 4.5. Define-se o epigrafo de uma funcdo f:D — R como
Er={(x,c) € DxR]| f(x) < c}.

A relagdo entre convexidade de conjuntos e de func¢des € dada mais adiante pelo Teorema

4.7. E pode ser melhor compreendida na Figura 4.2.

f f
Ey L2
f nao é convexa f é convexa
D D

Figura 4.2: Convexidade da funcdo [ <= convexidade do epi-
grafo de f.

O seguinte teorema fornece uma primeira condi¢do necesséria e suficiente de convexi-
dade:

Teorema 4.6. A condicdo necessdria e suficiente para que a fung¢do f(x) seja convexa
no conjunto D CR" ¢é que, quaisquer que sejam a, b € D, a fungdo real de varidvel
real g(A) = f[ha+ (1 —A)b] seja convexa no intervalo [0, 1].

Demonstracao.

A condig@o é necessdria. Admitindo f(x) convexa no conjunto convexo D,
considere-se a fun¢do g(A) = f[Aa+ (1 —A)b]. Dados os nimeros reais A, u € [0, 1],
esejam oo > 0 e B > O taisque o + B = 1. Tem-se entdo,

glad + Bu) = fl(aA+Pu)-a+(1—ar—Pu) b] =
= fl(ad+PBu)-a+ (o+ P — ok —Pu)-b] =
= fla-(Aa+b—Ab)+B- (ua+b—ub)] =
= flo-[ha+ (1 =A)b]+PB-[ua+ (1 —p)b]},
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e como o conjunto D € convexo temos,
a, b € Dentdio ha+ (1—A)b € D e ya+(1—u)b € D,

Conclui-se, pela convexidade de f(x) que:

g(oh + Bu) < o flha-+ (1= A)b]+B- flua-+ (1]

= o-g(A)+B-gw),

provando assim, a convexidade da fun¢do g(A) no intervalo [0, 1]. Agora, verifiquemos

z

que a condigdo ¢é suficiente. Para todo a, b € D, afungdo g(A) = f[ha+ (1 —A)b] ¢
convexa no intervalo [0, 1], tem-se,com A > 0, u >0 e A + u=1,
fha + pb) = flha+(1-M)b] =g(A) = g(A-1+u-0) <
< A-g(1)+u-g(0) =Af(a)+uf(b).

Ficando, com isso, provado que f(x) é convexa no conjunto D.

Teorema 4.7. Seja D C R" um conjunto convexo. Uma fungcdo f:D — R ¢é convexa

em D se, e somente se, o epigrafo de f ¢é um conjunto convexo em R" x R.

Demonstracao.

Primeiramente vamos supor que Ey seja um conjunto convexo. Sejam x € D e y € D
quaisquer. Obviamente, (x, f(x)) € Ef e (y, f(y)) € E; pela propria defini¢do. Como
E; éconvexo Vo € [0, 1], temos que

(ax+ (1 —a)y, of (x) + (1 =) f(y)) = alx, f(x))+(1-a)(y, f(y) € Ef.

Novamente, utilizando a defini¢ao de epigrafo, podemos dizer que

flox+ (1—a)y) < of(x)+(1—o)f(y),

ou seja, f € uma fungdo convexa.
Agora, vamos supor que f seja convexa. Sejam (x, c1) € Er e (y, ¢2) € Ey. Sabemos
que f(x) < c¢; e f(y) < ¢, logo pela convexidade de f e paratodo o € [0, 1],

temos que

flox+(1—a)y) < of(x)+(1—a)f(y)
oc) + (1 —a)cy,

A
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o que € equivalente a

a(x, c1)+(1-)(y, c2) = (o, acy)+((1-a)y, (1—-a)ca)
= (ox+(1-a)y, aci+(1—a)cz) € Ey.

De acordo com o Teorema 4.7, concluimos que funcdes convexas sdo fungdes cujos

epigrafos sdo conjuntos convexos. 0

Se invertermos o sentido das desigualdades na argumentacdo precedente, o teorema fica

provado para o caso da concavidade.

4.2 Propriedades das Func¢oes Convexas

Pelo Teorema que se segue, mostraremos que a soma de multiplos ndo-negativos de um

nimero finito de fungdes convexas é uma fungdo convexa.

Teorema 4.8. (Convexidade da soma de fungdes convexas) Sejam D C R" um conjunto
convexoe fi:D—R, i =1, ..., p, funcdes convexas em D. Entdo para quaisquer

€ Ry, i =1,..., p afuncdo

p
fiD=R, f(x)=) wifix)
i=1

é convexa em D.

Demonstracao.
Para x € D, y € D e A € [0, 1] quaisquer, temos que:

FOxt(1-2)y) = Yaufihe+ (1-2)y)
=1

1

IN

iw(xﬁw (=00

=AY fi )+ (-0 Y wfi)
i=1 i=1

M)+ (1= D)),

onde a desigualdade segue da convexidade de f; edofatodeque ¢; >0,i =1, ..., p.[J

A seguir mostramos que o supremo de fun¢des convexas também € uma fungdo
convexa. A demonstragdo € baseada no fato de que o epigrafo do supremo € a intersec¢ao

dos epigrafos das fungdes que definem o supremo. Veja a Figura 4.3.
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f1 f2

Figura4.3: O epigrafo de supremo de funcoes conve-
xas ¢é um conjunto convexo (no desenho,
f(x) = max{fi(x), fa(x)}). Portanto, o supremo
de fungoes convexas é uma fungdo convexa.

Proposicao 4.9. (Convexidade do Supremo de Fungoes Convexas) Sejam D C R* um
conjunto convexo e fi:D —R, 1 < i < p, fungcbes convexas em D. Suponhamos que
exista B € R tal que fi(x) <P paratodo x € D e 1 < i < p. Entdo a fungdo

f:D—=R, fx)= sup fi(x)

1<i<p
¢ convexa em D.

Demonstracao.

Seja ¢ € R arbitrdrio. Tem-se que

Er = {(x,c) € DxR]| f(x)<c}

= {(x,c) € DxR|fi(x)<c, 1< i <p}
= ) {(x¢) € DxR|fi(x) <c}

I<i<p

= ) Es.

I<i<p

Pela convexidade de f;, os epigrafosde Ey, 1 < i < p, sdo convexos, ver o Teorema
4.7. Logo, a intersecao deles € um conjunto convexo, ver o Teorema 3.8. Usando de novo

0 Teorema 4.7, a convexidade de Ey implica a convexidade de f. 0

Observemos que no resultado acima a condi¢do de que as fungdes que definem

o supremo sejam uniformemente limitadas (superiormente) € necessdria somente para
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garantir que f tenha valores finitos no conjunto D.

Outra forma de obter uma fung@o convexa € a seguinte.

Proposicao 4.10. Sejam g :R" — R wuma funcdo convexa, h:R — R wuma funcdo

convexa e ndo-decrescente. Entdo, a fungdo

[ R"=R, f(x) =hog=h(g(x))
é convexa.

Demonstracao.

Considerando a convexidade de g e x € R", y € R", a € [0, 1], temos que

glox+ (I—a)y) < agx)+(1—a)g(y).

Considerando também a defini¢do de f, podemos escrever

flox+(1—a)y) = h(glox+(1-a)y))

h(ag(x) + (1 - a)g(y))

ah(g(x)) + (1= a)h(g(y))
)

of () + (1 = ) f ().

IN A

IN

A primeira desigualdade se justifica pelo fato de 4 ser ndo-decrescente, e a segunda por
h ser uma funcao convexa.
Portanto, a funcdo f =hog € convexa. O
Para esclarecer o Teorema 4.10, podemos considerar a funcdo g:R — R, g(x) =¢*
convexa e a fun¢do h:R — R, h(x) = —x também convexa, contudo decrescente.
Repare que a fun¢do composta f: R — R, f(x) = h(g(x)), definida por f(x) = —e*, é
concava.

A seguir daremos uma defini¢do importante que nos permite eliminar a hipdtese
de que o conjunto vidvel seja compacto, pois contribui para resultados de existéncia de

solucdo ao custo de fortalecimento das hipdteses sobre fungao objetivo.

Definicao 4.11. (Conjunto de Nivel de Fungoes Convexas) Seja D C R" um conjunto

convexo e seja f:D — R uma fungcdo convexa em D. O conjunto de pontos da forma

Ly p(e)={x € D| f(x) < ¢}

é denominado conjunto de nivel da func¢do convexa f. Veja a Figura 4.4.
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Lgr(c)

Figura 4.4: Conjuntos de nivel de uma funcdo convexa sdo conve-
xos

Teorema 4.12. O conjunto de nivel de uma funcdo convexa é convexo.

Demonstracao.

Considere uma funcdo f convexa no conjunto D também convexo. Seja ¢ € R.

Se Ly p =@, ndo ha o que provar, pois @ € um conjunto convexo trivial.

Caso contrdrio, considere x € Ly p(c) e y € Ly p(c),edai, x € D, f(x) < c e
y € D, f(y) < ¢.Como D é convexo, temos que ax—+ (1 —a)y € D.

Pela convexidade de f em D, temos

floo+(I-a)y) < af(x)+(1-a)f()
< oac+(l—a)c=c.
Portanto, (ox+ (1 —a)y) € Ly p(c) e assim fica demonstrado que Ly p(c) € um

conjunto convexo. U

Dada a defini¢ao de conjunto de nivel de uma fun¢do, podemos concluir que a convexi-
dade de todos esses conjuntos ndo garante a convexidade da funcdo. Um bom exemplo
seria a fungdo f:R — R, f(x) = X, que obviamente ndo € convexa, mas possui O

conjunto de nivel convexo.

A constatacdo acima abre espago para uma outra defini¢do. Um tipo de fung¢do
que aparece muito em problemas de otimizacao. Poderiamos dizer que s@o mais comuns

que as fung¢des convexas, sdo as quase-convexas.

Definicao 4.13. Seja D C R um conjunto convexo. Dizemos que f:D — R ¢é quase-

convexa em D quando os conjuntos de nivel Ly p(c) sdo convexos paratodo ¢ € R.
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A fungio f:R — R, f(x) = x° e também a funcio cujo gréfico aparece
representado na Figura 4.5 sdo bons exemplos de fungdes quase-convexas. Observe que

nenhuma destas duas func¢des € convexa.

Ligr(€)

Figura 4.5: Um exemplo de funcdo quase-convexa.

Corolario 4.14. Seja Q C R" um conjunto convexo. Sejam g :R" — R™ uma funcdo
convexa e h:R" — Rl uma funcdo afim. Entéo, o conjunto

D={x € Q|h(x) =0, g(x) < 0}

é convexo.

Demonstracao.

Como ¢é facil de observar, tem-se que
D=D; N D, N D3,

onde
l

l
D= \{x € Q|hi(x) <0} =Ly, (0),
i=1 i=1

l l
Dy=({x € Q| —hi(x) <0} =)L, o(0),

i=1 i=1

Dy =({x € Q|g;(x) <0} =) Lg;, 2(0).
j=1 j=1

Lembremos que quando h € afim, h e —h sdo convexas. Portanto, pelo
Teorema 4.12, todos os conjuntos de nivel acima sdo convexos e, pelo Lema 3.8, a

intersecdo deles também € um conjunto convexo. 0
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Na sequéncia serdo enunciados alguns outros teoremas importantes, sem a preocupacao

de demonstrarmos. O leitor interessado pode recorrer as referéncias [1, 4, 5, 10, 13, 14].

Definicao 4.15. Uma funcdo f:R" — R ¢ dita localmente Lipschitz-continua com

constante L >0 em x € R" se existe um niimero positivo r tal que

f)—f@)] < Llly—4,

paratodo y, z € B(x,r).

Comumente utiliza-se a denominagdo de localmente Lipschitz.
Se f:R" — R éuma funcio convexaem x € R”" entdo f € localmente Lipschitz em

X.

Teorema 4.16. (Continuidade de fungées convexas) Sejam D C R" um conjunto convexo
eabertoe f:D — R uma funcdo convexa em D.

Entdo f é localmente Lipschitz-continua em D. Em particular, f é continua em D.

Demonstracao.
Seja ¥ € D qualquer. Como D ¢ aberto, existe 6 > 0 (que depende de X) tal que
U C D, onde

U={xeR"| -0<xi—x<98,i=1,..., n}.

Seja V' o conjunto de vértices de U : V é composto por 2" pontose U = conv(V).
Definamos [ = maxyey f(x), que existe porque V tem um nimero finito de pontos.
Pela convexidade de f, o conjunto de nivel L;p(B) € convexo (Teorema 4.8). Como

V C Ly p(B), segue-se que

U = conv(V) C conv(Lsp(B)) =Lsp(B)-

Seja x € U tal que 0 < ||x —X|| < &. Definindo

g S(x—_)_c) _ (x—X)
[l o

)

€ (0,1),

é facil ver que x+d € U (porque ||d|| = d). E ainda, podemos visualizar melhor com o

auxilio da Figura 4.6,

x=x+od=0o(x+d)+ (1 —o)x,
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28

Figura 4.6: llustracdo de prova do Teorema 4.16.

e pela convexidade de f,

fx) < of(@+d)+(1-a)f(x)
< afp+(1-a)f(x),

porque X+d € U C Ly p(B). De modo similar,
Xx=x—od=x+a(x—d)—ox,

0 que implica em

X= 1+ax+1+a(x—d),
e pela convexidade de f,
@) < e ) o f(E-d)
- 1+ I+o
. f)+ap

Y

1+

porque X—d € U C Ly p(B). Usando a tltima desigualdade, obtemos que

IA
=
N
|
=
Na)

—a(B—-s()

IN
2
=
|
=
)
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onde a segunda desigualdade se justifica por f(x) < of+ (1 —a)f(x). Portanto,

=@ < oB—f)
= PSD) g

o

- LHX—)_C”,

onde L= (B—f(x))/d depende de X e da escolha de J, mas ndo depende de
xe{xeR"|0< |x—X|| <d}. O

Em particular, se f: D — R € convexa no conjunto convexo D C R”", entdo f ¢
continua no interior de D. E ficil ver que uma funcdo convexa pode ndo ser continua na

fronteira de um conjunto fechado. Neste caso, ela ndo esta definida em todo o espaco.

Para ilustrar o que foi enunciado no Teorema 4.16. Consideremos como exemplo, a func¢do
f:D—R,

onde D={x € R|x > —2}. Repare que f & convexa em D, e também que seu

epigrafo é convexo, contudo f ndo é continua no ponto x = —2. Veja a Figura 4.7.

Figura 4.7: A fungdo f é convexaem D ={x € R |x > —2}, mas
ndo é continua no ponto x = —2 da fronteira de D.

Se f:D — R € convexa no conjunto convexo D C R”, entdo f ¢é continua no interior

de D . A funcdo do exemplo acima nao estd definida em todo o espago.

O resultado do Teorema 4.17 a seguir garante a eficicia e a eficiéncia na forma

de se resolver um problema de minimizagao convexo, isto €, onde D C R” é um conjunto
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convexoe f:D — R € uma fun¢do convexa no conjunto D.

Teorema 4.17. (Teorema da minimizagdo convexa) Sejam D C R" um conjunto convexo
e f:D— R uma funcdo convexa em D. Entdo todo minimizador local é minimizador
global. Além disso, o conjunto de minimizadores é convexo. Se f ¢ estritamente convexa,

ndo pode haver mais de um minimizador.

Demonstracao.

Suponhamos que ¥ € D seja um minimizador local que ndo € global. Entdo existe
y € D,talque f(y) < f(x).

Como D é convexo, temos que z=0y+ (1 —a)%, z € D e o € [0, 1]. E ainda, como

f € convexa, temos que

f(z)

A\
R
<
=

< f

Se considerarmos o > 0 suficientemente pequeno, podemos afirmar que z € arbitraria-
mente préximo a X, e como f(z) < f(X) e z € D, temos uma contradi¢do na hipStese
de X ser minimizador local que ndo seja global. Portanto, toda solug@o local deve ser
global. 0

Agora, vamos comprovar a unicidade de minimizadores globais. Consideremos
S C D o conjunto dos minimizadores globais e v € R o valor 6timo (minimo) do
problema, isto é, f(x) = v para qualquer x € S.

Paratodo x, X € S e o € [0, 1] e pela convexidade de f, temos

flox+(1-o)x) < af(x)+(1—0)f(x)

o0 que mostra que S é convexo, pois f(ox+ (1 —a)x) = V.
Suponhamos agora que f seja estritamente convexa e que existam x, x € §
com x#Xx e x € (0, 1).Como x e X sdo minimizadores globaise ox+ (1 —o)x € D,

por D ser convexo, temos

flox+(1-a)x) > f(x) = f(X) ="



4.2 Propriedades das Funcdes Convexas 72

Mas, pela convexidade estrita,

flow+(1-0)x) < af(x)+(1-a)f(x)

0 que ¢ uma contradi¢do. Portanto, o minimizador é tnico. O Teorema 4.18 a seguir,
afirma que a composi¢do de funcdes convexas, pode ser convexa, desde que uma delas
seja ndo-decrescente.

Quando a funcdo objetivo de um problema de otimizacdo for uma funcgao
fortemente convexa num conjunto fechado e ndo-vazio, entdo ele terd solucdo, que serd
unica quando o conjunto for convexo. O resultado a seguir € de grande importancia em

computacgao.

Teorema 4.18. (Compactidade de conjunto de nivel de uma fungdo fortemente convexa)
Suponhamos que a funcdo f:R" — R seja fortemente convexa no R" . Entdo o conjunto

de nivel
Ly w(c) = fx € R"| f(x) < ¢}

é compacto para todo ¢ € R.

Demonstracao.
Pelos Teoremas 4.12 e 4.16, o conjunto Ly rn(c) € convexo e fechado. Suponhamos
que Ly re(c) seja ilimitado. Neste caso, existe uma direcdo de recessao [10] d €
RL; pn(e) \ {0}, isto &, a semirreta {x+1d

t € Ry} pertencea Ly gre(c).
Seja y> 0 o mddulo de convexidade forte de f. Fixemos ¢ > 0. Para todo g > ¢, obtemos

que
Flrttd) = f ((;) (x+qd) + (1 —f]>x
< (&) reeran (1-2) re—v(L) (1= ) beraa -2
< (Der (=D e=r (L) (1 L) et
— c—ylg—n)d)?

Como f(x+td) € um nimero fixo e
c—t(g—1)||d||* = —oo quando g — oo,

temos uma contradicdo. Concluimos que Ly gn(c) € ilimitado. 0
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Lema 4.19. Seja f:R" — R wuma funcdo fortemente convexa e D C R", D # @, um
conjunto fechado qualquer. Entdo f tem um minimizador em D. Se D é convexo, o
minimizador é tinico.

Demonstracao.

Suponhamos que existe ¢ € R tal que o conjunto de nivel Ly p(c) seja ndo vazio e

compacto. Pelo Teorema de Weiertrass, o problema
minf(x) sujeitoa x€ Lyf p(c)

tem solucdo global, digamos X. Logo, para todo x € D\ Lf p(c), temos que
f(x) > ¢ > f(X), o que mostra que X ¢ um minimizador global de f ndo s6 em Ly p(c),
mas também em D. Considerando também o Teorema 4.18, concluimos que para D ndo
vazio fechado qualquer, f tem um minimizador em D e pelo Teorema 4.17, ele deve ser

dnico. O

4.3 Funcoes Convexas Diferenciaveis

Estudaremos nesta secdo a caracterizacdo de fungdes convexas diferencidveis.
Temos que quando uma funcio é diferencidvel, a convexidade admite vérias caracteriza-

¢des que sdo muito Uteis para determinar se uma fungdo € convexa ou néo.

Teorema 4.20. (Caracterizagdo de fungoes convexas diferencidveis) Sejam D C R" um
conjunto convexo e aberto e f:D — R uma fungdo diferencidavel em D. Entdo as

propriedades seguintes sdo equivalentes:
(1) A funcdo f é convexa em D.

(2) Paratodo x € D etodo y € D,
) = f)+(f(x), y—x).
(3) Paratodo x € D etodo y€ D,
(f') = f(x),y—x) = 0.

Quando f ¢ duas vezes diferencidvel em D, as propriedades acima também sdo

equivalentes a

(4) A matriz Hessiana de [ ¢é semidefinida positiva em todo ponto de D:

(f"(x)d,d)>0 Yx e DNde R"
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Demonstracao.
Mostraremos primeiro que (1) = (2) = (3).
Seja f convexa.Para x € D, y € D e o € (0, 1] quaisquer. Definindo d =y —x,

temos que
fx+oad) = floy+(1—-a)x)
< af(y)+(1—-a)f(x)
< of(y) —af(x) + f(x),
donde

a(f(y)—f(x) = flx+od)— f(x).

Agora, dividindo ambos os lados da desigualdade acima por o > 0, e passando o limite

quando o — 04, obtemos

)= f() > lim LEF =S

a—04 o

= (f(x), d)
= (f(x),y—x).

Trocando agora o papel de x e y no item (2), temos

F@) > f)+ (' (y),x—y).

Somando esta desigualdade com a de (2), imediatamente obtemos (3).
Mostraremos agora que (3) = (2) = (1). Sejam x € De y € D. Pelo Teorema do Valor
Médio, existe o€ (0,1) tal que

fO) = fx) = (f(x+a(y—x)),y—x).
Usando (3) para os pontos (x+ a(y —x)) e x, obtemos

1

Tt oy —x)),a(y —x))
(), oy —x))
(f'(x),y—x).

(f'(x+a(y—x)),y—x) o
o

v

Com isso temos (2).

Definindo novamente d =y — x, temos

f@x) = flrt+od) - olf'(x+ad), d),
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f) = flr+ad) = (1-o)(f'(x+od), d),

onde usamos o item (2) para os pontos x e x+od; y e x+ ad, respectivamente.
Multiplicando a primeira desigualdade por 1 —a > 0 e a segunda por o > 0, e

somando, obtemos

> (1-a)(f(x+od)—olf (x+od), d))
+ o(f(x+od)— (1 —a){f' (x+ad), d))
= f(x+od)

= f((1-o)x+ay),

(1 =) f(x) +f(y)

0 que mostra que f & convexa.

Suponhamos agora que f seja duas vezes diferencidvel em D. E suficiente

mostrar que (2) < (4).

Fixemos x € D e d € R" quaisquer. Como D ¢é aberto, x+ad € D para
todo o > 0 suficiente pequeno. Por (2),

fx+ad) = f(x) > a(f'(x),d).
Usando ainda a diferenciabilidade de f,

0 < flx+od)—flx)—a(f(x),d)

2
= T 0d.d)+aled)

Dividindo por o > 0 e tomando o limite quando o — 0+, obtemos (4).

Sejam x € De y € D quaisquer. Pelo Teorema do Valor Médio, existe

o € (0,1) tal que

1) =) = )y = 5+ aly =) ),3 =) 20,

onde a desigualdade segue de (4). Portanto, (4) = (2). ]
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fE)+(f'(x),y —x)

Figura 4.8: llustracdo do Teorema 4.20(2).Para todo y, tem-se que

f) > f(x)+ (f'(x), y—x), onde x é fixo, porém
arbitrdrio.

O item (2) do Teorema 4.20 diz que, em todo ponto, a aproximacao de primeira
ordem de uma funcao convexa sempre estd abaixo do grafico da fungdo. Veja a Figura 4.8.

Enquanto que o item (3) diz que o gradiente de uma fun¢@o convexa é moné6tono.



CAPITULO 5

Consideracoes Finais e Perspectivas

A andlise convexa constitui um pré-requisito basico ao estudante que deseja
entender questdes relacionas a pesquisa operacional e otimizag¢do. O arcabougo teérico
indispensavel na resolucdo de problemas relacionados a Otimizagdo encontra-se no
bojo dos conjuntos e fungdes convexas. Mediante o estudo de algumas defini¢des e
a demonstracdo de alguns teoremas cria-se um ambiente seguro, onde o pesquisador
responsavel por modelar os problemas pode caminhar sem temor em estar utilizando um
procedimento incorreto. E importante mencionar que desde o advento dos computadores,
o apelo a pesquisa operacional vem crescendo de forma sistemética e, sincronicamente,
percebe-se a necessidade de se obter cada vez mais conhecimento sobre Andlise Convexa.

Nesse sentido, embora haja muitas aplicacdes relacionando os Conjuntos € as
Func¢des Convexas, percebe-se que os professores de matematica da educagdo basica nao
possuem um conhecimento aprofundado sobre esses temas. Assim sendo, esperamos que
este material cumpra uma fun¢do didatica, no sentido que todos aqueles que desejam
iniciar seus estudos em Andlise Convexa, o utilizem com eficdcia. Como o leitor pode
perceber, os principais teoremas, lemas e coroldrios sobre conjuntos e fungdes convexas
foram demonstrados e as principais definicOes foram estabelecidas. E ainda, afim de
tornar o texto autocontido, colocamos no Capitulo 2 os pré-requisitos fundamentais que
o leitor necessita. Dessa forma, acreditamos que o texto tenha se tornado inteligivel,
principalmente aos iniciantes nestes temas.

Por fim, ha alguns aspectos interessantes relacionados a Andlise Convexa
que ainda podem ser estudados, tais como: fung¢des convexas diferencidveis e nao-
diferencidveis; problemas de otimizagcdo. Além disso, materiais didéticos voltados a um

publico mais amplo que envolva tais temas também merecem ser desenvolvidos.
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