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RESUMO

BORGES, T. B.A metodologia de Resolug¢ao de Problemas no Ensino de Matrizes no
Ensino Médio. 2018. f. Dissertagao (Mestrado em Mestrado Profissional em
Matemadtica em rede nacional - PROFMAT) — Instituto de Matemadtica e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

Neste trabalho a metodologia de Resolucao de Problema é utilizada como ferra-
menta para a introducao do conceito de matrizes no ensino médio. Uma experiéncia foi
realizada em cinco turmas do 3° ano do Ensino Médio de Escola tradicional do Rio de
Janeiro. O contetdo foi apresentado de forma contextualizada envolvendo temas do coti-
diano dos alunos. Em trés turmas os problemas foram lancados primeiramente antes da
apresentacao formal dos contetudos, enquanto que nas outras duas turmas os problemas
foram explorados apds a apresentacao formal de Matrizes. Isto é, esse trabalho apresenta
dois aspectos que precisam ser destacados: em partes das turmas o ensino de matrizes foi
desenvolvido para a resolucao de problemas; ja nas turmas restantes, o ensino de matrizes
foi realizado através da resolugao de problemas. Resultados qualitativos sao apresentados
e discutidos.

Palavras-chave: Resolugao de problemas. Matrizes. Multiplicacao.



ABSTRACT

BORGES, T. B.The teaching os matrices through the problems resolution. 2018. f.
Dissertagao (Mestrado em Mestrado Profissional em Matematica em rede nacional -
PROFMAT) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

In this work the Problem Solving methodology is used as a tool for the introduction of
the concept of matrices in High School. An experiment was carried out in five classes of
the 3rd year of the High School of traditional School of the city of Rio de Janeiro. The
contet was presented in a contextualized way involving subjects of the student’s daily
life. In three classes the problems were first introduced before the formal presentation of
the contents, while in the other two classes the problem were explored after the formal
presentation of matrices. This work presents two aspects that nedd to be highlighted: in
part of the classes, matrix teaching was developed to solve problems; imn the other hand,
in the remaining classes, the teaching of matrices was accomplished through problem
solving. Qualitative results are presented and discussed.

Keywords: Problems resolution. Matrices. Multiplication.
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INTRODUCAO

A origem da Matematica estd diretamente ligada a problemas, e é comum uti-
liza-la em nosso dia-dia para tentar resolve-los. Apesar disso, ensinar Matemética é um
desafio para a maioria dos professores dessa disciplina. E importante que os mesmos te-
nham ferramentas para incentivar o aluno a gostar dessa disciplina e consequentemente
melhorar seu desempenho. A metodologia de resolugao de problema é uma ferramenta
fundamental nessa tarefa. Através dessa metodologia os alunos tendem em geral, a pos-
suir maior liberdade para expor suas ideias, o que pode acarretar interesse nos contetidos
matematicos e assim desenvolver novas habilidades. De acordo com Romanatto (2012,
p. 303), com essa metodologia os estudantes desenvolvem capacidades intelectuais e mobi-
lizam estratégias para encontrar respostas, tais como: criatividade, intuicao, autonomia,
liberdade, tentativa e erro, entre outras.

Na maior parte da minha carreira, lecionei para preparatorios destinados aos vesti-
bulares civil e militar, onde se priorizam aulas expositivas e aprovacoes. No ano de 2015,
ao me tornar professor do Colégio Pedro II, encontrei uma realidade diferente dos cursos
preparatorios. No ensino basico nao temos compromisso somente com aprovagao e com
alunos que possuem facilidade em Matematica. Por esse motivo, percebi a necessidade de
encontrar uma metodologia que auxiliasse a melhorar minhas aulas e atrelasse o ensino a
um dos maiores prazeres que a Matematica proporciona, a pratica em resolver problemas.
A paixao por problemas matematicos, o interesse em conhecer uma metodologia dirigida
a problemas e o desejo de transformar minhas aulas em um ambiente onde os alunos se
tornem protagonistas, foram as maiores motivagoes na escolha desse tema.

Dessa forma, esse trabalho tem por objetivo apresentar a teoria, sugerir e anali-
sar as aplicacoes realizadas pautadas na teoria de resolucao de problemas. Escolhemos
o topico de Matrizes como tema para desenvolver esse trabalho. Na teoria de matrizes,
demos prioridade as operagoes com maior foco na soma e na multiplicagao de matrizes
com o objetivo de dar sentido a essas operacoes e nao apresenta-las a partir de procedi-
mentos padronizados e exercicios rotineiros. Dividimos esse trabalho em quatro capitulos,
conforme apresentamos a seguir.

O primeiro capitulo dessa dissertacao é destinado a teoria de resolucao de proble-
mas. Nesse capitulo tratamos da importancia da Matematica em nosso desenvolvimento,
apresentamos as diferencas entre problemas e exercicios assim como suas caracteristicas,
e por fim discutimos sobre o papel do professor na resolucdo de um problema. Desta-
camos que o papel do professor é fundamental na aplicacao dessa teoria. Essa etapa da
dissertacao foi fundamental para que pudesse fazer as aplicacoes.

No segundo capitulo apresentamos um breve histérico da teoria de matrizes, onde

destacamos trés matematicos importantes no desenvolvimento dessa teoria: Willian Rowan
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Hamilton, com a descoberta de uma dlgebra nao comutativa, James Joseph Sylvester com
o estudo sobre determinantes e Arthur Cayley com as definigbes, operagoes e propriedades
das matrizes.

No terceiro capitulo apresentamos algumas sugestoes para o ensino de matrizes
através da metodologia de resolucao de problemas. Nesse capitulo damos maior destaque
para a soma e multiplicacao de matrizes e o finalizamos com uma sugestao de aplicagao
sobre transformacoes isométricas.

O quarto capitulo trata das aplicagoes realizadas com alunos de cinco turmas do
terceiro ano do colégio Pedro II. Inicialmente fizemos a apresentagao do ptblico alvo
seguido de uma breve explicacao sobre a conducao das atividades. Em seguida, apresen-
tamos as quatro aplicacoes em ordem cronoldgica. As aplicagoes envolvem o contetido
de Matrizes e sistemas lineares. Ao todo fizemos quatro aplicacées e em cada uma de-
las apresentamos as estatisticas comparando o rendimento dos alunos e as solugoes que
consideramos ter maior destaque.

Por fim, apresentamos as consideracoes finais levando em conta as conclusoes na
realizacao desse trabalho. Destacamos a mudanca de percepcao no papel do professor no

ensino de Matematica a partir da metodologia de resolucao de problema.
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1 RESOLUCAO DE PROBLEMA

1.1 A importancia da Matematica em nosso desenvolvimento

Os alunos em geral possuem dificuldade no aprendizado de Matematica e isso
acaba tornando-a pouco atraente entre os mesmos. E notdrio que possamos caracterizar
essa antipatia por diversos fatores: pela falta de estimulo em sala de aula, pela falta de
motivagao dos professores, pela abstragao, pelo rigor logico, entre outros. Nosso objetivo
¢ denotar a importancia da Matematica na formacao dos alunos e desenvolver o gosto
pela resolucao de problemas a fim de desenvolver no aluno sua prépria compreensao,
ajudando-o na construgao de seu conhecimento.

A Matemaética possui papel importante no desenvolvimento cognitivo de um in-
dividuo. Segundo Mendes (2009, p. 12), “Torna-se necessario abordar a matematica en-
quanto uma atividade referente a efetivacao de um pensamento ativo que busca construir
solucoes para os processos logicos-interrogativos surgidos no dia-dia.” De acordo com esse
pensamento, podemos observar que a Matematica é necesséaria para o desenvolvimento do
raciocinio, ajudando os alunos a tomarem decisoes na escola e em questoes que envolvem
raciocinio légico em seu cotidiano.

Ainda de acordo com esse pensamento, os PCNs afirmam que

Em seu papel formativo, a Matemaética contribui para o desenvolvimento
de processos de pensamento e a aquisicao de atitudes, cuja utilidade e al-
cance transcendem o ambito da prépria Matematica, podendo formar no
aluno a capacidade de resolver problemas genuinos, gerando hébitos de
investigacao, proporcionando confianca e desprendimento para analisar
e enfrentar situagoes novas, propiciando a formagao de uma visdo ampla
e cientifica da realidade, a percepgao da beleza e da harmonia, o desen-

volvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais (BRASIL,
2000, p. 40).

E comum ouvir em sala de aula as seguintes afirmacoes por parte dos discentes:
“eu sou de humanas”, “sou da area biomédica’e “eu sou da drea de exatas”. O importante
¢ mostrar que a Matemaética auxilia no desenvolvimento do aluno e o ajuda a desenvolver
habilidades que potencializam seu poder de deducao e raciocinio logico. Com frequéncia
ouvimos perguntas dos alunos relacionadas a aplicagoes de determinado conteudo, tais

COImMo:

° “Onde vou usar isso em minha vida?”

° “Onde eu aplico isso?”

As respostas para essas perguntas nao sao faceis. O professor pode responder algo

do tipo:
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e “Estamos usando a Matematica o tempo todo, vocé pode nao perceber agora,
mas, como exemplo, o celular que vocé usa, so existe por conta do avanco tecnologico que
também é proveniente da Matematica.”

Em geral, essa resposta nao satisfaz o aluno e tao pouco é a resposta adequada.
Mas qual serd a resposta adequada? Na verdade, existem alguns temas que realmente sao
dificeis serem justificados aos alunos. De fato, a Matematica ajuda no desenvolvimento
intelectual de qualquer individuo, mesmo daqueles que nao vao seguir carreiras que fazem
seu uso. E importante que o professor nao esteja com uma resposta vazia. Mostrar aos alu-
nos que a Matemaética tem papel fundamental em nosso raciocinio é indispensavel, mesmo
com assuntos que nao possuam aplicacoes concretas e de facil contextualizacao. Mostrar
que a Matematica esta presente a todo instante em nossa vida é relevante, mesmo que
seja com exemplos basicos, como através de proporg¢oes, matematica financeira, operagoes,
funcoes, entre outros. Um bom exemplo para mostrar o quanto a Matematica ajuda a
otimizar nosso raciocinio logico, é o Problema de Abraham Wald e os furos de bala que
faltamﬂ Nesse problema observa-se fundamentos utilizados em probabilidade e geome-
tria que ajudam a mostrar que a Matematica esta entrelagada a nossa forma de pensar
e contribui em muitas outras atividades. De acordo com [Ellenberg (2015, p. 10), “Saber
Matematica é como usar um par de 6culos raios X que revelam estruturas ocultas por
sob a superficie cadtica e baguncada do mundo.” Ou seja, saber Mateméatica nao é neces-
sariamente dominar toda sua linguagem ou sua simbologia, mas é pensar de forma livre
através de deducgoes e raciocinio logico e isso nos ajuda em tarefas que inicialmente nao
aparentam conexao direta com a Matematica.

E interessante notar que, algumas vezes a preocupacao dos professores é com o0s
que nao gostam ou mesmo com oS que nao seguem ou nao pretendem seguir carreiras
que estejam entrelagadas a Matematica, tais como: Direito, Medicina, Licenciatura em
Historia, entre outras. Mas mesmo aos que seguem ou pretendem seguir essas carreiras,

ficam algumas perguntas:
. “Quando usaremos de fato alguns aprendizados?”

° “Quando aplicaremos aquele conhecimento que adquirimos em céalculo, resol-

vendo as questoes de derivacao e integracao?”
° “Para que servem os calculos de autovalores e autovetores?”

De fato, a pratica em qualquer area do conhecimento ajuda a solidificar seu enten-

dimento assim como poderd contribuir para o desenvolvimento do mesmo.

! Esse problema encontra-se no apéndice
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Segundo Ellenberg,

A Matematica nao é s6 uma sequéncia de calculos a serem executados
por rotina até que sua paciéncia ou sua energia se esgote - embora possa
parecer isso, pelo que lhe ensinaram nos cursos de Matematica. Essas
integrais sao para a Matematica a mesma coisa que trabalhar com pesos
e fazer ginastica para o Futebol - quer dizer, jogar mesmo, em nivel de
competicao -, vai ter de fazer um monte de exercicios chatos e repetitivos
e aparentemente sem sentido. Serd que os jogadores profissionais algum
dia usam esses exercicios? Bom, vocé nunca vera ninguém em campo le-
vantando halteres nem correndo em zigue-zague entre cones de transito.
Mas vé os jogadores usando a forga, a velocidade, a percepcao e a flexibi-
lidade que desenvolveram fazendo exercicios, semana apds semana. Com
a Matemdtica acontece mais ou menos a mesma coisa (ELLENBERG]
2015, p. 10).

E notério que o pensamento matematico nao deve ser tratado como uma linha de
raciocinios mecanicos e repetitivos, apesar de muitas vezes os exercicios serem necessarios.
O uso de problemas, por exemplo, incentiva os alunos e os mostra como a Matematica
pode ser prazerosa. Para isso, nao é necessario que trabalhemos com problemas profundos
que estejam fora do alcance dos alunos, embora seja produtivo mostrar que a Matematica
possui problemas grandiosos. De acordo com Stewart, (2014, p. 14), “Andrew Wilesﬂ teve
contato com o que é conhecido como O diltimo teorema de Fermatf] aos dez anos e ficara
tao intrigado que decidiu tornar-se matematico para resolvé-lo.”

Embora seja necesséario transitar pelos resultados mais simples antes de compreen-
der os mais complexos, alguns resultados matematicos podem ser provenientes do senso
comum, mesmo aqueles mais sofisticados. Entretanto, para que o aluno tenha essa per-
cepcao, € indispensavel que o professor assuma a responsabilidade de atuacao e o mostre
a importancia de aprender e pensar matematicamente.

Segundo os PCN,

Os resultados matematicos distinguem-se pela sua precisao e os ra-
ciocinios desenvolvem-se num alto grau de minuciosidade, que os torna
incontestaveis e convincentes. Mas a vitalidade da Matematica deve-se
também ao fato de que, apesar de seu carater abstrato, seus conceitos
e resultados tém origem no mundo real e encontram muitas aplicagoes
em outras ciéncias e em intimeros aspectos praticos da vida diaria: na
industria, no comércio e na area tecnolégica. Por outro lado, ciéncias
como Fisica, Quimica e Astronomia tém na Matematica ferramenta es-
sencial. Em outras dreas do conhecimento, como Sociologia, Psicologia,
Antropologia, Medicina, Economia Politica, embora seu uso seja menor
que nas chamadas ciéncias exatas, ela também constitui um subsidio
importante, em funcao de conceitos, linguagem e atitudes que ajuda a
desenvolver (BRASIL, (1997 p. 23).

2 Andrew John Wiles é um matemético britanico. Famoso por ter demonstrado, com a colaboracio de
Richard Lawrence Taylor, o Ultimo Teorema de Fermat, em 1994.

3 A equacdo 2™ + y" = 2" ndo possui solucido com x, ¥, z e n inteiros niao nulos com n > 3.
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Entretanto, é 6bvio que para a Matematica ser entendida em um nivel mais pro-
fundo utiliza-se de simbologias e de uma linguagem que muitas vezes pode desestimular os
alunos a estudé-la. Por esse motivo, em alguns conteidos o professor deve dar significado
as notacoes e operacoes, com o objetivo de facilitar o entendimento dos alunos. Temos
uma tendéncia de explicar Matematica através de regras, essa nao é a forma ideal de ensi-
nar. De acordo com |Moreira (2012 p. 12), a aprendizagem mecanica, aquela praticamente
sem significado, puramente memoristica é a que mais ocorre nas escolas. Acreditamos que
o ensino de Matematica deve ter como objetivo a aprendizagem significativa que implica
na compreensao do contetudo, na capacidade de transferir, descrever e enfrentar situagoes
novas.

De acordo com esse pensamento, os professores nao devem ensinar através de regras
e defini¢oes sem problematizar situagoes, pois fazendo isso o aprendizado nao terd sentido.
E importante destacar que para uma aprendizagem significativa é necessario que se leve
em consideracao os conhecimentos prévios dos alunos, o material utilizado em sala de
aula, assim como a predisposicao dos alunos para aprender, como afirma Moreira,

E importante reiterar que a aprendizagem significativa se caracteriza
pela interagdo entre conhecimentos prévios e conhecimentos novos |...]
essencialmente, sao duas as condigoes para a aprendizagem significativa:
o material de aprendizagem deve ser potencialmente significativo e o

aprendiz deve apresentar uma predisposigao para aprender (MOREIRA|
2012, p. 2-8).

Dentro da proposta de tornar a Matematica mais prazerosa e legitimar sua im-
portancia no desenvolvimento de um individuo, faremos em sala de aula algumas aplicagoes
utilizando a metodologia de resolucao de problemas. A fim de esclarecer essa metodologia,
abordaremos na proxima secao sua estrutura tedrica, discutindo suas caracteristicas, os

tipos de problemas e o papel do professor nessa tarefa.

1.2 A resolucgao de problema

Um dos maiores desafios ao ensinar Matematica é mostrar aos alunos o quao ela
¢ interessante e importante em nossa vida. Acreditamos que entre as ferramentas que
podemos contar para a ardua tarefa de estimular o aprendizado em Matematica e torna-
la interessante, estd a resolucao de problemas. Esta pode estimular e ajudar a solidificar o
prazer por estudar Matematica podendo contribuir para uma aprendizagem significativa.

A resolucao de um problema, seja ele ligado ao nosso cotidiano ou meramente abs-
trato como, por exemplo, uma demonstracao, pode desencadear uma série de resultados,
estimulando a curiosidade e aprimorando a criatividade, pois através do planejamento,
dos erros e acertos o aluno nao se vé enclausurado em um rigor teérico antecipadamente

determinado, podendo assim, expor suas ideias e desenvolver habilidades a partir das
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experiéncias na resolucao dos problemas.
Concordamos com Romanatto, quando ele diz que
Entendenmos que na resolugao de problemas, os estudantes vao exercitar
as suas mais diversas capacidades intelectuais como também mobilizar
estratégias das mais diversas naturezas para encontrar a resposta, tais
como: criatividade, intuigao, imaginagao, iniciativa, autonomia, liber-
dade, estabelecimento de conexoes, experimentagao, tentativa e erro,
utilizacao de problemas conhecidos, interpretacao dos resultados, etc.

Enfim, é o que a Matematica pode fazer pelo estudante e nao o contrario
(ROMANATTO! 2012} p. 303).

Na proxima segao abordaremos as principais caracteristicas de um problema, os
tipos de problemas, as etapas que os alunos devem seguir nessa metodologia, bem como,
a diferencga entre exercicio e problema.

1.3 A metodologia de resolugao de problema.

1.3.1 A diferenca entre os problemas e os exercicios.

Qual é a diferenca entre um exercicio e um problema? De acordo com o dicionario
Dicio on lz’ndﬂ, exercicio é definido como “tarefa dada aos alunos para aferir ou consolidar
uma licao”e problema é definido como “exercicio em que se calculam uma ou multiplas
quantidades sobre as quais nao se tem conhecimento, relacionando-as com outras ja sabi-
das; questao que se resolve através de calculos.”

A partir dessas defini¢oes, podemos observar uma sttil diferenca entre problema e
exercicio. Em sala de aula é muito comum o uso dos dois vocabulos para apresentar ao
aluno uma situacao que o mesmo deva desenvolver. Mas, de fato, problema e exercicio
possuem alguma distincao? Em muitos livros didaticos é comum o autor denominar
os niveis das tarefas da seguinte forma: “exercicios de fixacao”, “exercicios propostos”,
“problemas propostos”, “desafios”, entre outros. Essas nomenclaturas nao esclarecem a
diferenca entre exercicio e problema, acabando em muitas vezes abordando exercicios nos
lugares dos problemas e vice-versa.

Enfim, quais sao as principais diferencas entre exercicio e problema? Podemos
definir exercicio como uma tarefa em que o aluno necessita aplicar algo meramente bu-
rocratico, que automatiza certas técnicas de resolucao, como, por exemplo a aplicacao
do Teorema de Pitdgoras de forma direta (tendo a medida de dois catetos, determine a

medida da hipotenusa). J4 o problema, podemos elucidar como uma tarefa que depende

4 Essas defini¢des encontram-se no endereco eletronico: https://www.dicio.com.br/
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de organizacao e de alguns processos mais sofisticados que contam com, principalmente,
o interesse e comprometimento do discente. No problema o aluno nao possui uma solu¢ao
pré-determinada com auxilio de algoritmos, ele necessita de uma elaboracao de um plano
que conta com a interpretacao, poder de decisao e raciocinio dedutivo. Para resolver o
exercicio o aluno necessita do entendimento instrumental, em contrapartida, para resolver
um problema o aluno necessita do entendimento relacional.
De acordo com Souza,
O entendimento instrumental refere-se a “ter regras sem razoes”para
o tipo de compreensao em Matemédtica que aparece somente pela pro-
ficiéncia de executar procedimentos matematicos, como os algoritmos.

O entendimento relacional diz respeito & habilidade de relacionar, com
significados, os conceitos adquiridos (SOUZAL [2007, p. 9).

Concordamos com Onuchic, quando ela diz que

Colocando o foco em Resolugao de Problemas, defendemos que: o ponto
de partida das atividades Matematicas nao é a definicdo mas o problema;
que o problema nao é um exercicio no qual o aluno aplica, de forma
quase mecanica, uma féormula ou uma determinada técnica operatoria
(ONUCHIC| [1999] p. 215).

Dessa forma, percebemos que existe diferenca entre resolver exercicio e resolver pro-
blema. No problema o aluno necessita de algumas estratégias, como veremos na préxima
secao, e acreditamos que o foco principal da teoria de Resolucao de Problema é que o
aluno assuma o protagonismo e seja participante na sua prépria aprendizagem. Com
a Resolucao de Problema o aluno passa relacionar conhecimentos, cria habilidade para

resolver problemas, organiza suas ideias e aprende “como pensar”.

1.3.2 Caracteristicas e estratégias para resolucao dos problemas:

A seguir definiremos algumas caracteristicas dos problemas, assim como estratégias
de resolucao e classificacao. E importante ressaltar que essas defini¢oes sao indispensaveis
para o entendimento da metodologia de resolucao de problemas, além de reforcar a dis-

tincao entre exercicio e problema.

Segundo Resnick (1996), problemas possuem as seguintes caracteristicas:
e Sem algoritmizagao: o caminho da resolucao é desconhecido, ao menos em boa

parte.
e Complexos: precisam de varios pontos de vista.

e Exigentes: a solugao so6 ¢ atingida apds intenso trabalho mental; embora o cami-

nho possa ser curto, ele tende a ser dificil.
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e Necessitam de lucidez e paciéncia: um problema comeca com uma aparente
desordem de ideias e é preciso adotar padroes que permitirao construir o caminho até a

solucao.

e Nebulosos: nem sempre todas as informacoes necessarias estao aparentes; por

outro lado, pode existir conflito entre as condicoes estabelecidas pelo problema.

e Nao ha solugao tnica: normalmente ocorre de existirem varias maneiras de se
resolver um dado problema; no entanto, pode acontecer de nao existir uma melhor solucao
ou até de nao haver solugao, ou seja, resolver um problema nao é o mesmo que achar a

resposta.

Além de definir algumas caracteristicas dos problemas é importante que tenhamos
uma estratégia antes de comegarmos a resolvé-los. Uma grande referéncia nesse assunto
é George Polya. Para ele, uma pessoa esta diante de um problema quando ela se defronta
com uma questao que nao consegue resolver com o conhecimento que detém, ou seja, ela
nao consegue resolvé-lo com procedimentos (algoritmos) ou técnicas pré-determinadas.
De acordo com |Polyal (2006, p. 4-5), a resolucao de um problema deve seguir quatro

etapas EL sao elas:
1*) compreender o problema;
2%) estabelecer um plano;
3%) executar o plano;
4%) fazer o retrospecto ou verificagao.

Para cumprir essas etapas, primeiramente os alunos necessitam ter um embasa-
mento razoavel do assunto proposto, verificar quais sao as condi¢oes dadas no enunciado,
como, por exemplo, determinar as incognitas e as condicionantes. Algumas perguntas

podem ajudar nessa etapa:
e As condicionantes sao satisfatorias?
e Qual é a incognita?

e O que eu quero determinar?

5 Para ilustrar alguns pontos tratados nessas etapas, consulte as secdes 8-13 do livro “ A arte de resolver
problema” (POLYA/ [2006)
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e Quais sao os meus conhecimentos pré-adquiridos que ajudam nessa solucao? Que

estratégia devo tomar?

Na segunda etapa, o aluno deve se ater a elaborar uma estratégia que faca uma
associacao entre o que foi pedido no enunciado, os dados estabelecidos pelo mesmo e os
conhecimentos pré-adquiridos que ajudam na resolucao do problema abordado. E claro
que perguntas feitas outrora, acabem ajudando a estabelecer um plano satisfatorio.

Na terceira etapa, cabe ao aluno executar o plano. E de suma importancia que
as etapas anteriores tenham tido sucesso, pois caso contrario, provavelmente o aluno tera
problemas em sua execucao.

Na quarta etapa, o aluno deve fazer a revisao de sua solugao. Nessa fase é possivel
em alguns casos verificar se a solugao estd correta, como, por exemplo, ao resolver um

problema oriundo de um equacao, substituir os valores encontrados das variaveis e verificar

se ha identidades que o permitam ter uma certeza de que a solucao esta correta. E
importante que o aluno verifique, de modo geral, se a solucao estd de acordo com o
problema proposto.

Porém alguns autores defendem outro ponto de vista para resolucao de problema
e criticam os passos tomados por Polya para resolver um problema, pois sao genéricos e

nao ajudam o aluno que nao sabe o que fazer em um problema.

Segundo Schoenfeld (1992 apud VALE; PIMENTEL; BARBOSA| 2015| p. 42)

As heuristicas de Polya s&o essencialmente descritivas, fornecendo ape-
nas largas categorias de processos. A caraterizacao de Polya nao fornecia
a quantidade de pormenores que permitisse a pessoas nao familiariza-
das com as estratégias ser capaz de utilizd-las. Para ultrapassar esta
dificuldade, este investigador preconiza: (a) desenvolver nos alunos um
maior numero de estratégias mais especificas, mais ligadas a determina-
das categorias de problemas; (b) ensinar estratégias metacognitivas para
que os alunos aprendam a aplicar no momento adequado as estratégias
de resolugdo de problemas e os conhecimentos adquiridos; e (c) estu-
dar modos de eliminar crencas contraproducentes dos alunos e fomentar
crengas produtivas sobre a matemadtica, a resolugao de problemas e as
suas proprias competéncias pessoais (SCHOENFELD) |1992).

Em contrapartida, segundo D’ambrosio,

A interpretagao muito limitada do trabalho de Polya resultou em pro-
postas curriculares que (nos anos 1960 a 1990) transmitiam aos alunos
uma visao da resolucao de problemas como um procedimento seguindo
passos determinados. As propostas curriculares inclufam a resolucao de
problemas como um capitulo ou como atividades independentes. A pro-
posta decompunha a resolucao de problemas em quatro subatividades:
compreender o problema, desenvolver um plano, implementar o plano,
e avaliar a solugao. Muita énfase foi dada ao ensino desses quatro pas-
sos. Alunos resolviam problemas demonstrando cada passo. Ensinava-
se também uma cole¢do de heuristicas ou estratégias de resolucdo. A
analise mais profunda do trabalho de Polya nos mostra uma visao de
resolucao de problemas muito mais rica do que a que foi assumida nas
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propostas curriculares. Polya estudava o trabalho de investigacao dos
matematicos e propunha um ensino que criasse oportunidades para que
os alunos se comportassem como matematicos, investigando problemas
abertos e desafiantes para todos. Esse aspecto da proposta pedagdgica de
Polya se perdeu na tentativa de inseri-lo em livros texto (D’AMBROSIO,
2008, p. 1).

Acreditamos que o aluno necessite da pratica em resolver problemas e o professor
crie o espaco ideal para o desenvolvimento desse costume. Além disso, estar embasado
somente em regras descritiveis que ensinam a forma correta de resolver problema nao
auxilia o aluno de forma integral. E necessério a ambientagao correta para que o aluno
aprenda matematica ao resolver problemas.

De acordo com Onuchic e Allevato| (2004, p. 221), para a ambientagao ideal é

preciso separar a resolugao de problemas em trés etapas: antes, durante e depois:

e Antes: o professor deve garantir que os alunos estejam mentalmente prontos para

receber a tarefa e assegurar-se de que todas as expectativas estejam claras.
e Durante: os alunos trabalham e o professor observa e avalia esse trabalho.

e Depois: o professor aceita a solugao dos alunos sem avalid-las e conduz a discussao
enquanto os alunos justificam e avaliam seus resultados e métodos. Entao, o professor

formaliza os novos conceitos e novos contetdos construidos.

1.3.3 Tipos de problemas:

Outro fator a ser levado em consideracao é o tipo de problema que devemos abor-
dar. Nesse caso, o papel do professor é fundamental, como veremos na préxima secao.
Os problemas matematicos podem ser divididos em quatro tipos (PEREIRA; RAMOS;
CARNEIRO, 2001, p. 6):

1. Problemas de sondagem: para a introducao natural e intuitiva de um novo

conceito.

2. Problemas de aprendizagem: para reforcar e familiarizar o aluno com um novo

conceito.

3. Problemas de analise: para a descoberta de novos resultados derivados de

conceitos ja aprendidos e mais faceis que os problemas de sondagem.

4. Problemas de revisao e aprofundamento: para revisar os tdpicos ja vistos e

aprofundar alguns conceitos.



24

Dante, (1988 apud SOARES; PINTO, [2001} p. 6), faz a classificagdo de problemas

da seguinte forma:
1. Exercicios de reconhecimento.
2. Exercicios de algoritimos.
3. Problemas padroes: sao necessarios, porém nao devem ser predominantes.

4. Problemas-processo ou heuristicos: este tipo de problema exige do aluno um
tempo para pensar e arquitetar um plano de acao, uma estratégia que podera leva-lo
a solucao e, por isso, tornam-se mais interessantes do que os problemas padrao. Eles
agucam a curiosidade do aluno e permitem que o mesmo desenvolva sua criatividade, a sua
iniciativa e seu espirito explorador. E, principalmente, inicia o aluno ao desenvolvimento
de estratégias e procedimentos para resolver situacoes-problema o que, em muitos casos

¢ mais importante que a propria resposta correta das mesmas.

5. Problemas de aplicagoes ou situacoes-problema: usando conceitos técnicas e
procedimentos matemaéaticos procura-se matematizar uma situacao real, organizando os
dados em tabela, tracando graficos, tirando informagoes a partir dos dados e dos graficos,
fazendo operacoes, etc. Em geral exigem pesquisa e levantamento de dados, eles podem
ser apresentados em forma de projetos e serem desenvolvidos usando conhecimentos e

principios de outras areas que nao a matematica.
6. Problemas de quebra-cabeca.

Lopes (1994 apud SOARES; PINTO| 2001, p. 6 - 7) critica a classificagao feita por

Dante, ele afirma ainda que

Tais classificagdes pouco auxiliam os professores na compreensao e ex-
ploracao das atividades de resolucao de problemas e expressam uma
visao reducionista no que se refere a objetivos didaticos e educacionais
pretendidos pela Educagao Matematica. Os professores, ao planejarem
seu trabalho, selecionando atividades de resolugao de problemas, de-
vem estabelecer claramente os objetivos que pretendem atingir. Para
se desenvolver uma boa atividade, o que menos importa é saber se um
problema é de aplicacao ou de quebra-cabega. O principal é analisar
o potencial do problema no desenvolvimento de capacidades cognitivas,
procedimentos e atitudes e na construcao de conceitos e aquisicao de
fatos da Matemaética.

Mesmo com diferentes percepcoes, acreditamos que a principal preocupacao na
escolha do problema é permitir que o aluno desenvolva habilidades cognitivas trazendo
experiéncias para resolver outros problemas. E importante que a compreensao seja o
principal objetivo. E fundamental que o professor leve em consideragao o publico e a sua

realidade. Achamos imprescindivel que o professor escolha com cuidado o tipo de problema
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a ser abordado, corroborando com o desenvolvimentos dos alunos. Ainda de acordo com
Lopes (1994 apud SOARES; PINTO, 2001, p. 7), os alunos devem ter contato com tipos
variados de problemas, pois dessa forma eles criam habilidades em resolver situacoes
problema. Feito isso, o aluno possui possibilidade de aplicar problemas matematicos em
problemas rotineiros.

De acordo com Onuchic,

A Matemaética precisa ser ensinada como Matemética e ndo como um
acessorio subordinado a seus campos de aplicacao. Isso pede uma atencao
continuada a sua natureza interna e a seus principios organizados, assim
como a seus usos e aplicagoes (ONUCHIC! |1999, p. 204-5).

De modo geral, verificamos que a aplicacao de um problema deve ter um objetivo
pré-estabelecido com foco em desenvolver o pensamento cognitivo do aluno, tornando a
Matematica mais prazerosa e trazendo ao aluno um olhar aprecidvel por essa disciplina.
Ao colocar o foco na resolugao de problemas, o que se defende é uma proposta que poderia

ser resumida nos seguintes principios, presentes nos PCN (BRASIL} 1998, p. 32-3):

e 0 ponto de partida da atividade matematica nao é a definicao, mas o problema.
No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e métodos matematicos devem
ser abordados mediante a exploracao de problemas, ou seja, de situagoes em que os alunos

precisem desenvolver algum tipo de estratégia para resolve-las;

e 0 problema certamente nao é um exercicio em que o aluno aplica, de forma quase
mecanica, uma férmula ou um processo operatorio. Sé ha problema se o aluno for levado
a interpretar o enunciado da questao que lhe é posta e a estruturar a situacao que lhe é

apresentada;

e aproximacoes sucessivas ao conceito sao construidas para resolver um certo tipo
de problema; num outro momento, o aluno utiliza o que aprendeu para resolver outros,
o que exige transferéncias, retificagoes, rupturas, segundo um processo analogo ao que se

pode observar na historia da Matematica;

e 0 aluno nao constréi um conceito em resposta a um problema, mas constroi
um campo de conceitos que tomam sentido num campo de problemas. Um conceito ma-
tematico se constroéi articulado com outros conceitos, por meio de uma série de retificagoes

e generalizagoes;

e a resolucao de problemas nao é uma atividade para ser desenvolvida em paralelo
ou como aplicacao da aprendizagem, mas uma orientacao para a aprendizagem, pois
proporciona o contexto em que se pode apreender conceitos, procedimentos e atitudes

matematicas.

O professor tem um trabalho diferenciado na aplicacao e orientacao em resolugao
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de problemas. Segundo Pereira, Ramos e Carneiro| (2001, p. 14), “Para uma dada pessoa,
além de muito da sua capacidade de resolver problemas ser determinada geneticamente,
a realizacao plena de seu potencial passa por uma orientacao adequada e experiente”. A

proxima secao ¢ destinada a essa discussao.

1.4 O papel do professor na resolugao de problema

Em geral, o papel de um professor é o de ensinar, educar no mais amplo sentido,
transmitir seus conhecimentos e suas experiéncias. Na metodologia de resolucao de pro-
blema, algumas dessas agoes se transformam. O professor nesse momento passa a ser
um gerenciador, ele nao deve mais ter o papel apenas de transmissor de conhecimento e
nao deve ser protagonista nas ideias que levam a resolug¢ao de um determinado problema,
cabendo ao aluno tomar suas decisoes e ter suas proprias inspiragoes. Sendo assim, € ne-
cessario que o professor tome cuidado com suas intervencgoes, principalmente ao responder
algumas perguntas feitas pelos alunos. De acordo com Allevatto et al.| (2014, p. 44), “[...]
vale ressaltar que para que uma atividade constitua, de fato, como um problema, o pro-
fessor nao pode prescrever aos estudantes os métodos e/ou regras especificas para que
obtenham a solucao”. Mudar o estilo de aula é necessario. Atualmente, aulas expositivas
sao predominantes. Essa metodologia nao consiste em aulas expositivas, pois o professor
acaba desfazendo as etapas essenciais para a resolucao de problemas, como a compreensao,
a elaboracgao de um plano, a execugao e o retrospecto. Mostrar aos alunos o caminho que
os levam a solucao de um problema nao é a melhor opg¢ao. Fazendo isso, o aluno perde a
criatividade e se transforma em um mero espectador em sala de aula. O professor deve
estimular a criacao de habilidade para a resolugao dos problemas de forma atrativa, es-
colhendo problemas ligados a atualidade e a tecnologia, por exemplo. Na resolucao dos
problemas, é comum que surjam dividas em alguns momentos, mas o professor deve usar
seu papel de mediador para nao dar a resposta ou indicar algum caminho especifico que o
aluno deva tomar. As acoes tomadas pelo professor nao sao simples e, consequentemente,
nao é possivel denotar uma regra a ser seguida pelo docente, mas o mesmo deve ter bom
senso para orientar, sem deixar claro para o aluno o atalho para o triunfo. Ou seja, o
professor deixa o seu status de comunicador de conhecimento para um de observador,
organizador, consultor, mediador, controlador e incentivador da aprendizagem.

Segundo |Polyal (2006, p. 1), “O professor nao deve ajudar com exagero, mas de
uma forma que caiba ao aluno parte razoavel do trabalho.” E notério que o professor e

o aluno possuem papéis fundamentais nessa etapa de resolucao. Embora nao seja nossa
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intensao discutir o papel do alunoﬂ O professor deve incentivar seu aluno a se organizar,
separando as condicionantes do problema, a fazer indagagoes a si mesmo, e como ja
citamos, nao responder diretamente as perguntas feitas e sim, propiciar o pensamento
critico que geram ideias, sejam elas boas ou ruins, pois assim o aluno acaba criando lastro
para outras percepcoes no problema e, desse modo, torna-se mais independente para novas
situagoes. E interessante que hajam discussoes sobre as solugoes dos problemas e dos erros
cometidos. Em alguns casos, os erros podem ensinar mais que os acertos.
Ainda de acordo com Polya,
O professor que deseja desenvolver nos alunos o espirito solucionador e a
capacidade de resolver problemas deve incutir em suas mentes algum in-
teresse por problemas e proporcionar-lhes muitas oportunidades de imi-
tar e de praticar. Além disso, quando o professor resolve um problema,
em aula, deve dramatizar um pouco as suas ideias e fazer a si préprio as
mesmas indagagoes que utiliza para ajudar os alunos. Por meio desta ori-
entacao, o estudante acabara por descobrir o uso correto das indagagoes

e sugestoes e, ao fazé-lo, adquirird algo mais importante do que o simples
conhecimento de um fato matemdtico qualquer (POLYA| 2006, p. 4).

Além disso, o professor tem papel decisivo na escolha dos problemas, como citamos
na secao anterior. Eles devem ser claros, evitando problemas longos com enunciados
obscuros e os mesmos devem estar de acordo com o nivel do discente. Segundo os PCN
(BRASILY, (1997, p. 33), “O que é problema para um aluno pode nao ser para outro, em
funcao do seu nivel de desenvolvimento intelectual e dos conhecimentos de que dispoe.” De
acordo com esse pensamento, o professor deve tomar cuidado com suas escolhas, tomando
como principal objetivo elaborar um bom plano de acordo com seu ptblico.

Um bom problema nao deve se restringir a envolver acgoes cotidianas, o pro-
fessor deve escolher situacoes que os possibilitem alcancar objetivos desejaveis e pré-
estabelecidos. Assim, ele deve escolher o tipo de problema de acordo com cada situacao.
De acordo com Souza (2005, p. 3), os alunos ao resolverem problemas podem despertar
suas curiosidade e interesse pelos conhecimentos matematicos desenvolvendo a capacidade
de solucionar situacoes que lhes sao propostas. O professor deve propor situagoes que en-
volvam construgoes de ideias, incentivando o aluno a aprender Matemaética, além de ser
um “administrador”no momento de auxiliar na resolucao do problema proposto. Outra
tarefa do professor, é de diversificar as aplicacoes, abordagem e os recursos utilizados. A
resolucao de problema é um recurso indispensavel, mas deve ser utilizado junto a outros,
como, por exemplo, a Historia da Matematica.

No préximo capitulo apresentamos um breve histérico do tema matrizes, escolhido

como tépico para o desenvolvimento e aplicacao da metodologia de resolucao de problemas.

6 Veja o artigo de [Pereira, Ramos e Carneiro| (2001)) para verificar quais categorias de conhecimento ou
habilidades o individuo necessita para resolver um problema.
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2 UM BREVE HISTORICO SOBRE MATRIZES

2.1 A importancia do recurso historico no ensino da matematica

A Histéria da Matematica tem papel importante no desenvolvimento dos alunos.
Segundo os PCN (BRASIL, (1998, p. 34), “[...] pode esclarecer ideias matemadticas que
estao sendo construidas, especialmente para dar respostas a alguns ‘porqués’ e, desse
modo, contribuir para a constituicao de um olhar mais critico sobre os objetos de conhe-
cimento.” Além disso, recorrer a Historia da Matemaética, pode torné-la apaixonante, pelo
fato do leitor entrar em contato com obras realizadas por génios como Euclides, Ptolo-
meu, Newton, Galileu, entre outros, além de criar lastro para entender alguns problemas
e a origem de alguns resultados. Tal recurso pode ajudar a solidificar a humanizacao da
Matematica que se vé muitas vezes apartada das outras disciplinas, como cita Dambros,

No entanto, a matematica aparece, nos curriculos escolares, dissociada
de outras areas e de suas caracteristicas humanas. E dificil enxerga-la
como um produto humano, pois, da forma como é mostrada, nao deixa
emergir o processo de seu desenvolvimento. Professores e alunos véem
0s conceitos apenas em seus aspectos técnicos. A beleza da matemadtica,
tao propagada por muitos matematicos, nao é sentida pela grande mai-
oria dos alunos e professores, cujo “temor”’os impede de ver beleza em
algo que causa tanta aversao. Outros, para os quais essa aversao nao
existe, até conseguem ver beleza na mateméatica, porém, uma beleza im-

ponente, por parecer inquestionavel e desprovida do seu cardater humano
(DAMBROS], 2006l p. 36-37).

E importante que a Historia da Matematica seja usada de forma correta, e nesse
sentido, o papel do professor é crucial. O mesmo nao deve tornar seu uso vazio, mos-
trando aos alunos somente o nome de alguns matematicos importantes, mas deve se ater
a utilizar essa ferramenta de forma adequada, mostrando a importancia de uma deter-
minada descoberta para a época e seus impactos nos dias atuais, como as dificuldades
encontradas, ferramentas e linguagens utilizadas na construcao daquele conhecimento.

De acordo com D’ambrosio,

A Histéria da Matematica é um elemento fundamental para se perce-
ber como teoria e praticas mateméaticas foram criadas, desenvolvidas e
utilizadas num contexto especifico de sua época |[...]. Conhecer, histori-
camente, pontos altos da Matematica de ontem podera, na melhor das

hipoteses, e de fato faz isso, orientar no aprendizado e no desenvolvi-
mento da Matemdtica de hoje (D’AMBROSIO| 2009, p. 34).

A fusao da resolucao de problema e a utilizacao da Histéria da Matematica serve
de grande ferramenta para evidenciar grandes resultados matemaéticos. E possivel com
isso, ressaltar a importancia da resolu¢ao de problemas, ja que a historia mostra que

importantes resultados foram oriundos de problemas que, em muitos casos, ficaram sem
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solucao por décadas, séculos, ou mesmo milénios. E inegavel que a Matematica original-
mente surgiu como parte da vida diaria da sociedade. Contudo, nao hé possibilidade de
se tratar problemas com grande complexidade em sala de aula, mas é importante cita-los,
pois esse tipo de apresentacao pode agucar a curiosidade dos estudantes, estimulando o
seu aprendizado. Os Primeiros problemas matematicos parecem ter surgido no Egito, em
um periodo em que a Matematica primitiva precisava de um embasamento pratico para
se desenvolver. A maioria dos problemas deste periodo é do tipo aritmético, enquanto que
ha outros que podemos designar como algébricos (BOYER] [1996). Com esse incentivo,
os alunos poderao apresentar maior interesse pela Matematica, além de, através desse

recurso, terem contato com grandes feitos e resultados gerados por verdadeiros génios.

2.2 Historia das matrizes

Acredita-se que as primeiras nogoes de matrizes apareceram por volta de 1200 a.C.

na China. Os chineses eram fascinados por diagramas, como afirma Boyer,

Os Chineses gostavam especialmente de diagramas; nao é surpreendente
que o primeiro registro de um quadrado maégico tenha aparecido l4. O
quadrado magico foi supostamente trazido para homens numa tarta-
ruga do Rio Lo nos dias do lendéario Imperador Yii, considerado um
engenheiro hidraulico (BOYER, [1996)).

Um dos livros classicos mais importantes da literatura matematica chinesa é o I
Ching ou Livro das permutagoes. Nesse livro, ha um diagrama numérico denominado
lo-shu e trata-se do relato mais antigo sobre quadrado Mégicdﬂ. Como ja citamos, ha
uma lenda que o primeiro a vé-lo foi o imperador Yii as margens do rio amarelo, deco-
rando a carapaga de uma tartaruga. O lo-shu apresenta um arranjo no formato de um
quadrado, onde os nimeros impares sao representados pelas bolinhas brancas e os pares
pelas bolinhas pretas (figura |1)).

Este quadrado mégico ¢é apresentado de outra forma atualmente, como podemos ob-
servar na figura2l Quadrados similares a este sao usados atualmente com muita frequéncia

em jogos de raciocinio 1égico, como o popular sudokuﬁ

7 Um quadrado mégico de ordem n é um arranjo quadrado de n? inteiros distintos dispostos de maneira
tal que os nimeros de uma linha qualquer, de uma coluna qualquer ou da diagonal principal tém
mesma soma, chamada constante mdgica do quadrado. O quadrado mégico se diz normal se os n?
nimeros que o formam sdo os n? primeiros ntimeros inteiros positivos (EVES, 2002, p. 269).

8 Para maiores detalhes acesse: https://www.youtube.com/watch?v=9FhHkOOFBuc.
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Figura 1 - Quadrado méagico Lo-shu como representado no “Livro das permutacoes”.

-

Fonte: http://www.mortesubitainc.org, 2018.

Figura 2 - Representagao moderna do

Fonte: http://www.ebah.com.br, 2018.
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Esse fascinio por diagramas, levou o autor de um dos mais influentes livros Chineses
da historia Nove capitulos sobre a Arte da Matemciticaﬂ a explorar o sistema de equagoes
lineares simultanea a partir do problema 1, capitulo III que tem o seguinte enunciado.

Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma colheita
de qualidade regular e um feixe de uma colheita de méa qualidade sao
vendidos por 39 dou. Dois feixes de boa, trés de regular e um de ma
sao vendidos por 34 dou. Um feixe de boa, dois de regular e trés de ma

sao vendidos por 26 dou. Qual o preco dos feixes para cada uma das
qualidades?

Em uma notacao moderna o problema pode ser escrito como um sistema de trés

equagoes e trés incognitas como:

3r+2y+2=39
2043y +z2=34 . (1)
T+ 2y + 32 =26

Atualmente, podemos resolver esse problema através da teoria de escalonamento.
Outrora, esse problema nao era associado a teoria de matrizes, nomenclatura que surgiu
por volta de 1850, como veremos a seguir. A teoria de matrizes surgiu do estudos de
conicas e de sistemas lineares, o que leva a crer que as primeiras nocoes de matrizes

surgiram como consequéncia desse problema.

2.2.1 O surgimento da nomenclatura Matriz - século XIX

Os primeiros relatos sobre matrizes datam do séculos XIX, segundo |Baumgart
(2014} p. 53). As defini¢oes de matriz surgiram a partir da necessidade de uma escrita
mais simples e organizada de trabalhos que eram embasados em determinantes. Acredita-
se que o matematico japonés Seki Kowa (1683) ja tinha a ideia de determinante. Ele
sistematizou um método Chinés de resolucao de equacao linear que consistia em um
arranjo de barras de bambu colocadas em quadrados sobre uma tabua. Tal arranjo era
semelhante ao que usamos em determinantes. Embora a ideia de determinante j&a tivesse
aparecido com Seki Kowa, o mérito da criacao dessa criacao é dado a Gottfried Wilhelm

von Leibniz (1646-1716) que sistematizou formalmente os determinantes. De acordo com

9 Talvez o livro mais influente da Matemética Chinesa, contém 246 problemas sobre a mensuracio de ter-
ras, agricola, sociedades, engenharia, impostos, calculo, solugao de equagoes, volumes, procedimentos
matriciais e propriedades dos tridngulos retangulos.
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Baumgart| (2014} p. 52), “Numa carta ao marqués de L’Hospital, Leibniz fez uma discussao

de um sistema de trés equagoes lineares de duas incognitas.”

aio —+ anx + a1y = 0
a9y + a1 x + agpy =0 (2)

azo + a3 + azy =0

fazendo as combinagoes necessarias para cancelar y, temos:

(a10a22 - alzazo) + (anam - a12a21)x =0

(@10a32 — a12a30) + (a11a32 — arpaz)r =0

Fazendo as combinacoes necessarias para cancelar x, temos:

Q10021032 + G11022030 + A12020G31 = A10G22031 + A11020a32 + A12021030, (4)
ou,
(a10a21a32 + a11a22a30 + A12020a31) — (10022031 + A11G20032 + A12a21a30) = 0, (5)

que pode ser colocada na forma.

Q10 a11 a2
asy a ag | =0. (6)

@30 asz1 a3z

Observamos no sistema acima a condi¢ao para que trés retas, representadas por
tenham um ponto em comum. Segundo Baumgart (2014, p. 53), “A notacao de barras
verticais - hoje padronizada - usada em @ foi introduzida por Cayley.”

Muitos outros matematicos deram sua contribuicao no desenvolvimento da teo-
ria dos determinantes, entre eles, Gabriel Cramer (os inventou de forma independente),
Théophile Vandermonde, Pierre Simon Laplace, Josef Maria Wronski e Augustin Louis
Cauchy (atribuiu o nome determinante ao conceito). O desenvolvimento de determinantes
contribuiu no surgimento do conceito de Matrizes que surgiu em meados do século XIX
com a ajuda, principalmente, dos matematicos Willian Rowan Hamilton, James Joseph

Sylvester e Arthur Cayley como mencionamos nas se¢oes a seguir.
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2.2.1.1 Willian Rowan Hamilton (1805 - 1865)

Hamilton (figura[3)) foi um dos maiores matemadticos Irlandeses da histéria, nascido
em 1805 foi uma crianga prodigio e aos treze anos de idade dominava algumas linguas
estrangeiras. Ficou orfao cedo e foi criado por um tio. Hamilton apresentou desde cedo
uma forte habilidade para escrever poesia. Somente aos quinze anos de idade Hamilton
se interessou por Matematica e depois de ler Arithmetica Universalis de Newton passou a
dominar o Calculo e a Geometria Analitica. Apds achar um erro em um artigo de Laplace,
Mécanique Céleste de 1823, ele ficou conhecido e recebeu uma atencao consideravel da
comunidade matematica. Em 1824 Hamilton entrou na Universidade Trinity College, em
Dublin, e 14 obteve uma passagem vitoriosa. Em 1833 publicou um artigo sobre ntimeros

complexos e recebeu o titulo de “Sir”.

Figura 3 - W. R. Hamilton

Fonte: Introducgao a histoéria da

matematica (Eves), 2018.

A contribuicao crucial de Hamilton para o surgimento e o desenvolvimento da
teoria de matrizes, esta relacionada aos seus estudos referentes aos ternos e quadruplos de
numeros reais. Hamilton se deparava com dificuldades na algebra que nao permitia uma
quebra da lei da comutatividade, até que a algebra dos quatérnios surgiu. Os trabalhos

desenvolvidos por Hamilton sobre a teoria dos nimeros complexos foi de fundamental
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importancia para o desenvolvimento dos quatémioﬂ, principalmente com a intencao de

facilitar a notacao na abordagem operatoria, como mostrado abaixo:

Da multiplicagao dos niimeros complexos z = a+bi e w = c+di, com a,b,ced € R,

sabemos que:

zxw = (a+bi)x (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i. (7)

Hamilton utilizava outra notagao para os numeros complexos, tratava o ntimero
complexo z = a + bi, como o par ordenado de nuimeros reais (a,b), como consequéncia,

Hamilton definiu a multiplicacao de niimeros complexos da seguinte forma:

zxw = (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc). (8)

Com essa notagao, Hamilton verificou que os niimeros complexos eram extrema-
mente convenientes para estudar os vetores e as rotacoes no plano. Com esse vislumbre, ele
utilizou a notagao dos nimeros complexos juntamente com suas motivagoes e aplicagoes
em Fisica e introduziu a teoria dos quatérnios. Nessa teoria, a multiplicacao é definida

da seguinte forma:

(a,b,c,d).(e, f,g,h) = (ae—=bf —cg—dh, af+be+ch—dg,ag+ce+df —bh,ah+bg+de—cf).
(9)

Através dessa definigdo, podemos notar que a operagao nao é comutativa. Como

exemplo, tomamos os quatérnios A = (0, 1,0, 0) e B = (0, 0, 0, 1).

A xB=(0,1,0,0)(0,0,0,1) = (0,0, —1,0), (10)

B x A = (0,0,0,1)(0,1,0,0) = (0,0,1,0).

— AXB#BxA. (11)

10 Quéadruplo ordenados de ntimeros reais (a, b, c, d).
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Essa fora a primeira aparigao de uma algebra nao comutativa. Segundo
(2002, p. 551), “Hamilton contava a histéria de que a ideia de abandonar a lei comutativa
da multiplicacao ocorreu-lhe num atimo, apds quinze anos de cogitacoes infrutiferas, en-
quanto caminhava com a esposa ao longo do Royal canal perto de Dublin.” Esse resultado
traria uma nova concepc¢ao a algebra. Ainda de acordo com p. 551), “Essa
ideia tao pouco ortodoxa impressionou-o tanto que pegou seu canivete e com ele gravou
a parte fundamental da tabua de multiplicacao dos quatérnios numa das pedras da ponte

Broughm.”Hoje hd uma placa na ponte que nos conta essa histéria (figura E[)

Figura 4 - Placa alusiva ao surgimento da algebra nao comutativa

Fonte: http://vigo.ime.unicamp.br, 2018.

Apesar de Hamilton nao ter escrito nenhum trabalho diretamente sobre a teoria
de matrizes, ele j& usava implicitamente alguns de seus conceitos. Seu trabalho com os

quatérnios foram de grande valia para Cayley, matematico que recebeu os méritos pela

“invengao”da teoria de matrizes. Segundo Baumgart| (2014, p. 53), “Ainda que a ideia

de matrizes estivesse implicita nos quatérnios de Hamilton [...], o mérito da invengao é
geralmente conferido a Cayley, com data de 1857, embora Hamilton tenha obtido um ou
dois resultados isolados em 1852.”

Infelizmente, em virtude do alcoolismo, Hamilton, apds publicar seu grande traba-
lho, Treatise on Quaternions (1853), faleceu em 1865 sem conseguir completar seu texto
Elements of Quaternions. Contudo, seus trabalhos serviram para outros matematicos e,

em particular, os quatérnions ganharam defensores incondicionais.
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2.2.1.2 James Joseph Sylvester (1814 - 1897)

A denominacao matriz surgiu depois das definicdes determinante, transformacoes
lineares e formas quadraticas. Ela foi introduzida pelo matematico britanico James Jo-
seph Sylvester em uma publicacao ao tratar de problemas de natureza geométrica no
Philosophical Magazine em 1850.

Sylvester (figura [5) nasceu em Londres. Atuou como professor de filosofia e ma-
tematica em universidades na Inglaterra e nos Estados Unidos por dois periodos de sua
vida académica. Entre 1855 e 1870 foi professor de matematica da Real Académia Militar
de Woolwich e em 1883, ocupou a cadeira de posi¢cao de Savilian Professor de Geometria
em Oxford. Foi um matemaético bastante ativo. Ao longo de sua vida esteve ligado a varias
academias de ciéncias - nos Estados Unidos, Gottingen, Naples, Boston, St Petersburg,
Berlim, para citar algumas. Foi o primeiro editor do American Journal of Mathemati-
cal e um grande contribuidor deste periédico. Ele também era apaixonado por poesia e
musica. Em uma nota de rodapé de um de seus artigos, On Newton rule for the discovery
of imaginary roots, ele exclamou: “Nao pode a musica ser descrita como a matematica
dos sentidos e a matematica como a musica da razao? O espirito é o mesmo! Assim, o
musico sente a matemdtica e o matemdtico pensa a musica” (EVES| p. 562).

Figura 5 - J. J. Sylvester (1814 - 1897)

Fonte: Introdugao a histéria da

matemética (Eves), 2018.
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Um ponto singular nos estudos de Sylvester foi a utilizacao de determinantes.
Sylvester enunciou, através de artigos, em 1850 e 1851, caracteristicas que o auxiliaria
no futuro no estudo de quédricas. A generalizacao da técnica de extracao de sistemas de
determinantes foi baseada em uma representacao em forma de tabela retangular a qual
Sylvester denominou matriz. O principal elemento gerador de pesquisa para Sylvester, e
que culminou com a ideia de matrizes, esta relacionada com os tipos de contatos entre
duas conicadl]

A ideia de Matrizes foi concebida apenas para auxiliar nos calculos de determinan-
tes e gerar respostas para identificar a quantidade de intersegoes entre duas conicas, ou
seja, a ideia principal de seu trabalho nao esta inteiramente ligada a matrizes, ele apenas
utiliza esse arranjo como ferramenta facilitadora. Podemos dizer que a necessidade da
existéncia de matrizes, assim como sua origem, estd atrelada a um problema, nesse caso,
ao problema da classificagao dos tipos de contatos entre duas conicas.

Na figura [6] sdo apresentadas os 4 tipos de contatos existentes entre duas conicas.
v'Contato simples: um ponto de intersecao duplo;

v Contato dipléide: dois pontos de intersecao duplos;

v Contato préoximo: um ponto de intersecao triplo;

v'Contato confluente: um ponto de intersecao quadruplo.

Figura 6 - Contato entre duas conicas

LY

!

\| / I\\
/’y e | R AN

Contato simples Contato dipléide Contato préximo Contato confluente

Fonte: Histéria e ensino de matrizes: promovendo reflexoes sobre o discurso
matemaético - Tese de doutorado (Aline Caetano da Silva Bernardes),
2018.

I Existem quatro tipos de contatos entre duas conicas que podem ser caracterizados pela multiplicidade
(2, 3 ou 4) do(s) ponto(s) de intersegao no(s) qual(is) as conicas se tangenciam.
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2.2.1.3 Arthur Cayley (1821 - 1895)

Logo apds os trabalhos iniciados por Sylvester sobre matrizes, Cayley (figura (7)),
matematico britanico, deu continuidade ao assunto e em 1858 publicou uma memoria com
defini¢oes e propriedades de matrizes, bem como suas demonstragoes.

Cayley, nasceu em Richmond, Londres. Apesar de mostrar habilidade para ma-
tematica desde cedo, dividiu as suas atividades profissionais entre a lei e a Matematica
durante cerca de 15 anos, até que foi eleito para a posicao de Sadlerian Professor da

Universidade de Cambridge em 1863, cadeira que ele manteve pelo resto de sua vida.

Figura 7 - A. Cayley

Fonte: http://trinitycollegechapel.
com, 2018.

Com o seu estudo sobre a generalizacao de determinantes menores para deter-
minantes de qualquer ordem surgiu o problema de enumeracao desses sistemas. Assim,
Cayley estruturou a ideia de matrizes de forma a melhor organizar os sistemas lineares e
as formas quadraticas. Essa primeira nocao de matrizes foi utilizada no artigo Remarques
Sur La notation des function algébriques (CAYLEY] 1855).

Em 1858, Cayley, publicou uma memoria sobre matrizes: A Memoir on the Theory

of Matrices no Philosophical Transactions, nessa Cayley descreve sobre a definicao de uma
matriz e suas propriedades. Nessa memoria, Cayley definiu matrizes como “um conjunto
organizado em forma de quadrado”. As defini¢oes e operagoes de matrizes foram feitas a
partir de sistemas lineares. A figura |8 nos mostra um exemplo de como Cayley escrevia
um sistema linear na época. Inicialmente esse formato surgira para simplificar a escrita,

forma esta é similar como a que utilizamos atualmente para escrever um sistema linear.
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Figura 8 - Sistema linear segundo Cayley

X=az +by +cz, (XY, Z)=(a,bd,c Yauyz2),
Y =dr +b'y +c7, a, 8, ¢
7 =a"z+0"y+ 'z, o' ¥, o

Fonte: A Memoir on the Theory of Matrices no Philosophical Transactions (p. 17), 1958.

Nesse texto, Cayley descreve uma série de propriedades e operagoes entre as matri-
zes, como a multiplicacdo entre as mesmas (existéncia de uma &dlgebra nao comutativa),
a multiplicacao de um escalar por uma matriz, o calculo de uma matriz inversa, soma de

matrizes, além de citar algumas matrizes especiais, como visto nas figura[J] e figura [10}

Figura 9 - Matriz nula e matriz identidade segundo Cayley

( 0,0,0° (1,0,0)
0, 0, 0 (P T
0, 0, 0 0, 0, 1

Fonte: A Memoir on the Theory of Matrices no Philosophical Transactions
(p. 18), 1958.

Como dissemos, Caley introduziu uma algebra nao comutativa através da mul-
tiplicacdo de matrizes (Figura . E importante citar que Cayley utilizou resultados
obtidos pelo mateméatico William Hamilton que desenvolveu a teoria dos quatérnions,
onde ja havia, implicitamente, a ideia de matrizes. Segundo Baumgart| (2014, p. 53),
“Hamilton mostrou que é possivel haver um sistema légico em que a multiplicagao nao
seja comutativa. Esse resultado indubitavelmente foi de grande valia para Caley.”

Na propriedade 11, em A Memoir on the Theory of Matrices no Philosophical
Transactions, Cayley cita, explicitamente, a nao comutatividade das matrizes. Podemos

associar os estudos de Cayley com tranformagoes lineares do tipo:
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Figura 10 - Soma de matrizes segundo Cayley

XY, Z)=C(e,bd,c Yo,9.2), X, Y, Z) =(Cea, B,y Y29z
Y
03'., br, 0' OL,) Bra 7; ]
aﬂ', 6"’ G'” afr‘, ﬁf!’ 7”’
X+X, Y+Y, Z2+Z)=(a +e, b +B, c+r Y& ¥, 2)
d+d, U +B, ¢+
(EH-I-IIH, b!!_{_ﬁl‘f’ C”'I—Q/”

give

and this leads to _
(a+u,b+f3,,c+ry )=(e,b,¢ )+(e,B,y )
‘ d+d, V40, C""l"?" ‘ a,l, c o, B,
a”+w", b"-{—ﬁ", cn_‘_yn “.”’ br!? ¢ wu, ﬁ".’ 70;

Fonte: A Memoir on the Theory of Matrices no Philosophical Transactions (p. 19),
1958.

Figura 11 - Multiplicacao de matrizes segundo Cayley

(Xa Y! Z):( a, b-: @ ¥, ¥, st {xa U, z)= &, |81 ?‘ Igl 7y Z)m

fﬁ', o, ¢ @, ,3;, ?r
{I” bl‘f Gﬂ G-“ ﬁ” ?‘H
give
(X.,Y,ZJ: A..,.B,C E,?},Q:(agbgciasﬁ!?IE,H}&}!
ﬁ": BI’ C" I a’l E’J, d a'r! ﬁr‘ﬂ ?,F
A", B”, o i arr’ 5"’ & 05”, !3”1 'J""_
and thence, substituting for the matrix
A,B,C)
A", B c"'
A"? B.l'.f’ CH

its value, we obtain

((@,b,c)a,,a"), (8,0,¢c XB, A L"), (:0,e¢Xy?,y"))=(a,b,cYe,B,y)
(ﬁ;,b', dI“s R “")1 (a's 5'95:(& ﬁfa .ﬁu,}r {&;, 5;, d}:?’: 711: ?’”J dméfpd_ : ', ;BrS_?"
(", ¥, 'Y, o, o), (', 3", "YB, B, B"), (d", ¥, Xy, 7 o) a' B, | | o, B, 5"

Fonte: A Memoir on the Theory of Matrices no Philosophical Transactions (p. 20), 1958.
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' =ax+0b

T, = v (12)
y =cx+dy
.,L,” — 6'%,/ + /

Tg == fy y (13)
y” — ga,/,/ + hy/

onde o ponto (z,y) é levado ao ponto (2/,y’), pela transformacao T; e em seguida, trans-
formamos, com Ty o ponto (z/,y') no ponto (z”,y”). Os coeficientes a, b, ¢, d, e, f, g, h
€ R.

De e , podemos verificar que tais transformacoes consecutivas sao equiva-

lentes a transformacao composta ToT}:

T, — x” = (ae + cf)x + (be + df )y | (14)

Yy’ = (ag+ ch)x + (bg + dh)y

Se repararmos, essa composicao de transformacoes estd associada a seguinte mul-

tiplicagao de matrizes:

7| e f a b x (15)
Yy’ B g h| |cd| |y
Se fizermos a composicao T Ty, teremos:
¥ =ex+
TQ - fy y (16)
Yy =gr+hy
" = azr’ + by
T, = o (17)
y77 — Cx/ _|_ dy/

ou

7 = b bh
T,T, x (ae + bg)x + (af + bh)y . (18)

Yy’ = (ce+dg)x+ (cf +dh)y
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Note que, nesse caso, a multiplicagao de matrizes associada a composicao da trans-

formagao é dada por:

MBI

Notamos que T1Ty # TsTy, o que demonstra que a multiplicacao entre matrizes

v ] . (19)

Y

nao é comutativa.

Além do auxilio da Teoria de Resolucao de Problema e do recurso a Histéria da
Matematica, afim de tornar o ensino de matrizes mais produtivo, faremos no préximo
capitulo algumas abordagens tedricas e algumas sugestoes de problemas para aplicacao

em sala de aula.
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3 A TEORIA DE MATRIZES A PARTIR DA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

Nosso objetivo é introduzir o conceito de matrizes a partir da resolucao de proble-
mas. Em geral, esse contetido é abordado no ensino médio no segundo ou terceiro ano
sendo utilizado nos vestibulares mais tradicionais do Brasil, inclusive no Enem (Exame
Nacional do Ensino Médio), sendo comumente apresentado aos alunos a partir de suas
defini¢oes e propriedades. No entanto, acreditamos que essa nao seja a melhor forma, ja
que abordando a teoria de matrizes dessa forma, tornaremos essa tematica vazia, fazendo
com que os discentes nao consigam compreender a verdadeira fungao que as matrizes po-
dem exercer tanto na Matematica como em aplica¢oes em outras areas. Segundo os PCN
(BRASIL| 2000, p. 40), “A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que
ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um
papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana [...].”
Concordamos com Sanches quando ele diz que

A algebra das matrizes tem importéancia significativa para vérias ciéncias
e encontra, cada vez mais, aplicagoes em diversos setores como a Eco-
nomia, a Engenharia e Tecnologia, etc. Se nao ocorrer uma aprendi-
zagem significativa e relevante dos conceitos de matrizes, os estudantes
poderao apresentar dificuldades, em niveis mais avangados, para com-
preender e aplicar outros conceitos relacionados, tais como conceitos de
programacao, computacao grafica, custos de producgao, teoria dos gra-

fos, circuitos elétricos, modelos econémicos lineares, entre centenas de
outros (SANCHES] 2002, p. 18).

Partindo dessa premissa, abordaremos alguns problemas que servirao de auxilio
aos professores na busca de uma abordagem mais didatica desse contetido. Dessa forma,
unimos os dois assuntos que fazem parte integrante dessa dissertacao, o ensino de Matrizes

e o ensino através da resolucao de problemas.

3.1 Definicao de matrizes

Usualmente, matriz é apresentada como um arranjo retangular de nimeros reais

com m linhas e n colunas:

apx Q2 @3 - Qip
a21 Q22 Q23 -  Q2pn
A= a31 Az Q32 - A3p = (aij)mxn ) (20)

Am1 Am2 Am3 Qmn
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onde cada a;;, com 1 < i < mel < j < n, representa o elemento que esta na linha
i e coluna j, como pode ser visto na matriz A.

Em 1858, Cayley definiu matriz como um conjunto de nimeros organizado em
forma de quadrado. Atualmente, Crilly define matrizes de forma similar: “As matrizes
representam uma dlgebra multidimensional” (CRILLY], 2017, p. 158). Para ele, a utilidade
de matriz é conseguir escrever os nimeros em blocos.

Ainda de acordo com esse autor,

Uma vantagem critica da dlgebra das matrizes é que podemos pensar em
vastos agrupamentos de niimeros, por exemplo um conjunto de dados em
estatistica, como uma tnica entidade. Mais do que isso, podemos ma-
nipular esses blocos de niimeros simples e eficientemente. Se quisermos
somar ou multiplicar todos os niimeros em dois conjuntos de dados, cada
um considerando em mil nimeros, nao temos de efetuar mil calculos -

temos de efetuar apenas um (somando ou multiplicando as matrizes)
(CRILLY}, 2017} p. 158).

Acreditamos que nao se deve introduzir o conteudo de matrizes dessa forma, a
partir de defini¢oes, por conta de seu carater abstrato. As definicOes e conceitos da
teoria de matrizes, ao nosso ver, devem ser introduzidas aos alunos com algum sentido.
Nesse inicio, é crucial mostrar que essa teoria tem algum propdsito, como, por exemplo,
a organizacao de dados ou a aplicacao em alguma drea. Apresentamos a seguir alguns

exemplos que podem ilustrar bem o que foi abordado.

Organizacao de dados: A tabela 1 representa a producao, em milhares de uni-

dades, dos produtos 1, 2, 3 e 4, que uma companhia produz em cada uma de suas tres

fabricas que ficam no interior do Brasil.

Tabela 1 - Organizacao de dados.

Produto 1 | Produto 2 | Produto 3 | Produto 4
Fébrica 1 7 5 0 1
Fabrica 2 0 4 3 7
Fébrica 3 3 2 0 2

Fonte: O autor, 2018.

Plano de voo: Um dos exemplos do uso de matrizes é a andlise de uma rede

de voos de companhias aéreas, envolvendo tanto aeroportos centrais quanto aeroportos
secundarios. Na realidade, esse problema envolve centenas de aeroportos. Tomaremos
um pequeno exemplo envolvendo os aeroportos de Londres (L), Paris (P), Edimburgo(E),
Bordeaux(B) e Toulouse (T). A rede apresentada na figura [I12] mostra os possiveis voos
diretos que existem em véarias cidades. Esta forma de apresentacao é conhecida como
grafo que é um importante ramo de Matematica e que nao é o objetivo de estudo deste
trabalho.
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Figura 12 - Redes de viagem

E

Fonte: O autor, 2018.

Para analisar essa rede de voos, os aeroportos utilizam computadores que fazem a
leitura através de matrizes. Se ha voo direto da cidade i para cidade j, coloca-se 1, caso

contrario, coloca-se 0:

1, se ha voo direto
A = [GU] = _ L ) . (21)
0, se nao ha voo direto

Tabela 2 - Existéncia de voos entre cidades.

Londres | Paris | Edimburgo | Bordeaux | Toulouse
Londres 0 1 1 1 1
Paris 1 0 0 1 1
Edimburgo 1 0 0 0 0
Bordeaux 1 1 0 0 0
Toulouse 1 1 0 0 0

Fonte: O autor, 2018.

Em forma matricial, podemos representar a tabela 2 como:

>

I
—_ = = = O
_— = O O =
o O O o =
S O O = =
o O O =

—

[\

\G)

N—
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Inicialmente, parece que pela figura 12 fica mais féacil verificar quais sao os pares de
cidades que apresentam voos diretos, mas nao podemos ignorar de que este ¢ um exemplo
reduzido em comparacao com a realidade. As redes aéreas, em geral, sao visualmente
mais confusas como vemos no exemplo da figura Essas redes serem analisadas fazendo

uso de computadores que sao programados para operar usando a algebra matricial.

Figura 13 - Exemplo de rede aérea

F‘RERAEI'LIA;%S,.‘/'
bt 1 .

YN~

v \
”'f,ﬂ‘u,q " 77'&T| :
\ '-S‘ECW

Fonte: http://tarauacanoticias.blogspot.com.br, 2018.

Nos casos apresentados, podemos observar que a tabela serve como um elemento
organizador. Em exemplos mais complexos, o uso de tabelas (matrizes) é essencial para
a organizacao de dados e operagao entre niimeros, pois em alguns casos é mais vantajoso
realizar operacoes entre as tabelas (matrizes) do que operagoes entre os nimeros, como
veremos, por exemplo, nas operacoes entre as matrizes. Algumas matrizes especiais sur-
gem em varios problemas de forma curiosa. Para entendé-las, abordaremos alguns tipos

especiais de matrizes antes de trabalharmos com as operacoes, sobre as mesmas.

3.2 Tipos de matrizes

» Matriz quadrada: E toda matriz que apresenta o numero de linhas igual ao

numero de colunas.
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A=112 0 3 ||A=(aij)mxn,em que m =n. (23)

Se A é uma matriz quadrada n x n, podemos dizer que ela possui ordem n.

» Matriz retangular: E toda matriz em que o ntimero de linhas é diferente do

numero de colunas.

Exemplo:
4
A=112 0 3 5 A = (aij)mxn, em que m # n. (24)
1 7 12

» Matriz linha: E toda matriz que possui apenas uma linha.

Exemplo:

A=14 11 3 56 ||A=(aij)mxn,em que m =1 (25)

» Matriz coluna: E toda matriz que possui apenas uma coluna.

Exemplo:

4
1
A= |17 | |A = (aij)mxn.em que n =1 (26)

T
13

» Matriz nula: E toda matriz em que todo os elementos sao iguais a zero.

Exemplo:

A = (aij)mxn,em que a;; =0,V a;; (27)

o

I
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
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» Matriz triangular: E toda matriz quadrada em que a;; = 0, Vi > j (triangular

inferior) ou a;; = 0, V i < j (triangular superior).

Exemplo:

A= 0 ] —> Triangular inferior (28)
[6]

A= 0 — Triangular superior (29)
0 0
0 0 0
» Matriz diagonal: E toda matriz quadrada em que a;; = 0, Vi # j.
Exemplo:
0 0

A=1| o0 [6] 0 (30)
0 O

Observacao: Se a matriz é diagonal e todos os elementos da diagonal principal

sao iguais, a matriz é denominada Matriz escalar.

0 0 0

0 [2) 0 O
A= — Matriz escalar (31)

0 0 0

0 0 0

» Matriz identidade: E toda matriz quadrada de ordem n, indicada por I, tal
que:

1, sei =3

I, = (@ij)nxn, tal que a;; = (32)

0, sei #J



49

Exemplo:
ol :
1 00 1
10
11:[1]712:[01],3: 01 0]((.)L= 0 (33)
0 01 :
000 1

» Matriz transposta: Chama-se transposta da matriz A = (a;;)mxn, indicada

por AT, a matriz:

B=AT = (bji)mxn,onde a;; =b;;,¥V1<i<mel<j<n. (34)
Exemplo:
"V or 7]
Vi 3 -7 -2 1 3 3 V5
A=| 7 3 0 0 AT=1| -7 0 30 (35)
7 V5 30 3 0 -2 0 3
| 1 1 0 |
» Matriz simétrica: Uma matriz quadrada A, de ordem n, é dita simétrica se
A=AT
Exemplo:
4 1 3
A=A"=115 7 ||laj=a;,V1I<i<nel<j<n (36)
3 7 =3
» Matriz antissimétrica: Uma matriz quadrada A, de ordem n, é dita antis-
simétrica se A = —AT.
Exemplo:
0o -1 3
A=-AT=|1 0 —-7||A=aj=—0a;,V1<i<nel<j<n (37)
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3.3 Problemas envolvendo operacoes entre matrizes

Com objetivo de dar maior sentido ao estudo de operagoes entre matrizes, tendo
alunos do ensino médio como publico alvo, faremos a abordagem das operacoes entre
matrizes (soma e multiplicagao) a partir de problemas. Acreditamos que abordando o
assunto dessa forma, o aprendizado ocorre de forma mais significativa. De acordo com
Polya,

Se o professor desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes proble-
mas compativeis com os conhecimentos destes e auxiliando-os por meio
de indagacoes estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo raciocinio

independente e proporcionar-lhes certos meios para alcancar este obje-
tivo (POLYA| 2006, p. 5).

3.3.1 Soma de matrizes

A abordagem feita nas operacoes entre matrizes, de forma geral, tem sido tradi-
cional nas escolas. Esse tipo de abordagem, acaba valorizando mais as operacoes entre
os numeros do que propriamente a operacao entre as matrizes. Nos dias atuais, mui-
tas agoes requerem conhecimento matematico, mesmo sendo basico. De acordo com os
principios e critérios do guia de livros didaticos do Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD) on lmelﬂ, em uma sociedades como a nossa, permeadas por tecnologias de base
cientifica e por um crescente acimulo e troca das mais diversas informacoes, é consenso
reconhecer que as competéncias matematicas tornaram-se um imperativo[...]. Como ja
dissemos, a teoria de matrizes é imprescindivel na computacao, na resolucao de sistemas
lineares, entre outros. Na intencao de trazer um olhar mais interpretativo e investigativo,
abordaremos alguns problemas envolvendo a soma de matrizes.

Problema 1: Uma pessoa possui 3 paginas em uma rede social e quer criar al-
gumas métricas para medir o desempenho delas. Quando é publicado algo nessa rede
social, podemos considerar que existam 3 categorias basicas de interacao: os comentarios,
as curtidas e os compartilhamentos, com esses dados é possivel ter um controle de desem-
penho dessas paginas. Sabe-se que no meés de janeiro de um determinado ano a pagina
1 obteve 100 comentarios, 200 curtidas e 55 compartilhamentos, a pagina 2 obteve 250
comentarios, 310 curtidas e 60 compartilhamentos, a pagina 3 obteve 20 comentarios,
30 curtidas e 10 compartilhamentos. No meés de fevereiro desse mesmo ano, a pagina
1 obteve 120 comentarios, 260 curtidas e 90 compartilhamentos, a pagina 2 obteve 100

comentarios, 400 curtidas e 90 compartilhamentos e a pagina 3 obteve 60 comentarios, 20

2.0 endereco onde encontram-se esses principios e critérios é: http://www.fnde.gov.br/pnld-2017/
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curtidas e 15 compartilhamentos. Determine a quantidade total de comentarios, curtidas

e compartilhamentos de cada uma dessa paginas nesse bimestre.

Solugao esperada: E notério que a organizacao desse dados, apresentados men-

salmente, facilita a resolugao desse problema. Para isso, faremos a organizacao desses
dados na tabela 3 e na tabela 4, uma relativa ao més de janeiro e outra ao mes de

fevereiro.

Tabela 3 - Interagoes no meés de janeiro.

JANEIRO | Comentéario | Curtidas | Compartilhamentos
Pégina 1 100 200 55
Pagina 2 250 310 60
Pégina 3 20 30 10

Fonte: O autor, 2018.

Tabela 4 - Interagoes no mes de fevereiro.

FEVEREIRO | Comentario | Curtidas | Compartilhamentos
Pégina 1 120 260 90
Pagina 2 100 400 90
Pégina 3 60 20 15

Fonte: O autor, 2018.

Podemos escrever a tabela 3 e a tabela 4 em forma matricial.

100 200 55 120 260 90
A= 250 310 60 ||JANEIRO|eB= | 100 400 90 ||FEVEREIRO]| (38)
20 30 10 60 20 15

Para saber a quantidade total de comentarios, curtidas e compartilhamentos de

cada uma dessas paginas nesse bimestre, basta adicionarmos a matriz A com a matriz B:

100 200 55 120 260 90 220 460 145
A+B=|250 310 60 | + | 100 400 90 | = | 350 710 150 (39)
20 30 10 60 20 15 80 50 25

Com esse tipo de abordagem fica mais claro para os alunos compreenderem o
significado da soma de matrizes, nulificando o processo burocratico através de definigoes
pré-estabelecidas. Com isso, possibilitamos a discussao com os alunos de uma forma

intuitiva, como, por exemplo, fazendo perguntas com a finalidade de estabelecer condi¢oes
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para efetuar a soma entre duas ou mais matrizes. E possivel somar matrizes de ordens
distintas? Podemos somar matrizes de tipos distintos? Como somamos matrizes?
Apesar de alguns livros apresentarem o conteido com situagoes-problema (figura
14]), é comum observar nos livros didaticos, uma série de exercicios mecéanicos e que
nao trazem a perspectiva desejavel para que o discente tenha pleno entendimento do
assunto, como vemos na figura |15 no livro do Dante. Comumente, os alunos acham facil
somar/subtrair matrizes, mas os mesmos, caso nao seja apresentado problemas, operam
as matrizes ponderando somente as operagoes numéricas, o que é um equivoco.
Indubitavelmente, a pratica de exercicios é importante para a fixacao do conteudo,
mas nao podemos tomar somente a aplicacao de exercicios, de forma mecanica visando
apenas o resultado final, como pratica pedagdgica. A resolucao de problema é funda-
mental. De acordo com os principios adotados pelo guia de livros didatico (PNLD) on
lmelﬂ, um principio metodologico amplamente relevante é o de ensino e aprendizagem
da Matematica baseados na resolucao de problemas. Sem duvida, um livro didatico em
que sao propostos, de modo sistematico e consistente, problemas a serem resolvidos pelo

estudante, contribui para o desenvolvimento da sua autonomia.

3.3.2 Multiplicacao de matrizes

Como podemos observar na subsecao 3.3.1, a soma de matrizes é feita elemento
a elemento, ou seja, somamos elementos que estao nas mesmas posicoes, como podemos

verificar abaixo com os elementos que estao na segunda linha e terceira coluna:

100 200 55 120 260 90 220 460 145
A+B=|250 310 + | 100 400 = | 350 710 . (40)
20 30 10 60 20 15 80 50 25

Sera que a multiplicacao de matrizes é feita dessa forma? Quais sao as condigoes
de existéncia para a multiplicacao entre as matrizes?

De um modo geral, a multiplicacao de matrizes é feita a partir da seguinte definicao:
Dadas as matrizes A,,, e B, x4, a multiplicacao da matriz A pela matriz B é dada pela
equagao (41)).

AxB=C=> apby,V1<i<meV1<j<q (41)
k=1

130 enderego onde encontram-se esses principios e critérios é: http://www.fnde.gov.br/pnld-2017/



53

Figura 14 - Soma/subtragao de matrizes - Apresentagao

(6 ) Adicdo e subtracdo de matrizes

Acompanhe a seguinte situacao:

O gerente de vendas de uma loja tem a sua disposicao as tabelas de vendas mensais, em reais, dos seus
trés vendedores, por produto vendido. Veja:

© Vendas em janeiro (R$)
Vendedor Geladeiras Fogdes :
Paulo 73000,00 | 12000,00 |
|
Cermano 27000,00 I 10000,00 I
S S —

Rodolfo 19000,00 15000,00
|

—
Fonte: Dados ficticos.

© Vendas em fevereiro (R$)

Vendedor Geladeiras Fogoes |
|
Paulo 21000,00 I 10000,00
]
| 1
Germano 16000,00 &000,00
- — -+ -
Rodolfo 20000,00 9000,00
I I i)

Fonte: Dados ficticios.

O gerente precisava saber as vendas do 12 bimestre, em reais por produto vendido, dos seus trés vendedores.
MNesse caso, ele somou os dados das duas tabelas (janeiro e fevereiro), obtendo a tabela dos dados do bimestre:

© Vendas no 12 bimestre (R%)
Vendedor Geladeiras Fogdes Aprovelte o exemplo para exphorar
mals andlises dos resultadas.
Paulo 44 000,00 22000,00 r _ -\|
L S . — ] 1 Para refletir :
* Cual foi o melhor
G 43 000,00 16000,00 -
g i | A _I_ B | ! vendedor de peladeiras do !
Rodolfo 3900000 | 24000,00 1 MsawTE ‘.i:j‘.’gf‘;;;.,ﬁy

Fonte: Dados ficticos.

Depois, o gerente precisava saber a evolucao das vendas de janeiro para fevereiro: aumentaram? dimi-
nuiram? qual foi a diferenca de faturamento entre janeiro e fevereiro?

Uma maneira de obter essas informacdes é calcular a diferenca dos dados das duas primeiras tabelas
(fevereiro e janeiro), obtendo a tabela da evolucdo das vendas de janeiro para fevereiro:

© Evolucdo das vendas de janeiro para
fevereiro (R$)

Vendedor Geladeiras Fogoes | oo m—n——
B — + Para refletir -\
Paulo 2000,00 2000,00 '« Qual vendedor teve a
3 T 'I' -1 maior queda de vendas [
Germano M000,00 4000,00 o de geladeira de janeiro
} i ' para fevereiro? Germana.
Rodolfo 1000,00 I 6000,00 T

Fonte: Dados ficticos.

Esse exemplo ilustra as operacdes de adicdo e subtracdo de matrizes.

—
Malrizes @ determinantes { (] }
M

Fonte: MATEMATICA - CONTEXTO E APLICAQOES (PNLD 2018) - Autor: Luiz Roberto
Dante, 2017.
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Figura 15 - Soma/subtracao de matrizes - Exercicios

Subtracao de matrizes

Sendo A e B duas matrizes do tipo m % n, denomina-se diferenca entre A e B
(representada por A — B) a soma da matriz A com a matriz oposta de B, isto &,
A—B=A+[-B).

y Para refletir

3—4=3+(—4)

Por exemplo:

r"—"—"—"—"—"'\'

Lembra-se da diferenca entre ndmeros inteiros?

e sl e T Rl S

3 -2 5 2—36_3—25+—23—6_]]—1
M0 0 -4 5 1 W o - 4 -5 - 1M -5 -2

n Exercicios

3. Identifique os elementos ay, @y, e a; na matriz

2 6 10 1
4 5 1)
4. Escreva no caderno as matrizes:
a) A= (a);. tal queag; = * +

b) X = (a;)s « ; de modo que a; = 27 — |

5. Escreva no caderno a matriz quadrada:
a) de ordem 2, cujo elemento genérico &
a;=4&4i— 2j+ 3;
5 1 -1 -3 -5
b) de ordem 3 talquea;j =7 —2j. 6 4 2
®x 23 N 12

6. Sejaa matriz quadrada E 'I?J} Calcule a diferenca

entre o produto dos elementos da diagonal principal
e o produto dos elementos da diagonal secundaria.
18

a+b b4c 9 -1
b 20-3d 6 18 [ 13.

determinea, b,ced a=6;b=3;c=—d;d= -2

1. sabendo que \‘

8. Escreva no caderno a matriz identidade de ordemn 2 (1)
e a matriz identidade de ordem 3 (3). e [ 1 0
01

9. Determinemen para que se tenha

c
[100
m+n m =y J's=| 010 | W
0 n ;- : lo o 1|
10. Determine g, b e ¢ para que se tenha
atb-1 0
a-3 b 0 N e B
ix2 a=Lb=0c= 3
L] 0

) 3. 2
. Se X
ex=|

2 1
Dadas as matrizes A 6 | B 6| e
3 2
0
C 4 |, calcule:

2 3 )
B
aAA+BE-C \7
BYA-B+C
1
JA-8 cl—aJ
3

Dadas as seguintes matrizes quadradas de ordem 2:
i+2j, parai = j
s +E=B-.-A=[ A ]

2 14
3 L

e Bcom by Arupara iie ! calcule A + Be B+ A.
O,parai = j

A com a; {

A e Bsao duas matrizes quadradas de ordem 2, cujos
elementos sdo dados por a; = 3i — Zje by = ().

Calcule:
0 -2
A—B=
a) A ﬁ'a} [—12 —z}

bl A+ B |:]|,1+15=[2 U]
w s

Se A = (a;) € uma matriz quadrada de ordem 2 tal

que a; = 2i + 3j — 5, escreva no caderno a matriz
oposta de A.[ 0 -3
=i —=b

10

X sabendo que 0 & a matriz nula do tipo 2 x 3.

;J + 0, escreva no caderno

x=]-3 2 -

6 -m 7 r" ".I
Malrizes e determinantes | 1

St

Fonte: MATEMATICA - CONTEXTO E APLICACOES (PNLD 2018) - Autor: Luiz Roberto

Dante, 2017.
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Podemos, ainda, indicar aos alunos que o produto de matrizes é feito através da
multiplicacao de cada linha por cada coluna, elemento a elemento, como podemos observar

no problema 1.

Problema 1: Dadas as matrizes A e B abaixo, determine o produto da matriz A

pela matriz B, sendo,

2 4 3
eB:[345]. (42)

>

I
o
OIS It

Solugao: Utilizando a defini¢ao para n = g = 3, temos:

(

2
c11 = Zalk-bkl = a11.b11 + a12.b1 = 4.2+ 33 =17

k=1
2

Linha 1 Clo2 = Z alk.bkg = a11.b12 + a12.b22 =444+3.4=28

k=1
2

Ci3 = Zalk.bkg = ay1.013 + a12.093 = 4.3+ 3.5 =27
\ k=1

( 2

Co1 = Za%-bkl = ag1.b11 + a9.b1 = 4.2+ 53 =23

k=1
2

Linha 2 Coo = Z a,gk.ka = a21.b12 + a22.b22 =444+54=36 (43)

k=1
2

Cog = Zagk‘bkg = agl.b13 + a22.623 = 43 + 55 = 37
\ k=1

( 2

C31 = Zagk.bkl = a31.b11 + agg.bgl =62+23=18

k=1
2

Linha 3 C3g = Z ng.bkg = a31.b12 + @32.622 =644+ 24 =32

k=1
2

C33 = Zagk.bk3 = a31.613 —+ a32.b23 = 63 —+ 25 = 28
\ k=1

17 28 27
AxB=C=|23 36 37 |. (44)
18 32 28

Abordar a multiplicagdo de matrizes desta forma pode nao fazer sentido para os
alunos, apenas mostra um algoritmo que podemos utilizar para obtencao de um resultado

que torna a multiplicacao de matrizes uma teoria sem muito sentido, além de acompanhar
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uma definicao carregada em notacoes. A multiplicacao de matrizes nao é uma operacao
trivial, por isso devemos introduzir esse conceito de forma investigativa através de pro-
blemas. Com a intencao de fomentar o entendimento dos alunos nessa teoria, vamos

apresentar problemas contextualizados de situacoes que envolvam essa operagao.

Problema 2: Uma industria automobilistica produz carros nos modelos X e Y
nas versoes popular, luxo e superluxo. Nesses carros, sao utilizadas na montagem pecas
dos tipos A, B e C.

e Do tipo A sao utilizadas 4 pecas em cada carro do modelo X e 3 pecas em cada
carro do modelo Y.

e Do tipo B sao utilizadas 4 pecas em cada carro do modelo X e 5 pecas em cada
carro do modelo Y.

e Do tipo C sao utilizadas 6 pecas em cada carro do modelo X e 2 pecas em cada
carro do modelo Y.

e Do carro de modelo X sao fabricados 2 carros na versao popular, 4 na versao
luxo e 3 na versao superluxo.

e Do carro de modelo Y sao fabricados 3 carros na versao popular, 4 na versao
luxo e 5 na versao superluxo.

Determine uma tabela que relacione a quantidade de pecas de cada tipo a cada
uma das versoes.

Solugao esperada: Inicialmente organizaremos os dados do enunciado na tabela
5 e na tabela 6.

Tabela 5 - Peca x Modelo.

Modelo X | Modelo Y
Peca A 4 3
Peca B 4 )
Peca C 6 2

Fonte: O autor, 2018.

Tabela 6 - Modelo x Versao.

Popular | Luxo | Superluxo
Modelo X 2 4 3
Modelo Y 3 4 5

Fonte: O autor, 2018.

A partir dai podemos abrir uma discussao a fim de investigar uma estratégia para
que possamos determinar uma tabela que relacione a quantidade de pecas de cada tipo a

cada uma das versoes.
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Podemos notar que, por exemplo, na tabela 5, cada carro do modelo X sao utiliza-
das 4 pegas do tipo A e que em cada carro do modelo Y sao utilizadas 3 pegas do tipo A.
J& na tabela 6, no modelo X sao fabricados 2 carros na versao popular e no modelo Y sao
fabricados 3 carros na versao popular. Dai podemos observar que no modelo X teremos
um total de 4.2 = 8 pegas do tipo A na versao popular e no modelo Y um total de 3.3 =
9 pecas do tipo A na versao popular. Totalizando 17 pecas do tipo A na versao popular.

De acordo com essa interpretacao, teremos:
— Total de pecas do tipo A na versao luxo = 4.4 + 3.4 = 28
— Total de pecas do tipo A na versao superluxo = 4.3 + 3.5 = 27
—> Total de pecas do tipo B na versao popular = 4.2 4+ 5.3 = 23
— Total de pecas do tipo B na versao luxo = 4.4 + 5.4 = 36
— Total de pegas do tipo B na versao superluxo = 4.3 + 5.5 = 37
— Total de pegas do tipo C na versao popular = 6.2 + 2.3 = 18/
= Total de pegas do tipo C na versao luxo = 6.4 + 2.4 = 32
— Total de pegas do tipo C na versao superluxo = 6.3 + 2.5 = 28

Assim, a tabela 7 relaciona a quantidade de pecas de cada tipo a cada uma das

versoes.

Tabela 7 - Peca x Versao.

Popular | Luxo | Superluxo
Peca A 17 28 27
Peca B 23 36 37
Peca C 18 32 28

Fonte: O autor, 2018.

E importante notar que a tabela 7 foi gerada através de uma investigagao e inter-
pretacao do problema 2. A partir desse resultado a multiplicacao de matrizes pode ser
apresentada aos alunos de forma mais atraente, mostrando que as defini¢coes sao oriundas
de problemas, retirando, assim, a impressao que alguns resultados matematicos sao sem
propdsito, decorados e sem aplicagdes. De acordo com [Ellenberg| (2015, p. 21, grifo do
autor), “temos uma tendéncia de ensinar matemadtica como uma longa lista de regras.
Voceé as aprende numa ordem e deve obedecé-las, caso contrario tira nota baixa. Isso
ndao € matemdtica..” Com esse pensamento, reforcamos a importancia de dar significado
ao aprendizado. Sabemos que alguns assuntos nao sao perfeitamente transparentes para
nossa intuicao. Mas é necessario incentivar nos alunos o pensamento intuitivo e o poder

de deducao.
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Comparando o problema 1 com o problema 2, percebemos que a multiplicagao da
matriz A (andloga a tabela 5) pela matriz B (andloga a tabela 6) gera o resultado da tabela
7 no problema 2. Com isso, o aluno possui um acesso transparente para o entendimento
da definicao dada para multiplicacao de matrizes. E til citar que o exemplo 2 ajuda
aos alunos entenderem qual tipo de matriz é gerada pela multiplicacao de duas matrizes,
pois o resultado deste exemplo foi a tabela 7, que relaciona cada tipo de peca (localizado
nas linhas da tabela 5) a cada versao (localizada nas colunas tabela 6), justificando que o
produto de uma matriz do tipo m x n por uma do tipo n x q gera uma matriz do tipo
m x g. Vale citar que poderfamos escrever a tabela de outra forma, mas sem duvida sem

alterar a resolugao do problema.

Problema 3: Observando a figura[l2] de quantas formas distintas podemos viajar

de Bordeaux para Toulouse fazendo uma escala?

Solugao: Observando a figura podemos constatar que temos duas formas

distintas para fazer tal viagem:
Bordeaux = Paris = Toulouse ou Bordeaux = Londres = Toulouse

Observando a figura [16] de quantas formas distintas podemos viajar da cidade A

para a cidade M com apenas uma escala?

Figura 16 - Rede de viagem 2

Fonte: O autor, 2018.



59

Nessa rede de voos, apenas com auxilio da imagem, teremos dificuldade de de-
terminar essa quantidade de voos. Como faremos essa contagem? Por observacao? Ha
alguma aplicacao matemaética para nos auxiliar nessa determinagao?

Para responder essas perguntas, voltaremos ao exemplo do plano de voo, na secao
3.1. A matriz que representa a quantidade de voos diretos da cidade i para a cidade j,

tomando Londres = 1, Paris = 2, Edimburgo = 3, Bordeaux = 4 e Toulouse = 5, é

[0 1 1 1 1]
10011
A=]110000 (45)
11000
(1100 0|

O produto da matriz A pela matriz A, ou ainda, A?, representa a matriz em que
cada elemento representa a quantidade de voos da cidade ¢ para a cidade j com exata-

mente uma escala.

A? (46)

|
— = O N
— = =W N
— = = = O
(NG T N JN S GO
(NG TN N J S GO

Essa é umas das aplicacoes mais interessantes de multiplicacao de matrizes. Na
verdade, esse ¢ um exemplo de aplicabilidade de grafos, conteiido nao visto no ensino
médio, por isso, nao ¢é nossa intencao fazer essa aplicacao utilizando sua estrutura assim
como sua nomenclatura.

De fato, nao é trivial notar que a matriz A% nos fornecera a quantidade de voos da
cidade i para a cidade j com exatamente uma escala. Mas por que isso acontece?

Considere a matriz, ou melhor, a tabela 8 para auxiliar nossa interpretacao:

Tabela 8 - Existéncia de voos entre cidades.

Londres | Paris | Edimburgo | Bordeaux | Toulouse
Londres 0 1 1 1 1
Paris 1 0 0 1 1
Edimburgo 1 0 0 0 0
Bordeaux 1 1 0 0 0
Toulouse 1 1 0 0 0

Fonte: O autor, 2018.
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Pegaremos um elemento da matriz A% como exemplo. Tomaremos o elemento
que estd na quarta linha e na quinta coluna de A? que indica a quantidade de voos com
exatamente uma escala da cidade de Bordeaux para Toulouse. No problema 3, com auxilio
da figura 12, ja podemos observar quais sao os voos da cidade de Bordeaux para Toulouse

com exatamente uma escala. Note que esse elemento surge da seguinte expressao:

1 .1 +.1 .1 4+.0.0+0.0+.0 .0 =2 (47)
aq1 ais a42 azs a43 ass aq4 a4s aqs ass

A multiplicacao dos elementos a4 € a5, indica que ha voo da cidade de Bordeaux
para Toulouse com uma escala em Londres. O fato do elemento a4y ser igual a 1, indica
que ha voo direto da cidade de Bordeaux para Londres. O fato do elemento a5 ser igual
a 1, indica que ha voo direto da cidade de Londres para Toulouse. Portanto ha voo de
Bordeaux para Toulouse passando por Londres.

De forma analoga o mesmo acontece com a multiplicacao do elemento ass, que
indica que ha voo da cidade de Bordeaux para Paris, por ass, que indica que ha voo da
cidade de Paris para Toulouse. Portanto, podemos garantir que ha voo de Bordeaux para
Toulouse passando por Paris.

Se repararmos na tabela 8, representada pela matriz A, percebemos que nao ha
possibilidade de fazer escala na cidade de Edimburgo, ja que nao ha voo de Bordeaux
para Edimburgo. E como nao faz sentido denotar voo direto de uma cidade para ela
mesmo, nao corremos riscos de contar, de forma equivocada, voos para a mesma cidade e
voos diretos como voos com uma escala, pois em cada elemento a;; com ¢ = j (diagonal
principal da matriz) colocamos 0. Ou seja, nesse caso, ndo faria sentido pensar em voo
com uma escala da cidade de Bordeaux para cidade de Bordeaux e da cidade de Bordeaux
para cidade de Toulouse passando pela cidade de Toulouse.

Dessa forma, podemos observar que se operarmos a quarta linha da matriz A
(indicada pela cidade de Bordeaux) com a quinta coluna da matriz A (indicada pela
cidade de Toulouse) obtemos a quantidade de voos com exatamente uma escala entre
essas cidades.

E interessante notar que as matrizes A e A? sdo simétricas, ou ainda, sdo tais que
A=ATc A? = (AHT.

Dessa forma, observamos que, operando as linhas da matriz A com as colunas da
matriz A, obtemos uma matriz em que cada elemento representa a quantidade de voos
com exatamente uma escala da cidade i para a cidade j. Se quisermos saber, em particular,
a quantidade de voos com exatamente uma escala, da cidade de Londres para Paris, basta

operarmos a linha 1 com a coluna 2:

0 . 1 +.1 .0 +_1 .0 +_1 .1+ 1.1 =2 (48)
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Podemos representar a expressao pelo seguinte esquema:

= 0 : Londres # Londres = Paris
= (0 : Londres = Paris = Paris
= 0 : Londres = Edimburgo #- Paris

= 1 : Londres = Bordeaux = Paris

al4 a4

1 . 1 =1: Londres = Toulouse = Paris
~ =

ails azs

E interessante notar que na matriz A" cada elemento representa a quantidade de
voos com exatamente n escalas entre as cidades i e j.

Observando o problema 2 e o problema 3, podemos notar que a multiplicacao de
matrizes nao é trivial. Como dissemos, nas escolas, esse conteido ¢é visto de forma tradi-
cional e os livros (figura acabam pecando pela quantidade de exercicios burocraticos
que conduzem os professores e encaminham as aulas para o marasmo.

E interessante que o professor estimule seus alunos a chegarem a conclusdes refe-
rentes a propriedades oriundas da multiplicacdo de matrizes. Algumas propriedades re-
almente sao dificeis de justificar, pois requerem um nivel de Matemética mais avangado.
Em contrapardida, os alunos podem trabalhar com algumas dessas propriedades a partir
de casos particulares. O professor pode fazer perguntas para agucar a curiosidade dos
alunos a afirmar ou negar cada propriedade citada. As seguintes propriedades envolvendo

a multiplicacao de matrizes podem ser destacadas.
i) Em geral A.B # B.A;
ii) Associativa: (A.B).C = A.(B.C);
iii) Trasposta do produto: (A.B)T = BT.AT;
iv) Existéncia do elemento neutro: A.I = A = 1.A;

v) Se A é uma matriz quadrada de ordem n e inversivel, entao A.A™! = I,,.
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88 CAPITULO 5
® | EXERCICIO RESOLVIDO
: ; - =2 =|[ed 3
6 Determine os valores reais de x e y de modo que as matrizes A = . eB= y o comutem.
—zji o
Solucao:
Devemos ter A-B =B - A.
R 2 ORI e 6 2x
ot y 1 SOSEylE= dr S
SRR (HIC TS A N (6 =
B A‘[y 1] (—3 4)_(2y—3 4)
Daf:
6=6—3x =x=0
6 2x ) _(6-3x ax|_ J2x=4x =x=0
—9+4y —3x +4 y—3 4 g et x=0ey=3

=X E = =x=0

EXERCICIOS

12 8
36 Sejam as matrizes A=| 0 1 9
20

e =]
™
w
Il
~ = u
w

SeC = (cli)3 «, ©a matriz produto A - B, determine, se existirem, os elementos:

a) c,, b) c, <) c,

37 Sejam as matrizes A = (a,), ;. emquea, =i+ eB= (bjk)
matriz produto A - B, determine o elemento c,,.

2 x 43 (-2
38 Determine x e y reais, a fim de que: (y _3) : [_ 5} = (_ 1).

39 Seja A uma matriz quadrada de ordem n; definimos A2 = A - A. Assim, determine A% nos seguintes

emaqueb, =2j -k SendoC=(c),, ,a

3xa’!

casos:
1 02
a)A=(;ij b)A=|0 34
560
40 Generalizando a definicio dada no exercicio anterior, temos:
Se n € M* e A é uma matriz quadrada, definimos A" = A- A .. - A.
11 n fatores
Sendo A = [ 0 _J, determine:
a) A? b) A? c) A? d) A* e) Al%®
41 sabendo que A = [_24 TJ e A2 = [_2]20 n:4154]' determine o valor de m.

Fonte: MATEMATICA - CIENCIA E APLICACOES (PNLD 2018) - Autor: Gelson lezzi,

2017.
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Acreditamos que essas propriedades, devam ser trabalhadas como consequéncia da
multiplicagao de matrizes. O professor nao deve apresentéd-las no primeiro contato do
aluno com a multiplicagao de matrizes, embora em alguns casos seja necessario, como por
exemplo, em cursos preparatorios para Escolas Militares.

A seguir, faremos algumas aplicacoes de soma e multiplicacdo de matrizes, utili-
zando as transformacoes geométricas. Acreditamos que as transformacgoes geométricas
se constituem uma importante proposta de aplicacao ja que integram os conteidos dos

topicos de matrizes e geometria.

3.3.3 Isometria

A Matematica tem papel central nas transformagoes e avangos tecnolégicos. Por
outro lado, as aplicacoes que corroboram para tal avanco ficam distantes dos alunos. Em
muitos casos, algumas aplicacoes carecem de uma Matematica mais avancada, mas o papel
do professor é aproximar os alunos dessas aplicacoes com objetivo de integrar conteudos
vistos normalmente de forma separada.

Com essa intencao, acreditamos que o contetido de matrizes pode oferecer ao profes-
sor algumas ferramentas que possibilitem essas aplicacoes. As transformagoes isométricas
sao bom exemplo disso. Habitualmente esse contetido é trabalhado na graduacao de Ma-
tematica e graduacoes afins. Acreditamos que essas aplicacoes devam ser trabalhadas no
ensino médio, ja que, como dissemos, integra o assunto de matrizes e geometria. Com essa
ideia trabalharemos algumas transformacoes isométricas que sao aquelas que conservam
tanto as medidas das figuras como a amplitude dos seus angulos.

As Transformagoes lineares em R? (duas dimensoes) sao muito utilizadas ao tra-
balharmos com imagens e na computacao grafica. Podemos perceber essas aplicacoes
em filmes, jogos, cinemas, video clipes, entre outros. Algumas habilidades, como homo-
tetia, translacoes, rotacoes e simetria devem fazer parte do conteido programatico do
ensino médio. Essas transformacoes geométricas estimulam a ideia, o pensamento logico
e fortalecem o poder de deducao dos alunos.

De acordo com os PCN,

[...] as habilidades de visualizacdo, desenho, argumentacido légica e de
aplicagao na busca de solugoes para problemas podem ser desenvolvidas
com um trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar
as formas e propriedades geométricas na representacao e visualizagao
de partes do mundo que o cerca. Essas competéncias sao importantes
na compreensao e ampliacao da percepgao de espaco e construcao de
modelos para interpretar questoes da Matematica e de outras areas do
conhecimento. De fato, perceber as relagoes entre as representacoes
planas nos desenhos, mapas e na tela do computador com os objetos

que lhes deram origem, conceber novas formas planas ou espaciais e
suas propriedades a partir dessas representacoes sao essenciais para a
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leitura do mundo através dos olhos das outras ciéncias [...] (BRASIL
2000, p. 44).

Simetria: O conceito de simetria esta atrelado a perfeicao. Podemos ter intimeros
exemplos desse conceito. A simetria esta presente na natureza, na arte, na arquitetura e
nas ciéncias, como podemos ver na figura[l8l Algumas obras ficaram famosas por remeter

a sensacao de proporgoes equilibradas e harmoniosas.

Figura 18 - Simetria e rotagao aplicados a arte e a arquitetura.

(a) Tajmahal (b) Homem Vitruviano  (c) Escher, M. C.  (1948)

Fonte: O autor, 2018.

De acordo com a definicao do dicionario Dicio on lineEL simetria é a corres-
pondéncia de posicao, de forma, de medida em relagao a um eixo entre os elementos de
um conjunto ou entre dois ou mais conjuntos. Na Matematica, principalmente na geome-
tria, a simetria pode ser encontrada em diversos objetos: Poligonos regulares, triangulos
isosceles, solidos regulares, entre outros. Na geometria analitica e em desenho geométrico
a simetria desempenha um papel fundamental. Existem dois tipos de simetria, a simetria

axial e a simetria central.

Simetria axial: é uma transformc¢ao isométrica na qual todos os pontos P de uma
figura coincidem com P’, na outra figura, tomando como referéncia uma reta e, eixo de
simetria, na qual os pontos P e P’ equidistam de e e o segmento PP’ é perpendicular ao
eixo de simetria. Como exemplo de simetria axial podemos citar a imagem formada em
um espelho (figura (19)).

Simetria central: é uma transformagao isométrica na qual cada ponto P esta
associado a um ponto P’ de forma que P e P’ equidistam de um ponto fixo O denominado

centro de simetria e os pontos P, P’ e O s@o colineares (figura .

14 Essa defini¢do pode ser encontrada no endereco eletronico: https://www.dicio.com.br/simetria/
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Figura 19 - Simetria axial

Fonte: http://bahiense.portalsas.com.br, 2018.

Figura 20 - Simetria central

Os

Fonte: http://bahiense.portalsas.com.br, 2018.
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A simetria serve como proposta de intervencao para mostrar aos alunos algumas
aplicagoes de matrizes. Notadamente, sao inimeras as aplicagoes de simetria na Ma-
tematica. Tomaremos os casos particulares de simetria dos pontos no plano cartesiano,

tendo o eixo das abscissas e da ordenadas como eixo de simetria (figura [21]).

Figura 21 - Simetria no plano cartesiano

Y
(a) 8 (b) E
4
2
2 D
A
o ; F Simetria em relagio
aoeo Y
5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 T
(c) |
-1
2
G
a
Simetria em relagio
ao eto X
-4
H
5

Fonte: O autor, 2018.

De acordo com a figura[21] tomando o eixo oy (ordenadas) como eixo de simetria,
podemos observar que os pontos A, B e C sao simétricos aos pontos E, F e G, respectiva-

mente. Podemos denotar essa transformacao pela notacao T(z,y) = (x1,y1). Assim,

T1(—3,4) = (3,4) : (49)

Podemos notar que essa transformagao pode ser tratada através de operagoes entre

matrizes, veja:
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Aplicacao de soma: Podemos representar as coordenadas dos pontos A, B e C

na seguinte tabela, com sua representacao matricial M dada por (50)).

=y 4 2
Coordenadas do ponto A | -4 | 2 -
oordenadas do ponto NSV PR (50)
Coordenadas do ponto B | -3 | 4 5 1
Coordenadas do ponto C | -2 | 1

Da mesma forma, podemos representar as coordenadas dos pontos D, E e F na

seguinte tabela, com sua representacao matricial R dada por .

Coordenadas do ponto D

(51)

12

=

Il
[CEINJCRRNN
oA

Coordenadas do ponto E

DO | Qo | | M
— RN <

Coordenadas do ponto F

E possivel somar alguma matriz a matriz M afim de obter a matriz R? Sim. Pode-

mos resolver a seguinte equacao matricial M + N = R. Obtendo N = M - R, como segue

(2.

—4 2 4 2 —4—(+4) 0 —8 0
N=M-R=|-34|-|34|=|-3-+30]|=|-60]. (52)
—2 1 2 1 —2—(+2) 0 —4 0

A Matematica é marcada por muitos resultados que podem e devem ser generalizados.

Com essa intencao, podemos notar que tomando os pontos A; = (z1,y1), As = (22, ¥2),

Az = (23,y3), ..., Ap = (2, yn), escritos da forma matricial, temos:
T U1
T2 Y2

P= T3 Ys . (53)
Tn Yn

Para obtermos a matriz R, que representa os pontos simétricos aos pontos citados,
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1 Y1 —21 —T1 W

To Yo —21x9 —Ty Y2

r3s Y3 -+ —2ZE3 —T3 Y3 (54)
g Q X

Vale citar que resultados semelhantes a esse sao validos para todos os quadrantes
no plano cartesiano.

De forma similar, a simetria em rela¢ao ao eixo ox (abscissas), pode ser Ty(x,y) =
(z2,2), 0 que leva a escrita como (57).

Ty(—3,4) = (=3, —4) . (55)

Para obtermos um ponto simétrico em relacao ao eixo ox, basta trocarmos o sinal

do ponto em sua coordenada y. Na representacao matricial, basta realizarmos a operacao

abaixo:

T Y 0 —2y 1 =

To Yo 0 —2y Ty —Yo

r3 y3 |+ | 0 —2y3 T3 —Y3 (56)
L Tn yn i L 0 _2yn ] | Tn _yn ]

Aplicacao de multiplicagao: Podemos associar a simetria, em relagao aos eixos coor-
denados, a multiplicacao de matrizes através de uma matriz transformacao quadrada de
ordem 2. Dessa forma, podemos achar os pontos D, E e F (figura , que sao pontos
simétricos aos pontos A, B e C, em relacao ao eixo y. Chamaremos essa matriz trans-
formacao de T,. Ao multiplicarmos a matriz M, que possui as coordenadas dos pontos
A, B e C dispostas na horizontal, pela matriz T, encontramos a matriz R que representa

as coordenadas dos pontos D, E e F na horizontal.

4 2 ) 42
M.T, =R = —34.[“ ]: 3 4. (57)
2 1

-2 1
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Podemos observar que tal multiplicacao, resultara na igualdade abaixo:

—da+2c —A4b+2d 42
MT,=R=| —3a+4c —3b+4d | = |3 4 |. (58)
—2a+c¢ —2b+d 2 1

Resolvendo o sistema oriundo da multiplicacao e igualdade de matrizes, obtemos

a matriz T, matriz que aplica a simetria em relacao ao eixo oy.

-1 0
. 1]. (59)

Aplicando a simetria em relagdo ao eixo oz, o desenvolvimento é andlogo. Sendo

assim, a matriz que faz a troca de coordenadas em relacao ao eixo ox é dada por T,:

Lo ] (60)

Translagao: Assim como a operacao de simetria, a de translacao tem diversas

aplicacoes. Podemos destacar as aplicagoes nas Artes (figura e na Matematica.

Figura 22 - Escher, M. C., - Translagao na arte

e

Fonte: http://blogmatematic.blogspot.com.br, 2018.

De acordo com Rezende e Queiroz,

Sejam A e B dois pontos distintos no plano «. A translagdo Tup :
a — a é a isometria no plano «, que leva um ponto X de a no ponto
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Tap(X) = X', tal que ABX’X é um paralelogramo, se A, B ¢ X nao
sdo colineares. Se A, B e X sa@o colineares, entdo Txp é tal que X X'
estd na reta AB e os segmentos AX’ e BX tém o mesmo ponto médio

(REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 221).

Podemos associar a definicao acima com a situagao descrita na figura onde o

vetor 4 leva os pontos A, B e C nos pontos D, E e F, respectivamente. Se repararmos,

aplicando a translacao no triangulo ABC, cada um de seus vértices se deslocou 2 unidades

no eixo oz e 0,5 unidade no eixo oy. Podemos associar esta transformacao (T) & soma de

matrizes M e U.

Ip Yp TA YA Ta Yu
T=M+U=|2g yg | = | 28 ys | +| zz vz |- (61)
Tr YF Tc Y Ti Ya
T M U
Tp Yp 0.5 1 2 0.5 25 1.5
T=M+U=|ag yg |=]| 1 2 |+]|2 05|=]| 3 25 (62)
TF Yp 2.5 0.5 2 0.5 45 1
T M U T
Figura 23 - Translacao do triangulo ABC
1
2.8 J
2
15
l
0.5
u} 0.5 1 1.5 2 25 a 35 4 4.5 :I):

Fonte: O autor, 2018.
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O que denota também mais uma aplicacao de soma de matrizes. A seguir, veremos

uma aplicacao de multiplicacao de matrizes oriunda da rotacao de figuras.

Rotacao: A rotacao é um assunto importante para aplicagoes no ensino bésico.
De acordo com Rezende e Queiroz (2000, p. 226), “Uma figura tem simetria de rotagao
de um angulo de 6, ou tem simetria #-rotacional, quando ela coincide com sua imagem
pela rotagao do angulo 6 ao redor de seu centro.” Na Matematica a rotacao tem papel de
destaque na trigonometria e nos estudos da geometria. Trataremos a operacao de rotagao
no plano cartesiano. Abordamos o tema através de um problema motivador com o objetivo
de integrar dois assuntos, a rotacao e a multiplicacao de matrizes. Para isso, faremos a
rotacdo do vetor ¥ = (3,2) de 30° no sentido anti-hordrio. O objetivo é determinar as

/

coordenadas (z’,y') do vetor @ apds a aplicacao da operagao rotagao, como podemos ver

na figura

Figura 24 - Rotacao do vetor ¢

Fonte: O autor, 2018.
Com auxilio da trigonometria, assunto frequente no ensino médio, temos que:
sen(0) =

cos(0) = (63)

w
w
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' 3v/3 —2

cos(0 + 30°) = = cos(#).cos(30°) — sen(0).sen(30°) = —— , 64
(6-+30°) = e = cos(8).cos(30°) — sen(B).sen(30°) = =¥~ (69)
Adigao de arcos
o y . . 2V/3 +3
sen(0 4+ 30°) = = sen(#).cos(30°) + sen(30°).cos(f) = —— 65
(6-+30%) = = = sonl0).cos(30°) + sen(30°) cos(6) = ¥ (65)
Adicao de arcos
De,etemos:
-2 2
ﬁ:<3\/§2 7\/32+3>‘ (66)

Aparentemente a resolucao desse problema nao faz uso da teoria de matrizes. No

entanto, podemos reorganizar a solucao, escrevendo as coordenadas do vetor 4 como u =
M. ¥ onde (67) é a matriz de rotacdo do problema.

M — [ cos(30°)  —sen(30°) ] ’ (67)

sen(30°)  cos(30°)

x _ cos(30°)  —sen(30°) 3 (68)
! sen(30°)  cos(30°) 12|

~
Matriz rotagao

Desta forma, como representado na equagao determinar as coordenadas da rotagao
de um vetor, tem um aspecto mais organizado e pode facilitar a escrita. De modo geral,
se quisermos fazer a rotagao de um vetor ¥ = (x,y) em « graus no sentido anti-hordrio,

encontrando um vetor @ = (2’,%'), basta fazermos a multiplicacdo de matrizes como é

mostrado em (69).
' | | cos(a) —sen(a) x
[ y' ] N \[ sen(a)  cos(a) l [ Y ] ' (69)

~
Matriz rotagao

A partir da matriz rotacao, podemos mostrar aos alunos a rotacao de figuras planas
(figura , como poligonos. E importante ressaltar que na figura a soma 6 + 30°

representa um angulo agudo. Vale evidenciar que se a soma 6 + 30° representar um
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A seguir, determinamos as coordenadas dos vértices de um triangulo A’B’C’,

oriundo de uma rotagao de 120° do triangulo ABC.

Figura 25 - Rotagao de 120° do triangulo ABC

Y

Fonte: O autor, 2018.

Aplicando a matriz rotacao dada por sobre as coordenadas dos pontos A, B e

C, respectivamente, temos:

o | | cos(120°)  —sen(120°) 1
ya || sen(120°)  cos(120°) || 2 |’

Matriz rotagao

LA = (xA’,yA’) = <_1 _22\/5, \/52_ 2) .

g | | cos(120°) —sen(120°) 3
ys || sen(120°)  cos(120°) || 1 |’

/

~
Matriz rotagao

B = (CUB’,yB’) = <_3 ; \/§> 3\/52_ 1) :
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To cos(120°)  —sen(120°) 2
Yo N sen(120°)  cos(120°) | | 3|’
) Matriz rotacio ] (72)
—2-3v3 2v3-3
O = (20, yo) = 9 T g

Como vemos, a isometria tem aplicacao direta nas operagoes entre matrizes, e po-
demos destacar a operacao de soma e de multiplicacao entre as matrizes. O tépico de
isometria nao é abordado por alguns livros, inclusive o livro adotado pela escola na qual
fizemos a pesquisa. Com isso, nossa proposta é deixar como atividade a aplicacao relaci-
onada a esse contetido e que podem ser inspirado nos exemplos mostrados anteriormente.

No préximo capitulo, apresentaremos as atividades aplicadas em sala de aula,
assim como suas analises. Por conta do calendario, nao foi possivel fazer aplicagoes sobre

isometria, mas acreditamos que seja essencial fazer essas aplicacoes quando possivel.
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4 APLICACAO E ANALISE DAS ATIVIDADES

O objetivo desse capitulo é o de apresentar algumas atividades desenvolvidas em
sala de aula, o ptblico alvo assim como o direcionamento dado as aplicacoes de matrizes.
Por fim, analisarmos informagoes coletadas das aplicagoes dos textos e a conclusao sobre a

possibilidade em tratar o topico matrizes através da abordagem de resolucao de problemas.

4.1 Ptblico alvo da pesquisa

O conteudo abordado nessa pesquisa se refere a introducao da linguagem matricial,
operagoes entre matrizes (com énfase na multiplicacao) e a resolugao de sistemas. Essa
aplicacao foi feita para alunos do terceiro ano do ensino médio do Colégio Pedro II. Essa
escola esta localizada na cidade do Rio de Janeiro, no bairro Realengo. A aplicacao foi
realizada no segundo trimestre de 2017 e envolveu cinco turmas, 1301, 1303, 1307, 2304 e
2306. Os alunos que participaram tinham idade entre 17 e 19 anos e possuem rendimento
escolar variado assim como nivel s6cio economico.

O livro didatico adotado pela equipe de matematica dessa instituicao é o livro
Matematica, do autor Manoel Paiva, editora Moderna, segunda edi¢ao. Para as aplicagoes

foram utilizadas listas com problemas propostos.

4.2 Como as aulas e as atividades foram conduzidas

Com a intencao de comparar o rendimento das cinco turmas, as separamos em dois
grupos. No grupo 1, composto pelas turmas 1307 e 2304, as aplicagoes da primeira e da
quarta lista foram feitas depois das aulas tedricas. No grupo 2, composto pelas turmas
1301, 1303 e 2306, as aplicagoes da primeira e da quarta lista foram realizadas antes da
explicacao formal do contetdo tedrico. Podemos dizer que no grupo 1, as aplicagoes foram
feitas embasadas no ensino de matrizes para a resolugao de problemas, ja no grupo 2 as
aplicagoes consistem no ensino de matrizes através da resolucao de problemas. De modo
geral, essas aplicacoes possuem intencao qualitativa e sao de natureza interpretativa. Os
instrumentos para coleta e calculo das estatisticas encontradas nesse capitulo foram os
registros escritos pelos alunos em quatro listas de problemas que eles resolveram em sala

de aula.
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4.2.1 Primeira aplicacao

Grupo 1:

Para o grupo 1, turmas 1307 e 2304 que contou com a participacao de 53 alunos,
foi realizada uma aula expositiva com as definicoes de Matrizes, tipos de matrizes e as
operagoes de soma e multiplicagdo entre matrizes. A abordagem teorica foi feita de
forma tradicional, sem nenhuma exposicao de problemas. O objetivo dessa aplicacao,
além de gerar um material comparativo, era fundamentar a teoria e verifcar se os alunos
conseguiriam resolver os problemas reconhecendo as defini¢oes e operagoes estudadas em
sala, dando real significado ao aprendizado. A primeira lista estudada contém 4 problemas
envolvendo soma de matrizes e multiplicacao de matrizes, como podemos encontrar no
apéndice[B] A seguir, apresentamos os problemas, com algumas das solugdes desenvolvidas
pelos alunos e seus principais questionamentos.

Em um primeiro momento, é solicitado aos alunos que tivessem total comprome-
timento com a resolucao dos problemas propostos e que prestassem atencao em cada
detalhe. Conversei com eles sobre as estratégias utilizadas para a resolucao de um pro-

blema genérico. Em seguida, entreguei as listas aos alunos e comecei a aplicacao.

Problema 1: Observando a tabela abaixo, considere cinco cidades A, B, C, D e
E; vamos indexar as linhas e colunas nessa tabela 5xbH por essas cidades e colocar 1
na posicao definida pela linha X e coluna Y se a cidade X possui uma estrada que a liga
diretamente a cidade Y e vamos colocar 0 (zero), caso X nao esteja ligada diretamente

por uma estrada a cidade Y. Colocaremos também 1 na diagonal principal.

olr|lo|lol~]|x
— ==~ |Oo| W™
=l NN N NN )
olr|lo|lo|l~|UT
— ===l |

0O Qlw| >

Observando a tabela dada por , determine quantos caminhos distintos ha da
cidade A para a cidade E, sabendo que em um caminho s6 é possivel passar por alguma
cidade uma tunica vez.

O objetivo desse problema é abordar a leitura de uma matriz e a interpretagao das
informacoes contidas nela.

Os alunos resolveram esse problema sem maiores dificuldades, sendo que alguns
perguntaram se poderiam fazer caso a caso ou se haveria alguma técnica para achar todos

os caminhos. Pedi para eles tentarem resolver da forma mais simples e intuitiva possivel.



7

Ao final, todos os alunos conseguiram solucionar, sendo que alguns apresentaram parte
da questao, nao contando todos os caminhos possiveis como pode ser observado na figura
enquanto que outros recorreram ao auxilio do desenho, utilizando de certa forma, e
sem saber, a teoria de grafos como é visto na figura [27]

De maneira geral, neste tipo de problema os alunos nao tiveram dificuldades na

sua interpretacao e mesmo na busca de sua solugao, mesmo que parcial.

Figura 26 - Solucao incompleta de um aluno para o problema 1

1) Problema 1: Observando a tabela abaixo, considere cinco cidades A, B,C,D e E;
vamos indexar as linhas e colunas nessa tabela 5x5 por essas cidades e colocar 1
na posigio definida pela linha X e coluna Y, se a cidade X possui uma estrada que
a liga diretamente  cidade Y, e vamos colocar 0 (zero), caso X nio estejaligada
diretamente por uma estrada  cidade Y. Colocaremos também 1 na diagonal

incinal. R T s e
e ABCODE Lo O ot ‘;;" -
Ao 410 o sty WY
Blo1 104 0 - xrado
clom@o @
p|# @ o[
elo 100 D

Observando essa tabela, determine quantos caminhos distintos hé da cidade A paraa
cidade é:sabendo que em um caminho s6 é possivel passar por alguma cidade uma
{inica vez.

!1 W‘\L‘A\Oﬁ

Fonte: O autor, 2018.

Problema 2: Uma pessoa possui 3 paginas em uma rede social e quer criar algu-
mas métricas para medir o desempenho delas. Quando é publicado algo nessa rede social,
podemos considerar que existam 3 categorias basicas de interagao: os comentarios, as
curtidas e os compartilhamentos, e com esses dados é possivel ter um controle de desem-
penho dessas paginas. Sabe-se que no meés de janeiro de um determinado ano a pagina
1 obteve 100 comentarios, 200 curtidas e 55 compartilhamentos, a pagina 2 obteve 250
comentarios, 310 curtidas e 60 compartilhamentos, a pagina 3 obteve 20 comentarios,
30 curtidas e 10 compartilhamentos. No meés de fevereiro desse mesmo ano, a pagina
1 obteve 120 comentarios, 260 curtidas e 90 compartilhamentos, a pagina 2 obteve 100
comentarios, 400 curtidas e 90 compartilhamentos e a pagina 3 obteve 60 comentarios,
20 curtidas e 15 compartilhamentos. Curiosamente, no més de margo desse mesmo ano,
cada péagina obteve um total de comentarios, curtidas e compartilhamentos igual a soma

dos dois meses anteriores.
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Figura 27 - Solugao correta de um aluno para o problema 1

1) Problema 1: Observando a tabela abaixo, considere cinco cidades A, B, C, D e E;
vamos indexar as linhas e colunas nessa tabela 5x5 por essas cidades e colocar 1
na posicio definida pelalinha X e coluna ¥, seacidade X possui uma estrada que
a liga diretamente i cidade ¥, e vamos colocar 0 (zero), caso X ndo esteja ligada
diretamente por uma estrada  cidade ¥. Colocaremos também 1 na diagonal hCE

principal. ADE
ABCODE B 7 AEE
Af10 110 : h“"‘t MPBE
Blo1 10 1 A WRCE
clo1 10 1
o B s B T B | E*______...l)!‘
EW01 00 1

Observando essa tabela, determine quantos caminhos distintos hd da cidade A paraa
cidade E, sabendo que em um caminho 6 € possivel passar por alguma cidade uma
finica vez.

5 eaminhas

Fonte: O autor, 2018.

a) Organize as informagoes em uma tabela que represente a quantidade de co-

mentérios, curtidas e compartilhamentos de cada pagina no meés de janeiro;

b) Organize as informagdes em uma tabela que represente a quantidade de co-

mentarios, curtidas e compartilhamentos de cada pagina no meés de fevereiro;

¢) Organize as informagdes em uma tabela que represente a quantidade de co-

mentérios, curtidas e compartilhamentos de cada pagina no més de marco.

A intencao desse problema é abordar a utilidade de organizagao das matrizes e a
soma de matrizes através de um problema.
Os alunos nao tiveram dificuldade em resolver esse problema sendo que alguns

fizeram perguntas tais como:
“E para escrever em forma de matriz ou tabela?”
“As paginas ficam representadas na linha ou na coluna?”

Para responder a primeira pergunta, relembrei aos alunos que quando definimos
matrizes, o termo utilizado inicialmente foi tabela. Logo, eles podiam representar o con-
junto de informagcoes no formato de matriz ou tabela, pois estes sao objetos similares.

Quanto a segunda pergunta, comuniquei a eles que poderiamos representar as
paginas 1, 2 e 3 pelas colunas ou pelas linhas. No entanto, sugeri a eles que colocassem as
péginas na horizontal (linha) e as interagoes (comentarios, curtidas e compartilhamentos)
na vertical (colunas).

Durante a aplicacao perguntei aos alunos como eles estavam resolvendo a letra c.
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A grande maioria dos alunos, nas duas turmas, justificaram a resposta através da soma
das tabelas ou soma das matrizes encontradas nos itens a e b como visto na figura [28|

Vale ressaltar que nessa solugao o aluno utilizou sinais de igualdade de forma equivocada.

Figura 28 - Solugao correta de um aluno para o problema 2 - Letra ¢

T=f0 & ) (10 100 6o W 30 %0
w0 30 P | Y Folon wo a0l = Mfteo #0 w0
55 @ o 9% © 5 430 35

Fonte: O autor, 2018.

Em relagao aos erros, maior parte deles estao relacionado a falta de atencao ou
causados por soma equivocadas.

Problema 3: Uma industria utiliza borracha, couro e tecido para fazer trés mo-
delos de sapatos. No modelo 1 sao feitos 2 sapatos de borracha, 1 de couro e 1 de tecido.
No modelo 2 ¢ feito 1 sapato de borracha, 2 de couro e nenhum de tecido. No modelo 3
sao feitos 2 sapatos de borracha, nenhum de couro e 2 de tecido. O custo de cada sapato
de borracha é de R$10,00, cada sapato de couro tem o custo de R$50,00 e cada sapato de
tecido tem o custo de R$30,00.

a) Organize as informagoes em uma tabela que represente a quantidade sapatos de

cada modelo em relacdo a cada material utilizado (borracha, couro e tecido).

b) Organize as informagdes em uma tabela que relacione cada material utilizado
com o custo unitario do sapato. Ou ainda, o custo de cada sapato de borracha, couro e

tecido.
¢) Determine o custo total para confeccionar cada um dos modelo de sapato.

d) Organize os dados encontrados no item anterior em uma tabela.

O objetivo desse problema era abordar a multiplicacao de matrizes através de
uma situagao problema para que os alunos percebessem a utilizacao da multiplicagao de
matrizes.

Em um primeiro momento, alguns alunos se mostraram confusos ao organizar as
tabelas, orientei aos alunos que eles poderiam organizar da forma que eles desejassem,
mas por uma questao de padronizacao eles poderiam organizar os elementos do item
a colocando os modelos (modelo 1, modelo 2 ¢ modelo 3) na horizontal e os materiais
(borracha, couro e tecido) na vertical. Ja na letra b, comentei que eles poderiam organizar
a tabela (matriz) com os materiais (borracha, couro e tecido) na horizontal e o custo na

vertical. Alguns alunos nao seguiram essa dica. Pedi aos alunos que tivessem atencao
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para o objetivo de cada item. O objetivo desse problema em que os alunos percebessem
que para achar a solugao adequada na letra ¢, poderiamos multiplicar as matrizes obtidas

nos itens a e b, respectivamente, como colocado a seguir.

Solucgao:
Borracha | Couro | Tecido 50 1 1
Modelo 1 2 1 1
a) |t ~A=|12 0 (74)
Modelo 2 1 2 0
2 0 2
Modelo 3 2 0 2
Preco unitdrio em R$
10,00
Borracha 10,00
b) ~B=| 50,00 |. (75)
Couro 50,00
30,00
Tecido 30,00
2 1 1 10,00 100, 00
c) A.B=|120 50,00 | = | 110,00 | . (76)
2 0 2 30,00 80, 00
Custo total em R$
100, 00
Modelo 1 100
d) = | 110,00 | . (77)
Modelo 2 110
80, 00
Modelo 3 &0

Este objetivo nao foi alcangado. Os alunos nao perceberam que a solucao da
letra c era resultado da multiplicacao das matrizes obtidas nas letras a e b. Apenas um
aluno da turma 1307 me questionou sobre esse resultado e perguntou se podia obte-lo
pela multiplicacao de matrizes. Outros alunos fizeram outras perguntas, e a partir delas,

tivemos o seguinte didlogo:

- “Professor, eu nao estou conseguindo relacionar a matrizes, pode fazer pela

légica?”

- “Voceés podem resolver interpretando os dados, tentando relacionar os elementos
das duas tabelas e a partir dessa interpretacao observar se ha alguma relacao entre as

matrizes.”
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- “E para achar o custo total dos materias separados na letra c?”
- “Prestem atencao no comando da questao. Na letra ¢ o enunciado esta claro.”
- “A ideia desse trabalho é organizar ideias para fazer o ENEM?”

- “A resolucao de problemas, nos ajuda em diversas atividades, inclusive no ves-
tibular. Ao organizar ideias, vocés ja estao treinando para o vestibular, principalmente
para o ENEM.”

Em geral, os alunos nao tiveram dificuldade em resolver o problema 3, mesmo
sem a utilizagao das operacoes entre matrizes. Parte dos alunos resolveu o problema
interpretando os dados, coletando e organizando as informacoes em tabelas. Podemos

observar na figura 29| 0 modelo de solugao mais utilizado pelos alunos.

Figura 29 - Solugao correta de um aluno para o problema 3

Fonte: O autor, 2018.

Reforcei aos alunos que a intencao da letra c, era encontrar uma tabela que rela-

cionasse apenas cada modelo de sapato com seu custo, conforme a tabela a seguir.
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Tabela 9 - Modelo x Custo.
Custo total em R$

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

Fonte: O autor, 2018.

No entanto alguns alunos o fizeram relacionando o preco de cada modelo a cada
um dos materiais, borracha, couro e tecido (figura [30)), o que consideramos uma solugao

incompleta.

Figura 30 - Solugao incompleta de um aluno para o problema 3

Fonte: O autor, 2018.

Entre as solugoes equivocadas, podemos destacar a solugao encontrada na figura
B11

Este aluno ao calcular o custo total de cada modelo nao observou que o precgo
unitario do sapato era distinto em relagao ao material utilizado. Calculou o custo do
modelo 1, por exemplo, adotando o preco de cada sapato de borracha, couro e tecido
igual a R$ 10,00. Na verdade, essa solucao nao adota a diferenciacao dos precos entre os
modelos, tornando desnecessaria a separagao dos sapatos pelo material, o que caracteriza
uma interpretagao equivocada do problema. Nesse caso, faltou atencao e entendimento na
etapa de elaboracao do plano, pois ele nao associou os dados estabelecidos no enunciado
com o que foi pedido. Ao perceber esse equivoco, torna-se importante que o professor
assuma seu papel de orientador. Dessa forma, o aluno tende a ter mais precisao na

resolucao de problemas, relacionando os dados do enunciado com o que foi pedido.



Figura 31 - Solugao incompleta de um aluno para o problema 3

Fonte: O autor, 2018.
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Para reforcar a multiplicacdo de matrizes, colocamos no quarto problema, uma
situacao envolvendo essa operacao, mas dessa vez o problema relaciona a multiplicacao
de uma matriz 3x2 com uma matriz 2x3, o que teoricamente causa mais dificuldade para
os alunos. A seguir, vemos o problema 4, assim como algumas solugoes dos alunos para

esse problema.

Problema 4: Uma industria automobilistica produz carros nos modelos X e Y

nas versoes popular, luxo e superluxo. Nesses carros, sao utilizadas na montagem pecas
dos tipos A, B e C.

- Do tipo A sao utilizadas 4 pecas em cada carro do modelo X e 3 pecas em cada

carro do modelo Y.

- Do tipo B sao utilizadas 4 pecas em cada carro do modelo X e 5 pecas em cada

carro do modelo Y.

Do tipo C sao utilizadas 6 pecas em cada carro do modelo X e 2 pecas em cada

carro do modelo Y.

- No carro de modelo X sao fabricados 2 carros na versao popular, 4 na versao luxo

e 3 na versao superluxo.

- No carro de modelo Y sao fabricados 3 carros na versao popular, 4 na versao luxo

e b na versao superluxo.
Determine:

a) Uma tabela que relacione a quantidade de pegas de cada tipo utilizada em cada

modelo de carro.

b) Uma tabela que relacione a quantidade de carros de cada modelo a cada uma

das versoes apresentadas.

c) Uma tabela que relacione a quantidade de pegas de cada tipo a cada uma das

versoes.

Inicialmente alguns alunos se mostraram confusos ao organizar as tabelas, comen-
tei, novamente, que eles poderiam organizar da forma que eles desejassem, mas sugeri que
na letra a, colocassem cada tipo de peca na horizontal e cada modelo de carro na vertical,
na letra b, disse que eles poderiam colocar cada modelo na horizontal e cada versao de
carro na vertical. Mesmo fazendo essa orientagao muitos alunos nao a seguiram.

Esse problema foi o que causou maior dificuldade aos alunos. Tive essa constatacao
avaliando as resolucoes apresentadas por eles, pois em sala, os alunos nao pareciam de-
monstrar essa dificuldade. Nao fizeram muitas perguntas relevantes. Entretanto, a turma

obteve sucesso e resolveu da forma esperada, como podemos notar na figura [32]
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Figura 32 - Solugao correta de um aluno para o problema 4

Fonte: O autor, 2018.

Alguns alunos obtiveram respostas incompletas para o item c¢, encontrando uma
tabela que relaciona a quantidade de pecas de cada tipo com cada uma das versoes,
considerando o modelo X separadamente do modelo Y. Podemos verificar isso na figura
B3.

E importante a valorizacao dessa solucao. Pois pelo que podemos perceber, o
aluno entendeu o problema, identificou as relagoes entre as matrizes ou entre as tabelas
e elaborou um plano para obtencao das respostas. Para responder de acordo com o
desejavel, o aluno poderia, na letra c, somar as matrizes obtidas e assim chegar a resposta
correta. Provavelmente o que faltou para esse aluno foi a revisao de sua solugao. Se ele

tivesse mais atencao poderia perceber que na letra ¢, pedimos uma tabela, apenas uma,
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que relacionasse diretamente a quantidade total de pecas de cada tipo a cada uma das
versoes. Vale ressaltar que em sala de aula foi reforcado o objetivo de cada um dos itens

do problema.

Figura 33 - Solucao incompleta de um aluno para o problema 4

Fonte: O autor, 2018.

Alguns alunos nao fizeram a letra ¢, embora todos tenham conseguido resolver a
letra a e b. Vale destacar que também alguns nao seguiram minha orientacao de orga-
nizagao e padronizacao. Por falta de entendimento do enunciado percebemos que alguns
alunos se equivocaram na solucao. Podemos destacar solugoes que desconsideraram a se-
paracao entre o modelo X e o Modelo Y como na ﬁgura (erro comum em multiplicagao
de matrizes). Nesse caso, no item a o aluno desconsidera a separagao entre os modelos e
conta o total de pecas de cada tipo no modelo X junto com o modelo Y. No item b, este
mesmo aluno desconsidera a separacao entre os modelos e conta o total de carros em cada
versao no modelo X junto com o modelo Y. Notadamente, isso esta equivocado. Pois cada
modelo de carro apresenta quantidades diferentes de cada tipo de peca e a quantidade de

carro de cada modelo é diferente em cada versao.
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Figura 34 - Solugao equivocada de um aluno para o problema 4

Fonte: O autor, 2018.

Vale evidenciar que este aluno, na primeira linha da matriz do item a, multiplicou

4 por 3. Em sua ldgica, ele deveria somar 4 com 3.
Grupo 2:

Para o grupo 2, turmas 1301, 1303 e 2306 que contou com a participacao de 79
alunos, a aplicacao dos problemas foi feita antes da abordagem tedrica sobre as operagoes
entre matrizes. Essas turmas tiveram apenas uma aula de matrizes antes das aplicagoes.
Nessa aula relacionamos tabelas e matrizes, assim como a linguagem utilizada em matrizes
para identificar elementos a partir de sua posi¢ao (linha e coluna). Nao trabalhamos as
operacoes, assim como nao tratamos das classificagoes entre as matrizes. Nosso objetivo
¢ aplicar a teoria de resolucao de problemas através de uma atividade de aprendizagem.
Orientei aos alunos a resolverem os problemas interpretando os dados e tentando relacionar
os elementos contidos nas tabelas. Antes da aplicacao, conversei com os alunos brevemente
sobre a teoria de resolugao de problemas, destacando suas estratégias. Nesse grupo as

atividades aplicadas foram as mesmas atividades aplicadas no grupo 1.
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Problema 1: Nesse problema, poucos alunos nao interpretaram bem o enunciado.
Inicialmente, afirmaram que nao existia caminho da cidade A para a cidade E. Li o
enunciado com a turma e pedi a atencao deles para notar que no enunciado ele pede para
determinar quantos caminhos distintos ha da cidade A para a cidade E. Ele ndao pergunta
se ha caminho direto entre essas cidades. Nesse momento os alunos disseram entender
o problema e comecaram a resolvé-lo. Analisando as atividades, percebi que em muitos

casos os alunos acharam 4 caminhos apenas, como podemos verificar nas figuras [35 e [36]

Figura 35 - Solugao incompleta - Problema 1

Fonte: O autor, 2018.

Figura 36 - Solugao incompleta - Problema 1

Fonte: O autor, 2018.



89

Problema 2: Analisando as atividades e as reacoes em sala de aula, percebemos
que esse problema foi o mais facil para os alunos. Nenhum aluno apresentou divida e erro
na resolugao. Como dissemos, aplicamos essas atividades antes de abordar as operacoes

entre as matrizes. Apds as atividades fiz as seguintes perguntas para as turmas:
e “Voces separaram os dados do enunciado em uma matriz ou uma tabela?”

e “Qual operagao entre as tabelas/matrizes vocés usaram para responder a letra
C???

e “Como fazemos para somar duas matrizes?”

Os alunos me responderam com seguranca. Para eles, matrizes e tabelas sao ele-
mentos semelhantes. Em relacao a operacao, a resposta foi unanime. Todos afirmaram
ter somado as tabelas/matrizes alegando que para somar matrizes podiamos somar ele-
mento a elemento. Aproveitando a oportunidade, perguntei aos alunos se existia alguma
condicao de existéncia para soma de matrizes. Muitos deles responderam que as matrizes
tinham que ser iguais. Notei que eles queriam dizer que elas precisam ter a mesma ordem
e questionei que as matrizes do problema 2 nao sao iguais, rapidamente eles definiram cor-
retamente. Alguns alunos perguntaram se poderiam colocar zero nas matrizes de ordem
diferente. Disse que nao. Perguntei a eles se aqui faria sentido ignorar a pagina 3 no mes
de janeiro e ignorar a pagina 1 no meés de fevereiro e tentar relacionar essas matrizes para
determinar a matriz que representa as interagoes nessas paginas no meés de marco. Eles
reponderam que nao. Dessa forma, conseguimos chegar a uma conclusao sobre a condigao

de existéncia para soma de matrizes.

Problema 3: Grande parte dos alunos destas turmas resolveram o problema 3
sem grandes dificuldades, sendo que alguns apresentaram dificuldades no entendimento
do enunciado, outros responderam a letra d, separando os sapatos de cada modelo em
cada tipo de material conforme a figura [37 Vale ressaltar que ao ler o enunciado com
eles, pedi que encontrassem uma tabela que relacionasse diretamente o custo total para
confeccionar cada modelo, ou seja, uma tabela (matriz) Modelo x Custo.

Dentre as solugoes incorretas, podemos destacar a solucao da figura na qual
o aluno achou o custo total de cada tipo de material desconsiderando que o custo de
cada sapato se diferencia pelo material utilizado. Nesse caso, tomando as quatro etapas
descritas por Polya (2006, p. 4-5), faltou ao aluno atencdo na fase de compreensao do
problema (1% fase) e da fase de verificagao (4* fase).

Ao comentar com os alunos sobre essa questdao, perguntei a eles se poderiamos
fazer alguma operagao entre as tabelas encontradas nas letras a e b, respectivamente, o
que nao souberam dizer. Perguntei entao, se sabiam multiplicar matrizes. Poucos alunos

disseram que sim, pois tinha aprendido em curso pré-vestibular. Perguntei também se
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eles tinham resolvido o problema usando a multiplicacao de matrizes e eles disseram que
nao. De fato, analisando as resolugoes dos alunos, nenhuma delas apresenta como solugao
a multiplicacao de matrizes. Eles resolveram interpretando os dados estabelecidos no

enunciado.

Figura 37 - Solugao incompleta - Problema 3

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 38 - Solucao incorreta - Problema 3

a) Organize asinformagdes em uma tabela que represente a quantidade sapates de
rada modelo em relagdo a cada material utilizado (borracha, couro e tecido).
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Fonte: O autor, 2018.
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Problema 4: Como j4 visto anteriormente o problema 4 é equivalente ao problema
3. Desse modo, é esperado que os alunos tenham desempenho parecido em ambos os
problemas. Foi o que aconteceu, os alunos nao tiveram muita dificuldade em resolvé-lo.
Nenhum aluno alegou té-lo resolvido por multiplicagdo de matrizes. Segundo os relatos
eles o resolveram interpretando os dados e elaborando um plano para a resolucao conforme
a figura

Figura 39 - Solugao correta - Problema 4

Fonte: O autor, 2018.

Entre as poucas solugoes incorretas, podemos destacar a solucao presente na figura
[0} Nessa solugao, para resolver a letra ¢, o aluno nao levou em consideragio a separagao
entre cada tipo de peca e os modelos de carro, assim como também nao levou em consi-

deracao que a quantidade de carro de cada versao é separada por modelo de carro X e
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modelo Y. Podemos perceber que este aluno considerou que utilizam-se, por exemplo, 7
pecas do tipo A e temos 5 carros na versao popular. Como dissemos ele ignora o fato de
existirem modelos de carros diferentes, o que leva a achar um total de 35 pecas utilizadas

na versao popular.

Figura 40 - Solugao incorreta - Problema 4

Fonte: O autor, 2018.

Com os alunos do grupo 2, utilizei o problema 4 para introduzir a multiplicagao de
matrizes. Resolvi inicialmente esse problema usando o mesmo artificio que eles usaram,
isto é, interpretei os dados e os representei em tabelas (letra a e letra b) e por fim realizei
o tratamento dessas informacoes, chegando a resposta na letra c. Em seguida, mostrei aos
alunos a multiplicacao de matriz a partir da definicao e apresentamos assim uma solugao
para o problema 4. Esse momento foi muito produtivo, pois nos deu possibilidade de
fazer as discussoes sobre a multiplicacdo de matrizes e principalmente sobre a condigao
de existéncia para a realizagao dessa operacao.

A seguir apresentamos as estatisticas dos resultados das aplicagoes dos problemas

aos grupos 1 e 2. Ao todo tivemos 130 alunos envolvidos nesta atividade.



Figura 41 - Estatistica da aplicagao 1

Problemal Problema 2
m Solugdo correta m Solugdo incompleta m Solugéo incorreta m Solugdo correta ® Solugdo incompleta = Solug&o incorreta
64%
96% 94%
4% 0% 6% 0%
GRUPO 1 GRUPO 2 GRUPO 1 GRUPO 2
Problema3 Problema4

M Solugdo correta M Solucdo incompleta M Solugdo incorreta
77%
64%

12% 11%

M Solugdo correta M Solucdo incompleta M Solugao incorreta

76%
60%

25% 20%
15%
4%

94

GRUPO 1

GRUPO 2

GRUPO 1

GRUPO 2

Fonte: O autor, 2018.

Comparando os dados do grupo 1 com o grupo 2, verificamos que, aparentemente,
os desempenhos foram semelhantes, como podemos ver na figura[dl] No entanto ao avaliar
as resolucoes do grupo 1, percebemos que os alunos nao conseguiram aplicar os conceitos
tedricos previamente trabalhados aos problemas. Destacamos aqui os problemas 3 e 4 que
envolviam a multiplicagdo de matrizes e nenhum aluno do grupo 1 utilizou a definicao de
multiplicagao de matrizes para resolver esses problemas. Em contrapartida, os alunos do
grupo 2 se mostraram mais interessados e aptos a conectar suas estratégias com a teoria
sobre matrizes que foi apresentada a posteriori. Aqui lembro que foi utilizado principal-
mente o problema 4 como base para a introducao formal do conceito de multiplicacao
entre matrizes.

A partir dessas experiéncias, podemos concluir que o ensino de matrizes através da
metodologia de resolucao de problemas torna-se enriquecedor para os alunos que podem
ter liberdade para expor suas ideias para os problemas propostos. Com isso os alunos po-
dem criar habilidades como comparar, calcular, agrupar, observar, associar, reconhecer,
justificar, localizar, distinguir, analisar, entre outras. O desenvolvimento dessas habilida-
des possibilita ao aluno aplicar e aprofundar o conteido ja visto. Vale evidenciar que o
ensino através da metodologia de resolucao de problema se torna dificil em alguns casos,
principalmente por conta do quantitativo de alunos em algumas turmas e por conta do
contetdo programatico extenso. Dessa forma, o professor deve ter bom senso e se planejar

para utilizar essa metodologia.
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4.2.2 Segunda aplicacao

Apoés as discussoes sobre a primeira aplicagao fizemos uma lista de exercicios de
soma e multiplicacao de matrizes além de abordar a teoria de matrizes inversas, seguida
de uma segunda aplicacao. O objetivo dessa aplicacao é o de aprofundar o conceito
de multiplicacao de matrizes além de buscar uma motivacao para as discussoes sobre
matrizes inversas. Nessa aplicagao participaram 34 alunos do primeiro grupo e 78 alunos
do segundo grupo. Lembramos que na primeira aplicacao separamos as turmas em dois
grupos. No primeiro aplicamos os problemas depois da abordagem tedrica de soma e
multiplicagao de matrizes enquanto que no segundo grupo a aplicacao foi realizada antes
da abordagem tedrica. Nessa aplicacao, por conta do calendario, nao foi possivel trabalhar
o ensino de matrizes através da resolucao de problemas no grupo 2. Podemos encontrar
a lista de problemas utilizada nessa aplicagao no apéndice [C]

Ao avaliar todo o material feito com as resolucoes dos alunos notamos que o desem-
penho de ambos os grupos foi bastante similar. A seguir faremos os comentarios sobre as
aplicagoes dessa lista onde abordamos dois problemas. Faremos também as comparagoes
entre os grupos.

O problema 1 é uma adaptagao de uma questao que foi do vestibular da UERJ

realizado em 1997.

Problema 1: (UERJ 1997 - adaptado) Observe os quadros I (tabela 10) e II

(tabela 11), anunciados em uma livraria.

Tabela 10 - Quadro I

Quantidade | Edicao luxo | Edicao bolso
Livro A 76 240
Livro B 50 180

Fonte: http://www.vestibular.uerj.br, 2018.

Tabela 11 - Quadro II

Prego Unitario (em Reais) | Regular | Oferta
Ed. Luxo 8,00 6,00
Ed. Bolso 2,00 1,00

Fonte: http://www.vestibular.uerj.br, 2018.

a) Supondo que todos os livros A foram vendidos ao prego regular e todos os livros
B foram vendidos ao preco de oferta, calcule a quantia arrecadada pela livraria na venda

de todos esses livros.

b) Considere agora o quadro III (tabela 12), que indica a quantia arrecadada na

venda de certa quantidade dos livros A e B (valores em reais).
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Tabela 12 - Quadro III

Preco (Regular) | Preco (Oferta)
Livro A 720,00 440,00
Livro B 560,00 340,00

Fonte: http://www.vestibular.uerj.br, 2018.

Utilizando esses dados e os apresentados no quadro II (tabela 11), calcule a quan-
tidade vendida do livro A (edigao de luxo) e a quantidade vendida do livro B (edigao de
bolso).

Os alunos nao mostraram dificuldades em resolver o item a, e destacamos na figura
um exemplo de solugao correta de uma aluna. Nessa solugao ela considerou todas as
vendas do livro A no preco regular, encontrando o valor total por essa venda igual a R$
1088,00 e todas as vendas do livro B no prego oferta, encontrando o valor total por essa
venda igual a R$ 480,00. Desse modo, somando esses dois valores obteve uma venda no
total de R$ 1568,00, considerando a venda dos Livros A e B.

Figura 42 - Solucao correta - Problema 1 (a)

Fonte: O autor, 2018

Os grupos mostraram rendimento parecido nessa questao. Podemos notar essa
similaridade observando as estatisticas desses grupos conforme a figura

Antes dos alunos comecarem a resolucao do problema, eu o li com eles e destaquei
que no item b o quadro II (tabela 11) e o quadro III (tabela 12) eram dados mas nao
sablamos as quantidades de livros A e livros B em ambas as edi¢oes (luxo e bolso).

Os alunos ao resolverem esse problema nao mostraram dificuldades e nao fizeram
perguntas relevantes. Apenas um aluno do grupo 2 me perguntou se a matriz corres-
pondente ao quadro I multiplicada pela matriz correspondente do quadro II resultaria na
Matriz correspondente ao quadro III. Orientei a esse aluno que verificasse se ao fazer isso,
o valor total gasto em cada modelo de livro no preco regular e oferta, considerando a
quantidade do quadro I, estaria de acordo com o valor exposto no quadro III. Relembrei
ainda que o comando do item b, pede exatamente a quantidade de livro A (edigao luxo)
e de livro B (edic¢ao bolso).
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Figura 43 - Estatistica da aplicacao 2 - Problema 1 (a).

Problemal (a)

m Solucdo correta M Solugdo Incompleta m Solugdo Incorreta
91% 90%

7% 8%

2% 2%

Grupo 1 Grupo 2

Fonte: O autor, 2018.

A maior parte dos alunos resolveu de forma correta o item b. Porém, analisando a
resolucao dos alunos, notamos que alguns nao levaram em consideracao a quantidade de
livros do tipo A (edigao bolso) e livros do tipo B (edigao luxo). Na solucao apresentada na
figura [44] o aluno supos nao haver livro do tipo A na edigao bolso e calculou a quantidade
de livros em duas hipodteses: vendendo no prego regular ou no preco oferta. De forma
analoga, ele nao considerou a quantidade de livro do tipo B na edicao luxo. Podemos
notar nessa solucao que o aluno descarta a venda do livro A no preco oferta, pois ele nao

encontrou uma quantidade inteira de livros.

Figura 44 - Solugao incorreta - problema 1 (b)
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Fonte: O autor, 2018.
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A seguir, as figuras [45] e [46] apresentam duas solugoes corretas para o item b. Na

primeira podemos observar que o aluno usou a multiplicacao de matrizes.

Figura 45 - Solugao correta - problema 1 (b)

Fonte: O autor, 2018.

Figura 46 - Solucao correta - problema 1 (b)

Fonte: O autor, 2018.

Verificamos, de acordo com a figura 7], que o desempenho foi similar nos dois
grupos. Vale ressaltar que consideramos solucao incompleta as solugoes que tiveram erro

de célculo.
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Figura 47 - Estatistica da aplica¢do 2 - Problema 1 (b).

Problema 1 (b)

m Solucdo correta m Solucdo Incompleta m Solucdo Incorreta
83%

78%

15%
6% 11%

Grupo 1 Grupo 2

Fonte: O autor, 2018.

Para o problema dois, fiz a escolha de uma questao do vestibular da Universidade
Estadual de Londrina (UEL - PR), como podemos ver a seguir. Esse problema envolve a
codificacao de uma mensagem. Ao resolver esse problema os alunos dependem da teoria

de resolucao de sistemas ou podem resolver por matriz inversa.

Problema 2: Uma das formas de se enviar uma mensagem secreta é por meio de
c6digos matematicos, seguindo os passos:

1. Tanto o destinatario quanto o remetente possuem uma matriz chave C;

2. O destinatério recebe do remetente uma matriz P, tal que MC = P, onde M ¢é

a matriz mensagem a ser decodificada;

3. Cada numero da matriz M corresponde a uma letra do alfabeto: a =1, b = 2,
c=3,..,2=23

4. Consideremos o alfabeto com 23 letras, excluindo as letras, k, w e y.
5. O numero zero corresponde ao ponto de exclamacao.

6. A mensagem ¢ lida, encontrando a matriz M, fazendo correspondéncia niimero/letra

e ordenando as letras por linhas da matriz conforme segue: my1m12M13M21Mo2Mo3M31M32M33.
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Considere as matrizes:

1 0 2 -10 1
C=|0-10|P=|18 38 17 |. (78)
0 2 19 14 0

Com base nos conhecimentos e nas informacoes descritas, determine a mensagem

que foi enviada por meio da matriz M.

Antes dos alunos comecarem a resolver, li o problema 2 com eles e sugeri que
eles pensassem nas etapas de resolucao de problema, tentassem identificar do que se
tratava aquele problema e elaborassem um plano para resolvé-lo. Alguns me chamaram e
responderam que se tratava de multiplicacdo de matrizes. Nao confirmei. Alguns alunos
perguntaram se poderiam resolver por matriz inversa. Pedi que eles verificassem se era
possivel e prestassem atencao na forma que iam fazer isso, pois o problema envolvia as
matrizes M, C e P.

A intencao é que os alunos resolvessem do seguinte modo:

mip M1 Mas 1 1 0 2 —10 1
Mo1 Moo  1MMas 0 -1 0 — 18 38 17 . (79)
M3y Ms3a M33 0 2 1 19 14 0

) M 1 — ¥

Dessa multiplicacao de matrizes, temos:

My mip — Mig + 2my3 M3 2 —10 1
Mo1 Mo1 — Moo + 2m23 mo3 = 18 38 17 . (80)
m31 Mg1 — M32 + 2m33 mszs3 19 14 0

Resolvendo o sistema oriundo da igualdade de matrizes, temos:

mi1 M2 M3 2 14 1
M= Mo1 Moo  1MNog = 18 14 17 . (81)
m31 M3y M33 9 5 0

De acordo com a correspondéncia entre letras e ntimeros descrita no enunciado,
temos que a mensagem secreta ¢ BOASORTE!.
Os alunos podiam resolver o problema 2 utilizando a teoria de matriz inversa. Do

seguinte modo:

MC=P=MCC'=PC'=M=PC" (82)
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Acreditamos que a solugdo anterior seja mais rapida. Entre os alunos que conse-
guiram resolver, todos fizeram de forma similar ao que apresentamos. Podemos verificar

a solucao de um aluno na figura [48 Nenhum aluno tentou resolver por matriz inversa.

Figura 48 - Solugao correta - problema 2 - Aplicagao 2

Fonte: O autor, 2018.

Alguns alunos, conseguiram interpretar o problema mas acabaram cometendo erro
de cdlculo. Consideramos essas solugoes como incompletas (figura [49)).

Outros conseguiram elaborar a ideia mas nao desenvolveram a multiplicacao entre
as matrizes (figura . Essas solugoes consideramos erradas, pois os alunos nao desen-

volveram a etapa de execugao do plano.
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Apés a segunda aplicacao relembrei aos alunos o conceito de matrizes inversas,
pois nenhum aluno tentou resolver dessa forma. Resolvi o problema 1 (b) encontrando a
matriz inversa da matriz relativa ao quadro II (figura 11) e comentei que eles poderiam
resolver o problema 2 pela matriz inversa, mas seria mais trabalhoso. Relembrei ainda

que a multiplicacao de matrizes nao era comutativa.

Figura 49 - Solugao incompleta - problema 2 - Aplicagao 2

Fonte: O autor, 2018.

Figura 50 - Solugao errada - problema 2 - Aplicacao 2

Fonte: O autor, 2018.

O desempenho dos grupos foi similar. Podemos constatar tal afirmagao na figura
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Figura 51 - Estatistica da aplicacao 2 - Problema 2.

Problema 2

M Solucdo correta m 5olucdo incompleta m Solugdo incorreta
63%

33%

GRUPO 1 GRUPO 2

Fonte: O autor, 2018.

4.2.3 Terceira aplicacao

O objetivo da terceira aplicagao é abordar uma aplicagao com contexto diferenciado
para multiplicacao de matrizes. Essa aplicacao envolve um problema sobre plano de voo
onde os alunos devem analisar a existéncia de voos entre cidades e a quantidade de voos
entre duas cidades com exatamente uma escala. A ideia era que os alunos notassem no
item d que ao calcular a matriz A? encontrarfamos a matriz em que cada elemento ajj
representava a quantidade de voos da cidade i para a cidade j com exatamente uma escala.
Essa aplicacao contou com a participacao de 36 alunos do grupo 1 e 75 alunos do grupo
2. Na terceira aplicacao propomos um problema com 4 itens como podemos ver a seguir.

A lista de problemas destinada a essa aplicacao encontra-se no apéndice

Problema 1: A figura abaixo representa a rede de voos entre as cidades de Londres
(L), Paris (P), Edimburgo (E), Bordeaux (B) e Toulouse (T). Considere que cada linha

ligando duas cidades representa a existéncia de voo direto entre as mesmas.
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Figura 52 - Redes de viagem

Fonte: O autor, 2018.

a) Determine uma matriz A quadrada 5x5 em que as linhas e as colunas serao
representadas pelas cidades (de acordo com a tabela 13) e cada elemento a;; terd valor 1

se houver voo direto entre as cidade i e j e valor 0 caso contrario.

Tabela 13 - Existéncia de voo entre cidades.

Londres | Paris | Edimburgo | Bordeaux | Toulouse
Londres a ale ais ayy ars
Paris agy a9 ags ag4 ags
Edimburgo asy asgo ass asz4 ass
Bordeaux aq1 a4 aqs3 Ay aqp
Toulouse as1 a5 ass3 asy ass

Fonte: O autor, 2018.

b) Classifique a matriz A do item anterior.

c¢) Construa uma matriz B, do mesmo modelo da matriz A, em que cada elemento
b;; representa a quantidade de viagens possiveis entre as cidades i e j com exatamente

uma escala.

d) Podemos fazer alguma opera¢ao com a matriz A para obter a matriz B? Justi-
fique sua resposta.

Ja fizemos as discussoes desse problema no capitulo 3. Essa aplicacao foi a que
os alunos mostraram mais dificuldades, levando em consideracao que o objetivo principal
dessa aplicacao era a solugao do item d. De forma geral, os alunos conseguiram fazer o

item a, b e parte do ¢. O rendimento dos grupos foi similar, nao houve discrepancia nos
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resultados. Podemos verificar o rendimento dos alunos de acordo com as estatisticas na
figura [57]

Ao iniciar a aplicacao, em algumas turmas, alguns alunos perguntaram se podiam
considerar voo de uma cidade para ela mesma. Os orientei sugerindo que eles pensassem
se fazia sentido pegar um voo de uma cidade com destino a ela mesma, alguns deles
perguntaram se esse problema era igual ao problema 1 da primeira aplicacao. Disse que
eles tinham que pensar nesse novo problema e tentar elaborar uma estratégia para resolve-
lo. Fazer cada item seguindo as estratégias de resolugao de problema. Na verdade nesse
problema no item a, nao consideramos voo direto de uma cidade para ela mesma, ou seja,
todos os elementos a;;, com ¢ = j, seriam iguais a zero. Mesmo com essa conversa, alguns
alunos consideraram voo direto de uma cidade para ela mesma (ﬁgura. Essas solugoes
classificamos como incompleta. De modo geral, os alunos tiveram bastante facilidade em

resolver esse item, como podemos observar nas estatisticas da figura

Figura 53 - Solugao incompleta - Aplicagao 3
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Fonte: O autor, 2018.

No item b, a intencao era que os alunos notassem que a matiz A era simétrica,
alguns alunos classificaram a matriz como quadrada. Consideramos essa resposta incom-
pleta.

No item c, alguns alunos perguntaram o que era uma escala. Apds a explicacao a
maior parte dos alunos conseguiram fazer observando a figura. Esses alunos perguntaram
se haveria outra forma de fazer. Sugeri que eles tentassem resolver toda a questao e
tentassem responder esse questionamento, principalmente, apds resolver o item d. Afim

de agucar a curiosidade deles, perguntei se seria viavel resolver observando a figura para
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uma situagao que envolvesse mais cidades. Eles responderam que nao, mas em nenhuma
turma tive uma resposta ou algum argumento que levasse a resolugao correta.

Algumas solugoes do item ¢ nao consideraram os voos que tinham origem e destino
na mesma cidade. Durante a aplicacao alguns alunos perguntaram se a diagonal da matriz
desejavel também era zero. Pedi que pensassem se haveria possibilidade de sair de uma
cidade e voltar para ela mesma passando por outra cidade. Nao relatei nenhum exemplo
para nao ser muito participativo na solugao deles. Mas poderiamos destacar que a cidade
Toulouse possui 2 voos com exatamente uma escala para ela mesmo. Podemos fazer escala
na cidade de Paris e Londres e em seguida retornar a Toulouse.

Talvez pelo fato de nao fazer sentido pegar um voo com escala para a mesma
cidade, os alunos desconsideraram essa hipotese. Dessa forma, nao consideramos essa
solucdo errada, a classificamos como incompleta (figura . Poucos alunos resolveram o

item ¢ da forma que consideramos correta (figura [53).

Figura 54 - Solugao incompleta - Aplicagao 3
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Fonte: O autor, 2018.

No item d, apenas dois alunos responderam corretamente. Vale ressaltar que
mesmo tendo a resposta correta, que é multiplicar a matriz A pela matriz A, ou ainda,
elevar a matriz A ao quadrado, alguns alunos nao souberam explicar porque deveriamos
fazer isso (ﬁgura. Alguns alunos perguntaram, durante a aplicacao, se poderiam ope-
rar a matriz A com outra matriz. Pedi aos mesmos que lessem com atencao a pergunta
do item d. Mesmo assim alguns continuaram em duivida. Dessa forma, fui mais obje-
tivo e li a pergunta com eles, o que confirmou que eles s6 poderiam utilizar operacoes
da matriz A com a matriz A. Mesmo assim, eles mostraram muitas dificuldades em in-
terpretar a situacao através da operacao entre matrizes. Sugeri que pensassem no que

significaria através de alguma operacao relacionar a matriz A com a matriz A. Perguntei
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se alguma dessas operagoes possuia algum significado. Relembrei ainda que esse resultado
poderia ser comparado com o que encontraram na letra c¢. Sugeri que eles pensassem em
algum problema correlato, no qual terfamos que justificar a operacao entre duas matri-
zes. Mesmo com essa orientacao, alguns alunos fizeram operagoes utilizando matrizes

diferentes da matriz A (figura ou nao conseguiram justificar a resposta.

Figura 55 - Solugao correta sem justificativa - Aplicacao 3

Fonte: O autor, 2018.

Figura 56 - Solucao incorreta - Aplicagao 3

Fonte: O autor, 2018.

Como ja citamos, essa aplicacao foi a que os alunos tiveram maior dificuldade.
Mesmo sem observar as solugoes feitas por eles, durante a aplicagao ja era possivel verificar
suas dificuldade, principalmente no item d (figura .

Ao terminar a aplicacao muitos alunos, considerando os dois grupos, tiveram cu-
riosidade em saber a solugao correta. Separei alguns minutos no final de cada aula para
comentar com eles a solucao desse problema. Nos itens a, b e ¢ eles nao tiveram mui-
tas dificuldades em entender, mesmo os alunos que tiveram dificuldade em resolver. E

relevante citar que o item c eu fiz observando a figura.
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Figura 57 - Estatistica da aplicagao 3.

Problemal(a) Problema 1 (b)
® Solugdo correta M Solugdo incompleta M Solugdo incorreta ® Solugéo correta  m Solucdo incompleta M Solugdo incorreta
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Problemal(c) Problema 1 (d)
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Area de Plotagem
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Fonte: O autor, 2018.

Com a intencao de motiva-los a resolver o item d, fiz o seguinte passo a passo:
v Relembrei que ao multiplicar matrizes, operamos linha com coluna.

v’ Perguntei a eles o que significava operar (multiplicar) a linha dois da matriz A

com a coluna 1 da Matriz A:

0 1 1 1 1 0] 1111

1] [o] [o] [z] [1] oo 11
A=]1 0 0 0 0 |eA=]|[1] 0000 (83)

1 1.0 0 0 1] 1000

1 1 0 0 0 | [1] 1.0 0 0|

v" Em seguida escrevi a seguinte expressao oriunda da operagao da segunda linha

com primeira coluna, perguntei o que significava cada multiplicacao da expressao a seguir.

1 .0 4.0 .1 +0 .1 4.1 .1 +.1 .1 =2 (84)
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Dessa forma, construi uma solugao andloga a solucao a seguir.

Na multiplicacao . 1 . 0 o 1 indica que hé voo da cidade de Paris para cidade
~— N~

az1 ail
de Londres e o 0 indica que nao hé voo da cidade de Londres para a cidade de Londres.

Portanto nao ha voo da cidade de Paris para Londres, passando por Londres.

Paris = Londres # Londres

Na multiplicagao _ 0 . 1 o 0 indica que nao hé voo da cidade de Paris para a
~— N~~~

a22 a1
cidade de Paris e o 1 indica que ha voo da cidade de Paris para a cidade de Londres.

Portanto nao ha voo da cidade de Paris para Londres, passando por Paris

Paris # Paris = Londres

Na multiplicacao _ 0 .1 o 0 indica que nao ha voo da cidade de Paris para
~

az3 asi
cidade de Edimburgo e o 1 indica que nao ha voo da cidade de Edimburgo para a cidade de

Londres. Portanto nao ha voo da cidade de Paris para Londres, passando por Edimburgo.

Paris # Edimburgo = Londres

Na multiplicacao _ 1 . 1 o 1 indica que ha voo da cidade de Paris para cidade
—~—

a4 a41
de Bordeaux e o 1 indica que nao ha voo da cidade de Bordeaux para a cidade de Londres.

Portanto hé voo da cidade de Paris para Londres, passando por Bordeaux.

Paris = Bordeaux = Londres

Na multiplicacao _ 1 . 1 o 1 indica que héa voo da cidade de Paris para cidade
~— O~

azs as1
de Toulouse e o 1 indica que ha voo da cidade de Toulouse para a cidade de Londres.

Portanto ha voo da cidade de Paris para Londres, passando por Toulouse.

Paris = Toulouse = Londres

Mostrei aos alunos que dessa forma temos duas possibilidades de Viajar de Paris
para Londres fazendo exatamente uma escala. Comentei que ao multiplicar a “linha
Paris”pela “coluna Londres”temos a quantidade de voos de Paris para Londres com uma
escala. Deste modo, poderfamos generalizar e observar que cada elemento a;; da matriz
A? indica a quantidade de voos com exatamente uma escala da cidade i para a cidade j.

Apesar de ser a aplicagdo com menor aproveitamento, em relagdo ao acerto dos

alunos, essa foi a aplicacao que os alunos se mostraram mais interessados em fazer. Mesmo
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com as dificuldades, que muitas das vezes causa desinteresse, os alunos se mostram inte-
ressados em conseguir resolver. Por esse motivo, fiz a solugao com eles dramatizando um
pouco e levando em consideragao os meus pensamentos que construiram os argumentos
para resolver aquele problema, sempre com a intencao de dar sentido a cada ideia e a
cada estratégia tomada. Segundo [Polyal (2006, p. 4), “[..] quando o professor resolve um
problema em aula, deve dramatizar um pouco suas ideias e fazer a si proprio as mesmas
indagacoes em que utiliza para ajudar os alunos.”

Durante a resolucao foi muito satisfatério observar empolgacao da maior parte dos
alunos em entender a construcao dos argumentos necessarios para a resolucao. Conversei
com eles sobre minhas dificuldades em resolver e entender esse problema na primeira vez
que eu tive contato com ele. Comentei que é natural termos dificuldades quando nao
temos problemas parecidos com o que ja estamos habituados a resolver, mas é interes-
sante trabalhar com situagoes desconhecidas que nos causam a euforia, como a qual estava
presenciando naquele momento. O ideal é tratar de problemas que nos deixem intrigados
a ter uma boa ideia e que nao esteja ligados a somente recordagoes mas a conhecimen-
tos pré-adquiridos, como cita [Polyal (2006, p. 7), “Para ter uma boa ideia, ndo basta a
simples recordagao, mas nao podemos ter nenhuma ideia boa sem relembrar alguns fatos
pertinentes.”

Para terminar essa aplicacao perguntei a turma se era possivel encontrar uma ma-
triz em que cada elemento a;; representasse a quantidade de voo com exatamente duas
escalas da cidade 7 para a cidade j. Em todas as turmas alguns alunos responderam pron-
tamente que poderfamos calcular A® e chegar a matriz desejavel. Por conta do calendario
nao tive a oportunidade de fazer outra aplicacao voltada a essa discussao, mas pedi que os
alunos pensassem e argumentassem sobre aquele resultado posteriormente. Alguns alunos

me procuraram em outro momento para fazer algumas discussoes sobre esse problema.

4.2.4 Quarta aplicacao

Grupo 1:

Depois das aulas sobre a teoria de matrizes e determinante, fizemos a quarta
aplicacao, essa foi destinada a resolucao de sistemas lineares (como podemos ver no
apéndice e foi conduzida de forma similar a primeira aplicacao. O grupo 1, formado
pelas turmas 1307 e 2304 que contou com 37 alunos nessa aplicacao, teve uma aula tedrica
sobre a resolugao de sistema linear. Nessa aula fizemos a resolucao de sistemas com duas
incégnitas e duas equagoes (sistema 2x2) e com trés equagoes e trés incognitas (sistema
3x3), utilizando os métodos de substituigdo e adi¢ao. Vale ressaltar que nao fizemos

discussao de sistema.
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Além de aplicar problemas classicos, como o problema 3, nossa intencao na aplicacao
4 ¢é propor aos alunos problemas relacionados a resolucao de sistemas lineares que conte-

nham mais de uma solu¢ao e problemas que estejam integrados com outras disciplinas.

Problema 1: Em uma certa secao do centro, de determinada cidade, dois conjun-
tos de ruas de mao tnica se cruzam (figura [58]). A média do nimero de veiculos por hora
que entram e saem dessa se¢ao durante o horario de rush é dada no diagrama. Determine

a quantidade de veiculos entre cada um dos quatro cruzamentos em funcao de x,.

Figura 58 - Tréafego de carros.
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Fonte: Algebra linear com aplicagoes, Steven J. Leon 4¢ edigao LTC,
Rio de Janeiro 2008.

Dica: O numero de veiculos que entra em cada cruzamento tem que ser igual ao
nimero de veiculos que sai dele.

Solugao esperada: Nesse problema, os alunos deveriam ter muita atencao na
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dica que foi dada. Utilizando essa dica, temos:

@1+ 450 = 25 + 610. (85)

TV
Cruzamento A

5 + 520 = a3 + 480. (86)

-
Cruzamento B

@3 4390 = 24 + 600 .-, 25 = 74 + 210. (87)

TV
Cruzamento C

—
Cruzamento D

De e (87), temos:

To + 520 = 24 + 210 +480 .-, x5 = 24 + 170. (89)
——

x3

Nessa aplicacao os alunos nao apresentaram muitas duvidas. Alguns alunos per-
guntaram se deveriam achar o valor de z; para depois determinar o valor das outras
incognitas. Pedi a eles que lessem o enunciado com atencao e observassem que foi dada
uma dica. Outros alunos peguntaram se o problema tinha a ver com o contetido de
funcoes. Respondi que os conteidos que aprendemos podem ser relacionados se for ne-
cessario. Um aluno me chamou e disse que nao estava conseguindo resolver o sistema.
Pedi, mais uma vez, que ele tivesse atencao ao enunciado.

Os alunos do grupo 1 tiveram o conteido de resolucao de sistema no ensino funda-
mental no sétimo ano onde trabalharam com sistemas de duas incégnitas e duas equagoes
e tiveram uma aula tedrica de resolucao de sistema que antecedeu a aplicacao 4. Apesar
disso, eles nao tiveram, ao longo do ensino fundamental e médio, a teoria de discussao de
sistemas lineares. Por isso nao estao habituados a trabalhar com sistemas que possuem
mais de uma solugao. Acreditamos que as duvidas apresentadas sao naturais e surgiram
por esse motivo.

Maior parte dos alunos conseguiu entender e resolver o problema determinando a
quantidade de veiculos entre cada um dos cruzamentos, como podemos observar na figura
Nessa solucao o aluno colocou cada valor de 1, x5 e x3, em funcao de x4 e determinou

a quantidade de total de veiculos entre os cruzamentos em funcao de x4, 0 que nao era
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pedido no enunciado. Alguns alunos fizeram isso também. Consideramos essas solugoes
corretas, mas vale ressaltar que faltou atencao no enunciado e no momento de revisar a

resposta e verificar se estava de acordo com o proposto.

Figura 59 - Solugao correta de um aluno, problema 1 - Aplicagao 4.

Fonte: O autor, 2018.

Alguns alunos montaram as equagbes mas nao responderam da forma desejada,
como podemos ver na figura Outros alunos nao consideraram que alguns carros
podem continuar no sentido que estao ou podem muda-lo, como podemos verificar na
solugao apresentada na figura[61] Nessa solugao, verificamos que para montar as equagoes
foi levado em consideracao que todos os carros continuariam no mesmo sentido, o que
configura erro na etapa de entendimento do problema e no estabelecimento de um plano
para resolvé-lo. Houve também erro na execugao, ja que em algumas equagoes ha erro
na quantidade de carros, como podemos observar na equacao que leva em consideracao o

cruzamento A.
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Figura 60 - Solugao incompleta de um aluno, problema 1 - Aplicagao 4.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 61 - Solugao errada de um aluno, problema 1 -

Aplicagao 4.

Fonte: O autor, 2018.
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Embora algumas solugoes estejam incompletas, alguns alunos perceberam que nao
era possivel determinar a quantidade de veiculos entre cada um dos cruzamentos, como

podemos ver na figura

Figura 62 - Solugao incompleta de um aluno, problema 1 - Aplicagao 4.
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Fonte: O autor, 2018.

Problema 2: (UERJ 2007 - ADAPTADA) Observe a equacao quimica que repre-

senta a fermentagao do agucar em (90)):
xC6H12O6 — yCOQ + ZCQH5OH (90)

Uma das formas de equilibrar essa equacao é igualar, em seus dois membros, as
quantidades de atomos de cada elemento quimico. Esse processo da origem a um sistema
linear. Determine esse sistema linear, o seu conjunto-soluc¢ao em funcao de z e calcule os

menores valores inteiros positivos de x, y e z que formam uma das solugoes desse sistema.

O objetivo desse problema é que os alunos percebessem que o contetido de re-
solugao de sistemas lineares pode ser integrado com conteidos de outras disciplinas, como
Quimica. Além disso, esse problema de balanceamento quimico nos permite a trabalhar
com sistemas lineares que possuem mais de uma solucao. Acreditamos que é um bom
exemplo para dar inicio a discussao de sistemas lineares. A seguir apresentamos a solugao
que esperamos que os alunos fizessem.

Solucgao esperada: Utilizando a informacao do enunciado, temos:

6r =y + 22
12z = 62 : (91)
6r =2y + =2
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Desse sistema, podemos encontrar as seguintes relagoes em funcao de x, considerando x

um numero inteiro positivo.
z=2x ¢ y=2x..5=(x,22,22) = S\mima = (1,2,2). (92)

Esse problema foi resolvido sem maiores dificuldades. Muitos deles perguntaram
se poderiam resolver através de conhecimentos quimicos. Pedi a eles que seguissem o que
o enunciado pedia. No enunciado estava claro que eles deveriam apresentar um sistema
linear oriundo da equacao quimica. Apds essa conversa, os alunos nao apresentaram algum
comportamento que pudéssemos destacar.

Embora alguns alunos nao tenham utilizado uma notacao adequada para a repre-
sentacao do sistema e para seu conjunto solucao, parte deles resolveu de forma correta

como podemos observar na figura [63]

Figura 63 - Solugao correta de um aluno, problema 2 - Aplicagao 4.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 64 - Solucdo incompleta de um aluno, problema 2 - Aplicacéo 4.

Fonte: O autor, 2018.
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Mesmo destacando o enunciado, outros alunos resolveram utilizando aparente-
mente conhecimento quimicos, adotando somente uma das solucoes para balancear a
equacao quimica, como podemos ver na figura [64 Apesar do aluno provavelmente estd
resolvendo um sistema sem que isso esteja claro para ele, consideramos esse modelo de

solugao incompleto.

Problema 3: (Colégio Pedro II - 2013) Sabendo que cada figura no quadro abaixo
representa um numero, que os numeros escritos no final de cada linha e no final de cada
coluna indicam a soma dos numeros naquela linha ou coluna, indique qual o nimero que

deve substituir a interrogagao.

Figura 65 - Quadro problema 3

13
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Fonte: https://www.cp2.g12.br, 2018.

O objetivo desse problema é que os alunos conseguissem a partir da figura
escrever equacoes formando e resolvendo sistemas lineares para encontrar o niimero que

deve substituir a interrogacao.

Solucao esperada: Representando a estrela por x, o triangulo por y e a cir-

cunferéncia por z, temos o seguinte sistema oriundo da primeira coluna e terceira linha:

x4+ 3y =15
Y (93)

3r+y=21
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Resolvendo o sistema, temos x = 6 e y = 3. Observando a primeira linha da figura

[65] temos:
r+2z+y=13=2=2. (94)

Desse modo, o valor desconhecido, que pode ser representado pela expressao 2y +
2z é igual a 10. Vale ressaltar que nao é necessario encontrar o nimero que substitui o
hexagono, nessa solugao. Nesse problema é necessario que os alunos tomem as estratégias
corretas e escolham as linhas e colunas que facilitem sua resolugao.

No problema 3, os alunos nao apresentaram duvidas. Apenas alguns alunos per-
guntaram se “poderiam fazer por logica’zz. Respondi que eles poderiam tragar qualquer
estratégia para resolver esse problema. Vale ressaltar que para alguns alunos “resolver
pela logica”é resolver o sistema oriundo do problema por tentativa sem resolve-lo por
métodos tradicionais, como podemos ver na figura Nessa solucao o aluno montou o
sistema utilizando os simbolos contidos no enunciado, o que esta correto, mas encontrou

o valor de alguns simbolos por tentativa.

Figura 66 - Solugdo por tentativa de um aluno, problema 3 - Aplicagao 4.

Fonte: O autor, 2018.

Mesmo nao cumprindo o objetivo principal, nao consideramos essa solugao errada.
Consideramos esse modelo de resolugao incompleta. Em geral, como podemos ver na figura

[67] os alunos resolveram de forma similar ao que apresentamos como solugao esperada.
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Figura 67 - Solucao correta de um aluno, problema 3 - Aplicacao 4.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 68 - Solugao errada de um aluno, problema 3 -

Aplicacao 4.

Fonte: O autor, 2018.
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Destacamos que nessa solucao, o aluno achou o valor que deve substituir o hexdgono.
O que nao é necessario. Possivelmente, esse aluno definiu em sua estratégia determinar o
valor de todos os simbolos para encontrar o valor que substitui a interrogagao.

Alguns alunos escreveram as equagoes que representam as situagoes descritas pelo
enunciado formando sistemas lineares, mas nao resolveram de forma correta, como pode-

mos ver na figura [68

Grupo 2:

O grupo 2, formado pelas turmas 1301, 1303 e 2306, contou com 83 alunos nessa
aplicacao. Nesse grupo fizemos a aplicacao antes da aula tedrica. Vale ressaltar que os
alunos ja conheciam métodos de resolugao de sistema linear 2x2, contetido visto no sétimo
ano do ensino fundamental do Colégio Pedro II.

Nesse grupo alguns alunos perguntaram se a lista de problemas era destinada a
resolucao de sistema linear. Respondi aos alunos que a lista era destinada a resolucao de
problemas e que eles deveriam associar os enunciados, as boas ideias e seus conhecimentos

para resolver cada problema da lista.

Problema 1: No primeiro problema os alunos nao demonstraram muitas davidas
relevantes. Alguns disseram nao ter entendido o enunciado e outros me chamaram e avi-
saram que nao estavam conseguindo determinar o valor de x4 e perguntaram se existe
algum método para determina-lo. Sugeri que eles tivessem atengao no enunciado e ela-
borassem, a partir das estratégias de resolucao de problema, um plano para determinar o
que foi pedido. Maior parte dos alunos conseguiu fazer a questao inteira ou parcialmente.
Alguns alunos usaram a dica de forma correta, mas nao responderam da forma desejada

como podemos ver na figura [69]

Problema 2: No problema 2 os alunos apresentaram bastante inseguranca em
resolver através de sistemas lineares, como podemos ver na figura [70] Nessa solugao o
aluno nao determinou a menor solucao inteira positiva, como foi pedido no enunciado.

Com a intencao de dar mais seguranca aos alunos, conversei com eles sobre a im-
portancia de expor ideias para aqueles problemas. A intencao da aplicacao dos problemas
nao era determinar o que estava certo ou errado. Apesar do acerto ser importante, o mais
importante era aprender a tracar estratégias para resolver os problemas e consequente-
mente ter abertura para que possam surgir boas ideias para solucionar alguns problemas.

Em todas as turmas os alunos disseram saber resolver por Quimica, através de
balanceamento quimico. O interessante é que em alguns casos os alunos disseram ter
mais de uma forma de balancear a equacao quimica apresentada. Essa percepcao dos
alunos, que possivelmente nao é oriunda de sistemas lineares, nos permite introduzir o

conteudo de discussao de sistemas lineares de forma investigativa.
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Figura 69 - Solugao incompleta de um aluno, problema 1 - Aplicagao 4.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 70 - Solugao incompleta de um aluno, problema 2 - Aplicacao 4.

Fonte: O autor, 2018.
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O rendimento em relagao ao problema 2, foi similar ao rendimento do problema
1. A maioria dos alunos conseguiu resolver a questao de forma correta ou conseguiram
resolver parcialmente. As solugoes parciais se dividem em achar a menor solucao inteira
positiva sem resolver o sistema, como na figura [64 ou determinar y e z em funcao de = e

determinar a solugao incorreta, como podemos ver na figra [71]

Figura 71 - Solucdo incompleta de um aluno, problema 2 - Aplicacdo 4.

Fonte: O autor, 2018.

Problema 3: No problema 3, a maior parte das duvidas estava associada a pos-
sibilidade de resolver o problema por tentativa, alguns alunos resolveram dessa forma e
erraram. Alguns aparentemente resolveram por tentativa, esse modelo de resolucao, como

vemos na figura [72] consideramos incompleta.

Figura 72 - Solugao incompleta de um aluno, problema 3 - Aplicacdo 4.

R e B A

3’ S Ly O QonTo de “At
ey o e T S

B ISl i e s N i

E— — - = = - —

Fonte: O autor, 2018.
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Maior parte das solucoes apresentadas pelos alunos utilizam sistemas lineares. Es-
sas solucoes seguem a mesma proposta que fizemos na solucao esperada, como podemos
ver na figura Vale destacar que as solucoes que utilizaram sistemas lineares e apre-
sentaram erro na resolucao do sistema, consideramos errada apesar de evidenciar que na
etapa de elaboracao do plano os alunos tiveram bom rendimento. Nesse caso os alunos
nao cumpriram corretamente a etapa de execucao do plano, onde eles aplicam os procedi-
mentos matematicos. Além disso, ndo cumpriram a etapa de retrospecto. Nessa etapa, 08
alunos poderiam verificar se os valores encontrados se encaixavam com os valores dados

na tabela.

Figura 73 - Solugéo correta de um aluno, problema 3 - Aplicagao 4.

Fonte: O autor, 2018.

Na quarta aplicacao o rendimento do grupo 1 foi similar ao rendimento do grupo
2, como podemos verificar na figura Apesar disso, os alunos do grupo 1 tiveram um
desempenho melhor na etapa de execucao do plano. Provavelmente a aula tedrica teve

influéncia nesse resultado.
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Figura 74 - Estatistica da aplicagao 4.

Problemal

M Solugdo correta M Solugdo incompleta M Solucao errada
44% 44%

28% 28% 27%

29%

GRUPO 1 GRUPO 2

Problema 2

M Solugdo correta M Solucdo incompleta B Solucdo errada
51%

38% 359

GRUPO 1 GRUPO 2

Problema3

M Solucdo correta M Solucdo incompleta W Solucao errada

70% 12%

GRUPO 1 GRUPO 2

Fonte: O autor, 2018.



125

5 CONSIDERACOES FINAIS

Indubitavelmente o maior ensinamento que tive ao escrever essa dissertagao esta
associado ao papel do professor no ensino da Matematica. Ao longo da minha trajetéria
profissional, sempre tive o objetivo de mostrar aos alunos os melhores caminhos para se
chegar a solucao de um problema. Acreditava que ao mostrar aos alunos as solucoes mais
curtas e mais elegantes para os problemas melhoraria o seu rendimento, potencializando
a aprendizagem. Nao percebia que ao resolver problemas sem dar o tempo e o ambiente
necessario estava caminhando no sentido contrario a isso. Ao resolver problemas com os
alunos o que eu fazia muitas vezes, sem perceber, era desmotiva-los. Muitas vezes ouvi
os alunos perguntando: “como eu vou pensar nisso?” A resposta em muitos casos era:
estuda! Lecionando dessa forma, pude perceber depois desse trabalho que ao apresentar
solugoes de problemas aos alunos, sejam simples ou complexos, estava sendo egoista, pois
ao preparar as aulas, acabava cumprindo todas as etapas da resolucao de problema, mas
ao lecionar apenas apresentava as solugoes, nao dando o devido protagonismo aos alunos.

Dessa forma, embora o contetiido programatico esteja dividido em um calendario
justo, acreditamos que estratégias como a resolugao de problema deve ser parte integrante
do programa de Matematica e o professor deve usar essa metodologia de forma regular
e consistente, pois dessa maneira o aluno pode melhorar seu rendimento gerenciando
suas proprias ideias, acertos, erros e criando novas habilidades, tais como: identificar,
distinguir, reconhecer, relacionar, comparar, hipotetizar, resolver, entre outras.

De acordo com esse pensamento, fizemos as aplicagoes que se encontram no capitulo
4 dessa dissertacao. Embora tenhamos separados as cinco turmas em dois grupos, como
ja citamos, podemos perceber, de acordo com as estatisticas, que os grupos apresentaram
rendimentos similares. Portanto, acreditamos que a grande vantagem em fazer essas
aplicagoes esteja no fato de ter utilizado a metodologia de resolucao de problema, pois
isso trouxe um diferencial nas aulas e para os alunos trouxe uma liberdade de expor
ideias e praticar a Matematica sem estar embasados em regras previamente estabelecidas.
E importante ressaltar que muitos alunos contestaram o fato das aulas de Matematica
nao serem embasadas na metodologia de resolucao de problema e lamentaram ter essa
oportunidade somente no terceiro ano.

Concluo essa dissertacao com uma percepcao, em relacao ao ensino de Matematica,
diferente de quando comecei a escrevé-la. Esse trabalho me mostrou que sempre temos que
estar atento as mudancas e tentar adaptar as melhores estratégias de ensino de acordo com
cada necessidade. Dessa maneira, acredito que a metodologia de resolucao de problema
¢ uma estratégia fundamental que auxilia o professor de Matematica a essa dificil tarefa

que é ensinar Matematica.



126

REFERENCIAS

ALLEVATTO, N. S. G. et al. Resolu¢ao de Problema: Teoria e Prdtica. 1. ed. Jundiai -
SP: Paco Editorial, 2014.

BAUMGART, J. K. Topicos de historia da matemdtica para uso em sala de aula. 3. ed.
Campinas SP: Editora atual, 2014.

BIBLIA. A.T. Génesis. Portugués. Biblia Sagrada. 34. ed. Sdo Paulo: Ed. Ave Maria,
1982. cap. 19.

BOYER, C. B. B. Historia da Matemadtica. 2. ed. Sao Paulo: Editora Edgard Blucher,
1996.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais: Matemdtica. Brasilia: Secretaria de
Educacao Fundamental. MEC, 1997. 33 p. Disponivel em: (http://portal.mec.gov.br/
seb/arquivos/pdf/livro03.pdf). Acesso em: 28 mar. 2017.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais: Terceiro e quarto ciclos do ensino
fundamental. Brasilia: Secretaria de Educagao Fundamental. MEC, 1998. 39-42 p.
Disponivel em: (http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf). Acesso
em: 17 jun. 2017.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio: Matemadtica. Brasilia:
Ministério da educagao, 2000. Disponivel em: (http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/
pdf/ciencian.pdf). Acesso em: 14 nov. 2017.

CAYLEY, A. Remarque sur la notation de fonctions algébrigues. Crelle, v. 50, p.
282-285, 1855.

CRILLY, T. 50 ideias matemdticas que vocé precisa conhecer. 1. ed. Sao Paulo: Editora
Planeta do Brasil LTDA, 2017.

DAMBROS, A. A. O conhecimento do desenvolvimento historico dos conceitos
matemdtico e o ensino de matemdtica: possiveis relagoes. Parané: [s.n.], 2006. 183 p.

D’AMBROSIO, B. 5. A evolugao da resolugao de problemas no curriculo matematico.
In: T SEMINARIO DE RESOLUCAO DE PROBLEMA, Rio Claro. Anais... Rio Claro:
UNESP, 2008. p. 1.

D’AMBROSIO, U. Educacdo matemdtica da teoria a pratica. 17. ed. Campinas, SP:
Editora Papirus, 2009.

DANTE, L. R. Tese de livre docéncia, Criatividade e resolucao de problemas na pratica
educativa matemdtica. Rio Claro, SP: [s.n.], 1988. 192 p.

ELLENBERG, J. O poder do pensamento matemadtico. 1. ed. Rio de Janeiro: Editora
Zahar, 2015.

EVES, H. Introducdo de historia da matemdtica. 3. ed. Campinas SP: Editora da
Unicamp, 2002.


http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/livro03.pdf
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/livro03.pdf
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf

127

LOPES, A. J. Resolucao de problemas: observacoes a partir do desempenho dos alunos.
Educacao Matemética em Revista, Sao Paulo, p. 33-40, 1994.

MENDES, 1. Matemdtica e investigacdo em sala de aula: tecendo redes cognitivas na
aprendizagem. 1. ed. Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2009.

MOREIRA, M. A. O que ¢ afinal aprendizagem significativa? Revista de teoria,
1mvestigacion y practica educativa, La laguna, Espanha, n. 25, p. 29-56, Mar 2012.

ONUCHIC, L. d. L. R. Ensino-aprendizagem de matematica através da resolucao de
problemas: tecendo redes cognitivas na aprendizagem. Mathematics Teaching in the
Middle School, UNESP, Sao Paulo, 1999.

ONUCHIC, L. R.; ALLEVATO, N. S. G. Novas reflexdes sobre o ensino-aprendizagem
de matematica através da resolucao de problemas. In: BICUDO, MARIA APARECIDA
VIGGIANI; BORBA, MARCELO DE CARVALHO (ORGS.). Sao Paulo: Educagcao
Matematica: pesquisa em movimento, 2004. p. 221.

PEREIRA, A. L.; RAMOS, A.; CARNEIRO, T. Problemas matemdticos: caracterizacao,
importancia e estratégias de resolucdo. Sao Paulo: IME-USP, 2001. Disponivel em:
(http://www.miniweb.com.br/ciencias/artigos/resolucao_problemas.pdf). Acesso em: 29
jun. 2018.

POLYA, G. A arte de resolver problema. 2. ed. Rio de Janeiro: Ed. Interciéncia, 2006.
RESNICK, L. . C. Cognicién y aprendizaje. Anuario Psicologia. N° 69, 1996.

REZENDE, E. Q. F.; QUEIROZ, M. L. B. Geometria euclidiana plana e construgoes
geométrica. 1. ed. Sao Paulo: Editora Unicamp, 2000.

ROMANATTO, M. C. Resolu¢do de problemas nas aulas de Matemdtica. Sao Carlos,
SP: Revista Eletronica de Educacao: UFSCar, v. 6, n. 1, Mai. 2012. 299-311 p.

SANCHES, M. H. F. Efeitos de uma estratégia diferenciada dos conceitos de matrizes.
2002. 115 p. Dissertagao (Mestrado em Educagao Matematica) — UNICAMP, Sao Paulo,
2002.

SCHOENFELD, A. Learning to think mathematically: Problem solving, metacognition,
and sense making in mathematics. In: D. A. GROUWS (ED.), HANDBOOK OF
RESEARCH ON MATHEMATICS TEACHING AND LEARNING: A PROJECT OF
THE NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS. New York - NY:
Macmillan Publishing Co, 1992. p. 334-370.

SOARES, M. T. C.; PINTO, N. B. Metodologia de resolu¢ao de problema. Rio
de janeiro: [s.n.], 2001. Disponivel em: (http://www.ufrrj.br/emanped/paginas/
conteudo_producoes/docs_24/metodologia.pdf). Acesso em: 10 fev. 2017.

SOUZA, A. B. A resolugcao de problemas como estratégia diddtica para o ensino

da matemdtica. Brasilia: Universidade Catoélica de Brasilia, 2005. Disponivel em:
(http://www.ucb.br /sites/100/103/TCC/22005/ ArianaBezerradeSousa.pdf). Acesso em:
30 jun. 2018.


http://www.miniweb.com.br/ciencias/artigos/resolucao_problemas.pdf
http://www.ufrrj.br/emanped/paginas/conteudo_producoes/docs_24/metodologia.pdf
http://www.ufrrj.br/emanped/paginas/conteudo_producoes/docs_24/metodologia.pdf
http://www.ucb.br/sites/100/103/TCC/22005/ArianaBezerradeSousa.pdf

128

SOUZA, V. H. G. d. O uso de varios registros na resolucao de inequagoes: Uma
abordagem funcional grafica. Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo, Sao Paulo,
2007.

STEWART, I. Os maiores problemas matemdticos. 1. ed. Rio de janeiro: Editora Zahar,
2014.

VALE, 1.; PIMENTEL, T.; BARBOSA, A. Ensinar matemadtica com resolucao
de problemas. Viana do Castelo: [s.n.], 2015. 42 p. Disponivel em: |(https:
//edisciplinas.usp.br /pluginfile.php /2568813 /mod _resource/content /2 /Vale%2C%
20Pimentel %20e%20Barbosa%20-%20Ensinar %20Matem % C3% A 1tica%20com%
20Resolu%C3%A7%C3%A30%20de%20Problemas.pdf).


https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/2568813/mod_resource/content/2/Vale%2C%20Pimentel%20e%20Barbosa%20-%20Ensinar%20Matem%C3%A1tica%20com%20Resolu%C3%A7%C3%A3o%20de%20Problemas.pdf
https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/2568813/mod_resource/content/2/Vale%2C%20Pimentel%20e%20Barbosa%20-%20Ensinar%20Matem%C3%A1tica%20com%20Resolu%C3%A7%C3%A3o%20de%20Problemas.pdf
https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/2568813/mod_resource/content/2/Vale%2C%20Pimentel%20e%20Barbosa%20-%20Ensinar%20Matem%C3%A1tica%20com%20Resolu%C3%A7%C3%A3o%20de%20Problemas.pdf
https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/2568813/mod_resource/content/2/Vale%2C%20Pimentel%20e%20Barbosa%20-%20Ensinar%20Matem%C3%A1tica%20com%20Resolu%C3%A7%C3%A3o%20de%20Problemas.pdf

129

APENDICE A — Abraham Wald e os furos de bala que faltam.

Essa historia, como muitas outras da Segunda Guerra Mundial, comeca com os
nazistas expulsando um judeu da Europa e termina com os nazistas lamentando esse ato.
Abraham Wald nasceu em 1902, na cidade que na época se chamava Klausenburg e era
parte do Império Austro-Hungaro.

Neto de rabino e filho de um padeiro, o jovem Wald logo demonstrou talento na
matematica. Foi admitido na Universidade de Viena onde se sentiu atraido por temas
abstratos e reconditos até pelos padroes da Matemédtica pura: teoria dos conjuntos e
espacos métricos. Mais tarde, emigrou para os Estados Unidos.

Em Nova York, Wald fez parte, durante a Segunda Guerra, do Grupo de Pesquisa
Estatistica (SRG, Statistical Research Group), um programa sigiloso que mobilizava o po-
derio dos estatisticos para o esforco de guerra — algo semelhante ao Projeto Manhattan,
exceto porque as armas desenvolvidas eram equagcoes, e nao explosivos. O SRG era efeti-
vamente em Manhattan, no nimero 401 da West 118th street, em Morningside Heights,
apenas a uma quadra da Universidade de Columbia.

O talento matematico ali disponivel correspondia a gravidade da tarefa. Nas pala-
vras de W. Allen Wallis, diretor do SRG, “foi o mais extraordinario grupo de estatisticos
ja organizado, levando em conta tanto a quantidade quanto a qualidade”. Frederick
Mosteller, que mais tarde fundaria o Departamento de Estatistica de Harvard, estava la.
Como também Leonard Jimmie Savage, o pioneiro da teoria da decisao. Norbert Wiener,
matematico do Instituto Tecnoldgico de Massachusetts e criador da cibernética, dava uma
passada por ali de tempos em tempos. A esse grupo se juntava Milton Friedman, futuro
ganhador do Nobel de Economia, que se tornava assim a quarta pessoa mais inteligente
na sala. O mais inteligente era Wald que era professor de Allen Wallis em Columbia e
funcionava como uma espécie de eminéncia Matematica do grupo.

Um dia, os matematicos receberam uma questao dos militares. Eles queriam blin-
dar seus avioes contra os cacas inimigos. Mas a blindagem tornava as aeronaves mais
pesadas, e avides mais pesados sao mais dificeis de manobrar e usam mais combustivel.
Blindar demais os avioes ¢ um problema; blindar de menos, também. Em algum ponto
intermediario ha uma situacao ideal. Os militares foram ao SRG com alguns dados que
julgaram tuteis. Quando os avioes voltavam de suas missoes, estavam cobertos de furos
de balas. Mas os danos nao eram distribuidos uniformemente. Havia muitos furos na
fuselagem e quase nenhum no motor. Parecia fazer mais sentido, portanto, blindar mais
a fuselagem. Sera?

A blindagem, segundo Wald, nao deveria ir aonde os furos de bala estavam, mas
aonde os furos nao estavam. A grande sacada foi simplesmente perguntar: onde estavam

os furos de bala que faltavam? Aqueles que estariam sobre todo o revestimento do motor
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caso os danos tivessem se distribuido de forma igual pelo aviao? Wald estava bastante
seguro a esse respeito. Os furos de balas que faltavam estavam nos avioes que faltavam.
A razao dos avides voltarem com menos pontos atingidos no motor era que os atingidos
no motor nao voltavam. A grande quantidade de avides que retornava a base com a
fuselagem semelhante a um queijo suico era forte evidéncia de que os tiros sofridos pela
fuselagem podem ser tolerados.

Eis aqui um grande truque matemético que trona o quadro completamente claro:
estabeleca algumas varidveis como zero. Nesse caso, a variavel a pincar é a probabilidade
de um aviao que leve um tiro no motor conseguir permanecer no ar. Estabelecer essa
probabilidade como zero significa que um tnico tiro no motor sem duvida derruba o
aviao. Qual deveria ser a aparéncia dos dados nesse caso? Voceé teria avides com furos
de bala ao longo das asas, da fuselagem, do nariz, mas nenhum no motor. O analista
militar tem duas opgoes para explicar isso: Ou as balas alemas atingem qualquer parte do
aviao, menos o motor, ou o motor é o ponto de vulnerabilidade total. Ambas as situagoes
explicam os dados, mas esta ultima faz mais sentido.

As recomendagcoes de Wald foram rapidamente materializadas, e ainda eram em-
pregadas pela Marinha e pela Forca Aérea na Guerra da Coréia e do Vietna. Nao sei
dizer exatamente quantos avioes americanos elas salvaram, embora os analistas de dados
descendentes do SRG e que hoje sao militares devam fazer uma boa ideia a respeito. Uma
coisa que o establishment de defesa americano tem tradicionalmente compreendido muito
bem é que os paises nao vencem guerras somente sendo mais corajosos que o outro lado,
nem mais livres, nem um pouco preferido por Deus. Os vencedores em geral sao os caras
que tém 5% a menos de avides derrubados, ou que utilizam 5% menos combustivel, ou
que nutrem sua infantaria 5% a mais com 95% do custo. Esse nao é o tipo de coisa que
figure nos filmes de guerra, mas que constitue a prépria guerra. E ha Matematica em
cada passo do caminho.

Por que Wald viu o que os oficiais, que tinham conhecimento e compreensao muito
mais vastos dos combates aéreos, nao conseguiram ver? Tudo volta para seus habitos
matematicos. Um matematico sempre pergunta: “Quais sao as premissas? FElas se jus-
tificam?” Essa maneira de pensar pode parecer irritante, mas também muito produtiva.
Nesse caso, os oficiais tinham uma premissa involuntaria, de que os avides que volta-
vam eram uma amostra aleatoria de todos os avioes. Se isso fosse verdade, vocé poderia
tirar conclusoes sobre a distribuicao dos furos de bala em todos os avioes examinando
a distribuicao dos furos apenas nos avioes sobreviventes. Uma vez reconhecendo que a
hipdtese ¢é esta, basta um instante para perceber que ela esta totalmente errada; nao ha
motivo para esperar que os avioes apresentem uma probabilidade igual de sobrevivéncia,
independentemente de onde sao atingidos.

As informagoes contidas nesse apéndice foram retiradas do livro: O poder do pen-

samento matemético: a ciéncia de como nao estar errado (ELLENBERG] [2015] p. 11-18).
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APENDICE B - Lista da primeira aplicacao.

COLEGIO PEDRO II - CAMPUS: REALENGO

Y }“ MATEMATICA - 3° ANO (MEDIO)

_W % RESOLUCAO DE PROBLEMA - Lista XIV
PROFESSOR: THIAGO BORGES
ALUNO: TURMA:

Problema 1: Observando a tabela abaixo (figura , considere cinco cidades
A, B, C, D e E; vamos indexar as linhas e colunas nessa tabela 5x5 por essas cidades e
colocar 1 na posicao definida pela linha e coluna se a cidade possui uma estrada que a
liga diretamente a cidade e vamos colocar 0 (zero), caso nao esteja ligada diretamente por

uma estrada a cidade Colocaremos também 1 na diagonal principal.

Figura 75 - Existéncia de estradas

entre cidades

A B CDE
1 a8 1 1 4)

- D O

1
1
0

mo O o >
e
O - O O
T -

g 1 0

Fonte: O autor, 2018.

Observando essa tabela, determine quantos caminhos distintos ha da cidade A para
a cidade E, sabendo que em um caminho s6 é possivel passar por alguma cidade uma tinica

VeZ.

Problema 2: Problema 2: Uma pessoa possui 3 paginas em uma rede social
e quer criar algumas métricas para medir o desempenho delas. Quando é publicado
algo nessa rede social, podemos considerar que existam 3 categorias basicas de interagao:
os comentarios, as curtidas e os compartilhamentos, com esses dados é possivel ter um
controle de desempenho dessas paginas. Sabe-se que no més de janeiro de um determinado
ano a pagina 1 obteve 100 comentéarios, 200 curtidas e 55 compartilhamentos, a pagina

2 obteve 250 comentarios, 310 curtidas e 60 compartilhamentos, a pagina 3 obteve 20
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comentarios, 30 curtidas e 10 compartilhamentos. No més de fevereiro desse mesmo ano,
a pagina 1 obteve 120 comentarios, 260 curtidas e 90 compartilhamentos, a pagina 2
obteve 100 comentarios, 400 curtidas e 90 compartilhamentos e a pagina 3 obteve 60
comentarios, 20 curtidas e 15 compartilhamentos. Curiosamente, no més de marcgo desse
mesmo ano, cada pagina obteve um total de comentarios, curtidas e compartilhamentos

igual a soma dos dois meses anteriores.

a) Organize as informagoes em uma tabela que represente a quantidade de co-

mentarios, curtidas e compartilhamentos de cada pagina no meés de janeiro.

b) Organize as informagdes em uma tabela que represente a quantidade de co-

mentarios, curtidas e compartilhamentos de cada pagina no mes de fevereiro.

¢) Organize as informagdes em uma tabela que represente a quantidade de co-

mentérios, curtidas e compartilhamentos de cada pagina no més de marco.

Problema 3: Uma industria utiliza borracha, couro e tecido para fazer trés mo-
delos de sapatos. No modelo 1 sao feitos 2 sapatos de borracha, 1 de couro e 1 de tecido.
No modelo 2 é feito 1 sapato de borracha, 2 de couro e nenhum de tecido. No modelo 3
sao feitos 2 sapatos de borracha, nenhum de couro e 2 de tecido. O custo de cada sapato
de borracha é de R$10,00, cada sapato de couro tem o custo de R$50,00 e cada sapato de
tecido tem o custo de R$30,00.

a) Organize as informagoes em uma tabela que represente a quantidade sapatos de

cada modelo em relagao a cada material utilizado (borracha, couro e tecido).

b) Organize as informagdes em uma tabela que relacione cada material utilizado
com o custo unitario do sapato. Ou ainda, o custo de cada sapato de borracha, couro e

tecido.
c¢) Determine o custo total para confeccionar cada um dos modelo de sapato.

d) Organize os dados encontrados no item anterior em uma tabela.

Problema 4: Uma industria automobilistica produz carros nos modelos X e Y
nas versoes popular, luxo e superluxo. Nesses carros, sao utilizadas na montagem pecas
dos tipos A, B e C.

- Do tipo A sao utilizadas 4 pecas em cada carro do modelo X e 3 pecas em cada
carro do modelo Y.

- Do tipo B sao utilizadas 4 pegas em cada carro do modelo X e 5 pecas em cada

carro do modelo Y.
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- Do tipo C sao utilizadas 6 pecas em cada carro do modelo X e 2 pecas em cada
carro do modelo Y.

- No carro de modelo X sao fabricados 2 carros na versao popular, 4 na versao luxo
e 3 na versao superluxo.

- No carro de modelo Y sao fabricados 3 carros na versao popular, 4 na versao luxo
e b na versao superluxo.

Determine:

a) Uma tabela que relacione a quantidade de pegas de cada tipo utilizada em cada

modelo de carro.

b) Uma tabela que relacione a quantidade de carros de cada modelo a cada uma

das versoes apresentadas.

¢) Uma tabela que relacione a quantidade de pegas de cada tipo a cada uma das

versoes.



134

APENDICE C - Lista da segunda aplicacao.

COLEGIO PEDRO II - CAMPUS: REALENGO

S f\_\ MATEMATICA - 3° ANO (MEDIO)
_W ‘k‘ RESOLUCAO DE PROBLEMA - Lista XV
‘ PROFESSOR: THIAGO BORGES
ALUNO: TURMA:

Problema 1: (UERJ 1997 - adaptado) Observe os quadros I (tabela 14) e II

(tabela 15), anunciados em uma livraria.

Tabela 14 - Quadro I

Quantidade | Edicao luxo | Edicao bolso
Livro A 76 240
Livro B 50 180

Fonte: http://www.vestibular.uerj.br, 2018.

Tabela 15 - Quadro II

Prego Unitario (em Reais) | Regular | Oferta
Ed. Luxo 8,00 6,00
Ed. Bolso 2,00 1,00

Fonte: http://www.vestibular.uerj.br, 2018.

a) Supondo que todos os livros A foram vendidos ao prego regular e todos os livros

B foram vendidos ao preco de oferta, calcule a quantia arrecadada pela livraria na venda

de todos esses livros.

b) Considere agora o quadro III (tabela 16), que indica a quantia arrecadada na

venda de certa quantidade dos livros A e B (valores em reais).

Tabela 16 - Quadro III

Prego (Regular) | Prego (Oferta)
Livro A 720,00 440,00
Livro B 560,00 340,00

Fonte: http://www.vestibular.uerj.br, 2018.

Utilizando esses dados e os apresentados no quadro II (tabela 14), calcule a quan-

tidade vendida do livro A (edigao de luxo) e a quantidade vendida do livro B (edigao de

bolso).



135

Problemas 2: Uma das formas de se enviar uma mensagem secreta é por meio

de cédigos matematicos, seguindo os passos:
1. Tanto o destinatario quanto o remetente possuem uma matriz chave C;

2. O destinatario recebe do remetente uma matriz P, tal que MC = P, onde M ¢é

a matriz mensagem a ser decodificada;

3. Cada numero da matriz M corresponde a uma letra do alfabeto: a =1, b = 2,
c=3,..,2=23

4. Consideremos o alfabeto com 23 letras, excluindo as letras, k, w e y.
5. O numero zero corresponde ao ponto de exclamagao.

6. A mensagem ¢ lida, encontrando a matriz M, fazendo correspondéncia niimero/letra

e ordenando as letras por linhas da matriz conforme segue: my1m12mM13M21Mo2Mo3M31M32M33.

Considere as matrizes:

1 0 2 —10 1
C=|0 -1 0|P=|18 38 17 (95)
0 2 1 19 14 0

Com base nos conhecimentos e nas informacoes descritas, determine a mensagem

que foi enviada por meio da matriz M.
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APENDICE D - Lista da terceira aplicacao.

COLEGIO PEDRO II - CAMPUS: REALENGO

;WG’QF\ MATEMAT}CA ~ 3° ANO (MEDIO)

WIS RESOLUCAO DE PROBLEMA — Lista XVI
PROFESSOR: THIAGO BORGES
ALUNO: TURMA:

Problemas 1: A figura abaixo representa a rede de voos entre as cidades de
Londres (L), Paris (P), Edimburgo (E), Bordeaux (B) e Toulouse (T). Considere que

cada linha ligando duas cidades representa a existéncia de voo direto entre as mesmas.

Figura 76 - Redes de viagem

E

B

Fonte: O autor, 2018.

a) Determine uma matriz A quadrada 5x5 em que as linhas e as colunas ser@o
representadas pelas cidades (de acordo com a tabela 17) e cada elemento aij terd valor 1

se houver voo direto entre as cidade i e j e valor 0 caso contréario.

Tabela 17 - Existéncia de voo entre cidades.

Londres | Paris | Edimburgo | Bordeaux | Toulouse
Londres a ala ais aiq as
Paris a9 a9 a3 a4 ags
Edimburgo asy asgo ass azq ass
Bordeaux a1 a4 aqs Ay ays
Toulouse asi a5 ass3 asy ass

Fonte: O autor, 2018.
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b) Classifique a matriz A do item anterior.

c¢) Construa uma matriz B, do mesmo modelo da matriz A, em que cada elemento
bij representa a quantidade de viagens possiveis entre as cidades i e j com exatamente

uma escala.

d) Podemos fazer alguma operac¢ao com a matriz A para obter a matriz B? Justi-

fique sua resposta.
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APENDICE E - Lista da quarta aplicagao.

COLEGIO PEDRO II - CAMPUS: REALENGO

Sl “ MATEMAT}CA ~ 3° ANO (MEDIO)
_W Ons. RESOLUCAO DE PROBLEMA - Lista XVII
| PROFESSOR: THIAGO BORCES
ALUNO: TURMA:

Problema 1: Em uma certa secao do centro, de determinada cidade, dois conjun-
tos de ruas de méo tnica se cruzam (figura [77). A média do nimero de veiculos por hora
que entram e saem dessa secao durante o horario de rush é dada no diagrama. Determine

a quantidade de veiculos entre cada um dos quatro cruzamentos em funcao de xy.

Figura 77 - Tréafego de carros.

IdSD Iz-m

G0 X, ]
f— A — D e —
) : ] Ill
520 xy 600
—_ B _ c —_—

390

I 480

Fonte: Algebra linear com aplicagoes, Steven J. Leon 4¢
edicao LTC, Rio de Janeiro 2008.

——

Dica: O numero de veiculos que entra em cada cruzamento tem que ser igual ao

nuamero de veiculos que sai dele.
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Problema 2: (UERJ 2007 - ADAPTADA) Observe a equagao quimica que repre-

senta a fermentacao do agucar em (96)):
SL'CGH1206 — yCOQ + ZCQH5OH (96)

Uma das formas de equilibrar essa equagao é igualar, em seus dois membros, as quantida-
des de atomos de cada elemento quimico. Esse processo d& origem a um sistema linear.
Determine esse sistema linear, o seu conjunto-solucao em funcao de x e calcule os menores

valores inteiros positivos de z, y e z que formam uma das solugoes desse sistema.

Problema 3: (Colégio Pedro II - 2013) Sabendo que cada figura no quadro abaixo
representa um numero, que os numeros escritos no final de cada linha e no final de cada
coluna indicam a soma dos nimeros naquela linha ou coluna, indique qual o niimero que

deve substituir a interrogagao.

Figura 78 - Quadro problema 3

| O|O|A | =
ANO[O)]
AL
A|OJO|A]

Fonte: https://www.cp2.g12.br, 2018.



