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RESUMO

A necessidade do homem quanto a sua subsisténcia resultou, desde a antiguidade, na
busca pelo conhecimento matematico. A formalizacdo do célculo de areas e volumes desa-
fiou a humanidade desde os primeiros registros encontrados. Atualmente, esses conteidos
sao rotineiramente cobrados em avaliagoes nacionais. Neste trabalho serao apresentados
modelos para o calculo de areas e volumes usando os teoremas de Pappus. Estes teoremas
simplificam o célculo de areas de superficies de revolucao e volumes de sélidos de revolu-
¢ao. Faremos ainda algumas aplicacoes destes teoremas para calcular areas de superficies

de revolucao e volumes de solidos de revolucao.

Palavras-chave: Teoremas de Pappus. Superficies de revolucao. Soélidos de revolucao.



ABSTRACT

The need of man for his subsistence has, from antiquity, resulted in the search for mathe-
matical knowledge. The formalization of the calculation of areas and volumes has challen-
ged mankind since the first records found. Currently, these contents are routinely charged
in national assessments. In this work will be presented models for the calculation of areas
and volumes using the theorems of Pappus. These theorems simplify the calculation of
areas of surfaces of revolution and volumes of solids of revolution. We will still make some

applications of these theorems to calculate areas of surfaces of revolution and volumes of

solids of revolution.

Keywords: Pappus theorems, Surfaces of revolution, Solids of revolution.



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17
1.18
1.19
1.20
1.21
1.22
1.23
1.24
1.25
1.26
1.27
1.28
1.29
1.30

Retangulo . . . . . . . o 15
Retangulos de alturas comensurdveis . . . . . . .. .. .. .. ... .. .. 15
Retangulos de alturas incomensuraveis . . . . . . . ... ... ... .... 16
Retangulos R, Ry e Ry . . . .« . . o o o o o e 18
Razao entre retangulo e quadrado . . . . . . . . .. .. .00 19
Paralelogramo . . . . . . . . .. L e 19
Paralelogramos com dois segmentos em comum . . . . . ... ... . ... 20
Paralelogramos com um segmento e um vértice em comum . . . .. .. .. 20
Paralelogramos com um segmento em comum . . . . . .. .. ... .. .. 20
Triangulo e paralelogramo equivalentes . . . . . . . ... .. .. ... ... 21
Triangulo de base be altura h . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 22
Triangulo de base a e altura h . . . . . . . . .. ..o 23
Regiao triangular . . . . . . .. .. Lo oL 24
Trapézio de bases Bebealturah . . . . ... ... .. ... .. ...... 25
Quadrilatero ABCD . . . . . . ... 26
Losango . . . . . . . e 27
Circulo . . . . . . . e 28
Bloco retangular . . . . .. ..o oo 31
Blocos retangulares em pilhas . . . . . ... ..o 0000000 33
Solidos S7 e Sy . . . . 34
Cilindro . . . . . . . . e 34
Prisma . . . . . . . e 35
Razao entre areas e alturas . . . . . . . . .. ... 36
Piramide com base hexagonal . . . . . ... ... ... 00000 37
Tetraedro . . . . . . .. o 37
Esfera e cilindro equilatero . . . . . . . ... ... 38
Duas particulas presas em um bastao e equilibradas sobre uma haste . . . 40
Triangulo e suas medianas . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 42
Toro de revolugao . . . . . . . . . L 43
Cilindro de revolugao . . . . . . . . . . . . o 44



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17

Rotagao da curva C em tornodaretar . . . . . . . ... ... ... .... 46

Rotacao da poligonal em tornodaretar . . . . .. .. .. ... ... .. 46
Troncodecone . . . . . .. ... 46
Rotagao da regiao R em tornodaretar . . . . . . .. . ... ... ... 48
Rotacao do poligono retangular em torno daretar . . .. ... .. .. .. 49
Solido obtido pela rotacao do retangulo . . . . . .. ... o000 49
Regido limitada pelas retas = a,z = b,y = 0 e pela curvay = f(x) . . . . 51
Regiao limitada pelas retas x = a,x = b, e pelas curvas y = f(z) e y = g(x) 52

Arcode uma curva . . . ... L L e 53
Rotagdo do arco da curva y = f(z) em torno doeixox . . . .. .. . ... 53
Rotagao do arco da curva y = f(x) em tornodoeixoy . . . .. .. .. .. 54
Solido obtido pela rotacao da regiao R em tornodo eixox . . . . . .. .. 54
Outro solido obtido pela rotacao da regiao R em torno do eixo x . . . . . . 55
Solido obtido pela rotacao da regiao R em tornodoeixoy . . . . . .. .. 56
Outro solido obtido pela rotacao da regiao R em torno do eixoy . . . . . . 56
Centro de gravidade de uma curva. . . . . . .. .. .. ... ... ... 57
Centro de gravidade de uma regiao R . . . . . . . . . . . ... ... .... 57
Centro de gravidade de uma regidao R entre curvas . . . . . . . . . . .. .. o8
Segmento AB . . . . ... 62
Superficie obtida pela rotacao do segmento AB em torno doeixoy . ... 63
Solido obtido pela rotacao do trapézio ABC'D em torno de uma retar . . 63
Regido ABCDE . . . . . . . . e 65
Solido obtido pela rotacao da regiao ABCDE em torno de BC'. . . . . .. 65
Solido obtido pela rotacao da regiao ABCDE em tornode AB . . . . . .. 66
Triangulo ABC . . . . . . . 67
Soélido obtido pela rotagao do triangulo ABC' . . . . . . ... .. ... ... 67
Rotacoes do triangulo ABC' em torno de seus lados . . . . . .. .. .. .. 68
Solidos obtidos pela rotagao de ABC'D em torno dos segmentos CD e AD 70
Quadrilatero e triangulos semelhantes . . . . . . .. .. ..o 0L 72
Semicircunferéncia e linha poligonal . . . . . .. .. ... ... ... 73
Semicirculo e triangulos isosceles . . . . . ..o o oL 74
Regiao R limitada pelas retas x =0,y =0ey=—az+b . . . . . . .. .. 76
Solido obtido pela rotacao da regiao R em tornodaretay =0 . . . .. .. 7
Solido obtido pela rotacao da regiao R em tornodaretaxz =0 . . . .. .. 7
Regido limitada pelas curvas y = f(x) ey =g(z) . .. ... .. ... ... 80



SUMARIO

1 AREAS E VOLUMES 14
1.1 Areas: Aspectos conceituais . . . . . . . . . .. ... 14
1.2 Areas de algumas regides planas . . . . . . . .. ... ... ... ... 14

1.2.1 Retangulo . . . . . . ... o 15
1.2.2  Paralelogramo . . . . . . . . ... oo 19
1.2.3 Triangulo . . . . . . . . L 21
1.2.4  Trapézio . . . . . . . e 25
1.25 Losango . . . . . . . .. e 26
1.2.6  Circulo e circunferéncia . . . . . . . ... ... ... ... ...... 27
1.3 Volumes: Aspectos conceituais . . . . . . . . . . .. ... 30
1.4 Volumes de alguns solidos . . . . . . .. .. ... .. L. 30
1.5 Bloco retangular . . . . . ... 30
1.6 Definicao geral de volume . . . . . .. . .. .o oL 32
1.7 Principio de Cavalieri . . . . . . . . . . . .. .. ... 33
1.8 Cilindro . . . . . . . e 33
1.9 Cone . . . . . e 35
1.10 Esfera . . . . . . . 38
1.11 Centro de gravidade . . . . . . . . . ... L 39
1.11.1 Centro de gravidade de duas particulas presas em um eixo de massa
desprezivel . . . . . . . . 39
1.11.2 Centro de gravidade de um poligono . . . . . . . .. .. ... ... 41
1.12 Superficies e solidos de revolugao . . . . . . . . . ... L. 43

2 TEOREMAS DE PAPPUS 45
2.1 Area de superficies de revolugdio . . . . . .. ... ... 45
2.2 Volume de so6lidos de revolugao . . . . . .. . . .. .. L. 47

3 O CALCULO E OS TEOREMAS DE PAPPUS 51
3.1 Areas entre CUIVAS . . . . .o e 51
3.2 Comprimento de arco . . . . . . . . ..o 52
3.3 Areas de superficies de revolucdo . . . . . ... ... ... 53



4

3.4  Volumes de solidos de revolugao . . . . . . . .. .. ... ...
3.5 Centro de gravidade do arco de uma curva . . . . . .. .. .. ... ...
3.6 Centro de gravidade de uma regiao plana . . . . . . .. .. .. ... ...
3.7 Teorema de Pappus para areas de superficies de revolugao . . . . . .. ..

3.8 Teorema de Pappus para volumes de solidos de revolugao . . . . . . .. ..

APLICACOES

CONSIDERACOES FINAIS

REFERENCIAS

11

62

85

86



INTRODUCAO

Desde muito tempo, o conhecimento matematico se desenvolve e grandes matematicos
de diversas geracoes tém se dedicado constantemente a essa ciéncia. Dentre outros, a Geo-
metria é um dos ramos da Matemaética estudado desde os primérdios. De uma necessidade
habitacional e de subsisténcia se fez necessario a aquisi¢ao de conhecimentos geométricos
pela populagao durante toda a sua historia. Segundo Eves [8], intimeras circunstancias
da vida, até mesmo do homem mais primitivo, levaram a um certo montante de desco-
bertas geométricas subconscientes. A noc¢ao de distancia foi um dos primeiros conceitos
geomeétricos a serem desenvolvidos. A necessidade de delimitar a terra levou a nocao de
figuras geométricas simples como retangulos, quadrados e triangulos. Outros conceitos
geométricos simples como as nocoes de vertical, paralela e perpendicular, surgiram da
necessidade de construgao de muros e moradias (Eves [8]).

A Geometria é o ramo da Matematica que estuda o espaco e 0s objetos que o ocupam.
A mesma mostra em forma de figuras uma diversidade de planificacoes que enaltece a
percepgao e diferenciacao das formas quanto a suas caracteristicas dimensionais, através
dos conceitos da Geometria Espacial e é nessa area da Matematica que sao explorados
os conceitos de superficies e solidos. Descreveremos neste trabalho, através do método
abordado, como tais conteldos ganham sentido mais significativo, pois serao mostrados de
maneira que leva ao leitor alto nivel de compreensao, quebrando paradigmas de restringir
a justificar resultados pré-submetidos.

Observagoes no dia a dia de objetos arredondados nos levou a indagar como poderiam
ser calculadas suas respectivas areas e seus respectivos volumes. Isso despertou nosso
interesse por um estudo mais aprofundado sobre o tema.

Neste trabalho serao apresentados modelos de calculos de 4reas e volumes usando os
Teoremas de Pappus com o objetivo de desenvolver técnicas que auxiliem o professor do
Ensino Médio no contetiido de Geometria Espacial como uma ferramenta a mais para o
desempenho de seu trabalho docente, como também contribuir na formacao de alunos dos
cursos de graduacao. Esses teoremas foram descobertos por Pappus de Alexandria por
volta do ano 350 d.C.

Considerado um sucessor imediato de Euclides, Pappus de Alexandria deu grande
contribuigdo para a Matematica. Segundo Paul Ver Eecke [7], ele nasceu na Grécia e

consagrou-se como um dos tltimos geémetras daquele povo. Viveu em Alexandria no fi-
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nal do terceiro século e principios do quarto. Em parceria com Diofanto, representou bem
a matematica grega no periodo conhecido como Idade de Prata da Universidade de Ale-
xandria (250 — 350). Sobre as obras de Pappus, o mesmo foi protagonista de um trabalho
considerado o guia da Geometria, sua Colecao Matemdtica, em que uma visao histoérica
da Matemaética é apresentada e as obras de Euclides, Arquimedes, Apolonio, Ptolomeu e
outras sao discutidas. Relata Eecke, que a colecao é formada por uma combinacao de oito
livros, quase todos preservados, exceto o primeiro e parte do segundo. A colecao resgata e
expande uma série de problemas classicos como a generalizagao do Teorema de Pitagoras
baseado na proposicao dos elementos de Euclides e a capacidade matematica das abelhas
ao construir as células de seus favos de mel. Sao também apresentados varios teoremas
importantes como o teorema do centroide expressando areas e volumes de objetos obtidos
pela revolucao de figuras planas, usando a noc¢ao de centro de gravidade.

Este trabalho esté organizado da maneira a seguir. No Capitulo 1, serd dado um enfo-
que introdutorio sobre areas, volumes e centros de massa. No Capitulo 2, apresentaremos
uma demonstracao dos Teoremas de Pappus para o calculo de &reas de superficies de
revolucao e volumes de solidos de revolucao. No Capitulo 3, faremos uma abordagem dos
Teoremas de Pappus através de ferramentas do Célculo Integral. Finalmente, no Capitulo
4, faremos algumas aplicacoes dos teoremas desenvolvidos que mostram a praticidade e

aplicabilidade de tais resultados.
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Capitulo 1

AREAS E VOLUMES

Apresentaremos neste capitulo os conceitos introdutorios necessarios para o desenvol-
vimento deste trabalho. As informagoes aqui descritas foram baseadas nas referéncias [1],
31, [4], [3], [6], [11], [12] e [13].

1.1 Areas: Aspectos conceituais

A area de uma regiao no plano é determinada por um nimero positivo que de alguma
forma indica seu tamanho. Para que um conceito de area tenha utilidade, postulamos

que as seguintes propriedades sejam validas:

1. Regioes congruentes tém areas iguais;

2. Se uma regiao R é subdividida em um ntmero finito de regioes menores sem pontos

interiores em comum, entao a area de R é a soma das areas das regioes menores;

3. Se uma regiao R, estd contida em uma regiao Ry, entao a area de Ry nao é maior

do que a area de Ry;

4. A area de um quadrado cujo lado mede uma unidade de comprimento é igual a 1

unidade quadrada.

1.2 Areas de algumas regioes planas

A pratica do célculo de areas é de fundamental importancia pelas suas diversas apli-
caches em situacdes do cotidiano. E um conhecimento primordial e sempre presente na
sociedade, pois é usado em um nimero gigantesco de situagoes. Citaremos nesta secao
as areas de algumas regioes planas, visto que usaremos tais regioes para revoluciona-las
em torno de um eixo e formar um soélido e, a partir deste, encontrar seu volume. Dentre
as figuras planas das quais calcularemos a area estao os triangulos, os quadrilateros e os

circulos.
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CAPITULO 1. AREAS E VOLUMES

1.2.1 Retangulo

Podemos definir retangulo como um quadrilatero que possui quatro angulos retos. Os
lados opostos de um retangulo sao paralelos e congruentes. Dois desses lados opostos sao
chamados de base e os outros dois de altura. A Figura 1.1 representa um retangulo de

base b e altura h.

Figura 1.1: Retangulo

Teorema 1.2.1 A razao entre as dreas de dois retangulos de bases congruentes (respec-

tivamente alturas congruentes) € igual G razao entre suas alturas (respectivamente bases).

Demonstracao: Sejam R; e R, dois retangulos de mesma base b, e alturas h; e ho,

conforme a Figura 1.2.

Iy

it

- - ————=

Figura 1.2: Retangulos de alturas comensuraveis

Suponhamos que as alturas h; e hy sejam comensuraveis, isto é, existe um segmento
de comprimento w tal que, hy = w-p e ho = w-q, com p,q € N. Logo, a razao entre as

alturas hy e hy é

o wep
hey  w-q

hy p

— = = 1.1
h2 . (1.1)

Seja W um retangulo de base b e altura w, como na Figura 1.2. Entdo Area(R;) =

p - Area(W) e Area(Ry) = ¢q - Area(W). Assim, a razdo entre as areas dos retangulos é
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CAPITULO 1. AREAS E VOLUMES

dada por:

Area(Ry)
Area(Ry)

- Area(WV)
- Area(WV)
(1.2)

SNESIENIES

De (1.1) e (1.2), temos

Area(R1 ) hl

Arca(Ry)  hy

Suponhamos agora que as alturas h; e hy sejam incomensuraveis, como mostra a Figura

1.3.

i

m+ 1 1 W - 1 w & Y

I fy 1 ha

] L —

Figura 1.3: Retangulos de alturas incomensuraveis

Y

Neste caso nao existe submiultiplo comum as alturas h; e hy. Assim podemos tomar

um segmento de comprimento w tal que
hy =n-w, (1.3)

com n € N e, como hy e hy sao incomensuraveis, nao existe um ntimero inteiro m tal que

hy = m - w. Logo,
m-w<h <(m+1)- w, (1.4)

para algum namero inteiro m. Assim, a partir de (1.3) e (1.4), temos

m - w hi m+1
< — < - w
n-w ho n-w
m hi m+1
— < —< : 1.5
n ho n (1.5)

16



CAPITULO 1. AREAS E VOLUMES

Ainda considerando um retangulo W de base b e altura w, obtemos

m - Area(W) < Area(R;) < (m + 1) - Area(W) (1.6)

Area(Rs) = n - Area(W). (1.7)

Dividindo (1.6) por (1.7), teremos

m _ Area(Ry) - m+1
n  Area(Rs) n o

Area(Rl) hl
Afi — = —.
Irmamos que Area(R2> h2

Area(R; hy . ... .
# > —. Dividindo, se necessério,

Area(RQ) h2

o segmento de comprimento w em k inteiros segmentos congruentes, podemos admitir n

Suponhamos, sem perda de generalidade que

arbitrariamente grande. Logo, existe um namero inteiro ng tal que

1 N 1 _ Area(Ri) M
Area(R1) hi " ng  Area(Ry) hy

Area(Ry)  hs

ng >

Também existe um mg € Z que satisfaz

m h m 1 m Area(R m 1
Mo o fu Mot Mo <1)< ot

1.9
ng  ho ng no  Area(Ry) i (1.9)
h
Porém, se o < —1, entao
Un hg

mo + 1 mo 1 hl Area(Rl) hl mo + 1 Area(Rl)
=+ —<—4———"— — = < .
i ng ng hy Area(Rs)  he no Area(Ry)

Area(R h
O que contraria (1.9). Logo, m = —1, concluindo assim a demonstracao. [
Area(Rg) hg

Teorema 1.2.2 A razao entre as dreas de dois retdngulos quaisquer € igual ao produto

da razao entre as bases pela razao entre as alturas.

Demonstracao: Sejam R; e R, dois retangulos de bases b; e by e alturas h; e ho,
respectivamente. Consideremos um outro retangulo R com base by e altura hg, conforme
a Figura 1.4. Note que os retangulos R e R, possuem bases congruentes, assim como R

e Ry possuem alturas congruentes.
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CAPITULO 1. AREAS E VOLUMES

Ee frs R ha

‘ﬁ.-'l |‘|'|_

IlJl

Figura 1.4: Retangulos R, R, e R»

Pelo Teorema 1.2.1, temos que

Area(R1) M . Area(R) b
Area(R)  hy Area(Ry) by

Multiplicando essas relacoes, temos

Area(Ry) Area(R)  hi by
Area(R) Area(Ry) hy by

Portanto, concluimos que

Area(Rl) . hl : b1
Area(R) N hg : bg ’

Proposicao 1.2.1 A drea de um retdngulo € igual ao produto da base pela altura.

Demonstracao: Sejam R um retangulo de base b e altura h e () um quadrado de lado 1
unidade. Pelo Teorema 1.2.2, a razao entre as areas dessas figuras é igual ao produto das

razoes entre suas bases e a razao entre suas alturas, ou seja,

Area(R) b

Area(Q) 1

— =

Desde que a area de um quadrado de lado 1 unidade de comprimento ¢é igual a 1 unidade

quadrada, concluimos que
Area(R) =b- h.
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CAPITULO 1. AREAS E VOLUMES

R h

Q |1

Figura 1.5: Razao entre retangulo e quadrado

[
Essa relacao define a area do retangulo. O quadrado é um caso particular, onde a base

é igual a altura. Assim, se () é um quadrado de lado a, entao

Area(QQ) = a-a

1.2.2 Paralelogramo

O paralelogramo é um quadrilatero de lados opostos paralelos. Tomando um lado do
paralelogramo como base, sua altura serd um segmento perpendicular & base que liga a

mesma ao lado oposto ou ao prolongamento desse lado oposto.

h

L; f‘ b ¢ .
Figura 1.6: Paralelogramo

Veja na Figura 1.6 que tomando C'D como base, o segmento AF é a altura do parale-
logramo, sendo F um ponto pertencente a reta C'D de tal forma que AFE é perpendicular
aCD.

Para o que segue, dois poligonos sao equivalentes se podem ser decompostos em uma

mesma quantidade de poligonos menores dois a dois congruentes.

Teorema 1.2.3 Dois paralelogramos de bases e alturas respectivamente congruentes sao

equivalentes.

Demonstracao: Vamos considerar dois paralelogramos ABCD e ABC'D’ com baseAB
e alturas congruentes, onde supomos, sem perda de generalidade, que o comprimento de

AB é maior do que ou igual ao comprimento de C'D. Assim, podemos ter trés situacoes.
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Primeira situagao. C'D e C'D’ possuem um segmento em comum, como mostra a Figura
1.7. Nesta situacao, as regides X e Z sdo congruentes. Assim, a regiao X UY é equivalente
aregiao YUZ. A regiao XUY é o paralelogramo ABC'D e aregiao YUZ é o paralelogramo

ABC'D’. Portanto esses paralelogramos sao equivalentes.

A B

Figura 1.7: Paralelogramos com dois segmentos em comum

Segunda situagao. Os segmentos C'D e C'D’ se intersectam num tnico ponto, de acordo
com a Figura 1.8. Nesta situacdo, as regides X, Y e Z sdo congruentes. Assim, as regioes
XUY e YUZ sao equivalentes. Como a regiao X UY determina o paralelogramo ABCD,
enquanto a regiao Y U Z determina o paralelogramo ABC'D’, concluimos que ABCD e
ABC'D’ sao equivalentes.

D =D e

v

A B

Figura 1.8: Paralelogramos com um segmento e um vértice em comum

Terceira situagdo. Ocorre quando os segmentos C'D e C'D’ nao se intersectam. A Figura
1.9 mostra essa situacao. Entdo, existe um ponto P, pertencente ao segmento C'D, tal

que PD’ & congruente a AB.

D

Figura 1.9: Paralelogramos com um segmento em comum

Os paralelogramos ABC'D e ABD'P possuem o segmento PC' em comum, assim as

regioves X = ADP e Y = BCD' sao congruentes e pela primeira situagao dessa de-
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monstracao os paralelogramos ABC'D e ABD'P sao equivalentes. Temos também que
os paralelogramos ABD'P e ABC'D’ possuem um tnico ponto D’ em comum. Logo,
as regioes Z = APD' e W = BC'D’ sdo congruentes e pela segunda situagao, os para-
lelogramos ABD'P e ABC'D’ sao equivalentes. Sendo ABC'D equivalente a ABD'P e
ABD'P equivalente a ABC'D’, concluimos que os paralelogramos ABCD e ABC'D’ sao

equivalentes. [ |
Proposicao 1.2.2 A drea de um paralelogramo € igual ao produto da base pela altura.

Demonstragao: De acordo com o Teorema 1.2.3, todo paralelogramo ¢ equivalente a
um retangulo que possui base e altura, respectivamente, congruentes as do paralelogramo.

Assim, a area de um paralelogramo P de base b e altura h é

Area(P) =10b- h.

1.2.3 Triangulo

Os triangulos sao poligonos que possuem trés lados. A distancia de um vértice do
triangulo a reta que contém o lado oposto é chamada de altura do triangulo em relagao a

este lado.

Teorema 1.2.4 Todo triingulo € equivalente a um paralelogramo de base congruente a

base do tridngulo e altura igual a metade de sua altura.

Demonstracao: Sejam ABC um triangulo, D o ponto médio do lado AC e tracemos,
a partir do ponto D, um segmento paralelo ao lado BC' até o ponto E, passando por F

em AB, de modo que DFE seja congruente a BC', conforme a Figura 1.10

Figura 1.10: Triangulo e paralelogramo equivalentes

Assim, os triangulos ADF e BEF sao congruentes e a altura do triangulo ABC' é
igual ao dobro da altura do paralelogramo BCDE, relativas ao lado BC'. Logo, as regioes
ADF UBCDF e BEF U BCDF sao equivalentes. [
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Proposicao 1.2.3 Seja ABC' o tridngulo de lados a = BC, b = AC e c = AB com
alturas relativas a esses lados hg, hy e h. respectivamente. A drea do triangulo ABC é

wgual a

_a-hy b-hy c-he

Area(ABC) ) 5 i

Demonstracgao: Consideremos um triangulo ABC' de base b = AC e altura h,. Marque
um ponto E na reta paralela a AC de modo que BFE seja congruente a AC, conforme a
Figura 1.11.

E . E

Figura 1.11: Triangulo de base b e altura h

O poligono ABCD é um paralelogramo de area igual a 2 - Area(ABC'). Portanto,

b-h
Area(ABC) = 5 v (1.10)
Os casos em que a e ¢ sao bases podem ser obtidos de maneira analoga. [ |

Essa expressao se refere a area de um tridngulo dadas a base e a altura. Vejamos
agora o calculo de areas para algumas outras situacoes iniciando quando sao dados os trés

lados.

Proposicao 1.2.4 (Férmula de Herao) Seja ABC' o triangulo de lados a = BC;b = AC

e c = AB, e semiperimetro p. A drea do tridngulo ABC € dada por

Area(ABC) = \/p(p—a) - (p—b) - (p — 0.

Demonstracao: Consideramos um triangulo ABC de lados a = BC,b = AC e ¢ = AB.
Seja h a altura relativa ao lado BC'. Sem perda de generalidade, podemos supor que a
altura do triangulo relativa ao lado BC' interseta este lado, digamos no ponto H, conforme
a Figura 1.12.

Note que os triangulos AHC e AH B sao retangulos. Assim, pelo teorema de Pitagoras,

temos as seguintes relacoes
(i) b? = h? + 22
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Figura 1.12: Triangulo de base a e altura h

(ii) A =h*+ (a — )%,
onde x = HC. Desenvolvendo a equagao (ii), obtemos
A = h*+ (a—2)?
= h*+4 2%+ d® — 2ax.

Como b? = h? + 22, temos

A = a®+b —2ax
2ur = a’+b*—c2
a® 4+ b> — 2
x _—
2a

Assim, usando (i), obtemos

donde segue que

4a’h? = 4d*h® — (a2 + b — 02)2

= (2ab)* — (a® +b* — &)
(2ab + (a® +b* — ¢?)) - (2ab — (a® 4+ b* — ¢?))

= ((a+b)*=c) (= (a—b)?)
(a+b+c)-(a+b—c)-(a—b+c) - (—a+b+c).

2

Sendo o perimetro do triangulo ABC' igual a soma dos comprimentos de seus lados, temos
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a+b+c

5 , logo 2p = a + b+ ¢, entao

o semiperimetro p =

a+b—c = a+b+c—c—c

= 200—¢)
a—b+c = a+b+c—0b—-0b
= 2(p—0)
—a+b+c = a+b+c—a—a
= 2(p—a).

Assim
4a*h? = 2p-2(p—c)-2(p—b)-2(p —a)
vah? = App—c)-(p—b) - (p—a)
ho= VR 0o

Logo, a area do triangulo ABC' de base a e altura h, é dada por

Area(ABC) =
= Vplp—a)-(p—b)-(p—c).

a-h
2

[
Outro modelo matematico bastante eficaz para cilculo da area de um triangulo ABC

é usando um angulo e seus lados adjacentes.

Figura 1.13: Regiao triangular

Da Figura 1.13, podemos escrever

Area(ABC) = % e sena = %
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o que implica
h =b- sena.
Dessas relagoes escrevemos a area do triangulo como

Area(ABC) = %a -b- sena. (1.11)

1.2.4 Trapézio

O trapézio ¢ um quadrilatero que possui dois lados opostos paralelos. Os lados opostos
paralelos sao chamados de bases do trapézio. A distancia entre as retas que contém as

bases é chamada de altura do trapézio.

Proposicao 1.2.5 Se ABC'D é um trapézio de bases AB = B e CD = b e altura h,

entao
Area(ABCD) = M

Demonstracao: Suponha que AB =B > b = CD, como mostra a Figura 1.14.

D ] e

B

Figura 1.14: Trapézio de bases B e b e altura h

Seja P um ponto em AB tal que AP = CD = b, entao AD é paralelo a C'P e dai
APCD é um paralelogramo de base b e altura h. Temos também que PB = B — b, entao
PBC ¢é um triangulo de base B — b e altura h. Logo, a area do trapézio ABC'D é a soma
das 4reas do paralelogramo APC'D e do triangulo PBC'. Portanto

Area(ABCD) = Area(APCD) + Area(PBC)

= bh+—(8_26)h

(B+b)-h
—
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Proposicao 1.2.6 Seja um quadrildtero convexro ABCD de diagonais AC e BD, entdo

a drea do quadrildtero e dada por
1
Area(ABCD) = §AC’ -BD - sena
onde a € o menor dngulo formado pelas diagonais do quadrildtero.
Demonstracao: Seja ABC'D um quadrilitero convexo, segundo a Figura 1.15.

B

| ___l_.._.;'."-"r (.1
o] — '
—

AEe— |

| m—a
|I- -

Figura 1.15: Quadrilatero ABCD

Sejam AC' e BD suas diagonais. Chamamos de O o ponto de intersecao das mesmas
e Z/ZBOC = «a o menor angulo entre elas. Os angulos ZAOD = /BOC =« e LZAOB =
ZCOD = 7 — a, pois sao opostos pelo vértice. Temos ainda que sena = sen(m — «).

Assim podemos obter a area do quadrilatero ABDC' da seguinte maneira

Area(ABCD) = Area(BOC)+ Area(AOB) + Area(AOD) + Area(COD)
= %BO -CO - sena + %BO - AO - sen(m — )

+ %AO - DO - sena + %DO -CO - sen(m — «)

= %BO-sena-(AO+CO)+DO-sen(7r—a) - (AO + CO)
= %(AO + CO) - (BO + DO) - sen«

= %AC’ - BD - sena.

1.2.5 Losango

O losango é um quadrilatero com quatro lados congruentes.
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B

D

Figura 1.16: Losango
Proposigao 1.2.7 Se ABCD ¢ um losango de diagonais AC e BD, entdo
1
Area(ABCD) = §AC -BD.

Demonstracao: Seja ABCD um losango com diagonais AC' e BD. Como o losango
é um quadrilatero convexo cujos angulos entre as diagonais medem g (ver Figura 1.16),

segue da Proposicao 1.2.6 que

Area(ABCD) = %AC’ - BD - sena

1
= §AC -BD - seng

= %AC’ -BD.

1.2.6 Circulo e circunferéncia

Sejam O um ponto em um plano e r um ntmero positivo. O circulo de centro O e
raio r é o conjunto C constituido por todos os pontos P do plano tais que OP < r. A
circunferéncia de centro O e raio r é o conjunto C' constituido por todos os pontos P
do plano tais que OP = r. O comprimento da circunferéncia de raio r é dado por 27r,
onde m é o comprimento da semicircunferéncia de raio 1. Para qualquer a > 0, existe um
poligono regular inscrito em C' tal que a diferenca entre o seu perimetro e o comprimento

de C' é menor do que a.
Teorema 1.2.5 A drea do circulo de raio v é iqual a 7r2.

Demonstracao: Seja C um circulo de centro O e raio r. Denotamos por per(C) e

Area(C) o perimetro e a area de C, respectivamente. Dado um poligono P, denotamos
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por per(P), Area(P) e L(P), respectivamente, o perimetro, a area e o comprimento do
maior lado de P. Dado um numero positivo a qualquer, existem poligonos regulares P,

Py e Py inscritos em C) tais que
(i) L(P) < a
(i) Area(C) — Area(P) < a-r
(iii) per(C) — per(P3) < a

Formemos agora o poligono P que tenha como vértices todos os vértices dos poligonos
Py, Py e P;. Assim, P satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii).

A area de P ¢é a soma das areas de todos os tridangulos com vértice em O e tendo como
lado um dos lados do poligono P. Seja OAB um destes triangulos, como mostra a Figura
1.17.

Figura 1.17: Circulo

Assim, a &rea do triangulo AOB é dada por
1
Area(AOB) = §AB -0C,

onde OA = OB =r e OC & a altura desse triangulo em relacao a base AB. Observe que

o tridngulo AOC' é retangulo com hipotenusa OA. Assim,
OA > 0C > 0A - AC,
donde segue que
1 1 1
§AB (OA - AC) < §AB -OC = Area(AOB) < §AB - OA.
Como OA =r e AC < L(P) < a, concluimos que

OA—-AC =r—AC >r —a.
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Portanto
1 1 1
§AB (r—a)< §AB -(OA — AC) < Area(AOB) < U AB.

Uma vez que o triangulo ABC foi escolhido arbitrariamente dentre todos os tiangulos que
forma o poligono P, obtemos uma desigualdade analoga a todos os outros triangulos em

que dividimos P. Assim, somando as areas de todos os triangulos que formam P, obtemos

%per(P)(r —a) < Area(P) < %PGT(P)” (1.12)

Da defini¢ao de P, temos que per(C) — a < per(P) e per(P) < per(C). Utilizando essas

duas informagdes em (1.12), obtemos

%(per(C) —a)(r—a) < %per(P)(r —a) < Area(P) < %per(P)’r < %per(C)r,

resultando em
1 1 , 1
iper(C) — §(ar + aper(C) —a”) < Area(P) < Eper(C)r. (1.13)
Assim, a area de P difere de $per(C)r em menos que 3 (ar + aper(C) — a?). Logo,
1 1 ,
| Area(P) — §per(C)r |< E(a’r‘ + aper(C) — a”).
De (i), temos que Area(C) — Area(P) < a - r. Entdo, temos que
1 1
| Area(C) — §per(C)r | < | Area(C) — Area(P) | + | Area(P) — Qper(C)r ]

< ar+%(ar—|—aper(€) —a?). (1.14)

Como o valor de a é arbitrario, que pode ser tomado tao pequeno quanto se queira, e o

lado esquerdo de (1.14) ndo depende da escolha de a, concluimos que
1
Area(C) = §per(C)7’.
Sendo o comprimento da circunferéncia igual a 27r, temos

Area(C) = mr°.
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1.3 Volumes: Aspectos conceituais

O volume de um so6lido ¢ um ntmero real positivo que representa intuitivamente a
quantidade de espaco por ele ocupado. Para que um conceito de volume para sélidos seja

util, postulamos as seguintes propriedades:

1. Solidos congruentes tém volumes iguais;

2. Se um soélido S é a uniao de um nimero finito de solidos menores que nao tém
pontos interiores em comum, entao o volume de S é a soma dos volumes dos sélidos

menores;

3. Se um solido S; esta contido em um sélido Sy, entao o volume de S; nao é maior

do que o volume de So;

4. O volume do cubo unitéario, isto é, um cubo cuja aresta mede uma unidade de

comprimento, ¢ igual a 1 unidade ciibica.

1.4 Volumes de alguns sélidos

A préatica do calculo de volumes é de suma importancia pela presenca significante de
solidos no cotidiano que se faz necesséario conhecer suas capacidades. E um conhecimento
essencial para a sociedade, pois seu uso é rotineiro em situagoes-problema caracteristica
do dia a dia. Citaremos nesta secao os volumes de alguns solidos geométricos, visto que
usaremos para comparar a solidos obtidos pela revolucao de regioes em torno de um eixo.
Dentre os s6lidos geométricos dos quais calcularemos seus volumes estao alguns poliedros,

o cilindro, o cone e a esfera.

1.5 Bloco retangular

Um bloco retangular é um soélido limitado por trés pares de retangulos paralelos de-
nominados faces, onde em cada par, os retangulos sao iguais. Esses retangulos possuem
lados chamados arestas, como mostra a Figura 1.18.

O cubo é um caso particular de bloco retangular onde as arestas possuem o mesmo
comprimento. Se n é um numero inteiro positivo, um cubo C' cujas arestas medem n
unidades de comprimento pode ser decomposto em n® cubos unitarios justapostos, logo o
volume de C & n?.

Analogamente, se C' é um cubo unitario, particionando cada aresta de C' em um
nimero inteiro ¢ de intervalos de mesmo comprimento, obtemos ¢> cubos justapostos,

. 1 . L
cada um com arestas medindo —. Isso implica que, se dividirmos cada aresta de um cubo
unitario em ¢ partes, obtemos em seu interior n® cubos de volumes iguais a —-
q
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Figura 1.18: Bloco retangular

. p . .
Suponhamos agora um cubo C, cujas arestas medem a, onde a = =, com p e ¢ inteiros
positivos. Decompondo cada uma das arestas de C' em p partes iguais, temos que cada
. 1 .
uma dessas arestas tem comprimento —. Desse modo, o cubo C ficara disposto em p3

1
cubos justapostos, cada um dos quais tém arestas medindo —. O volume de cada cubo é
q

—. Assim, o volume de C serd
q

Vol(C) = p°-

Portanto, se as arestas de um cubo C tém como medida um ntimero racional a, entao o
volume de C serd igual a a®.

Suponhamos agora que o cubo C tenha como arestas um ntmero b qualquer. Queremos
mostrar que o volume de C & igual a b®. Seja x um ntimero tal que z < b3. Entao existe
um nimero racional r tal que x < r® < b3. Entao o cubo C, cujas arestas tém medida,
b, contém um cubo D, cujas arestas tem medida o nimero racional r. Segue-se que
Vol(D) < Vol(C). E sendo r uma aresta de D temos que Vol(D) = r3, como mostrado
anteriormente. Assim, concluimos que 72 < Vol(C) e, consequentemente, x < Vol(C).

Analogamente, se y ¢ um ntumero tal que y > b*, podemos mostrar que y > Vol(C).

Concluimos assim que
Vol(C) = b*.

Agora vamos ao volume do bloco retangular a partir do volume do cubo. Seja B um

bloco retangular com arestas medindo m, n e p, onde m, n e p sao niimeros racionais.

. a b c . o .
Entao podemos escrever m = —, n = — e p = —, com a, b, ¢ e q inteiros positivos. Assim,
q

1
se dividirmos as arestas m,n e p em segmentos de comprimentos iguais a —, o bloco

retangular B fica dividido em abc cubos justapostos de arestas medindo —. Dessa forma,
q
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1
o volume de cada cubo é — e o volume do bloco sera

@
1
Vol(B) = abc~¥
_a b oc
qa q

Suponha agora que B é um bloco retangular com arestas a,b e ¢ quaisquer. Seja x
um namero real tal que z < a-b-c. Entao existem niimeros racionais r, s e t tais que
r<a,s<b t<ceax <rst. Logo, o bloco retangular B contém um bloco retangular
R, cujas arestas tém medidas r,s e t. De r < a, s < b, t < ¢, temos rbc < abc, sac < abc
e tab < abe, dai rsta®b’c? < a®b3c®. Pelo que foi mostrado anteriormente, Vol(R) = rst.
Logo, concluimos que Vol(R) < Vol(B). Sendo z < rst, teremos que z < Vol(B).

Analogamente, se y ¢ um namero real tal que y > abc, podemos mostrar que y >

Vol(B). Concluimos assim que

Vol(B)=a-b-c.

1.6 Definicao geral de volume

Para entendermos o conceito de volume de uma forma mais geral, inicialmente ire-
mos conceituar os sélidos formados por poligonos, os poliedros. Poliedro é a reunidao de
uma quantidade finita de poligonos planos chamados faces, onde cada lado de um desses
poligonos, e apenas um, é lado de um outro poligono. Cada lado comum a duas faces é
chamada de aresta e cada vértice de uma face é também vértice do poliedro. Neste sen-
tido, o poliedro limita uma quantidade de espaco em seu interior. Um poliedro é chamado
convexo se qualquer reta nao paralela a nenhuma das faces intersetda-lo em no maéaximo
dois pontos. Um poliedro convexo é regular se todas as faces forem iguais e em todos os
vértices intersetarem o mesmo nimero de arestas.

Chamamos de poliedro retangular a todo solido formado pela reuniao de um niimero
finito de blocos retangulares justapostos. O volume de um poliedro retangular é a soma
dos volumes dos blocos retangulares justapostos nele contidos.

Vamos agora generalizar a definicao de volume para um soélido S. Seja P um poliedro
retangular contido em S. Se P = S, definimos Vol(S) = Vol(P). Se P C S, entdo existe
um poliedro retangular P, tal que P C P' C S e Vol(P) < Vol(P'). Se P’ = S, definimos
Vol(S) = Vol(P’). Caso contrario, repetimos o processo anterior. Com isso almejamos
que o volume de S seja um nimero real cujas aproximacoes por falta sao os volumes dos
poliedros retangulares contidos em S.

Por outro lado, seja () um poliedro retangular que contém S. Se ) = S, definimos
Vol(S) = Vol(Q). Se @ 2 S entao existe um poliedro retangular @', tal que Q@ D Q' D S
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e Vol(Q') > Vol(Q). Se @' = S, definimos Vol(S) = Vol(Q'). Caso contrario, repetimos
o processo anterior. Com isso almejamos que o volume de S seja um niimero real cujas
aproximacoes por excesso sao os volumes dos poliedros retangulares que contém S.

Para completar nosso raciocinio, destacamos que o volume de um so6lido .S é o niimero
Vol(S) que goza da seguinte propriedade: Quaisquer que sejam os poliedros retangulares

P contido em S e @) contendo 5, tem-se

Vol(P) < Vol(S) < Vol(Q).

1.7 Principio de Cavalieri

Suponhamos a existéncia de uma quantidade finita de paralelepipedos retangulares
com as mesmas bases e alturas organizados de tal modo que formem dois sé6lidos com
quantidades iguais desses paralelepipedos, como mostrado na Figura 1.19. Neste caso,

vemos que os respectivos volumes sao iguais.

Figura 1.19: Blocos retangulares em pilhas

Adotaremos de maneira axiomaética o Principio de Cavalieri como: Dados dois sdlidos
e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado secciona os dois sélidos sequndo figuras
de mesma drea, entao esses solidos tém mesmo volume.

Usaremos o Principio de Cavalieri para obter o volume de alguns solidos.

1.8 Cilindro

Seja R uma regiao em um plano . Chamamos de cilindro de base R o conjunto C' de
todos os segmentos de reta paralelos entre si com uma das extremidades em R e a outra
em o, onde o é um plano paralelo a o. Qualquer um dos segmentos de reta é chamado
geratriz do cilindro.

Note que as extremidades dos segmentos paralelos que formam o cilindro C' e nao per-
tencem a base R constituem uma outra regiao plana R’ contida no plano o’ e congruente

a R. A distancia h entre os planos « e o/ é chamada altura do cilindro.
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Figura 1.21: Cilindro

Teorema 1.8.1 O wvolume de um cilindro € igual ao produto da drea da base pela altura.

Demonstracao: Seja C' um cilindro de base R e altura h, onde R é uma regiao no plano
a. Sobre « construimos um retangulo com area A, onde A = Area(R). Com segmentos
de reta paralelos levantados do retangulo e perpendiculares a @ medindo comprimentos
iguais a h, construimos um bloco retangular B. Qualquer plano 3 paralelo ao plano «, a
seccao definida por N C' é uma regiao congruente a R, enquanto S N B é um retangulo
com &area A. Dai, tem-se que SN C e SN B possuem a mesma area. Pelo Principio de

Cavalieri, o volume do cilindro C' e do bloco retangular B sao iguais. Portanto
Vol(C) = Vol(R) = A - h.

Ficando assim provado o teorema para o volume de um cilindro. [ |
Veja que para um cilindro C' em que a base é um circulo de raio r e altura h, usando

(1.15), temos que
Vol(C) = 7r? - h. (1.15)

Um cilindro reto C' é equilatero quando a altura é igual ao diametro da base. Assim,
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a secao meridiana é um quadrado. Logo, seu volume é dado por

Vol(C) = ar?-2r

= 21

Um cilindro C' em que sua base é uma regiao poligonal é denominado prisma e suas
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faces laterais sao retangulos.
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Figura 1.22: Prisma

1.9 Cone

Seja R uma regiao em um plano o e P um ponto nao pertencente a . Chamamos de
cone com base R e vértice P ao solido K obtido pela reuniao dos segmentos de reta que
ligam o ponto P aos pontos de R. A distancia do ponto P ao plano a é chamada altura

do cone.

Lema 1.9.1 Seja K um cone de base R, vértice P e altura h. Seja R’ a secao obtida pela

intersecao do cone com um plano o paralelo ao plano que contém R. Entao

AAZ%((JZ)) _ (%’)2 (1.16)

Demonstracao: Sejam Area(R), Area(R’), h e h' as areas da base, da se¢ao obtida pela
intersecao do cone com um plano o', da altura do cone de base R e da altura do cone de
base R'. De 1.15 temos que Vol(C') = mr?h, entao

Area(R') m(R')?
Area(R) m(R)?
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Figura 1.23: Razao entre areas e alturas

Por semelhanca de triangulos temos que

donde segue que

Teorema 1.9.1 Dois cones de mesma altura e bases com dreas tguais tém volumes 1guais.

Demonstracao: Sejam K; e K, dois cones com mesma altura h e bases R; e Ry de
mesma area contidas num plano «, com vértices P; e P, respectivamente, e situados em
um mesmo lado do plano a. Dado um plano o paralelo a «, situado entre os vértices
dos cones e suas respectivas bases, sejam R} = o' N K; e Ry = o/ N Ky. Seja b’ a altura

comum aos dois cones de bases R| e R), e vértices P, e P,, temos por 1.16 que

Area(R{)  (h'\* _ Arca(Rj)
Area(R;) h) — Area(Ry)’

Como Area(R;) = Area(Rz), concluimos que Area(R)) = Area(R)). Assim, pelo Principio

de Cavalieri, temos que
Vol(K;) = Vol(K>).

]
Vale salientar que um cone K em que sua base é uma regiao poligonal é denomi-
nado piramide e suas faces laterais sao triangulares. Quando uma piramide possui base

triangular é denominada tetraedro.
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Figura 1.24: Piramide com base hexagonal

Teorema 1.9.2 O volume de um cone € igual a um terco do produto da altura pela drea

da base.

Demonstracao: Considere um cone e uma piramide de base triangular, pelo Teorema
1.9.1 os volumes do cone e da piramide sao iguais. A partir dessa informacao, devemos
mostrar que o volume do cone serd um terco do produto da area da base da piramide por

sua altura.

A B’

C‘r

Figura 1.25: Tetraedro

Suponha uma piramide ABC A’ B'C" conforme a Figura 1.25, cuja base seja um trian-
gulo ABC' e o segmento AA’ seja perpendicular ao plano ABC, assim tera comprimento
igual & altura de um cone K. Levantando os segmentos BB’ e C'C" de igual comprimento
de AA’ perpendiculares ao plano da base da piramide obtemos um prisma de bases ABC
e A’B'C'. De (1.15) temos que o volume do prisma obtido é o produto da area do trian-
gulo ABC' pela altura AA’. O proximo passo agora é dividir o prisma em trés piramides
com volumes iguais ao de ABCA’. Veja que as bases ABC e A'B'C’ sao iguais, e como
possuem mesma altura AA’ e BB’ as piramides ABC A’ e A'B'C'B sao iguais. Temos
também que as bases BB'C’" e BCC’ das piramides BB'C' A’ e BCC'A’ sao congruentes e

como as alturas das mesmas a partir de A’ em relagdo as suas bases sao iguais, temos que

37



CAPITULO 1. AREAS E VOLUMES

os volumes das piramides BB'C' A’ e BCC'A’ sao iguais. Portanto, o volume do prisma
ABCDEF é composto de trés piramides de mesmo volume. Logo, o volume do cone é
um terco do produto da area da base pela altura do cone. Para um cone de altura h, cuja

base seja um circulo de raio r, temos que seu volume é

1
Vol(K) = §7T7’2h.

1.10 Esfera
Seja O um ponto e r um nimero positivo. A esfera FE de centro O e raio r é o conjunto
constituido por todos os pontos P do espaco tais que OP < r.

Teorema 1.10.1 O volume de uma esfera de raio r € igual a gm’?’

Demonstracao: Consideremos uma esfera de raio r e um cilindro equilatero de altura

2r, conforme a Figura 1.26.

Figura 1.26: Esfera e cilindro equilatero

E possivel obter, do cilindro, dois cones retos de raio e altura iguais a r e bases
coincidindo com as bases do cilindro. Assim, do cilindro, ao retirar esses cones, obtemos
o solido que chamaremos de S. Posicionando sobre um mesmo plano o solido e a esfera
e tracando um outro plano paralelo a esse com distancia h do centro da esfera, obtemos
duas secoes, uma no soélido e outra na esfera. Afirmamos que essas areas sao iguais.

No soélido S, o plano determina uma coroa circular K, de raio maior r, e raio menor

h. Logo, a area de K é dada por

Area(K) = mr® —7h?
=7 (7’2 — h2) .
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J& na esfera, o plano determina um circulo de raio 7" (ver Figura 1.26). Usando o teorema,

de Pitagoras, obtemos

Dai, a area do circulo C de raio ' é

Area(C) = =(r)?
=7 (7‘2 — h2) .

Verificando assim que qualquer plano paralelo ao plano da base fornece figuras no soélido
S e na esfera de mesma area e, como as alturas de ambos sao iguais, pelo Principio de

Cavalieri, os volumes da esfera e de S sao iguais. Logo

Vol(E) = Vol(C) —2- Vol(K)

= - 2r—2-~.qr?.y
3

4
= —mr.

3

1.11 Centro de gravidade

A massa de um corpo é a quantidade de matéria que o mesmo comporta. A quantidade
de matéria pode ser distribuida uniformemente ou nao em um corpo. Neste trabalho
adotaremos sempre corpos com massa uniformemente distribuida. O centro de massa é
o ponto onde, hipoteticamente, toda a massa de um corpo estid concentrada, ou seja, o
corpo se comporta como se toda a sua massa estivesse concentrada nele. Quando o corpo
estd sob a influéncia de um campo gravitacional uniforme, ou seja, aquele em que a forca
gravitacional é igualmente exercida em todos os pontos do objeto, centro de massa pode

também ser chamado de centro de gravidade.

1.11.1 Centro de gravidade de duas particulas presas em um eixo

de massa desprezivel
Considere duas particulas de massas m; e my presas nas extremidades de uma barra
de massa desprezivel de comprimento 1. O centro de gravidade desse conjunto se encontra

no segmento que une as particulas e depende das massas das particulas. Para melhor

entendermos a localizacao do centro de gravidade de duas particulas vamos usar um
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conceito fisico.

Suponhamos um plano « tal que a forca de gravidade entre esse plano e as duas
particulas de massas m; e ms tém um valor numérico g. Sendo as distancias de o a m; e
mo iguais a hy e hs, respectivamente e a barra onde estao presas as particulas equilibrada

em um ponto C' sobre uma haste cuja altura até o plano é h.

Figura 1.27: Duas particulas presas em um bastao e equilibradas sobre uma haste

A energia potencial de uma particula de massa m situada a uma altura A de um plano
que possui aceleracao da gravidade g é definida pela expressao m - g - h. Nesse sentido

teremos

my-hy-g+my-hy-g = (mi+ma)-h-g

(ml—i-mg)-h-g = (ml-h1+m2~h2)-g
ho— ml-h1+m2-h2

(1.17)
my + mo

Note que a altura do ponto de equilibrio C' ao plano é a média ponderada das altu-

ras das particulas. Assim podemos generalizar essa relacao para determinar o centro de

gravidade de um conjunto de particulas com massas my, mas, ..., m, localizadas, respecti-

vamente, nos pontos (1, 41), (T2,%2), ..., (Tn, ys) do plano cartesiano. Nessa perspectiva,

as coordenadas do centro de gravidade no ponto definido é

mixry + moXg + -+ + Mmuyx,

T =
my+mo + -+ my
e
= miyi + Moy + -+ MyplYp
my+mo+ -+ my
Baseando-se nesse conceito fisico, Lima [11] escreve que se uma linha poligonal L é
formada por segmentos consecutivos [y, [, ...,l, de comprimentos aq, as, ..., a,, respec-
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tivamente e sendo (g, yx) 0 ponto médio do segmento I, o centro de gravidade G(Z, )

de L é o ponto, onde

7= ai + T a9 *+ T2 a xr (118)
a1+a2+"'+(ln

ai "Y1 +az Yo+ -+ an-Yn
ay+az+ -+ apy '

g:

Para um segmento AB, definido pelos pontos A(x1,41) e B(z2,y2), o centro de gravidade
G(z,y) é o ponto

(7, 7) = 1+ To Y1+ Y2
7y 2 ) 2 .

Esse conceito também foi estudado por Arquimedes em um experimento chamado Lei
da Alavanca, usando dois corpos com massas m, e ms € um bastdao. Arquimedes tomou
duas massas mq e moy presas no bastao de massa desprezivel em lados opostos a um apoio
e & distancias d; e dy do apoio. O bastao ficard em equilibrio se my - dy = mo - ds.

Supondo que o bastao esteja sobre a parte positiva do eixo das abscissas e tenha
comprimento x, com m; € mey posicionados em x; e x5 e 0 centro de gravidade em .

Assim as distancias entre as massas o centro de gravidade sdo dy =T — x1 e dy = x5 — T,

logo
ml-(f—xl) = mg'(l‘g—[f)
my-—MmMmy-Ty = Mg -Tg— Mo T
mi-T+mo-T = Mi-T1+ Mo To

mi 21+ Mo - Ty

(1.19)

&I
Il

my + mo

Note que essa expressao é equivalente a (1.17). Assim, para um sistema de n parti-
culas com massas mq, mo, ..., m, localizadas nos pontos z,xs,...,x, sobre o eixo z, a
expressao para a abscissa do centro de gravidade z, do sistema é equivalente a (1.18). De

forma andloga ocorrerd com a ordenada do centro de gravidade y.

1.11.2 Centro de gravidade de um poligono

E possivel encontrarmos o centro de gravidade de algumas figuras planas de forma
direta. Por exemplo, em um retangulo, o centro de gravidade é definido pela intersecao
de seus eixos de simetria. O centro de gravidade de um circulo é o seu centro.

Encontraremos agora o centro de gravidade de um quadrilatero qualquer a partir

de dois triangulos. Para isso, vamos inicialmente determinar o centro de gravidade do
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triangulo. Seja um triangulo ABC', vamos tragar as medianas relativas aos lados AB e
BC

\

Figura 1.28: Triangulo e suas medianas

Se tomarmos segmentos paralelos ao lado BC' com extremidades nos lados AB e
AC teremos que a mediana relativa a esse lado divide todos esses segmentos em seus
pontos médios e esses pontos médios sao os respectivos centros de gravidade de cada um.
Repetindo esse processo para os lados AC' e BC, tomando as respectivas medianas a esses
lados, concluimos que o centro de gravidade do triangulo se encontra nas medianas. Como
tais medianas se intersectam em um tnico ponto, esse serd o centro de gravidade.

A partir do centro de gravidade de um triangulo é possivel determinar a posicao do
centro de gravidade de um poligono qualquer, basta dividirmos o poligono em triangulos.
Para um quadrilatero ABC'D qualquer, dividimos em dois tridngulos ABC e BC'D. A
interseccao das medianas do tridngulo ABC em relagao as suas bases determina o centro de
gravidade G, desse triangulo, enquanto que as medianas do triangulo BC'D determinam
o centro de gravidade G5 desse referido tridangulo. Por esses dois centros de gravidade
tracamos uma reta r. Tomamos o mesmo quadrilatero tracando a diagonal AD de modo
a formarmos os triangulos ABD e AC'D. As intersegoes das medianas dos triangulos ABD
e AC'D determinam respectivamente os centros de gravidade G5 e G4 desses respectivos
triangulos. Por G5 e G4 tracamos uma outra reta s e a interse¢ao das retas r e s determina
o centro de gravidade do quadrilatero ABCD.

Um outro método de calcular o centro de gravidade de um poligono qualquer é dividir
esse poligono em varias regides conhecidas e usar os centros de gravidade dessas regioes e
sua area. Segundo Lima [11], se um poligono P esta dividido em poligonos Py, Ps, ..., P,
de areas Ay, A, ..., A,, respectivamente, e sendo (xg, yx) 0 centro de gravidade da figura
Py, o centro de gravidade da superficie de P ¢ o ponto G = (7, y), tal que:

Ar-xy+ Ay o+ + Ay -y,

T — 1.20
! At Ay -+ A, (1.20)
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Ay + Ay o+ + An
A+ Ag+ -+ Ay '

g:

Para um circulo C de centro O e raio r, o centro de gravidade de C é o ponto O.

1.12 Superficies e sélidos de revolucao

Consideremos um semiplano de origem em uma reta r e nesse semiplano uma curva
C. Rotacionando C em torno de r, obtemos uma superficie S, chamada superficie de
revolucao. A curva C é chamada geratriz e a reta r é chamada eixo da superficie de
revolucao.

Podemos citar como exemplos de superficies de revolugao, as superficies cilindrica,
coOnica e esférica, bem como o paraboloide de revolucao, o elipsoide de revolucao e o
hiperboloide de revolucao de uma folha. Se uma circunferéncia é rotacionada em torno
de um eixo coplanar que nao a interseta, a superficie de revolucao gerada é um toro. A
Figura 1.29 mostra um toro de revolucao obtido pela rotacao de uma circunferéncia em

torno do eixo y.

Figura 1.29: Toro de revolucao

Consideremos agora no semiplano de origem na reta r, uma regiao R. Rotacionando
a regiao R em torno de r, obtemos um so6lido S, chamado sélido de revolugao.

Exemplos de solidos de revolucao sao o cilindro circular reto, o cone e a esfera. A
Figura 1.30 mostra um cilindro obtido pela rotacao de um retangulo em torno de uma
reta r

Seja L o comprimento da curva C. Inserindo n + 1 pontos Py, Ps, ..., P, em C de modo
que os pontos Py e P, coincidam com as extremidades de C, obtemos uma linha poligonal
de comprimento L = a; + as + -+ + a,, onde a; = P,_1P;, i = 1,2,...,n. Se C é uma

curva fechada, temos Py, = P,. Quando essa linha poligonal gira em torno de r, gera
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Figura 1.30: Cilindro de revolucao

uma superficie que consiste em n partes, cada uma delas sendo a superficie lateral de um

tronco de cone circular reto.
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Capitulo 2

TEOREMAS DE PAPPUS

Este capitulo é destinado a discussao de modelos mateméticos para o calculo de areas
de superficies e volumes de solidos. Apresentaremos aqui a demonstracao de dois impor-
tantes Teoremas de Pappus, um relativo ao calculo de areas de superficies de revolucao
e o outro ao calculo de volumes de sélidos de revolucdao. As mesmas foram baseadas nas

demonstragoes que aparecem em [12].

2.1 Area de superficies de revolucao

Sabemos como calcular areas de poligonos e do circulo. Esse conhecimento pode ser
utilizado para o calculo de areas de regides que possam ser divididas em um ntmero finito
de regides poligonais ou setores circulares. Quando a regiao nao pode ser decomposta
deste modo, o procedimento nao se aplica para o calculo de sua area. Tomamos uma
curva C em um semiplano definido por uma reta r, o primeiro Teorema de Pappus trata

do célculo da area da superficie obtida pela revolugao da curva C em torno de r.

Teorema 2.1.1 A drea da superficie de revolucao gerada pela rotacao de uma curva em
torno de uma reta € dada pelo produto entre o comprimento da curva rotacionada e o
comprimento da circunferéncia cujo raio é a distdncia entre o centro de gravidade dessa

curva e o eizo de rotacao.

Demonstracao: Seja S a superficie de revolucao gerada pela rotagao de uma curva plana
C de comprimento L em torno de uma reta r. Sejam G o centro de gravidade da curva e
x a distancia de GG ao eixo de rotagao, como mostrado na Figura 2.1.

Mostraremos aqui o caso em que a curva C é uma poligonal. Sejam [y, [s,..., 1,
os lados dessa poligonal cujos comprimentos sao aq,as,...,a,, respectivamente. Sejam
X1, Xo, ..., Ty, respectivamente, as distancias dos pontos médios, que representam os cen-
tros de gravidade dos lados [y,1ls,...,[, ao eixo de rotacao. Entao o comprimento da

poligonal sera dado por L = ay + as + - - - + a,, como mostrado na Figura 2.2.
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Figura 2.1: Rotacao da curva C em torno da reta r

Figura 2.2: Rotacao da poligonal em torno da reta r

Inicialmente, vamos encontrar a area da superficie S, gerada pela rotacao de um
segmento [, = AB em torno de r. Tal superficie pode ser um cone, um tronco de cone,
um cilindro circular reto ou uma coroa circular. A Figura 2.3 mostra o caso em que a

superficie é um tronco de cone.

Figura 2.3: Tronco de cone

Em qualquer um dos casos, a area de Sy é dada por
Area(Sk) =T (dA + dB) ag,

onde d4 e dg sdo, respectivamente, as distancias dos pontos A e B ao eixo de rotacao.

Sendo x;, a distancia do ponto médio do segmento AB ao eixo de rotacao r, temos que
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_da+dp

5 Logo, a area de S ganha a forma

Area(Sy) = 2w (@) ay

Tk

= 2mxRa.

A area da superficie de revolucao gerada pela poligonal é a soma das areas das super-

ficies geradas pelas rotacoes dos segmentos [, k= 1,2,...,n. Assim

Area(S) = 2mxiay + 2wr0as + - - + 2Wx R0,
= 2w (x1a1 + 2200 + - - + Tpay) . (2.1)

Sendo x a distancia do centro de gravidade da linha poligonal ao eixo de rotacao r,

temos, por (1.18) que

a1x1 + asxg + - - - + anTy,

xr =
ay+ag+---+a,
Tt QT+ apTy
= 7 ,
donde segue que
L = ayz + asxy + -+ anT,. (2.2)

De (2.1) e (2.2), concluimos que
Area(S) = 2mzL.

Assim, fica demonstrado o Teorema de Pappus para rotacao de uma linha poligonal em
torno de um eixo de rotacao. [

O passo final consiste em definir o comprimento de uma curva C pelo limite do com-
primento de poligonais cujos vértices estao sobre a curva e tais que a distancia entre dois
vértices consecutivos se torna suficientemente pequena. Assim, a area da superficie ge-
rada pela rotacao de C em torno de um eixo é o ntimero real cujas aproximacoes sao as
areas das superficies geradas pelas poligonais com vértices sobre a curva C. Para essa

demonstracao se faz necessario conhecimentos de Célculo e serd feita no Capitulo 3.

2.2  Volume de sélidos de revolucao

Nesta segao, iremos apresentar um modelo para o céalculo de volumes de so6lidos de
revolucao. Tomando uma regiao R em um semiplano definido por uma reta r, o segundo

Teorema de Pappus trata do calculo do volume do sélido obtido pela revolucao da regiao
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R em torno de r.

Teorema 2.2.1 O volume do sdlido de revolucao gerado pela rotagcao de uma regiao em
torno de uma reta é dado pelo produto entre a drea da regiao rotacionada e o comprimento
da circunferéncia cujo raio € a distincia entre o centro de gravidade dessa regido e o eiro

de rotacao.

Demonstracao: Seja S o solido de revolugao gerado pela rotacao de uma regiao plana
R de area A em torno de uma reta r. Sejam G o centro de gravidade da regiao Re z a

distancia de G ao eixo de revolucao, conforme a Figura 2.4.

Figura 2.4: Rotagao da regiao R em torno da reta r

Apresentaremos o caso em que a regiao R é um poligono retangular com lados paralelos
ao eixo de revolugdo. Neste caso, existem retangulos justapostos Ry, Ra,..., R, (ver

Figura 2.5), tais que
R=R I URU---UR,.

Sejam Aq, Ao, ..., A, as areas de Ry, R»,..., R,, respectivamente. Entao A = A; +
Ag+ -+ A, é a area da regiao R.

Inicialmente, vamos encontrar o volume do sélido Sy gerado pela rotacao do retangulo
Ry = ABC'D em torno de r, conforme a Figura 2.6. Sejam d; e dy as distancias de r aos
lados AD e BC, respectivamente, e h = AD = BC.

Assim, o volume de Sy é dado por

Vol(S,) = wdh —nd2h
= n(B-d)h
(dy + dy)

2
= QWl’kAk,

(de —dy) h

= 27 -
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Figura 2.5: Rotacao do poligono retangular em torno da reta r

r
D O
Ry
Iy (? h.
_____ dy .
..... dy___ |
A——IB

Figura 2.6: So6lido obtido pela rotagao do retangulo

dy + dy

onde zp = ¢ a distancia do centro de gravidade de Ry ao eixo de revolugao e
A = (dy — dy) - h, a drea de Ry.
O volume do soélido S é a soma dos volumes gerados pela rotacao dos retangulos Ry,

k=1,2,...,n, ou seja

Vol(S) = 2mx1A; + 2maxAs + - + 21, A,

Sendo x a distancia do centro de gravidade do poligono retangular a r, temos por
(1.20)

A1$1+A2.’E2+"'+Anl’n
A+ Ay +---+ A,
A1$1+A2$2+"'+An1‘n

A )
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donde segue que
TA = Ajxi+ Ayxo + -+ Ay, (2.4)
De (2.3) e (2.4), concluimos que
Vol(S) = 2mzA.

Desse modo, fica demonstrado o Teorema de Pappus para rotacao de um poligono
retangular em torno de um eixo de rotacao. [
O passo final consiste em definir a drea de uma regiao R como o ntmero real cujas
aproximacoes por falta sao as areas dos poligonos retangulares contidos em R. Assim, o
volume do solido gerado pela rotacao de R em torno de um eixo ¢ o ntimero real cujas
aproximacoes por falta sao os volumes dos solidos gerados pelos poligonos retangulares

contidos em R. Apresentamos essa situacao no Capitulo 3, usando ferramentas de Calculo.
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Capitulo 3

O CALCULO E 0OS TEOREMAS DE
PAPPUS

Neste capitulo apresentaremos proposicoes referentes ao calculo de areas entre curvas,
comprimentos de arcos de curvas, areas de superficies de revolucao, volumes de solidos
de revolucao e centro de gravidade de curvas e regioes planas. As demonstracoes das

proposigoes aqui apresentadas podem ser encontradas em [10].

3.1 Areas entre curvas

Seja R a regiao limitada pelas retas x = a,x = b,y = 0 e pela curva y = f(z), onde
f é uma fun¢do continua no intervalo [a,b], com f(x) > 0 para todo x € [a,b], como na

Figura 3.1.

Figura 3.1: Regiao limitada pelas retas © = a,z = b,y = 0 e pela curva y = f(x)

Proposicao 3.1.1 A drea da regiago R limitada pelas retas x = a,x = b,y = 0 e pela

curva y = f(z), onde f é uma fungdo continua no intervalo [a,b] e f(x) = 0 para todo
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x € [a,b], € dada por

Area(R) = / b f(a)dz.

De forma mais geral, podemos tomar uma regiao R limitada pelas retasx =aex =b
e pelas curvas y = f(z) e y = g(x), onde f e g sdo fungdes continuas em [a,b], com

f(z) = g(x) para todo z € [a,b], de acordo com a Figura 3.2.

uk

Figura 3.2: Regido limitada pelas retas © = a,z = b, e pelas curvas y = f(x) e y = g(x)

Proposicao 3.1.2 A drea da regiao R limitada pelas retas x = a e x = b e pelas curvas
y = f(x) ey = g(x), onde f e g sdo fungdes continuas no intervalo [a,b], com f(x) = g(x)

para todo x € la,b], é dada por
b
Avea(R) = [ [f(a) = gla))dz

3.2 Comprimento de arco

A representagio grafica de uma equacdo y = f(x), onde f é uma func¢do continua no
intervalo [a, b] € uma curva. A porgao dessa curva do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)),

como mostrada na Figura 3.3, é chamada arco da curva.

Proposicao 3.2.1 Seja f uma funcdo continua com derivada f' continua no intervalo
la,b]. Entao o comprimento L do arco da curva de equacdo y = f(x) do ponto A(a, f(a))
ao ponto B(b, f(b)) € dado por

L:/ V14 [f(z)]2d.
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Figura 3.3: Arco de uma curva

3.3 Areas de superficies de revolucao

Seja S a superficie de revolucao obtida pela rotacao, em torno do eixo z, do arco da
curva y = f(z) do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)), onde f é uma func¢do continua

no intervalo [a,b] e f(z) > 0 para todo z € [a, b], conforme a Figura 3.4.

vk

|

. |

Figura 3.4: Rotacdo do arco da curva y = f(z) em torno do eixo x

Proposicao 3.3.1 Seja S a superficie de revolugao obtida pela rotagao, em torno do eixo
x, do arco da curva y = f(x), do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)), onde f é uma
fungao com derivada f' continua no intervalo [a,b] e f(x) > 0 para todo x € [a,b]. Entdo

a drea de S ¢ dada por

Area(S) = 27 / @)1+ ()P

Podemos considerar também superficies de revolugao S obtidas em torno do eixo vy,
do arco da curva y = f(x) do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)), onde f é uma fungao
continua no intervalo [a,b] e x > 0 para todo z € [a, )], conforme a Figura 3.5.

Proposicao 3.3.2 Seja S a superficie de revolucao obtida pela rotagao, em torno do eizo
y, do arco da curva y = f(x), do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)), onde f é uma
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y = flz)

. |

Figura 3.5: Rotacao do arco da curva y = f(z) em torno do eixo y

fungao com derivada [’ continua no intervalo a,b] e x = 0 para todo x € [a,b]. Entao a

drea de S € dada por

b
Area(S) = 27r/ xy/1+ [f(z)]2dx.

a

3.4 Volumes de s6lidos de revolucao

Seja S o solido de revolucao obtido pela rotagao, em torno do eixo x, da regido plana
R limitada pela curva y = f(x) e pelas retas y = 0, x = a e x = b, onde f é uma funcao

continua no intervalo [a,b] ¢ f(z) > 0 para todo z € [a, b], conforme a Figura 3.6.

vl

Figura 3.6: So6lido obtido pela rotacao da regiao R em torno do eixo x

Proposicao 3.4.1 Seja S o solido de revolucao obtido pela rotacao, em torno do eizo x,
da regigo R limitada pelas retas © = a e x = b, pelo eizo x e pelo grifico de y = f(x),
onde f é uma fung¢do com derivada f' continua no intervalo [a,b] e f(x) = 0 para todo
x € [a,b]. Entdo o volume de S é dado por

Vol(S) = 7T/ [f (z)]?d.
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Vejamos agora o caso em que o volume de S é obtido pela rotagao de R, limitada por
duas funcoes continuas em torno do eixo x.

Seja S o solido de revolugao obtido pela rotagao, em torno do eixo x, da regiao plana
R limitada pelas curvas y = f(z) e y = g(x) e pelas retas = a e z = b, onde f e g sdo
fungoes continuas no intervalo [a,b] e f(z) > g(x) > 0 para todo = € [a,b], conforme a
Figura 3.7.

VA

Figura 3.7: Outro sélido obtido pela rotacao da regiao R em torno do eixo x

Proposicao 3.4.2 Seja S o solido de revolugao obtido pela rotacao, em torno do eizo x,
da regiao R limitada pelas retas v = a e x = b e pelos grificos dey = f(x) ey = g(x), onde
f e g sao funcées com derivadas f' e g’ continuas no intervalo [a,b] e f(x) = g(x) > 0

para todo x € [a,b]. Entdo o volume de S € dado por

Vol() = [ 1(f())? - (gl) )

De maneira andloga ocorre para o caso em que a regiao é rotacionada em torno de
uma reta paralela ao eixo x.

Agora obteremos uma expressao que representa o volume de um soélido .S obtido através
da rotacdo de uma regiao R em torno do eixo y. Seja S o s6lido de revolucao obtido pela
rotacao, em torno do eixo y, da regido R limitada pela curva y = f(z) e pelas retas y = 0,
r =aex =>b onde f & uma fun¢iao continua no intervalo [a,b] e z > 0, conforme a

Figura 3.8.

Proposicao 3.4.3 Seja S o solido de revolugao obtido pela rotagcao, em torno do eizo vy,
da regigo R limitada pelas retas y = 0, x = a e x = b e pela curva y = f(x), onde f
é uma fungao com derivada f' continua no intervalo [a,b] e x > 0 para todo x € [a,b).

Entao o volume de S € dado por

Vol(S) = 27r/ zf(x)dx.
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iy

=y

Figura 3.8: So6lido obtido pela rotacao da regiao R em torno do eixo y

Vejamos agora o caso em que o volume de S é obtido pela rotacao de R limitada por
duas funcoes continuas em torno do eixo y.

Seja S o solido de revolucao obtido pela rotacao, em torno do eixo y, da regiao R
limitada pelas curvas y = f(z) e y = g(z) e pelas retas © = a e z = b, onde f e g sdo

fungoes continuas no intervalo [a,b] e > 0, conforme a Figura 3.9.

7y |
v=f(x)

pheeeccaaa

Figura 3.9: Outro solido obtido pela rotagao da regiao R em torno do eixo y

Proposicao 3.4.4 Seja S o sdlido de revolucao obtido pela rotacdao, em torno do eizo vy,
da regido R limitada pelas retas verticais © = a e x = b e pelos grdficos de y = f(x) e
y = g(x), onde f e g sao funcgoes com derivadas [’ e g continuas no intervalo [a,b] e

x > 0 para todo x € |a,b]. Entao o volume de S € dado por

Vol(S) = 2r / o[f(2) — g(2)]da.

De maneira anéloga, ocorre para o caso em que a regiao é rotacionada em torno de

uma reta paralela ao eixo y.

3.5 Centro de gravidade do arco de uma curva

Queremos calcular agora o centro de gravidade de um arco representado pelo grafico

de uma funcao. A Figura 3.10 mostra um ponto G como o centro de gravidade da curva
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y = f(z) do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)).

Uk

Figura 3.10: Centro de gravidade de uma curva

A proposicao a seguir traz as relacoes para determinar o centro de gravidade do arco

de uma curva, a partir do comprimento do arco obtido na Proposicao 3.2.1.

Proposigao 3.5.1 Seja f uma func¢ao com derivada [’ continua em [a,b]. Entao o centro
de gravidade do arco da curva y = f(z) do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)) € o ponto
(f7g)7 tal que

F= / oVTH @R ¢ j=1 / F(@) V1T [F(@)Pda,

onde L é o comprimento do arco da curva y = f(x) do ponto Ala, f(a)) ao ponto

B(b, f(b)).

3.6 Centro de gravidade de uma regiao plana

Seja R a regiao limitada pelas retas © = a,z = b, y = 0, e pela curva y = f(z), onde
f é uma fungdo continua no intervalo [a,b], com f(x) > 0, para todo = € [a,b], como

apresenta a Figura 3.11

Figura 3.11: Centro de gravidade de uma regiao R

A proposicao a seguir traz as relagoes para determinar o centro de gravidade de uma

regiao R, a partir da area da regiao obtida na Proposicao 3.1.1.
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Proposicao 3.6.1 Seja R a regidgo limitada pelas retas x = a,x = b, y = 0 e pela curva
y = f(x), onde f é uma fungdo continua no intervalo [a,b], com f(x) > 0, para todo

x € [a,b]. Entdo o centro de gravidade da regiGo R € o ponto (z,y), tal que

p= 2 [are o p=]
x—Aa:pxx e §=

onde A € a drea da regido R.

De forma mais geral, se R é uma regiao limitada pelas retas © = a e x = b e pelas curvas
y = f(x) ey = g(x), onde f e g sdo fungdes continuas em [a,b], com f(z) > g(z) para

todo z € [a,b], como mostrado na Figura 3.12.

yh

Figura 3.12: Centro de gravidade de uma regiao R entre curvas

A proposicao a seguir nos tras as relacdes para determinarmos o centro de gravidade

de uma regiao R, a partir da area da regiao obtida na Proposi¢cao 3.1.2.

Proposicao 3.6.2 Seja R a regiao limitada pelas retas x = a e x = b e pelas curvas
y = f(z) ey =g(x), onde f e g sao funcoes continuas no intervalo [a,b], com f(z) = g(x),

para todo x € [a,b]. Entao o centro de gravidade da regido R € o ponto (Z,y), tal que

=g [ @ —g@lde e 5= [ FUU@F - (o)l

onde A € a drea da regidio R.

3.7 Teorema de Pappus para areas de superficies de

revolucao

Nesta secao utilizaremos os resultados obtidos nas secoes 3.3 e 3.5, onde trata-se da

definicao de areas de superficie de revolucao e centro de gravidade do arco de uma curva.
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Sao conhecimentos do Calculo que utilizaremos para demonstrar o Teorema de Pappus

que determina a area de superficie de revolucao no caso geral.

Teorema 3.7.1 Se uma curva € rotacionada em torno de uma reta que nao a intersecta,
entdo a drea da superficie gerada € dada pelo produto entre o comprimento da curva
rotacionada e o comprimento da circunferéncia de raio iqual o distdncia do centro de

gravidade da curva ao eizo de rotagao.

Demonstracao: Inicialmente iremos mostrar o caso em que S é a superficie obtida pela
rotacdo, em torno do eixo x, do arco da curva y = f(x), do ponto A(a, f(a)) ao ponto
B(b, f(b)), onde f ¢é uma funcdo com derivada f’ continua no intervalo [a,b] e f(z) > 0
para todo = € [a,b]. Sejam G(Z,y) e L, o centro de gravidade e o comprimento do arco
da curva, respectivamente. Entao a distancia de G ao eixo de rotagao é d = 3. De acordo

com a Proposicao 3.3.1, a drea de S ¢ dada por

Area(S) = 27T/ fx)v 14 [f'(x)]?dz
_ (%L)%/ F)VI+ [ (@)]de. (3.1)

Segundo a Proposicao 3.5.1,

b
7=1 [ S@VITFEPds (3.2

De (3.1) e (3.2), concluimos que

Area(S) = 2nyL
= 2ndL.

Agora mostraremos para o caso em que S é a superficie obtida pela rotagao, em torno
do eixo y, do arco da curva y = f(x), do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)), onde f é
uma funcao com derivada f’ continua no intervalo [a, b] e z > 0 para todo = € [a, b]. Sejam
G(z,9) e L, o centro de gravidade e o comprimento do arco da curva, respectivamente.
Entao a distancia de G ao eixo de rotagao é d = z. De acordo com a Proposicao 3.3.2, a

area de S é dada por

Area(S) = 27r/ /14 [f'(x)|?dx
_ (QWL)-% / /11 () Pde.. (3.3)
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Segundo a Proposi¢ao 3.5.1,

7 %/ o1+ [ (@)]Pde. (3.4)

De (3.3) e (3.4), concluimos que

Area(S) = 2nzL
= 2ndL.

[
De forma anéaloga ocorre para os casos em que a curva ¢ rotacionada em torno de uma

reta paralela a um dos eixos coordenados.

3.8 Teorema de Pappus para volumes de sélidos de re-
volucao

Nesta se¢ao utilizaremos os resultados obtidos nas secoes (3.4) e (3.6), onde trata-se
da definicao de volume de s6lidos de revolucao e centro de gravidade de uma regiao plana.
Sao conhecimentos do Célculo que utilizaremos para demonstrar o Teorema de Pappus

que determina volume de solidos de revolugao no caso geral.

Teorema 3.8.1 Seja R wma regiao plana que € rotacionada em torno de uma reta r
que nao a intersecta. Entao o volume gerado € dado pelo produto entre a drea da regiao
rotacionada e o comprimento da circunferéncia de raio igual o distdncia do centro de

gravidade da regidao ao eixo de rotacgao.

Demonstragao: Inicialmente iremos mostrar o caso em que S é o s6lido obtido pela
rotacao, em torno do eixo x, da regiao R limitada pelas retas * = a e x = b e pelos
graficos de y = f(z) e y = g(z), onde f e g sdo fungdes com derivadas [’ e ¢’ continuas
no intervalo [a,b] e f(x) > g(z) > 0 para todo = € [a,b]. Sejam G(Z,7y) e A, o centro
de gravidade e a area da regiao R, respectivamente. Entao, a distancia de G ao eixo de

rotacao ¢ d = . De acordo com a Proposicao 1.2.7, o volume de S é dado por

Vol(S) = = / (@) — g(a))de

= Crd) o [ [ - @iz
b
= (@rA)- 4 [ U7l - glalde (3
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Segundo a Proposigao 3.6.2,

b
i= | 3l - g@lds (3.
De (3.5) e (3.6), concluimos que

Vol(S) = 2wyl
= 2ndL.

Agora mostraremos para o caso em que S é o sélido obtido pela rotacao, em torno
do eixo y, da regiao R, limitada pelas retas © = a e © = b e pelos graficos de y = f(x)
ey = g(x), onde f e g sdo fungdes com derivadas f’ e ¢’ continuas no intervalo [a,b] e
x > 0 para todo x € [a,b]. Sejam G(Z,y) e A, o centro de gravidade e a area da regido
R, respectivamente. Entao a distancia de G ao eixo de rotagdo é d = z. De acordo com

a Proposicao 3.4.4, o volume de S é dado por

b
Vol(S) = 27?/ z[f(x) — g(x)|dx

b
= na) 5 [ alf(@) - gl (3.7
Segundo a Proposicao 3.6.2,
T = %/ z[f(x) — g(x)|dzx.. (3.8)

De (3.7) e (3.8), concluimos que

Vol(S) = 2nzA
= 2ndA.

[
De forma analoga ocorre para os casos em que a regiao é rotacionada em torno de uma

reta paralela a um dos eixos coordenados.
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Capitulo 4

APLICACOES

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacoes relacionados aos Teoremas de Pap-
pus. O objetivo agora é mostrar como esses teoremas podem ser muito tteis em situagoes
em que se pretende determinar centros de gravidade, adreas de superficies de revolucao e

volumes de sélidos de revolugao.

Aplicagao 1 Determine a area da superficie gerada pela rotacdo do segmento AB, mos-

trado na Figura 4.1 em torno do eixo y.

YA

[3%]

Figura 4.1: Segmento AB

Solucao: Sejam S a superficie obtida pela rotacdo de AB em torno do eixo y e G(Z,7),
o centro de gravidade do segmento AB. Rotacionando AB em torno do eixo y, temos
que T representa a distancia do centro de gravidade de AB ao eixo y. Pelo teorema de
Pitagoras, o comprimento AB mede 2v/2. Tendo Z = 3, teremos que a area da superficie

de revolugao de AB em torno de y é dada por

Area(S) = 2nzl
= 27-3-2V2
= 127v2u.a.
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Figura 4.2: Superficie obtida pela rotacdo do segmento AB em torno do eixo y

<o

Aplicagao 2 Encontre o volume do s6lido gerado pela revolugao de um trapézio ABC'D

em torno do segmento C'D.

Solucao: Seja o trapézio ABC'D e uma reta de rotagao r coincidente com o segmento
CD. Ao rotacionar em torno de r, o trapézio formard um sélido S. Esse solido é um

tronco de cone, conforme a Figura 4.3.

Figura 4.3: So6lido obtido pela rotagao do trapézio ABC'D em torno de uma reta r

Suponhamos que nesse tronco raios d; e ds e geratriz g. Tomemos um ponto E sobre
r e obtemos da semelhanga dos triangulos ECB e EDA
" h+h rh

o B o= .
A P L R

(4.1)

O volume do tronco do cone ¢ a diferenca entre o volume do cone de raio d; e o volume

do cone de raio dy. Logo, o volume de S é dado por

(wdy? (h+ 1)) — % (mdy”R)

(W (di?® — do®) + di*h)

Vol(S) =

Wl
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substituindo A’ pelo resultado obtido em (4.1), teremos

Vol(S) = g(éfTU¥—ﬁ)+R%)
= gQMR+m+R%)

— %h (R2+Rr+r2) U.0.

Esse resultado pode ser obtido conhecendo apenas a area do trapézio e a distancia

do centro de gravidade do mesmo até a reta r. A area do trapézio ABC'D é dada pela
~ dy +ds) h
expressao Area(ABCD) = (i +dy)

dividir o trapézio em duas figuras, um retangulo R de lados h e ds, e um tridngulo

e, para encontrarmos o centro de gravidade vamos

retangulo 7' de catetos (d; — ds) e h. Dessa forma, a area do retangulo é Area(R) = ds-h
dy —da)h
e do triangulo é Area(T") = (d1 — do)h

d d 2d
ReT&retarséoéeg

. As distancias entre os centros de gravidade de

, respectivamente. Por (1.20), a distancia do centro de

gravidade do trapézio a reta r é

dy  (dy—do)h (dy +2dy)
dah 5 + 5 5
(dy — da)h

2

dah +

di® + dydy + do?
3(dy + dy)

E o volume do tronco de cone toma a forma

A A dady + dy® (dy +do) B
3(dy + ds) 2
= 2rxAu.w.

Vol(S) = 2«

<

Aplicagdo 3 (Unioeste) Na figura ABC DE abaixo, tem-se: AB = 1 unidade, BC' = 6
unidades, AE = 3 unidades e DE = 2 unidades. Sabendo-se, ainda, que o segmento AB

é paralelo ao segmento DFE e perpendicular aos segmentos BC' e AFE.

(a) Calcule o volume do s6lido gerado pela rotacio de ABC'DE em torno de BC.

(b) O volume do so6lido gerado pela rotagao do poligono ABC' DE em torno do segmento
BC' ¢ igual ao volume do s6lido gerado pela rotacao do poligono ABC' DE em torno
do segmento AB?

Solugao: (a) Seja S o solido de revolugao obtido pela rotagao de ABC'DE em torno de

BC'. Posicionamos a figura sobre um plano cartesiano com BC no eixo x e rotacionamos
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Figura 4.4: Regiao ABCDFE

em torno desse eixo. A distancia do centro de gravidade da regiao ao eixo é equivalente

a coordenada gy do centro de gravidade da figura composta por um triangulo retangulo
PCD e um retangulo ABPFE onde P é a intersecao de DE com BC.

lr'" i

Figura 4.5: Solido obtido pela rotacao da regiao ABC'DFE em torno de BC

Para o retangulo, a distancia do centro de gravidade ao eixo de rotagao é y; = 0, 5;

1
Para o triangulo, a distancia do centro de gravidade ao eixo de rotagao esta a 3 da

base. Logo y, = 1;

9
As areas do retangulo e do tridngulo sdo Area(ABPFE) = 3-1 = 3 e Area(PCD) = 3

1
= Area(ABCDE) = ?5;

A distancia d, do centro de gravidade da regiao composta pelo retangulo e o tridngulo

ao eixo de rotagao é

y1Area(ABPE) + yaArea(PCD)
Area(ABPE) + Area(PCD)
0,5-3+1-5 3+3

9 - 15
343 2

Ot >
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Assim, concluimos que o volume de S é

Vol(S) = 27-d-A
4 15
- or._-.=
"5

= 12mu.v.

(b) Seja S o solido de revolugao obtido pela rotagdo de ABCDE em torno de AB. No

plano cartesiano, o eixo y serd o eixo de rotacao da figura.

Figura 4.6: Solido obtido pela rotagao da regiao ABC'DE em torno de AB

e Para o triangulo PCD, a distancia de centro de gravidade ao eixo de rotacao é

9
1 =3+ 1 =4 e sua area ¢ dada por Area(PCD) = 7
A oA . . o, 3
e Para o retangulo, a distancia de centro de gravidade ao eixo de rotagao é xo = 5 e

15
a area ¢ dada por Area(ABPFE) = 3 o que implica que Area(ABCDE) = oL

onde x7 e x5 sao as distancias do baricentro das figuras até o eixo de rotacao. Seja d, a

distancia do centro de gravidade de ABCDE ao eixo de rotacao, temos que

9 3 36+9
g o= Aatse3 A
2.3 15
2 2
= 3.

E o volume do so6lido S é dado por

Vol(S) = 2n-d-A
15

= 4bmu.v.
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Logo, o volume do sélido obtido pela rotacao de ABC'D em torno de AB é maior do
que o volume do sélido obtido pela rotacao de ABC'D em torno de BC. o

Aplicagao 4 Girando-se o tridngulo retangulo ABC', mostrado na Figura 4.7 em torno
de um eixo paralelo a hipotenusa BC, contendo o vértice A. Sendo AD a altura relativa
& hipotenusa com BD =n e DC = m. O volume do s6lido obtido, em funcao de m e n,

sera:

Figura 4.7: Triangulo ABC'

Adote 7 = 3.
(a) V =mn(m —n).
(b) V = 3mn(m +n).
(¢) V = 2mn(m +n).
(d) V = 2mn(m? + n?).
(e) V =3(m?+n2)(m—n).

Solugao: Seja S o solido de revolucao obtido pela rotagao de ABC'DFE em torno de um
eixo paralelo a BC' passando por A. Nesse problema mostramos uma solucao sem fazer o
uso do teorema de Pappus e outra solucao fazendo o uso. Veja que ao girar a figura em

torno de um eixo paralelo a BC' passando por A obtemos o sélido abaixo.

Figura 4.8: Solido obtido pela rotagao do triangulo ABC
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Veja que o solido formado é obtido de um cilindro de base h e altura m + n pela

retirada de dois cones com bases de raio h e alturas m e n. Assim, seu volume é:

1 1
Vol(S) = 3~h2-(m+n)—<§-3~h2-m+§-3~h2-n)

= 3-h*(m+n)—h*(m+n).
Das relacoes métricas no tridngulo retangulo, h? = mn. Assim

Vol(S) = 3-mn(m+n)—mn(m+n)

= 2mn(m +n).

Para usar o teorema de Pappus, precisamos da area do triangulo e da distancia do

centro de gravidade do mesmo até a reta de rotagao. O Baricentro do triangulo encontra-

2h
se a — da altura, isto é, a distancia da reta de rotacao ao baricentro é 3 A area do

-h
triangulo ABC mostrado na figura é Area(ABC) = M Logo, o volume do solido
S é
. 2h
Vol(S) = 2.3.mEm-h 2k
2 3
= 2-h*(m+n)
= 2mn(m +n)u.v.
Alternativa c o

Aplicagao 5 (PROFMAT-MA13-AVF-2014) Sejam z, y e z os volumes gerados por

um triangulo ABC, retangulo em A, girando sucessivamente em torno de seus lados BC,

1 1 1
CAe AB. Prove que — = — + —.
x Y z

Figura 4.9: Rotagoes do triangulo ABC' em torno de seus lados

Solugao: Sejam x,y e z os volumes gerados pela rotagao do triangulo ABC' em torno

dos lados BC, AB e AC, respectivamente, conforme a Figura 4.9. Usamos o teorema
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1 1
de Pappus para determinar os volumes e mostrar que — = — + —. Posicionemos o
x Yy z
triangulo ABC, retangulo em A, no plano cartesiano com o vértice A na origem e os
vértices B e C sobre os eixos = e y, nessa ordem. Dessa forma, como os vértices A, B e

C' tem coordenadas A(0,0), (b,0) e (0,¢). O centro de gravidade do tridngulo é

_ b+0+0 b o O4+c+0 ¢ . G b ¢
rT= — = — = —_— = — — _ = .
3 3 4 3 3 3'3

Nessa situacao, b e ¢ determinam os comprimentos dos lados AB e AC, respectivamente

e por convencao chamamos de a o comprimento do lado BC. Assim, os volumes sao:

e 1, 0 volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao do triangulo ABC' em torno
do lado BC.

1
A distancia d, do centro de gravidade ao segmento BC', é 3 da altura do triangulo ABC'

b
com base BC'. Das relacoes métricas do triangulo retangulo, h = —C, logo d = 3—C e o
a
volume do soélido de revolucao do tridngulo ABC' em torno do lado BC' é
7(bc)?
= . 4.2
x g U (4.2)

e 1y, o volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao do triangulo ABC' em torno
do lado AB.

b
A distancia d, do centro de gravidade ao segmento AB, é — e o volume do sélido de

revolugao do triangulo ABC em torno do lado AB é

b be
- 9r.2. =
4 T3
bZ
= W3Cu.v. (4.3)

e 2, 0 volume do so6lido de revolucao gerado pela rotagao do triangulo ABC' em torno
do lado AC.

c
A distancia d, do centro de gravidade ao segmento AC, é 3 e o volume do soélido de

revolucao do triangulo ABC' em torno do lado AC é

¢ be
- 9r. .=
z s 55
b 2
- WSC . (4.4)
1 1 1 .
Queremos mostrar que — = E + ol Das relacoes 4.2, 4.3 e 4.4, temos que
x
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1 9a?
22 - m2bict
1 9
E T 2phe2
1 9

22 w22t

Do teorema de Pitagoras, temos que a? = b* + ¢2, assim

1 9b? + 9¢?
2 n2hid
9¢? 9p?
= it aa
m2b*c m2bic
B 9 9
O m2pAe? + m2b2ch
1 1
— g? + >

<

Aplicagao 6 Qual a altura AD de um trapézio retangulo ABCD de bases AB = 6 e

CD = 10 em que ao rotacionar em torno de C'D e em torno de AD, conforme a Figura

4.10, obtenha volumes iguais.

v A
A H\
D T

Figura 4.10: So6lidos obtidos pela rotacao de ABC'D em torno dos segmentos C'D e AD

Solugao: Sejam S; e S os sdlidos de revolucao obtidos pela rotacao do trapézio ABC'D

em torno dos lados C'D e AD, respectivamente. O trapézio ABC'D pode ser seccionado
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por uma reta que passa pelo vértice B e é perpendicular a C'D, intersetando esse segmento

no ponto P. Assim o trapézio serd decomposto em um retangulo ABPD, cuja area é

4AD
Ar = 6AD e um triangulo BC'P com area Ap = — = 2AD. Com isso, a area do

trapézio é

Area(ABCD) = Ar+ Ar
= 6AD +2AD
= 8ADu.a.

Podemos posicionar sobre o plano cartesiano com C'D e AD sobre os eixos = e y,

respectivamente. O centro de gravidade do retangulo ABPC' é o ponto de intersec¢ao dos

eixos de simetria, logo 71 = 3 e y; = —— e as coordenadas do centro de gravidade do
22 AD
triangulo BOP sao 2o = — e 1 = = Logo, as coordenadas do centro de gravidade

do trapézio ABCD sao

GAD-3+2AD -2
8AD

98AD

8AD
49

12°

B 6AD - 42 + 2AD - 4P
y =
8AD
11(AD)?
24AD
11AD

24

Rotacionando o trapézio em torno do segmento C'D, teremos que a distancia d do seu

11AD
centro de gravidade ao eixo de rotacao é d =y = o1 Assim, pelo teorema de Pappus,

seu volume é

11AD
VOI(Sl) = 27~ o1

22m(AD)?
= —— 7 uw.

3

-8AD

E rotacionando em torno do segmento AD temos que a distancia d do centro de gravidade

49
ao eixo de rotagao é d = = 12’ logo pelo teorema de Pappus, seu volume é
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49
1967 AD
= T u.v

Para que Vol(S7) = Vol(Ss), temos

227 (AD)? 1967 AD

3 3
22AD = 196
98
AD = 7 e (4.5)

Aplicagao 7 Seja E a esfera obtida pela rotacao de um semicirculo de raio r em torno

de seu diametro. Mostre que

(a) A area da superficie da esfera ¢ igual a 47r?.

4
(b) O volume da esfera é igual a §7r7“3.
Solucao: Seja E a esfera obtida pela rotacao de um semicirculo de raio r em torno de
seu diametro e t a reta que contém seu didmetro. Para calcularmos a area da superficie e
o volume da esfera usando como ferramentas os Teoremas de Pappus, precisamos inicial-
mente de um outro resultado. Na Figura 4.11 sao mostrados uma reta ¢ e um segmento

AB de comprimento a.

T h

Figura 4.11: Quadrilatero e triangulos semelhantes

Seja z a distancia do centro de gravidade do segmento AB até a reta t, h o comprimento

da projecao de AB sobre t e z o comprimento da mediatriz de AB compreendida entre AB
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e t. Chamaremos o segmento z de apotema de AB. Assim, por semelhanga de triangulos,

temos que
h T
a oz
axr = zh. (4.6)
(a) Note que se dividirmos a semicircunferéncia em n segmentos ly,ls, . .., 1, de compri-

mento a obtemos uma linha poligonal regular [ e a projecao de cada segmento a
sobre a reta t mede hy, conforme a Figura 4.12. Assim, ao obter uma linha poligo-
nal regular, todos os lados possuem apotema z. Com essas informagoes, ¢ possivel
encontrar a distancia d do centro de gravidade da linha poligonal ao eixo de rotagao
t.

Figura 4.12: Semicircunferéncia e linha poligonal

Seja xj a distancia dos centros de gravidade de cada segmento [, de comprimento a

até a reta t, usando a Se¢do 1.11 e substituindo em (4.6), temos que

ary + axrs + ... + ax,

d = a+a+..+a
. Zh1+2h2+—|—2hn
N na
2z
" na

Se aumentarmos o niimero de lados da linha poligonal, na tende para o comprimento
da semicircunferéncia 7r e o apo6tema z para r. Dai, a distancia do centro de
gravidade da semicircunferéncia ao seu diametro é

212

r

2r

?.
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Pelo primeiro teorema de Pappus, a area da superficie de E é dada por
Area(E) = 2mdL

onde L = 7r é o comprimento da semicircunferéncia de raio r. Portanto

2
Area(E) = oLy
m

= 4dartu.a.

(b) Note que ao dividirmos a circunferéncia em n segmentos de comprimento a obtemos
n triangulos isoésceles Ty, T5, ..., T, com bases e alturas iguais a a e z, respectiva-

mente, conforme na Figura 4.13.

o

Figura 4.13: Semicirculo e triangulos isosceles

. . . , az C A . <
Assim a area de cada triangulo é - ea distancia de seus centros de gravidade a

] s , 2 . .
reta t que contém o diametro é —xy, com zj descrito no item (a). Logo, usando a
Secao 1.11 e substituindo em (4.6), temos que a distancia do centro de gravidade

do poligono a reta t é

2 2 2
Ay Smit Ay Zaat o Ay 2
d = 3 3 3
At Ayt 1A, ’
comA1:A2:~~:An:A:%. Logo
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2 raz az az
2 s )

2 2 2
d —
nA

g(ax1+ax2+-~‘+a:cn)
- nA

g(zh1+zh2+---+zhn)
- nA

2

%(h1+h2+m+hn)
B A

222r !
= 3 (4.7)

Note que quando o ntimero n de lados do poligono aumenta, sua area nA tende a
2

r

- (area do semicirculo) e o apOtema z tende a r. Assim, de (4.7), temos

SIERR

Pelo segundo teorema de Pappus, o volume da esfera é dado por

Vol(E) = 2rmArea(E)L

2

onde Area(E) = % é a area do semicirculo de raio r. Portanto
4r r?
Vol(F) = 2r——
() 7r37T 2
4
= —nriuw
3
<o
Aplicacao 8 Caracterize um triangulo limitado pela reta y = —ax +b,a >0e b > 0, e

pelos eixos coordenados e que, ao rotacionar em torno do eixo x e do eixo y gera so6lidos

de mesmo volume.

Solugao: Seja R a regiao limitada pela reta r : y = —ax + b e pelos eixos coordenados,

como mostra a Figura 4.14.
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Figura 4.14:

A dreade R é

Regiao R limitada pelas retas t =0,y =0ey = —ax + b

Qo

Area(R) = /0 (—ax+0b)dx

b
axr @
_ ——+bx]
|: 2 0
b2
= %U.CL.

O centro de gravidade G(z,7) de R é tal que

b
1 .
T = —2/ xr(—azx +b)dr
b Jo
2a
B[
= 2% ; (—ax2 + bx) dz
_ ﬁ —2ax? + 3bx? 0
2 6 0
b
- 3a
a 1
= / 5 —az +b) 2 dx
b2
= —ab dz
/ < abxr + 5 )
b
B abx bzx a
- - 0

76



CAPITULO 4. APLICACOES

Ao rotacionar em torno do eixo x, conforme a Figura 4.15, temos que a distancia d do

b

centro de gravidade ao eixo de rotagao é d =y = —.

3

Figura 4.15: Soélido obtido pela rotacao da regiao R em torno da reta y =0

Assim, o volume do sélido de revolugao S; obtido pela rotagao da regiao R, em torno
do eixo x é

b b?

VOI(Sl) = 27T§Z
_
 3a

Ao rotacionar R em torno do eixo y, conforme a Figura 4.16, temos que a distancia d do
centro de gravidade de R ao eixo de rotacao é d =7 =

wl e

Figura 4.16: Soélido obtido pela rotagao da regiao R em torno da reta x =0

Assim, o volume do sélido de revolugao S, obtido pela rotagdo do da regiao R em
torno do eixo y é

b b
VOl(Sg) = 27 3—a : %
b3
= 32"
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Para que Vol(S;) = Vol(S;), devemos ter

b3 B b3
3a  3a?
a®> = a.

b
Isso implica que a = 0 ou @ = 1. Como a > 0, entao a = 1. Dai, — = b. Portanto, o
a

triangulo ¢é retangulo e isosceles. o

Aplicagao 9 Toro de revolucao é o lugar geométrico tridimensional formado pela rotacao
de uma superficie circular plana de raio r, em torno de um eixo contido no plano dessa

superficie e que nao a interseta.

(a) Escreva uma integral para o volume de um toro de revolugao ao rotacionar o circulo
(y — R)2 + 22 = r? em torno do eixo x. Em seguida escreva a relacio de Pappus
para o volume do sélido de revolucao obtido pela rotacao desse circulo também em

torno do eixo z.

(b) Calcule o volume do sélido obtido pela rotagao do disco (y — 2)2 +22 < 1 em torno

do eixo z.

Solugéo: (a) Seja T o toro de revolucio obtido pela rotacao de (y — R)® + 22 = r2 em
torno do eixo z. Segundo a Proposi¢ao 3.4.2, o volume do so6lido obtido pela rotacao de
uma regido em torno do eixo z é Vol(S) =« f: [(f (2))* = (g (a:))z] dx.

Note que

(y—R)’+2> = +?
(y—R?* = r* =2’
y—R = £vr2—a?
y = REVr?2—a2
Assim, organizando a funcao para y, vemos que a metade superior do circulo é dada por

f(x) = R+ vr?2—2? e a metade inferior ¢ dada por g (z) = R — vr?2 —22. Logo, o

volume do toro é dado por

Vol(T) = W/_T [(mm)l (R—m)g} dz
/[<R2+2Rm+r ) = (R = 2RVI7 =27 472 = 2 | o
/(4 )dx

= SWR/T\/jdx
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Agora expomos a relagdo de Pappus para o volume do sélido de revolugao do toro 17" ao

2 em torno do eixo z. A distancia do centro de

2

. ) 2
rotacionar o circulo (y — R)” + 2 = r

. . ~ . . 2 ~ .
gravidade ao eixo de rotagio e a area do circulo (y — R)” + 2? = r? sdo, respectivamente,

R e mr?. Logo, o volume do toro T é dado por

Vol(T) = 2nRmr®
= 2R(rm)*u.v.

(b) O sdlido S nos remete um toro de revolu¢ao obtido pela rotagao do circulo (y — 2)2 +
r? < 1 em torno do eixo z e que possui centro no ponto C' = (0,2), e raio 1. Do item (a),
temos que o volume almejado é Vol(S) = 87R [ v/r? — a2dx, com R=2er = 1. Logo

1
Vol(S) = 87TR/ V1 —a22dx
0
1
= 87r-2/ V1 —22dx
0
1
= 167r/ V1 —z2dx
0

Fazendo substitui¢do trigonométrica teremos: = = sen(u), entdo dz = cos(u)du. Sendo

sen(u) = 0, entdo u = 0 e para sen(u) = 1, entdo u = g Logo

Vol(S) = 167T/2 V1 —sen?(u) - cos(u)du

0

= mW/GVGEWB-wqme

0

2
= 167?/ cos® (u)du.
0

2 1
Note que cos?(u) = COS; v +35 Assim

Vol(S) = 16

_ 16n [sen(Qu) N g}
1 T2,
T
= 1on[(3) -]
61 1 0
= 47 u.w.
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Usamos agora o teorema de Pappus para encontrar o volume do s6lido obtido pela
rotacao do circulo de expressao (y — 2)2 + 2% < 1 e que possui centro no ponto C' = (0,2),
e raio 1. Assim, a area do circulo e a distancia do centro de gravidade ao eixo de rotacao

sao, respectivamente, 7 e 2. Logo, o volume do sélido é

Vol(S) = 2m-27

= 4r%u.w.

Aplicagao 10 Determine o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao R limitada
pelas fungoes f(z) =  + 2 e g(z) = 22, mostrada na Figura 4.17, em torno da reta
y=1x+ 2.

Figura 4.17: Regido limitada pelas curvas y = f(x) e y = g(x)

Solucao: Seja S o solido de revolucao obtido pela rotacao, em torno da reta y = x + 2,
da regido limitada pelas curvas f(x) =z + 2 e g(z) = 2°. Devemos encontrar o intervalo
em relacao ao eixo x que gera o volume ao rotacionar a regiao em torno da reta y = z + 2.

Esse intervalo é definido pelos pontos de interseccao das fungoes f(x) e g(z). Logo

P=r+2=0=—-1lexy=2.

A 4rea da regido entre as curvas definidas pelas fungoes f(x) e g(x) é

Area(R) = / (@) - g(x)) da

1

= [ e+n-aa

1

x? 372
— |9,
Freeg)
= 9ua
= Sua
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Nosso proximo passo agora ¢ encontrar o centro de gravidade da regiao. Entao

7= 5 [ alf@ - s(@)s

_ 2/_2x[(x+2) ~ 2?da

1

9
3 222 2t 2
:{3+7“ZL1
1
2

e
- 1 ("1
=7 §[f(w)2—g(x)2}dﬂf
2 (21
= 5/ 5[(x—2)2—x2]dm
-1
3 22 2572
:{3 I*x‘ﬂl
1
15

Conhecidos o centro de gravidade da regiao, podemos encontrar a distancia desse pondo

a reta de rotagao

laz + by + ¢
VI
o
V2
37V2

60

Conhecendo a distancia do centro de gravidade da regiao a reta de rotagao, podemos usar

o teorema de Pappus e encontrar o volume de S. Logo

_3TV2 9
60 2
1112

= u.v.

20

Vol(S) =

<

Aplicagao 11 Alguns dos pioneiros do Célculo, como Kepler e Newton, foram inspirados
pelo problema de encontrar os volumes de barris de vinho. (De fato, Kepler publicou um
livro em 1715, Stereometria doliorum, dedicado aos métodos para encontrar os volumes

de barris.) Eles frequentemente aproximavam a forma dos lados por parabolas.

81



CAPITULO 4. APLICACOES

(a) Seja B o barril com altura h e raio maximo R é obtido pela rotagao ao redor do eixo

x da pardbola y = R — cz?, com - <z <

Mostre que o raio de cada extremidade do barril é R — d, onde d =

(b) Mostre que o volume de B é

h
5 onde ¢ é uma constante positiva.

ch?

1 2
Vol(B) = 5mh (232 +r? — ng) ,

onde 7 é o raio da base do barril.

h h

Solugéo: (a) O barril é obtido rotacionando a parabola y = R — cz? no intervalo [—%, 2]

272

em torno do eixo x. Por simetria em relacao ao eixo y, os raios das bases do barril sao

iguais, e valem

2
onde d = ﬁ

4
(b) O volume de B ¢ dado por

Vol(B) =

R — cz?
R—c (g)
ch?
=
R—d
[f ()] da

donde segue que
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2Rd  d?
= ah 2_ 74
T (R 3 + 5)

7h 3d?
= — (3R> —2Rd+ —
7 (o - 2ra+ )
2
= %h (2R2+R2—2Rd+d2—d2+%)
7h 20>
= —(2R*+ %2 -
3 ( T )
como querfamos mostrar. o

Aplicagao 12 Suponha que a regiao A do plano, situada no semiplano y > 0, possa
ser dividida em duas partes A; e Ay as quais se aplica, em relacao ao eixo x, o teorema
de Pappus. Suponha, ainda, que a area de A seja igual a soma das areas de A; e Ay e
V =Vi+ V5 em que Vi, V5 e V sao os volumes respectivos dos solidos obtidos, pela rotacao

em torno do eixo x, de Ay, Ay e A.
(a) Mostre que, em relagdo ao eixo z, o teorema de Pappus aplica-se, também, a A.

(b) Fazendo o uso do teorema de Pappus, determine o centro de gravidade da regido R
dadaporl <zotya<4,220ey>0.

Solucao: (a) Sendo A a regiao limitada pelo eixo z, dividimos pelo eixo y essa regiao em
duas outras regioes A; e As. Sejam yi, 1y e y as ordenadas dos centros de gravidade de
Aq, Ay e A, respectivamente. Essas ordenadas correspondem as distancias de tais centros
de gravidade ao eixo que irao ser rotacionadas. Aplicando, em relacao o eixo x, o teorema

de Pappus, temos que
Vi = 2wy Area(A;) e Vo = 2mysArea(As).

Queremos mostrar que o teorema também se aplica para a regiao A. O centro de gravidade

dessa regiao é

_ w1Area(A;) + yoArea(Ay)
o= Area(A;) + Area(Ay)
2y  Area(Ay) + 2wy Area(As)

2mArea(A;) + 2wArea(As)
Vi+ Vs
27 (Area(A;) + Area(Az))
Vv

21 Area(A)’

donde segue que
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V = 2myArea(A).

(b) A regido R limitada por 1 < x5 +y2 < 4,2 > 0 e y > 0 corresponde a regido do
primeiro quadrante de uma coroa circular definida entre duas circunferéncias concéntricas
de centro (0,0) e raios 1 e 2. A Area(R) é dada por

Area(R) =
37
= —u.a.
4
Os volumes obtidos pelas rotacdes de R em torno dos eixos x e y sao iguais e corresponde
a diferenca entre os volumes de duas semiesferas de raios 2 e 1, respectivamente. Assim

o Vol(R) é dado por

47r(23—13)

Vol(R) = —;

147w
= — u..

3

Portanto, o centro de gravidade da regiao R é dado por

Vol(R)
2mArea(R)
28
P
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Consideracoes finais

Neste trabalho apresentamos dois teoremas de Pappus, um relativo ao calculo de areas
de superficies de revolucao e o outro ao calculo de volumes de so6lidos de revolugao. O uso
desses teoremas visa contribuir para a pratica docente diante aplicacoes dos contetdos

ensinados na Matemética da Educacao Basica e também no Ensino Superior.

Inicialmente destacamos areas de algumas regioes planas, enfatizando alguns postula-
dos referentes ao conceito de areas de regioes e também ao conceito de volumes de alguns
solidos. Citamos areas de algumas figuras, assim como o volume de alguns objetos ar-
redondados. Falamos do Principio de Cavalieri e algumas de suas aplicacoes. Foi dado

destaque também para o centro de gravidade de curvas e regioes planas.

Como decorréncia dos teoremas de Pappus, demonstramos para a rotacao de uma
linha poligonal, no caso de area de superficies de revolucao e rotacao de um poligono
retangular para volume de solidos de revolugao, ambos rotacionado em torno de uma reta

de revolugao. Demonstramos também utilizando ferramentas de Célculo Integral.

Finalmente, apresentamos algumas aplicagoes do uso dos teoremas para calcular areas
de superficies de revolucao e volumes de sélidos de revolucao. As aplicacoes apresentadas
neste trabalho contemplaram os conteidos referentes a objetos arredondados que sao

explorados no Ensino Médio e no Ensino Superior.
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