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A Geometria tem dois grandes tesouros. Um é o Tesouro de Pitagoras. O outro, a
divisao de uma linha nas razoes extrema e média. O primeiro podemos comparar a uma
medida de ouro. O segundo podemos chamar de uma joia preciosa.

JOHANNES KEPLER (1571-1630)
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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre o Nimero de Ouro, contemplando sua histoéria,
definicdo e algumas de suas propriedades. A investigacao sobre a origem do Numero de
Ouro indica estreita ligagdo com grandes obras arquitetonicas, como a Piramide do Egito
e o Partenon revelando, também, a conexao existente entre o Nimero de Ouro e a Sequén-
cia de Fibonacci. Apresenta os métodos algébricos e geométricos de se obter o segmento, o
retangulo e a espiral durea utilizando a régua e compasso. Mostra que o Numero de Ouro
se manifesta na natureza, arquitetura e no corpo humano. Expoe atividades relacionadas
ao Numero de Ouro, voltadas ao ensino béasico. Aponta que a tematica estudada se revela
como uma boa oportunidade de ser trabalhada em sala de aula, enaltecendo a beleza
da matematica e fomentando a interdisciplinaridade despertando, assim, o interesse dos

alunos.

Palavras-chave: Numero de Ouro, Sequéncia de Fibonacci, Educacao basica.

ABSTRACT

This work presents a study on the Golden Number, contemplating its history, definition
and some of its properties. Research about the origin of the Golden Number indica-
tes close connection with large architectural works such as the Pyramid of Egypt and the
Parthenon, revealing the connection with the Golden Number and the Fibonacci Sequence.
It presents the algebraic and geometric methods of obtaining the segment, the rectangle
and the golden spiral using the ruler and compass. It displays that the Golden Number
manifests itself in nature, architecture and in the human body. It exhibits activities re-
lated to the Golden Number, focused on basic education. It points out that the subject
studied reveals itself as a good opportunity to be worked in the classroom, praising the

beauty of mathematics and fostering interdisciplinarity, thus awakening students’ interest.

Keywords: Golden Number, Fibonacci Sequence, Basic Education.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo apresentar a fundamentagao tedrica e histoérica do Nu-
mero de Ouro, com intuito de obter informagoes que serviram como base para realizagao
da proposta didatica; demonstrar como o Numero de Ouro estd presente nas situagoes
cotidianas, nas mais diversas formas, em especial na natureza, na arquitetura, no corpo
humano; ilustrar e tornar viavel sua aplicacdo em sala de aula, em especial na Educacao
Basica, através de atividades simples e de facil aplicacao.

No primeiro capitulo, apresentamos um pouco da histéria do Niimero de Ouro: suas
primeiras apari¢oes, sua representagao simbodlica; a definicdo de Euclides de Alexandria;
o seu valor numeérico e algumas de suas propriedades.

No segundo capitulo, estao presentes ferramentas fundamentais para demonstrar al-
guns de nossos resultados matematicos.

No terceiro capitulo, apresentamos a definicao da Sequéncia de Fibonacci, férmula de
Binet e a forte ligacao dos nimeros de Fibonacci e a razao durea.

No quarto capitulo, sao tratados os aspectos algébrico e geométrico do niimero de ouro.
Inicialmente, foi obtida a equagdao do segundo grau da propor¢ao durea que, manipulada,
gerou a equacao geral da propor¢ao aurea. Foi construido, geometricamente, o segmento,
retangulo e a espiral durea, com régua e compasso e, por fim o método de Euclides para
dividir um segmento em média e extrema razao.

No quinto capitulo, abordamos sobre a relacao existente entre o Ntimero de Ouro e o
pentagrama.

No sexto capitulo, verificamos a presenca do Nimero de Ouro, na antiga bandeira do
Chile; na natureza: na arvore genealdgica do Zangao; na espiral encontrada na distribuigao
das sementes do girassol e na distribuicao das pétalas de uma pinha. Em todos esses casos
encontramos nimeros que pertencem a Sequéncia de Fibonacci. Também encontramos
o Numero de Ouro na arquitetura: Na obra arquitetonica - Chapel de Notre Dame du
Haut, Paternon e na Catedral de Notre Dame. No corpo humano, veremos que o Ntimero
de Ouro aparece de varias maneiras.

No sétimo capitulo, estdo presentes algumas sugestoes de atividades para a sala de
aula, voltadas para a Educacao basica.

O nosso objetivo nao era apresentar todas as informagoes conhecidas a respeito do Nu-
mero de Ouro, mas sim agregar as informagoes que julgamos serem centrais, despontando
alternativas de atividades aplicaveis no Ensino, as quais possibilitem um novo olhar para

a matematica.



O NUMERO DE OURO

As Ciéncias e as artes buscam compreender a natureza, identificar certos padroes e conduzi-
los para nosso dia a dia. Na antiga Grécia, quando um retangulo tinha a largura e o
comprimento numa determinada proporcao, ele assemelhava ser mais agradavel aos olhos,
exibindo certa harmonia estética. A essa harmonia foi agregada uma espécie de valor
magnifico, conhecido como “Razao aurea”, o qual pode ser visto em varios elementos da
natureza e também em estatuas e projetos arquitetonicos da Antiguidade - o Ntmero de
Ouro é encontrado nas piramides e no Papiro de Rhind. Nao pode ser escrito como a
razao de dois ntimeros inteiros, logo ele é irracional, talvez o primeiro niimero irracional
da histéria, precedente, até mesmo, ao mais famoso de todos eles, o 7 (pi). O Namero
de Ouro é representado pela letra grega ® (Phi), devido ao fato do escultor grego Fidias

(Phidias) utiliza-lo em muitos de seus trabalhos, no século V A.C..

1.1 A HISTORIA DO NUMERO DE OURO

Figura 1: Piramide de base quadrada

No cotidiano, utilizamos a expressao propor¢do ou para a relagdo comparativa entre partes
de coisas com respeito a tamanho (um quadro de 50 cm de comprimento por 30 cm de
largura), ou quantidade (um quilo de farinha para cada dois ovos). Na matemaética, o
termo propor¢io é utilizado para descrever a igualdade entre duas razoes (equivaléncias

entre razoes) do tipo: dez estd para cinco, assim como oito estd para quatro, expressas na
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mesma grandeza, ou seja, na mesma unidade: metro por metro, litro por litro, quilograma
por quilograma. A razao durea nos oferece uma interessante mistura das duas acepgoes.
Segundo Contador [2], existe uma lenda, descrita por Herédoto, em que as grandes
piramides do Egito foram construidas de modo que a area de uma das faces inclinadas é
igual ao quadrado de sua altura. Vamos raciocinar em cima dessa hipotese.
Seja a piramide (Figura 1), cuja base é um quadrado de lado 2a, altura h, e altura da

face s. A area S da face é dada por:

S = 2'%'5 = S = a.s logo a.s = h?.

Consideremos OT = h a altura da piramide e AO o apétema da base quadrada, temos

que AOT = 90°, entdo, o tridngulo AOT é retangulo em O.

Por Pitagoras, temos

B2 = 52— g2,

assim,

a.s = s> —a?> = s5.(s —a) = da>.

A grande pirdmide de Quéops tem base com lado igual a 233,16 m e altura igual a 148,3

m, dai temos:

s?=a?+h? = 52 = (2319)2 1 148,32 = s = 188,56 m.

Assim:

s _ 18864 _
o = 11658 — 1,6174.

Considerando - se o desgaste da altura desde a sua construcao podemos considerar essa
relacao ¢é igual a @, cujo valor ¢ mencionado nessa secao.

Depois dessas deducgoes, é interessante uma comparacao com um fato histérico. A
grande piramide de Quéops de Giza foi construida, por volta de 4750 A.C., com uma
altura superior a 148 metros, seu angulo de inclinacao é 51° 52’ A primeira piramide
construida, proximo a Medumi, possui exatamente o mesmo angulo, e as outras duas
grandes pirdmides de Giza, construidas por volta de 4600 A.C., possui angulos de inclina-
¢ao de 53°10" e 51 °10". Esses niimeros podem ser meras coincidéncias mas, se nao forem,
podemos afirmar que os egipcios, por volta de 5000 A .C., ja conheciam a relacao aurea.

De acordo com Zahn [10], aproximadamente em 1650 A.C., no Papiro de Rhind, Figura

2, encontram-se uns dos primeiros registros sobre a razao aurea. Documento egipcio de
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5,bm de comprimento por 0,32m de largura, datado aproximadamente, no ano de 1650
A.C.. Esse documento contém 85 problemas copiados de um trabalho mais antigo ainda,
por um escriba chamado Ahmes. Consta nele uma citacdo de uma Razao Sagrada que,

possivelmente, trata-se da Razao Aurea.

Figura 2: Papiro de Rhind

Segundo Livio [7], a primeira defini¢do clara do que mais tarde se tornou conhecida
como a Razdo Aurea foi dada, por volta de 300 A.C., por Euclides de Alexandria ,
fundador da geometria como sistema dedutivo formalizado. Definiu-se uma proporg¢ao
proveniente de uma simples divisao de uma linha no que ele chamou de sua “razao ex-

trema e média”. Em suas palavras:

“Diz-se que uma linha reta é cortada na razao extrema e média quando, assim como

a linha toda esté para o maior segmento, o maior segmento esté para o menor (Figura 3)”.

Figura 3: Definicao de Euclides

De acordo com a defini¢ao, temos que

1B
AC

AC
BC”
Essa igualdade entre razoes dé origem a um ndimero irracional El , conhecido como o

Numero de Ouro, Razao Aurea, Seccao Aurea, Proporc¢ao de Ouro, termos que serao utili-

1'E conhecido como Euclides de Alexandria, porque foi chamado para 14 ensinar matemética. Presume-se
que tivesse estudado com os discipulos de Platao, se ndo na propria Academia. Sua obra “Os Elementos’
dominou o ensino de geometria, por mais de dois milénios. Sabe-se pouco sobe a vida de Euclides, nenhum
lugar de nascimento é associado ao seu nome.(Fonte[1])

2 Ntimero irracional é um niéimero nio racional. Para os Pitagéricos, toda a natureza poderia ser represen-
tada por nimeros mas quando o tridngulo retdngulo, cujos catetos sdo iguais a 1, gerou uma hipotenusa
igual a v/2, essa estranha diagonal podia ser tracada mas niao medida. Com o passar do tempo, a este
resultado foi dado o nome de nimero irracional, justamente pelo fato de fugir do raciocinio. (Fonte[2])

4
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zados neste trabalho, pois esses s@o os nomes, frequentemente, encontrados na literatura
matematica.

No decorrer deste trabalho veremos calculado o valor da Razdo Aurea , cujo valor é
igual a 1+T\/5 Diz-se uma historia que, no século V A.C., quando o matematico grego
Hipasos de Metaponto [ descobriu que a Razdo Aurea é um nimero que néo é inteiro
(como os familiares 1, 2, 3...), e nem razao de dois niimeros inteiros (como as fragoes
%, %, %, ..., conhecidos coletivamente como nimeros racionais). Esse fato deixou chocados
os outros seguidores do famoso matemético Pitagoras (os pitagéricos). Essa descoberta
de que existiam nimeros como a Razdo Aurea, que continuam para sempre sem exibir
qualquer repeticao ou padrao, causou uma verdadeira crise filosofica. O fato de a Razao
Aurea nao poder ser expressa como uma fracio (como um numero racional) significa que
a razao entre os dois comprimentos AC e C'B, na Figura 3, ndo pode ser expressa como
uma fracdo. Em outras palavras, por mais que procuremos, jamais encontraremos uma
medida cujo valor, multiplicado por um niimero natural, digamos por 31, coincida com
a medida de AC, e multiplicado por 19 coincida com a de C'B. Dois comprimentos com
essa propriedade sdo chamados de incomensurdveis. A descoberta de que a Razao Aurea
é um numero irracional era, ao mesmo tempo, a descoberta da existéncia de pares de

segmentos incomensuraveis.
De acordo com Livio [7]:

Muitos pesquisadores |[...], sugerem que os Pitagéricos foram os primeiros a
descobrir a Razdo Aurea e a incomensurabilidade. Esses historiadores da
Matematica afirmavam que a preocupacdo pitagérica com o pentagrama
e o pentiagono, combinada com o conhecimento geométrico que havia no
meio do século V A.C., tornou plausivel que os pitagdricos, e, em particular
Hipaso de Metaponto, tenham descoberto a Razao Aurea e, através dela, a
incomensurabilidade.

Segundo Livio [7], o simbolo utilizado para representar a Razao Aurea é a letra grega
tau (7) que significa “corte” ou “se¢do”. Porém, no Século XX, Mark Barr EL matemaéatico
americano concedeu a razao o nome de fi (®), letra do alfabeto grego em homenagem
ao escultor grego Fidias que viveu entre 490 A.C. e 430 A.C.. De acordo com alguns his-
toriadores da arte, Fidias utilizava, frequentemente, a Razdo Aurea nas suas esculturas,
como Partenon de Atenas e Zeus, no templo de Olimpia. Outras esculturas do Partenon

sao atribuidas a Fidias, embora seja provavel que muitas delas tenham sido realizadas por

3Foi um membro da escola pitagérica. Nasceu por volta do ano 500 A.C. em Metaponto. Acredita-se que
foi o primeiro quem provou a existéncia dos nimeros irracionais. Foi expulso da escola pitagérica por
quebrar a regra do siléncio dos pitagoéricos, revelando a existéncia dos niimeros irracionais.

4Nasceu em 15 de Dezembro de 1950 nos EUA, mas com cidadania inglesa. Barr viveu em Londres e Nova
York em diferentes momentos da sua vida. Conhecido por propor uma notac¢ido padrdao para o Numero
de Ouro. Embora lembrada principalmente por suas contribuigoes para a matematica abstrata, Barr
colocou muitos dos seus esforgos ao longo dos anos no projeto de maquinas, e especialmente maquinas de
célculo.
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seus alunos e assistentes.

Figura 4: O Partenon, em Atenas, Grécia.

A fascinacao pela Razdo Aurea levaram as mais importantes mentes matematicas, tais
como, Pitagoras E| e Euclides, na Grécia antiga, e o italiano Leonardo de Pisa, da idade
média, a estudarem esta razio e suas propriedades. Mas a fascinacdo pela Razdo Aurea
nao se restringe aos matematicos. Bidlogos, artistas, musicos, historiadores, arquitetos,
psicélogos, tém estudado esse nimero. De fato, a Razdo Aurea tem inspirado pensadores

de todas as disciplinas.

1.2 DEFINIGAO

O Ntamero de Ouro é um numero irracional representado pela letra grega & (phi),
também conhecido como secgao durea, proporgao aurea, proporcao de ouro. Dizemos que
um ponto C divide um segmento AB na razdo durea (i.e, em média e extrema razao,

conforme a Figura 5) se

A
o{S

De acordo com essa definicdo, chamando AB = a e BC = z, temos que AC = a -

queremos obter o niimero que corresponde & proporgao

3

De acordo com as informagoes da Figura 5, temos

5Filésofo e matematico grego, nascido na ilha de Samos, por volta de 582 A.C, autor do “Teorema de
Pitdgoras”. Viajou o Egito e Grécia e talvez a India. Em 520 A.C., voltou a Samos. Cerca de 530
A.C., fundou sua escola na cidade Crotone, no sul da Itdlia onde lecionou aritmética, geometria, musica,
astronomia, religido e moral. Pitdgoras morreu, na Lucania, Itdlia, provavelmente em 479 A.C. (Fonte[1])
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Figura 5: Razao durea

<:>%: I o P4+ ar—a’=0

a—x

Sy
Q
B les
Sl

B

& r=—a(2) ouz= a(_l%‘/g).

Como z é a medida de um segmento, este deve ser positivo. Portanto, o tinico valor
possivel para x é

-1 5
z=a( JQF\[)
Assim, obtemos finalmente
a _ 2 _ 1+V5
o1 2 -

Com isso, escrevemos

® — 155 ~ 16180339887 - -

1.3 PROPRIEDADES DO NUMERO DE OURO

Existe uma relacio interessante entre ® ,®? e é.

Vimos na secao anterior que @ = 1+T\/5 Temos que:

@2 = (1£Y5)2 — 2 6180339887.... = 1 +.
11 2 2 15 _ 20=v5) _ 200=V5) _ 1-v5 _
$ = 1im = iis = sV = M = A 58 6180330887

2

Note que 0,618 --- =1,618---—1, isto 6, § = ® — 1.

Entdo, concluimos as seguintes relacoes entre @, ®2, %:

D2 =1+P;

1 _
L1



1.3 PROPRIEDADES DO NUMERO DE OURO 10

Antes de apresentarmos as propriedades de @, notemos que a equacao quadratica

2?2 —x —1 = 0 de coeficientes numéricos a = 1, b = —1 e ¢ = —1 , possui como raizes

¥ =® = 1+T\/S ex’ = ¢ = % Utilizando a propriedade da soma e produto das

raizes de uma equacao do 2° grau, 22 + Sz — P = 0, onde S é a soma das raizes com
) )

S:%b:a:’+:1c”ePéoprodutodasraizescomP:g:x’.x”, com a # 0, temos
que
P+ =1;
S.p=-1
Entao,
_ 1+ | 1=V 1 5,1 _v6 1,1 _ 4.
Pto="H"+ =3ty -y =53t3=1

¢.¢:1+2\/5_1—\/5_1—¢% 1-5 _ -4 _ _q

2 4 — 4

Propriedade 1.3.1. A soma de duas poténcias inteiras consecutivas de ® resulta na

poténcia de @ sequinte, ou seja:
P =Pl 4 P2 yn € Z.

Demonstracio. Suponha n = —r, com r > 0, isso implica em n < 0, basta dividir
®2 =1+ por &2

P2 1 P 1 1 1
o S rE T ez 7 o — @iz T ol

P = P2 4 Pl — P = P2 + Pprn—1

Para n = 0, temos que:

14+® =P?— P+ P! =2

E no caso n > 0, temos que:

" + P =@ (14 D) = O . P? =P 2,
como queriamos demonstrar. O

Analisando essa propriedade, podemos concluir que a sequéncia

(., d.. D 2oL, 2. .. D" ..)
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é formada por termos onde cada um deles é a soma dos dois anteriores, essa propriedade

¢, a0 mesmo tempo, geométrica e aditiva.

Propriedade 1.3.2. A soma de poténcias de ® com expoentes inteiros negativos € iqual

a D, ou seja:

O+ 024+ P34+ P+ PP+ PO =D

Demonstracio. A soma de poténcias de @ com expoentes inteiros negativos é soma de
uma progressao geométrica infinita convergente de razdo ¢ = &1 = %, que esta entre 0

e 1, o seu valor é:

o1 +q)—2_‘_q)—3_|_(p—4_‘_q)—5_{_q)—6_” — q)_ll — %:11 — <I>1_1 — <I>1_1 —d 1 P2 = P,
-3 T 3 2

como queriamos demonstrar. O



FERRAMENTAS

Neste capitulo introduziremos algumas ferramentas fundamentais para demonstrar alguns

de nossos resultados matemaéticos.

2.1 PRINCIPIO DE INDUGAO FINITA

Teorema 2.1. Seja a € N e suponhamos que a cada nimero natural n > a esteja asso-

ciada a uma propriedade P(n). Suponhamos ainda que
(i) P(a) € verdadeiro, e que
(it) Para todo n > a, se P(n)é verdadeiro, entio P(n+ 1) é verdadeiro.

Entao, P(n) € verdadeiro para todo n > a.

Uma outra variante do Principio da Indugdo ocorre quando convém, no desenvolvi-
mento da inducao, considerar a validez nao somente do antecessor direto, mas de 2 ou

mais antecessores.

Teorema 2.2. Seja P(n) uma propriedade relativa ao natural n. Suponhamos que:
(i) P(1),P(2),..., P(k) sio verdadeiras.

(it) Para todo n € N, a validez de P(n), P(n+1),...,P(n+k—1) implicam a vali-
dez de P(n+ k).

Entao, P(n) € verdadeira para todo n € N.

Uma outra variante do Principio de Inducao é muita vezes chamada de Principio da
Indugio Completa. Nela, a hipdtese de inducao ¢é a validez da propriedade para todos os

naturais menores que ou iguais a um natural n.

Teorema 2.3. Seja a € N e suponhamos que a cada numero natural n > a esteja asso-

ciada wma afirmagao P(n). Suponhamos ainda que

12



2.2 RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM 13
(i) p(a) é verdadeira, e que

(it) Para todo n € N a validez de P(k), para todo a < k < n, implica a validez de
P(n+1).

Entao, P(n) € verdadeira para todon € N .

E importante ressaltar que todos os teoremas, acima definidos, sdo equivalentes ao

axioma de Peano.

2.2 RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Inicialmente, trataremos das recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas com

coeficientes constantes, isto é, recorréncia da forma

Tp+2 + PTnt+1 + qrn = 0, com q # 0.

Para isso, suponha que z,, = rj. Como rg # 0, seja a solucao da equagao da recorrén-

cia rp42 + prps1 + qry, = 0. Entao, temos:
rot2 et 4 grp = 0.
Colocando r{ em evidéncia, obtemos:
6 (g + pro +q) = 0.
Como 7§ # 0, devemos ter:
1§+ pro+q =0,

isto é, 7 é solucao da equacao do 2° grau 72 + pr + ¢ = 0. De fato, o argumento acima
mostra que a sequéncia x, = rj é solu¢ao da recorréncia x,42 + prp1 + qr, = 0 se, e

somente se, rg € raiz da equacao
2 +pr+q=0.

A cada recorréncia linear de segunda ordem homogenia, com coeficientes constan-
tes da forma z,4+9 + prn+1 + qr, = 0, associaremos uma equacao do segundo grau,
r2 + pr+q = 0, chamada equacdo caracteristica. A nossa suposicdo preliminar de que

q # 0 implica que 0 nao é raiz da equacdo caracteristica.
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Teorema 2.4. Se as raizes de r> 4+ pr 4+ q = 0 sdo r1 e 12, entio a, = Cirl + Cory
¢ solucao da recorréncia xpio + prn+1 + qrn, = 0, quaisquer que sejam os valores das

constantes C7 e Cy.

Substituindo an = Cir{ + Cary na recorréncia x,42 + prp+1 + qr, = 0, obtemos, agru-
pando convenientemente os termos,

Cir(r? + pri+ q) + CorB(r3 + pra + q) = C1770 + Cori0 = 0.

Portanto an = Cyr} + Cary é solucao da recorréncia x,42 + prp+1 + qry, = 0.

O teorema, a seguir, mostra que, se r; # 79, todas as solu¢des da recorréncia tém a

forma apontada no Teorema 2.5.

Teorema 2.5. Se as raizes de 12 +pr+q =0 sdory ery, comry # ry, entio todas as
solugoes da recorréncia Tp42 + pTpy1 + qry = 0 sao da forma a, = Cir} 4+ Cory, Cy e

Cy constantes.

Seja y, uma solucao qualquer de x,,+2 + prp+1 + qr, = 0. Determinemos constantes C

e C que sejam solucoes dos sistemas de equagoes
Cir + Core =11
Cir} 4 Card = yo,
isto é,

Ci = ryy1—Tays — riya—riyi
rira(ra—r1) rira(re—ry)’

isso é possivel pois 11 #ra ery =0 e ryg # 0.

Afirmamos que y, = C1r] + Cory para todo n natural, o provara o teorema. Com efeito,

seja zp, = yn — C11r} — Cary. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos

2 + Pl + q2n = (Yna2 + PYns1 + qyn) — Crr(r + pri + q) — Cor(r3 + pra +q).

Os primeiros parénteses ¢ igual a zero porque y, ¢ solu¢ao de z,+2 + pTn+1 + qr, = 0;
os dois tltimos parénteses sdo iguais a zero, porque 1 e 7o sao raizes de 72 4+ pr+q = 0.

Entao 2492 + pzn+1 + qzn = 0.

Além disso, como Ciry + Corg = y1 € C’lfr% +C - 27’% = 1o, temos z; = zo = 0. Mas, se

Zn42 +P2n+1 +qzn =0e 21 = 290 = 0, entao z, = 0 para todo n.



A SEQUENCIA DE FIBONACCI

Figura 6: Leonardo Fibonacci (1175-1250)

Leonardo Fibonacci foi um grande matematico europeu na época da idade média. Nasceu
na Italia em 1175 na cidade de Pisa, motivo pelo qual ficou conhecido como Leonardo
de Pisa. Fibonacci nao era seu sobrenome propriamente dito, mas diminuitivo “Fillius
Bonacci”, que significava “filho de Bonaccio”. Seu pai Guiliermo Bonacci, que era ligado
aos negbcios mercantis, foi convidado a trabalhar em Banjaia, na Africa, numa funcio
alfandegaria. Fibonacci fez varias viagens, onde observou muito da cultura matematica da
época e de diferentes povos (Egito, Siria, Grécia, Sicilia, Provenca). Teve a oportunidade
de estudar e comparar diferentes sistemas numéricos e métodos de operagoes aritméticas.
Apo6s concluir que os niimerais indo- ardbicos, que inclufam o principio do valor lugar (o
algarismo possui um valor de acordo com a ordem que ocupa no niimero), eram muito
superiores a todos os outros métodos, ele dedicou os primeiros sete capitulos de seu livro
Liber Abacci (1202) a explicagoes sobre a notagao indo-arabica e suas aplicgdes praticas
mostrando aos europeus as importantes descobertas dos arabes. Apds regressar de suas
viagens, escreveu as seguintes obras referentes aos seus estudos: Practica Geometriae
(1220), sobre Geometria e Trigonometria, Liber Quadratorum (1225), que fala sobre a
analise indeterminada.

No livro Liber Abacci , também estdo presentes varias questoes extremamente uteis
para os mercadores da época, tais como conversoes monetarias, juros, médias, entre ou-
tros. Além disso, existem outros problemas, tais como problemas sobre movimento, o
problema do resto chinés, a regra da falsa posicao e diversos problemas resolvidos pelo
uso de equacgoes quadraticas. No interim da obra, também podemos encontrar algumas

teorias como, por exemplo, métodos para obter somas de séries e justificativas geométricas

15
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de féormulas quadraticas.

Livio [7] destaca a importancia de Fibonacci na difusdo da razao durea.

“Q papel de Fibonacci na histéria da Razao Aurea é realmente fascinante. Por
um lado, nos problemas em que usava conscientemente a Razdo Aurea, foi
responsavel por um progresso significativo mas nao espetacular. Por outro
lado, simplesmente formulando um problema que, em principio, nada tinha a
ver com a Razdo Aurea, ele expandiu drasticamente o escopo da Razdo Aurea
e de suas aplicacbes.”

Num livro pequeno sobre geometria, Practica Geometriae (Pratica de Geometria), que
foi publicado em 1220, apresentam-se contribuicoes diretas de Fibonacci para a literatura
da Razao Aurea. Ele apresentou novos métodos para o cdlculo da diagonal e da area do
pentagono, calculos dos lados do pentagono e do decagono, a partir do didmetro do circulo
inscrito e do circunscrito, e computagoes de volumes do dodecaedro e do icosedro, todos
intimamente ligados a Razao Aurea. Nas solucdes desses problemas, Fibonacci demonstra
um profundo conhecimento da geometria euclidiana. Contudo, sua contribuicdo mais
importante para a Razdo Aurea e a que mais lhe trouxe fama deriva de um problema
aparentemente inocente do Liber abaci, o problema de reproducao de coelhos que originou
a famosa Sequéncia de Fibonacci.

Fibonacci faleceu no ano de 1250, em sua cidade natal.

3.1 0S NUMEROS DA SEQUI:]NCIA DE FIBONACCI

No Livro Liber Abacci de Leonardo, no Capitulo XII, temos o seguinte problema, que

motivou a criagdo da Sequéncia de Fibonacci.

O Problema da reproducao dos Coelhos. “Um homem pds um casal de filhotes de
coelhos num lugar cercado de muro por todos os lados. Quantos casais de coelhos podem
ser gerados, a partir desse casal, em um ano se, supostamente, todo més cada casal da
a luz um novo casal, que € fértil a partir do sequndo més, e onde ndo hd ocorréncia de

mortes de coelhos?”

Solugao. Tendo em vista as condigoes do problema, vejamos o processo de reproducao

em cada més:

e No primeiro més, o casal inicial ¢é filhote, temos, assim um casal de coelhos.
e No segundo més, temos ainda o mesmo casal de coelhos, porém adultos, e ja fértil.

e No terceiro meés, temos um casal de adultos e um casal de coelhos filhotes, gerados

por eles. Portanto, temos dois casais de coelhos.
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e No quarto més, teremos o casal adulto iniciado, mais o casal de jovens do més

anterior, que se torna fértil, mais um novo casal de filhotes do primeiro casal. Temos,

portanto, trés casais de coelhos.

e No quinto més, temos dois casais adultos, um casal de jovens do més anterior, ja

férteis, mais dois casais de filhotes provenientes dos dois casais adultos. Portanto,

temos cinco casais de coelhos.

e No sexto més, teremos trés casais adultos, mais dois casais de filhotes jovens, ja

férteis, e mais trés casais de filhotes dos trés casais adultos. Totalizando oito casais

de filhotes.

e No sétimo més teremos cinco casais adultos, mais 5 casais de filhotes e mais trés

casais jovens férteis, no total 13 casais de coelhos etc.

Note, que existe uma particularidade nessa listagem: a partir do terceiro més, o nimero
de casais de coelhos é igual a soma do niimero de casais dos dois meses anteriores. Assim,

encontramos uma sequéncia, onde cada elemento representa o niimero de casais de coelhos

e sua posicao na lista representa o més:
(1,1,2,3,5,8, 13,21 ,34 ,55 ,89 ,144 ,...)

Para melhor compreensao, observemos a Figura 7, criada para os seis primeiros meses,

onde chamamos de P um par de coelhos e de P os pares de coelhos gerados por P, Po

gerados por P e, assim, sucessivamente.

LY {7

1
1 P

+
3 _| ol | =1
2 P l 2
i PR 2
+ P B P ik
s P P P OPOP l e
& P P P P, PP PAP——w g |

Figura 7: Reproducao do casais de coelhos

Isso motivou Fibonacci a definir a seguinte sequéncia, conhecida como Sequéncia de

Fiobonacci.

3.2 DEFININDO A SEQUENCIA DE FIBONACCI

Chamando f,, o ntimero de Fibonacci encontrado na posigao n da sequéncia (1, 1, 2,
3,5,8,13,21,34, ..., n,...) onde, a partir do segundo termo, cada termo da sequéncia

¢ igual a soma dos dois termos anteriores, podemos dar uma defini¢ao recursiva para essa

sequéncia.
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Definicao 3.1. Chama-se Sequéncia de Fibonacci a Sequéncia definida recursivamente

por
h=rf=1
fr+2 = fat1+ fo, V0 > 1
3.3 FORMULA DE BINET
Em 1718, De Moivre encontrou uma férmula fechada para determinar um termo qual-

quer da Sequéncia de Fibonacci: f, em funcao de n. No entanto, a férmula ficou conhecida

com o nome de Férmula de Binet, que a redescobriu em 1843.

f, = % (1+2\/5)n _\}g (1—2\/5)71.
Foérmula de Binet

A recorréncia de segunda ordem f,i1o9 = fni1 + fn tem equacdo caracteristica 2 =

r 4+ 1, cujas raizes sao:

substituindo as raizes r1 e ro em f, = c1(r1)" + c2(r2)™. Uma vez que essa é solugao da

recorréncia fr4+2 + pfan+1 + qfn = 0, demonstrada no Capitulo 2, teremos
fo=er ()" 4 e (1550)m.

Para determinar ¢ e co, podemos usar f; = fo = 1, mas é conveniente usar fo = 0 e

f1 =1, e resolver o sistema

c1+co =0
o1 (H5) 4 ¢y (1588) =1, neN
Assim, encontramos ¢;= % e cp= —% , portanto, temos

o= (5B 5 (152

A seguir, demonstraremos a veracidade da férmula de Binet (f,), utilizando indugao

finita sobre n.
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~ : p 1 45 1 /1-5 o

Demonstragio. Seja P(n) : f, = N (T\f)" BV (T‘[)", com f1 = fo =1

(i) A expressao estd correta paran = 1en = 2, ja que

5

£ 1 (1+2\/5)1_ 1 (1—\/5)1_ 15(1+\/5) 1 (1—x/5):

= 2 2 2

5
s
_|_
l\.’)\|>—\
-
+
NI —
I
!

2

£ _L(1+\/5)2 L(l—ﬁ)2_i (142v5+5)  (1-2/5+5)
2= 5 (73 B2 )T 4 4
1 1 5 1 1 5 _ 1 1 _
b=stetis aste-ms-2t2=1L

Logo P(1) e P(2) sao verdadeiras.

(7i) Suponhamos que a expressao esteja correta para n e n+ 1. Entdo, mostraremos

que ela é valida para n + 2, ou seja,

Tnv2 = Jo[ (B52)m+2 - (158)+2)

Temos que,

fn+2 = fn +fn+1 .

furr = 5L (550" - (52" 4 Gl ()t - (5]

Frsr= 1 (B0 (14 555) - (158 (1 4 1559))

1

Jnt2= %[ (=222)"™(

L) - (50 (54)Y

Fva= e[ (B52)m+2 - (150)+2)

Portanto, pelo Principio de Indugao completa, temos que f,, é verdadeiro Vn > 1

3.4 0S NUMEROS DE FIBONACCI E A RAZAO AUREA

2

Vimos no primeiro capitulo, que a equacao do 2° grau x* = x 4+ 1 tém como raiz

positiva @ = 1%6 Substituindo x por @, temos:
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PP=D+1= = q’“ — logo ® =1+ <I>’ substituindo @ pelo seu préprio valor,

obtemos o desenvolvimento &, através de uma série:

Q=1+ 3= =1 =1+ ——
+3 1+ t o +— T
1+6 14—
+5
P=1+-——1—=1 !
+ +—— T L
1+ 1+ 1
1+ T 1+
[ SR e

De acordo com Livio [7], a entidade matematica acima ¢ um caso especial de fragoes
continuas, uma outra forma, além da notagdo decimal de representar niimeros reais, que
recorre a uma sucessao de fragoes encaixadas uma nas outras, bastante utilizada em Teoria
dos Nimeros. Como a fragao continua é composta somente pelo numeral um , ela converge
muito lentamente & Razao Aurea (Ntmero de Ouro), ou seja, cada vez que calculamos uma

parcial da fragdo continua composta somente de uns, os resultados obtidos se aproximam

cada vez mais do Numero de Ouro, assim, 1 —|—1— 2; 1 —|—1+1 s =15 14+ 1+ —r—=
1+1
5 _
3 =1,666....
Chamamos de fragdo continua, uma expressao da forma:
1
a
1+ as+ I -
agt——71—
a4+a5+...
onde ay,as,as, ... sao denominados quocientes parciais.

Quando os nimeros de as forem finitos dizemos que a fragao continua é finita e, caso

contrario, dizemos que é infinita.
Seja n o numero de parcelas que compoem a série de fragoes continuas que representa

®. Denotando a sequéncia de somas parciais desta série por ®(n), podemos verificar que:

o d(1)=1

o« (2)=1+1i=2

-¢8F1+f?=1+%=%:L&

o@MF1+Lé%—1+ﬁ§:1+%:1+%:f—1%6
T

'®®F1+HQh,_1+§_l+%:%:L&
@

.¢mﬁ4+Hﬂh, :1+%:1+§:%—J6%
[
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e &(12)= 1+ —~ 51— =23 =1 6180555...

Partindo da hipétese que limy,_,oo ®(n) = x, entdo lim, o ®(n+1) =z
Dai:

lim (1-+ =z

A (4 Ty

i bl Sy =
1—|—§:x;

2—r—1=0.

Como ®(n) > 1, entao lim, o > 1 e, por esta razao, novamente nao vamos considerar

1-v5

a raiz —~>, logo:

T
S

~

Portanto x = ®, onde queriamos chegar.

De acordo com Huntley [6] a forma mais simples de todas as fragdes continuas infinitas
resulta em fracoes parciais, onde a razao entre os numeradores e denominadores tendem
a gerar o numero . Observando as fragoes, a seguir,

1.2 3 58 13 21 233
01020350 80 130 144 -
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notemos que tanto os numeradores como os denominadores constituem a série de Fibo-
nacci. As Fragoes oscilam em torno de um valor para a qual a série tende como limite,

sendo esse limite a razao aurea, ou seja, ®. Portanto, temos que

lim " = @

n—00 fn

Consequentemente, coloca-se a divisao aurea e a série de Fibonacci na mais profunda

ligacao possivel, e surge como um significativo acréscimo a nossa colegao.

3.5 POTENCIAS DE ® E A SEQUENCIA DE FIBONACCI

Nesta secao, vamos mostrar a ligacao entre as poténcias de ®@ e a Sequéncia de Fibo-

nacci. Para isso, vamos calcular algumas poténcias de ® como segue.

1+V5

Temos que ® = =52, entao:

o« P2 — (1+2\/5)2: 1+2f>+5 _ 24 1+2\/5 _ 3+2x/5 — 1+ P

%
e D3 =9? O=(1+D). P=P+P’=D+1+D=1+2d;

¢ PI=P3  D=(14+20). P=P+2P? =P +2(1+ D) =P +2+2D =2+ 3P;
¢ P’ =P D= (2+3D). ®=2P+3P? =20+ 3(1 + D) =3+ 5P;

¢ PV =@ &= (3+5D). ® =3P+ 5P =3D+5(1+P) =5+ 8P;

¢ P =0 . P=(5+8D). ® =5 +8D%=5D+8(1+P) =8+ 13;

¢ D=7 . &= (8+13D) . ® = 8D+ 130% = 8D + 13(1 + ®) = 13+ 21P;

e P =" 1 4 P2 ¥ne Z.

Verificando os resultados encontrados acima, elaboramos a Tabela 1:
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n 1 2 3 4 ) 6 7 n

PP |0+ |1+P|1+20[2+3D|3+5D|[54+8DP[8+13P|... |[P" T +P"-7

Tabela 1: Poténcias de &

A demonstracio de que ®" = ®" -1 4 P" - 2 é valido, consta na propriedade 1.3.1 da
secao anterior.

Percebe-se que, chamando fy = 0, temos que os termos constantes e os coeficientes de
®, na ordem em que apresentam-se, formam os termos da Sequéncia de Fibonacci. Isso

nos levaria a conjecturar
O = fo 1+ fn. P, Vn > 1.

Vamos verificar na proposicao, a seguir, que ®" = f,_1 + f,. P, Vn > 1. é valido.

Proposicao 3.2. Para qualquer nimero natural n > 1, vale a igualdade
" = f, 1+ fn-D,

onde fj =1,2,3,... sao os nimeros de Fibonacci e fo = 0.

Demonstragdo. Provemos a Proposicao 3.2: ®" = f,_ 1 + f, . @, Vn > 1, usando a

inducao matematica sobre n:

(()n=1: D' =fo+ 1 P=0+1D = .

Logo, vale a base da inducao.

(77) Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para n = k, ou seja, que vale para

®F = f_1 + fr.®. Vamos mostrar que vale para n = k + 1, ou seja, mostraremos que

Ot = fi + frgr . @

Note que

DR — Dk D = (fr g+l D)D = fr . D+ fr. D=
=fi1 - O+ frl + @) =y . P+fp + fr . =
=(foo1 )@+ fo = fu + fee1. D

Portanto, vale ®* 1 = f. + f, 1 . ®.

Assim, por (i) e (i), mostramos que a proposi¢ao acima é verdadeira.



ASPECTO ALGEBRICO E GEOMETRICO DO NUMERO DE OURO

4.1 EQUACAO ALGEBRICA GERAL DA PROPORCAO AUREA

2

Inicialmente sera obtida a equacao x* —x —1 = 0 do segundo grau, a partir da

Proporcao Aurea. Seja o segmento AC dividido em média e extrema razio:

1 X

X + 1

Figura 8: Segmento em média e extrema razao
Temos que:
Lo 2 ——22—2+4+1,()
T z+1 ’

onde (I) é a equacao caracteristica da recorréncia da pag. 13.

2

A equacdo 22 = z + 1 é a equagdo algébrica do segundo grau da Proporcio Aurea,

onde uma das raizes é ®. Multiplicando I por x, obtemos:
23 = 2%+ (1)
De I temos que z = 22 — 1, substituindo em II, teremos:
23 = 2.2% —1 (1)
Substituindo I na incégnita 22 em III, obtemos:
3 =2.1+1(IV)
Multiplicando II por x, obtemos:
vt =23+ 2% (V)
Substituindo III em z3 em V, obtemos:

pt =222 —1+22 = 2% =322 -1 (VI)

24
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Agora, substituindo I em 2 em VI
wt=3.(r+1)—1= 2 =32+2 (VI

Continuando as substitui¢oes, obtemos:

2 =522-2=52+3

2% =822 -3 =8x+5

" =132 -5 =13x+38
Esta equacao pode ser generalizada para:

" = Fpa? —Fy_9=F,x+ F,_1

Demonstragcao. Provemos que " = F,x + F,,_1 ¢ valido para n > 1, utilizando a inducao
matematica sobre n.

(i) para n = 1 temos que:

l‘l = Fxz+ F(l—l)

ZL‘lZle—f—Fo
r=1r+0
r=2x

Logo, vale a base de inducao.

(i) Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para n = k, ou seja, que vale

zF = Fpz + Fr_i. Vamos mostrar que vale para n = k + 1, ou seja, mostraremos

que z*1 = Fy 2 + F),. Temos que:

P = gb oy = (Fpo+ Fy_1) .o = Fra® + (Fpo1).2 = Fp(o + 1) + (Fp1) @

Pl = Fyo+ Fy 4 (Fy—1).2 = Fi + (B + Fy-1).x

ghtl = Frir.2+ Fy

Portanto, ghtl = Fy 112 + Fj, € valido, logo zF = Fpx + Fi_; é verdadeiro para todo

n > 1.
O

Assim, temos que a equacio algébrica geral da Proporcao Aurea é

" = Fa? —F,_9= Fyx+ F,,_1
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onde F), , F,,_1 e F,,_o sdo Numeros da Sequéncia de Fibonacci.
Quando os coeficientes numéricos de equagoes do segundo grau com essa estrutura sao

os numeros de Fibonacci, é certo que um dos valores de x, ou seja, uma de suas raizes

sera .

4.2 METODO PARA OBTER, GEOMETRICAMENTE, O SEGMENTO AUREO

Seja o retangulo ABF'G formado por dois quadrados de lados iguais a um,

G E F

Figura 9: Dois quadrados de lados iguais a um

logo AF =+/5 , pois AF° = 22+ 12 = AF° = 5 = AF = /5,

A 1 l 1 B

G
Figura 10: Diagonal AF = /5

tomando H como centro e HF' como raio (Figura 10), tragamos um arco cuja intersec¢ao

com o prolongamento de I'E gera o ponto D, entdo:

HF =HD =Y} ¢ TH = HE =

Daf temos: 1D = TH + HD = ID = 1 + Y3 =—TD = 155 — 1618 . ..

D=

Logo: ED = ID - TE =ED =155 _1 — ED = 0618 ...

Assim podemos verificar que o segmento I D ficou dividido em média e extrema razao

pelo ponto E.
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D C
Figura 11: Segmento Aureo 1D

4.3 METODO PARA OBTER, GEOMETRICAMENTE, O RETANGULO AUREO

Definindo-se um quadrado ABC'D com lados AB =BC' = C'D = DA = 1, através de

um segmento, uniremos os pontos médios F da base DC e E do lado oposto AB.

D C D F C

Figura 12: A esquerda quadrado ABCD de lados iguais a um, a direita E é o ponto
médio de AB e F o ponto médio de C'D

Em seguida, usando a diagonal F'B do retingulo EBCF como raio, traca-se um arco

que interceptara o prolongamento de DC em G.

Em G, ergue-se uma perpendicular que interceptard o prolongamento de AB em H.

O novo retangulo AHGD é um retangulo aureo(Figura 13) e serd valida a relacao é):G = o.

De fato, temos que:

DF =FC = @ =1 e BC = DC = GH = 1, utilizando o Teorema de Pitdgoras, no

triangulo retangulo BC'F, temos,
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2 = ;) ¥

D F C G

Figura 13: Retangulo Aureo

V5
2

FB=\(57)2+DC" = [P+ 2=/ +1 =T =,
Entio, FB = FG = 2,

Como DF = %, temos que

DG =DF + FG = 5 + ¥ = 1502

Portanto,
DG J— 1+2\/g J— 1 5 — @
=1 = 7+2 =

4.4 METODO DE EUCLIDES

Seja o quadrado ABCD, a seguir, de lados iguais a um, marcamos o ponto médio [

do lado DC, tal que IC = ID = 3.

Figura 14: Quadrado ABCD de lados iguais a um, I é o ponto médio de DC
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Com centro em [ e abertura AI, tracamos o arco até interceptar o prolongamento de C'D,

no ponto E assim, AI = FI e montamos o quadrado DEFG.

A B
Fs g JH
E D C

Figura 15: O ponto D dividi o segmento EC na razao extrema e média

Dessa forma, pelo Teorema de Pitagoras, temos que

Al = AD* + DI* —

AR =124 (1) = AT =
Como,
ED =FEI-DI mas El = Al = ED = Al - D] —
7_\/5 1
ED = Y5-1 — FD = 0618. ..

~

Logo, o ponto D divide o segmento EC' em extrema e média razao.

4.5 METODO PARA OBTER, GEOMETRICAMENTE, A ESPIRAL AUREA

Os quadrados que podem ser desenhados no interior do Retdngulo Aureo é que vao
determinar o padrdao da Espiral Aurea. Seja DH o Segmento Aureo do segmento DC
. desenha-se entdo o Retangulo Aureo ABCD, ergue-se uma perpendicular em H que
intercepta AB em F onde DH = HE.

Tragamos o arco DE com centro em H.

Fazendo EF = EB, ergue-se uma perpendicular em F, que vai interceptar BC em G,

tragamos o arco G com centro em F'.



4.5 METODO PARA OBTER, GEOMETRICAMENTE, A ESPIRAL AUREA 30

A E B A E B

Figura 16: Retangulo dureo ABCD

A E B
- G
D H e

Figura 17: Retangulo dureo BCHFE

Repete-se o processo quantas vezes quiser e os arcos descritos, anteriormente, formarao
uma curva logaritmica conhecida como Espiral Logaritmica, Espiral Aurea ou, ainda, Es-
piral equiangular ﬂ pois corta todos os raios vetores (E o raio de cada setor circular
inscritos nos quadrados, que coincidem com as diagonais do quadrado, exemplo: na Fi-
gura 17 temos o quadrado ADHE e o raio vetor, que coincide com a diagonal HA) sob o
mesmo angulo. E uma curva gerada por dois movimentos, enquanto o raio vetor gira em
torno de um polo em progressao aritmética, numa sucessao de angulos iguais, um ponto

o percorre em progressao geométrica, descrevendo uma curva.

Observando os retangulos ABCD, BCHE, CGFH, na Figura 18, temos que

Como o retangulo tem a proporcao aurea, essa espiral serd semelhante a ela propria

(em proporgao aurea), ou seja, se a ampliarmos, obteremos o mesmo desenho.

6 Este nome foi dado em 1638 pelo filésofo e matematico francés René Descartes (1596-1650), pelo fato do
raio vetor sempre formar o mesmo angulo com a curva. (Fonte[2])
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Figura 18: Espiral Aurea

4.6 CRESCIMENTO DO RAIO DA ESPIRAL AUREA

O retangulo da Figura 19, com lados iguais a = e gz, é conhecido pelo nome Retéangulo
de Ouro, pois ao montar um quadrado de lado z, os outros retangulos restantes terao a
mesma forma que o primeiro. O procedimento pode ser repetido infinitas vezes, obtendo

uma sequéncia infinita de pequenos retangulos de ouro.

Figura 19: Raio da Espiral Aurea

Entre o retangulo maior e o perimetro menor, podemos montar a relagao:

x _ gr—r

gr ~ T :>§:g_1

Essa relacdo se repetird entre os outros retAngulos menores. As diagonais AC e BD sio
perpendiculares entre si e interceptam-se no ponto O, os pontos A, B, C, D, E e F
determinam uma curva que é conhecida como espiral durea, com inicio da espiral em O.
Os triangulos ABC' e AOB sao semelhantes - caso de semelhanca de tridngulos, ou seja,
caso AA (4ngulo, dngulo), onde o dngulo ABC = AOB = 90° e o dngulo C' é angulo

comum. Portanto, é valida a relagao :

AO

OB

= [3

:}::g

Essa relacao também acontece com os triangulos menores, sendo assim, podemos dizer

que os raios da Espiral Aurea tém crescimento geométrico igual a 1,618 . ..



O PENTAGRAMA E O TRIANGULO TRIPLO

Segundo Livio [7], o pentagrama é uma estrela de cinco pontas formada a partir da unido
dos vértices de um pentdgono regular e cinco tridngulos isésceles congruentes, tal que a
razao entre o lado do triangulo e sua base é o Nimero de Ouro. De acordo com Huntley
[6] o pentagrama era um emblema sagrado pelo qual os pitagéricos reconheciam os seus

membros. Eles consideravam o pentagrama como um simbolo de boa satde.

51 O NUMERO DE OURO E O PENTAGRAMA

Vamos calcular a medida do lado de um pentagrama inscrito em um pentagono regular.

1. No interior de um pentdgono regular ABCDE, desenhemos um pentagrama de
arestas: AC, AD,BD,BFE e CFE.

2. Considere os pontos F e G a interseccao da aresta BE com as arestas AD e AC, e o
ponto H a interseccio da aresta AD com a aresta C'E . Note que os tridangulos AFG
e AEH sao isésceles com AF = AG =2, AH =AE =x+vy, FG=FH =ye
EFH = z . Como sao isésceles, temos a seguinte relacdo: no tridngulo AFG,  esta

para ¥, assim como no AEH, x + y esta para x.

P=tt ==yt

32
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Ky

22—y —y? = 0.

multiplicando por 3712’ temos que

[

<8
<R

fazendo g = m, obtemos

m2—m—1=0.

Usando a féormula de Bhaskara para resolver a equacao do 2 grau, temos

_ EDEVED A (D) 1B

m= 2.1 = "3

Como se trata de medida de comprimento, utiliza-se o valor de positivo e encontra-

se, assim, a razao aurea:

Fazendo y = 1, temos que a medida dos lados do pentagrama inscrito no pentagono
regular ABCDFE valem ®.
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5.2 ALGUMAS PROPRIEDADES DO PENTAGRAMA

A figura geométrica, onde se pode encontrar uma variedade de razoes dureas, é
o pentagrama. Podemos encontrar varias propriedades no pentagrama. Sejam R e
r 0s raios dos circulos maior e menor, respectivamente, com centro comum O, onde
o pentagono A’, B, C', D' e E’ est4 inscrito no circulo maior, e o pentdgono P, Q,

R, S, T, com lado igual a 1, estd inscrito no circulo menor(Figura 20).

Figura 20: Pentagrama

- Sendo PT = 1, temos que A’P = D = ®.

- Os triangulos OAP ¢ PCD' sdo semelhantes ¢ OP = r, dai vem que

OA OB OA <I>+% OA 2.9+41
_ﬁ_ /:}—T_q>1:>—r_7—52.q>1
OA _ @° OA _ @

T T s T2

- Os tridngulos OA'P e OZS sdo semelhantes. Como QS= @, logo ZS= g , dai

vem que

AP
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- de imediato temos que % = 2.9;

-a diagonal QS tem comprimento igual 4 ®;

-sendo X o ponto de interseccao entre duas diagonais, entao:

-Prolongando SQ este vai interceptar A’B’ em V e, como VQS é paralelo & A'D’,

temos

B'V B'Q _‘§@<_<D

VA QP SD’

-Todos os seis segmentos A’D’, AT, A’/P, PT, RX e X7 estdo em progressao geo-

métrica. Vejamos, na Figura 20 que

A'D' =2.® 41 como 2.® + 1 = ®3 logo A'D" = O3;
AT =®+1 como ®+1=P%logo AT = &>, /P =, PT = 1;

mzﬁzl,sabemosqueﬂ:qD:RiX:%:>R7X:<I>_1.

-Os triangulos PRT e X RZ sao semelhantes, pois PT é paralelo a X Z, logo

XZ _ RX
T~ R”RP

Xz o !

1 1401 .
X7 =2

- O pentagono A’, B/, C', D', E’, possui lados cada qual com comprimento igual a

D2

-Os tridngulos A’B’Q e PQR sao opostos pelo vértice e A’B’ e PQ sao paralelos,

logo eles sao semelhantes. Assim:

S
%
S
S

v
=
J
Q



5.2 ALGUMAS PROPRIEDADES DO PENTAGRAMA 36

AB _ @
1

1+%: f——
AH = @

-A relacao entre os raios dos circulos é dada por: % = P2

-Na Figura 21, dobrando o tridngulo A’ PQ na linha PQ), e repetindo o processo para
os outros tridangulos correspondentes do pentagrama, de modo que os pontos A’, B’,
C', D' e E' se encontrem em H, obtemos uma pirAmide de altura OH, Figura 22.

Dai, tiramos que

EI

Figura 21: Dobradura do triangulo A’ PQ

OH __ OH __
OA—Qe - =&
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P T

Figura 22: Piramide HST P(Q)

37



ONDE ENCONTRAMOS O NUMERO DE OURO

6.1 A PRIMEIRA BANDEIRA DO CHILE E O NUMERO DE OURO

Existem diferentes métodos de se obter a propor¢ao aurea. Talvez o mais simples
seja dado pelo triangulo mégico- triangulo isdsceles formado por dois angulos de
72° e um de 36°. Quando dividimos o comprimento do lado maior pelo lado menor,
encontramos o Numero de Ouro. Quando tracamos a bissetriz do &ngulo 72°, obte-
mos dois angulos de 36°; o segmento obtido pela interseccao da bissetriz com o lado

oposto ao dngulo determina, também, a razao durea (Figura 23), portanto temos

AB AC AD — P

BC  BC  DC

Outro triangulo com propriedade similar é o que possui dois angulos de 36° e

um angulo de 108°, onde a razao do lado maior pelo menor também ¢é igual a .

A

Figura 23: Triangulo aureo

O Numero de Ouro estd estritamente ligado ao pentdgono regular, os tridngulos
magicos aparecem quando tragamos as diagonais do pentagono, dando origem a

estrela de cinco pontas.

A bandeira nacional do Chile, estrela do Chile também conhecida como estrela
solitaria é dividida horizontalmente em duas partes iguais: a parte inferior vermelho
e a parte superior branco, com um retangulo azul a esquerda no qual estd inserida

uma estrela branca de cinco pontas.

O retangulo azul possui v/5 m de largura por /2 + /5 m de comprimento. A

razao entre a largura e o comprimento é igual a 0,72654--- que corresponde a

38
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Figura 24: Bandeira do Chile de 1818

tangente 36°. Desse modo a intersec¢do das diagonais do retadngulo azul formam,
a esquerda e a direita, dois angulos de 72°, esse angulo corresponde a quinta parte
de uma circunferéncia. Na parte inferior e superior da interseccao das diagonais,

formam-se dois angulos iguais a 108°, que podem ser divididos em trés angulos
iguais a 36°.

Figura 25: Retangulo azul dividido pela interseccao das duas diagonais em dois angulos
de 36° e dois angulos de 72°

No centro do retangulo, passam 5 linhas que formam consecutivamente angulos
de 36°. Dessa forma, escolhendo alternadamente cinco pontos nesses tragos, sobre
uma circunferéncia cujo o centro € a interseccao das diagonais do retangulo, obtemos

os vértices de estrela pentagonal regular com uma inclinagdo para a esquerda.

Figura 26: Razao durea - Antiga Bandeira do Chile
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Observando a Figura 26, percebemos que alguns de seus triangulos sao magicos,

determinando dessa forma a razao aurea, portanto temos

SHIS

=&

KA
w

6.2 ARVORE GENEALOGICA DO ZANGAO

Segundo Contador [2], as abelhas fémeas se desenvolvem a partir de um ovo
fertilizado, assim tem pai e mae. A abelha macho ou zangao se desenvolve a partir
de um ovo nao fertilizado, ou seja, o zangdao nao tem pai, mas tem uma mae e dois
avos maternos, trés bisavos- sendo dois pais da avo mais a mae do avo- cinco trisavos,
onde dois pais para cada bisavd e uma mae para o seu bisavo, etc. Observando os
numeros encontrados nessa arvore genealogica, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., pertencem a

Sequéncia de Fibonacci, conforme a Figura 27.

. Zangdo Zangdo Abelha Total

() abelha

| ’ 1 1] 1

» O

- \_‘_/ 1] 1 ak

P

32 ! L ) 1 1 s

. N e T
' ' £

58 _-j \) ) 2 3 3

Figura 27: Representacao genealogica da reproducao das abelhas numa colmeia.

Como podemos observar, os Numeros de Fibonacci aparecem de forma inusitada

na arvore genealdgica de um zangao.

6.3 A ESPIRAL AUREA NA NATUREZA

O girassol é uma flor muito fascinante, sua beleza nao se resume apenas ao seu
formato ou no movimento realizado, diariamente, seguindo o sol. A distribuicao
das sementes no niucleo do girassol formam varias espirais no sentido horério e
no anti-hordrio. De acordo com Contador [2], quando contamos a quantidade de
espirais de um girassol, dependendo do tamanho, encontramos 21 espirais orientadas
num sentido, sobrepostos a 34 espirais no outro sentido. O mais surpreendente é

o fato de que, quando contamos o ntmero de espirais de um girassol, obtemos
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quase invariavelmente dois termos 21 e 34, 34 e 55, 55 e 89 ou 89 e 144, Figura 28,

novamente temos os nimeros da Sequéncia de Fibonacci.

Figura 28: Girassol e suas espirais

Podemos observar, na pinha, que suas pétalas nao sao distribuidas de forma
aleatéria . Sua distribuicao forma dois tipos de espirais: um para direita e o outro
para esquerda. O nimero de pétalas, quase sempre, segue os Nimeros de Fibonacci.

Geralmente, uma pinha possui 5 e 8 ou 8 e 13 espirais (Figura 29).

Figura 29: Espiral de uma pinha vista superiormente.

De acordo com Contador [2], existe também um pequeno molusco, conhecido
por Nautilus ponpilius (Figura 30), que habita em uma concha marinha construida
por ele mesmo, onde encontramos a Proporciao Aurea. Conforme o molusco vai cres-
cendo, ¢é construida uma nova camara maior para morar. Comparando a camara
anterior com a nova, verificamos que estdao em propor¢ao aurea, ou seja, quando
ampliarmos umas das camaras anteriores, notaremos que se encaixa perfeitamente
na seguinte, se ampliarmos todas as cAmaras, a0 mesmo tempo, uma por uma se en-

caixa na camara seguinte. Isso demonstra que sdo construidas na mesma proporc¢ao-

a Proporcao Aurea.
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Cf

Figura 30: A esquerda o Nautilus ponpilius, e & direita em corte.

6.4 O PENTAGONO NA NATUREZA

E facil encontrar na natureza a forma geométrica do pentagono, talvez seja a
forma mais visivel e simples. A Natureza apresenta essa esta forma em varios seres
vivos como exemplos: a petunia, o jasmim estrela, a estrela-do-mar, a flor-de-cera,

dentre outros.

Como vimos no capitulo anterior, o pentagono esta ligado diretamente a Pro-
porcao Aurea, ou seja, ao Numero de Ouro, pois ele esta presente no seu interior.
Se tragarmos as diagonais de um pentagono regular (dngulos internos congruentes
e lados de mesmo tamanho), a partir de dois vértices consecutivos, essas diagonais
cortam-se segundo a Proporcio Aurea, e os segmentos maiores sio congruentes ao

lado do pentagono.

Figura 31: A esquerda, a flor petinia e, & direita estrela do mar

De a acordo com Contador [2], o pentdgono nao estéd relacionado somente com
a vida vegetal, também estd presente na vida animal e, inclusive, na vida humana.
Essa estreita relagao com os seres vivos, deu-lhe o status de figura geométrica simbolo

da vida.

De acordo com Huntley [6], o pentagrama era também considerado, pelos mem-

bros da antiga sociedade de Pitagoras, um simbolo de boa satide. Era um simbolo
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Figura 32: Pentagono no interior da maca.

sagrado que mostrava harmonia entre o corpo e a alma. Atribuiam virtudes espe-
ciais ao pentagrama, porque é uma figura que pode ser construida por uma linha

unica, linha fechada entrelacada e, por isso, era considerado o simbolo da perfeicao.

6.5 O NUMERO DE OURO E A ARQUITETURA

Um arquiteto, por via da matemédtica ou da geometria, procura uma forma
de organizacao para sua construgao, nao buscando apenas expressar a beleza mas,
também, harmonia e estética em seu projeto arquitetonico. O arquiteto romano
Marcus Vitruvius Pollio, que viveu por volta dos anos 90 e 20 A.C., aborda em
seu trabalho De architectura, composto por dez livros, que para conseguir essas
qualidades, o arquiteto deve buscar para seu trabalho as proporc¢oes da natureza.
Vitravio (livro III, capitulo I) afirmava que a beleza de uma obra arquitetonica
nao se limita a uma aparéncia de bom gosto e encantadora mas, também, quando
num todo os seus elementos sdo proporcionais. Para Vitruvio, o arquiteto tinha
que conhecer a matematica e geometria. O retangulo de ouro é tido por muitos
como o mais agradavel aos olhos, suas propriedades artisticas e estéticas podem ser
observadas tanto na arquitetura, quanto nas esculturas gregas. Para os gregos, esse

retangulo representava a lei da beleza Matemaética.

6.5.1  Luca Pacioli

Pacioli El, como matematico, foi um grande estudioso e admirador da seccao
aurea, como mostra o tratado escrito por ele- De divina proportione- que pode
ser dividido em trés partes. A primeira, Compendium de divina proportione trata
dos poliedros regulares; da divisao de um segmento em média e extrema razao; da
razdo aurea e, entdo, obtém treze propriedades entre elas: se em um pentdgono

equildtero equiangular (poligono com angulos internos congruentes e os cinco lados

6 E considerado um dos principais responséaveis pelo ressurgimento do Renascimento, do interesse da divisio
proporcional de Pitdgoras de média e extrema razdo. Morreu em 1515, e desde entdo, seus trabalhos
ficaram esquecidos por quase quatro séculos( Fonte [6])
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Figura 33: Retrato de Pacioli

iguais) tragarmos as diagonais, a partir de dois vértices consecutivos, essas diagonais
cortam-se segundo a proporcao aurea, e os segmentos maiores sdo congruentes ao
lado do pentagono. A segunda parte é uma tratado de arquitetura baseado no
trabalho de Vitrivio elencam-se algumas regras na construcgao civil. A terceira
parte é uma traducao, do latim para o italiano, do trabalho do pintor italiano Piero
della Francesca, Libellus de Quince Corporibus Regularibus, um trabalho sobre a

construcao dos poliedros regulares e as aplicagdes da secgao aurea na Arquitetura.

XXXV

Figura 34: Ilustracdo de Leonardo da Vinci para o livro de Pacioli

A representagao do poliedro na Figura 34, é uma das mais de 60 ilustracoes de
Leonardo Da Vinci, encomendada por Luca Pacioli para ilustrar o livro “De Divina

Proportione”, um tratado sobre a razao aurea aplicada a geometria, escrito entre
1496 e 1498.

6.5.2 Le Corbusier

Charles-Edouard Jeanneret, 1887-1965, mais conhecido como Le Corbusier, apre-

sentou um sistema de medidas para seus projetos arquitetonicos fundamentado na
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proporcao humana. Entendia ele que seu sistema de medida atenderia tanto as
exigéncias de beleza, por originar-se da Proporcao Aurea, quanto as exigéncias fun-
cionais, pois também estava relacionada com as medidas do homem. Seu sistema
recebeu o nome de Modulor, (médulo de ouro). Para ele seria um instrumento uni-
versal, pois uma vez que era baseado nas proporc¢oes do ser humano, seria de facil

execucao e poderia ser usado no mundo inteiro, levando a racionalidade e beleza.

Figura 35: O Modulor, baseado nas proporgdes humanas.

O Modulor é um sistema baseado nas medi¢oes médias do corpo humano, usando
a Razao de Ouro, através do retangulo aureo e da Sequéncia de Fibonacci. Existem
dois modulor: o modulor de 1,75, conhecido como versao azul, e o modulor com 1,83,
versao vermelha. A criagdo do modulor tinha como objetivo conseguir uma medida
harmonica para a escala humana, uma média global que poderia ser aplicada na

arquitetura e na mecanica.

O modulor é a combinagao de duas séries coordenadas de segmentos aureos que
estabelecem um sistema proporcional e relacionado com a estatura humana, eviden-
temente, com um padrao médio escolhido: uma grandeza referencial que determina
as dimensoes e proporgoes criadas dentro deste critério definido pela proporgao au-
rea. Sua construcao fundamentou-se em trés medidas basicas, 43 cm, 70 cm, e 113
cm. Diretamente percebemos que 113 = 70 + 43 cuja razao é uma boa aproximagao
do Numero de Ouro. Também ¢é facil constatar que 113 tem como seccao aurea 70
e que 70 tem seccao aurea 43 e, que 43 é 113 - 70. A seccao aurea de 43 é 27 que
¢ igual a 70 - 43, e assim sucessivamente. Foi assim que Le Corbusier iniciando do
numero 113 continuou, nos dois sentidos, construindo uma série de secgoes aureas a

que chamou série vermelha:

4, 6, 10, 16, 27, 43, 70, 113, 183, 296

A escolha do niimero 113 nos deixa entender que estd relacionado com as propor-

¢oes do corpo humano, ja que a medida da estatura humana correspondia a medida
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183 cm, e que a medida que vai do solo ao umbigo seria de 113 cm e do umbigo
a parte superior da cabega 70 cm , cuja razao chega bem préximo do Nimero de

Ouro.

Um homem medindo 1,83m, com seu braco erguido a uma altura de 2,26m, foi
inserido em um quadrado, a razao entre a altura do homem (183cm de altura) e a
altura do seu umbigo (113cm) foi escolhida precisamente em uma razao durea. A
altura total (dos pés até o brago levantado) também estava dividido em proporgao
durea (‘em 140cm e 86c¢m) no nivel do pulso de um brago solto para baixo (Figura 36).
Os dois quocientes (%) e (%

De acordo com a série de Fibonacci, cada nimero sendo igual a soma dos dois

) foram subdivididos em dimensoes ainda menores.

anteriores, conforme a Figura 37.

Figura 37: Medidas usadas por Le Corbusier em se trabalho.

O Modulor foi apresentado ao publico, na metade do Século XX, e seu sucesso

foi responsavel por uma nova publicacao, alguns anos depois.

Um exemplo de onde podemos encontrar a aplicagao do “Modulor” é na obra
arquitetonica Chapel de Notre Dame du Haut, figura 38 e 39 de Le Corbusier, sua

obra mais conhecida,
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onde temos:

Figura 38: Chapel de Notre Dame du Haut, localizado em Ronchamp, na Franca.

Figura 39: Chapel de Notre Dame du Haut- Razdo Aurea entre as dimensdes M e m .

M+m

7 =

3=

Y

cujo resultado ¢ 1%@

6.5.3 O Paternon

Figura 40: Partenon, construido na Acrépole de Atenas- Grécia.

O Paternon (“o lugar da virgem” em grego) foi construido entre 447 e 432 A.C. E
um belissimo templo com aproximadamente 70 metros de comprimento e 30 metros
de largura. O Partenon estava rodeado por colunas em todo seu perimetro, 8 nas

fachadas principais e 17 nas laterais. Foi construido na Acrépole de Atenas, como um



6.5 0O NUMERO DE OURO E A ARQUITETURA 48

templo sagrado, para o culto de Atena Paternos (Atenas a Vigem). Construido pelo
arquiteto e escultor Fidias, um dos maiores escultores da Grécia antiga. Partenon,
talvez seja a mais famosa construcao da Grécia antiga; nela encontramos varios

Retangulos de Ouro.

Figura 41: O fabuloso Partenon e sua arquitetura aurea.

A frente do Templo ha um retangulo em que o lado maior dividido pelo lado
menor é igual a divisao do lado menor, pela diferenca do lado maior e lado menor.
Podemos afirmar que os gregos nao utilizaram essas medidas por acidente, pois eles
sabiam, principalmente Fidias, que retangulos ou constru¢oes com essas proporgoes

eram mais harmoniosas, mais belas, consequentemente, mais encantadoras aos olhos.

Existem alguns exemplos sobre como o retdngulo aureo se ajusta a frente do
Paternon. Sua planta mostra que o templo foi construido tendo por base um re-
tangulo com o comprimento igual a raiz quadrada de cinco e largura igual a um.
E as Cariatides- figuras humanas, geralmente femininas, esculpidas em fachadas da
Grécia antiga cuja funcao era justamente dar o suporte para a construgao- estavam

dispostas segundo Retangulos Aureos.

Figura 42: As cariatides e os retangulos de ouro.

De acordo com Contador [2], Pitdgoras estudou a sec¢ao durea e conhecia que
ela era a base das proporg¢oes do corpo humano. Essa descoberta, com o passar
do tempo, teve grande repercussao na arte grega. O Partenon talvez seja o melhor

exemplo.
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6.5.4 A Catedral de Notre Dame

A defini¢do de beleza relacionada ao Ntimero de Ouro foi muito bem admitida
no mundo ocidental, e com certeza teve grande influéncia nas artes em geral. Na
construcao civil, entre outras, a Catedral de Notre Dame na Franca é um exemplo
fabuloso. A construcao da sua parte frontal é composta por varios retangulos de

ouro, como podemos verificar na Figura 43.

Figura 43: Catedral de Notre Dame.

Na época renascentista , os artistas usavam frequentemente a seccao aurea, divi-
dindo a superficie de uma pintura em agradaveis propor¢oes, bem como os arquitetos
a utilizavam para analisar as proporcoes dos edificio. A primeira edi¢ao italiana do
De Architectura, de Vitravio, utilizou a proporcao aurea para analisar a edificacao
da Catedral de Milao.

6.6 O HOMEM E A PROPORCAO AUREA

A percepcao das proporg¢oes humanas tem variado muito ao longo dos séculos.
Como mencionado na se¢ao anterior, um dos primeiros documentos sobre esse as-
sunto foi escrito por Marcus Vitruvius Pollo, arquiteto e escritor romano do século

I. Segundo Vitruvius :
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...1no corpo humano, o ponto central naturalmente é o umbigo. Porque se um
homem for colocado deitado de costas, com as maos e os pés estendidos e um
compasso for centrado no seu umbigo, os dedos de suas maos e seus pés irao
tocar a circunferéncia do circulo descrito, a partir desse ponto e, assim, como
o corpo humano produz um contorno circular, uma figura quadrada também
pode ser encontrada a partir dele. Pois, se medirmos a distancia das solas dos
pés até o topo da cabeca, e depois aplicarmos essa medida aos bracos esticados,
veremos que a largura serd a mesma que a altura, como no caso de superficies
planas que sao perfeitamente quadradas.

Muitos estudiosos renascentistas consideraram essa passagem mais uma demons-
tragdo da ligacdo entre a base orgénica e a geométrica da beleza, e isso levou ao

conceito do “ Homem Vitruviano”, desenhado por Leonardo da Vinci, Figura 44.

T
it bt age
e
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Figura 44: Homem Vitruviano

Essa relagao adjacente do corpo humano com o circulo e o quadrado ¢é baseada

¢

na ideia arquetipica da “ quadratura do circulo”, que tanto fascinou os antigos.
Essas formas eram consideradas perfeitas e até sagradas: o circulo simbolizava as
orbitas celestes e o quadrado era uma representacao da estabilidade “quadrupla” da
terra. Os dois combinados no corpo humano sugerem, na linguagem dos padroes

simbolicos, que unimos dentro de nosso corpo as diversidades do céu e da terra.

De acordo com Contador [2] o umbigo divide o corpo humano de acordo a
Proporcao Aurea, ou seja, o resultado da divisao da altura total de uma pessoa pela
altura do seu umbigo é proximo ao Numero de Ouro. Quando uma crianga nasce,

o umbigo estd situado exatamente no meio do corpo. Com o crescimento o umbigo
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passa a ocupar a posicao de divisdo ®, e o érgao genital é que passa a ocupar o
meio do corpo. Assim, se a altura total for 1, a altura até o umbigo serd é e do

umbigo até o alto da cabeca serd é, e o 0rgao genital %

Leonardo da Vinci foi o primeiro a demonstrar que o corpo humano ¢é formado
por estruturas cujas raizes proporcionais sempre se aproximam ao Numero de Ouro.
O nimero ® aparece de varias maneiras em nosso corpo: quando dividimos a altura
total pela altura do umbigo; dividindo a distancia que vai do ombro até as pontas
dos dedos pela distancia do cotovelo até as pontas dos dedos; dividindo a altura dos

quadris pela altura do joelho.

Apos vérias tentativas de Vitrivio para encaixar as proporgoes do corpo humano
dentro da figura de um quadrado e um circulo, foi apenas com Leonardo que o

encaixe saiu perfeito, dentro dos padroes matematicos esperados.



SUGESTOES DE ATIVIDADES PARA A SALA DE AULA

O ensino da Matematica, em muitas escolas, vem sendo apresentada de forma meca-
nica, os docentes nao procuram contextualizar os conteiidos desenvolvidos, apenas
reproduzem o contetudo do livro didatico, enchendo os alunos com uma sequéncia de
atividades que nao fazem nenhum sentido para eles, causando um profundo desin-
teresse pela aprendizagem, principalmente para aqueles que apresentam uma maior

dificuldade com a disciplina.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais [9],

o ensino de Matematica prestara sua contribuigdo, a medida que forem explo-
radas metodologias que priorizem a criacdo de estratégias, a comprovacao, a
justificativa, a argumentacdo, o espirito critico, e favorecam a criatividade,
o trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a autonomia advinda do desen-
volvimento da confianca na prépria capacidade de conhecer e enfrentar desafios.

Entendemos que a matematica para ser aprendida, necessita ser praticada. No
entanto, existem outras maneiras, através das quais os alunos podem receber mais
estimulos e motivagao para estuda-la. Uma dessas formas é a aproximagao do con-
teuido com a sua realidade, mostrando que a matemaética esta presente em nosso dia

a dia.

Dessa forma, o Numero de Ouro, juntamente com a Sequéncia de Fibonacci, se
tornam excelentes instrumentos para demonstrar a conexao da Matematica com o
cotidiano dos alunos, além do mais, contribui para despertar a curiosidade e motivar

os alunos na aprendizagem da Matematica.

Nesse capitulo, apresentaremos algumas atividades voltadas para os alunos do
ensino béasico com o intuito de tornar o ensino-aprendizagem da Matematica mais

divertido e prazeroso buscando assim, despertar seu interesse e sua motivacao.

7.1 CONSTRUQAO DO SEGMENTO AUREO COM DOBRADURA

Assunto : Segmento de reta.
Publico alvo: 6° ano- Ensino Fundamental.

Material: Folha A4, lapis, régua e borracha.

52
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Objetivo: Construir o Segmento Aureo, através de dobradura de uma folha.
Duracgao: 1 hora-aula

Metodologia: Aula expositiva e os alunos deveram ser divididos em grupos.
Atividade

Utilizando a dobradura, marque o lado menor de uma folha A4 na proporcao aurea.

1° - Dobre a ponta da folha A4 até a sua lateral, de modo a obter um quadrado.

Figura 45: Quadrado obtido a partir da dobra de uma folha A4

2° - Considere os dois vértices A e B inferiores do quadrado. Inicialmente, dobre o

quadrado ao meio, obtendo os pontos C' e D.

:>C D

A B A B

Figura 46: Quadrado dobrado ao meio obtendo o segmento C'D

3°- Dobre a diagonal do retdngulo que contém os vértices A e B.

4°- Dobre o segmento BD até a diagonal AD e marque o ponto E.

B

Figura 47: Triangulo ABD obtido dobrando a metade do quadrado
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5°- Dobre o lado AB sobre a diagonal AD, marcando o ponto E’ coincidente ao
ponto E sobre o lado AB.

Figura 48: Segmento aureo

6 °- Com a régua meca o segmento AE’ e BE'.

7°- Calcule a razao entre AE' e BE'.

Portanto, temos que E’ divide o segmento AB em média e extrema razao.

7.2 CONSTRUGAO DO SEGMENTO AUREO COM REGUA E COMPASSO

Assunto : Razao, propor¢ao e Equacao do 2° grau .
Piblico alvo: 9° ano- Ensino Fundamental.
Material: Folha A4, lapis, borracha, régua, compasso, paquimetro e calculadora.

Objetivo: Determinar o valor do Nimero de Ouro através de segmentos de reta,
utilizando a razao, propor¢ao e equagao do 2 ° grau; Construir com régua e compasso
o segmento aureo; Verificar através do paquimetro e a calculadora, se o segmento

construido é o segmento aureo.
Duracao: 2 hora-aulas

Metodologia: A aula sera ministrada no quadro negro com régua e compasso e 0s

alunos organizados em grupos.

Atividade - 1% parte

O Numero de Ouro pode ser obtido por intermédio de um segmento, através da

seguinte definicao:
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Diz-se que uma linha reta é cortada na razao extrema e média quando, assim como

a linha toda estd para o maior segmento, o maior segmento estd para o menor.

Entao, a razao do segmento maior com o segmento menor é o Numero de Ouro.

Observe a Figura 49.

Figura 49: Segmento Aureo.

De acordo com a definicao, utilizando a razao, proporcao e a férmula de Bhaskara,

obtenha o valor do Numero de Ouro.

Resolucgao:

que pode ser escrito da seguinte forma

a b _a

ata=5
Suponhamos que % = x, substituindo temos:
1 _

r+1=2a?

?—2r—-1=0

Utilizando a féormula de resolu¢ao de uma equagao do 2 ° grau (férmula de Bhaskara),

onde os coeficientes constantes sao a = 1, b = —1, ¢ = —1, temos:

x

_ (D) (=121
2.1

Logo, temos duas raizes reais

S

vy =521 618 e ay = 150 =2 0,618

Como se trata de medida de comprimento consideremos a raiz positiva, portanto
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Y5 = 1 618,

Ir1 =

Assim, a relagdo § representa o Segmento Aureo.

2% parte: Dado um segmento AB qualquer, construa com régua e compasso o seg-

mento aureo, conforme os passos a seguir:

(a) Coloque a ponta seca do compasso em A, com abertura maior do que ATB; trace

um arco para cima e para baixo do segmento AB;

(b) Coloque a ponta seca do compasso em B com a mesma abertura anterior; trace
um arco para cima e para baixo do segmento AB;
(¢) Una os pontos onde os arcos se cruzam por um segmento de reta;

(d) Marque o ponto médio M, onde o segmento de reta intersecta AB:;

(e) Prolongue a reta que contém o segmento AB, com a ponta seca do compasso
em B e abertura BM; trace um arco que intersecta a reta que contém AB e

marque o ponto C';

(f) Coloque a ponta seca do compasso em B com abertura maior do que M B, e

trace um arco para cima e para baixo do segmento BC';

(g) Coloque a ponta seca do compasso em C, com abertura maior do que M B;

trace um arco para cima e para baixo do segmento BC';

(h) Una os pontos onde os arcos se cruzam por um segmento de reta perpendicular
a AB em B;

(i) Com a ponta seca em B e comprimento M B, marque o pondo D na reta per-

pendicular a AB em B;

(j) Una os pontos A e D com um segmento de reta obtendo, assim, o tridngulo
ABD;
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(k) Coloque a ponta seca do compasso no vértice D do tridngulo e abra até o ponto

B. Use este raio para marcar o ponto E na hipotenusa do tridngulo;

(1) Com a ponta seca do compasso no vértice A, abra-o até o ponto F marcado

na hipotenusa, e use este raio para marcar o ponto F' no segmento AB.

(m) Com a régua, meca a medida do segmento AF e, de F'B, com o auxilio da

calculadora, determine a razao de AF por FB.

AF—CI)

O ponto F é o ponto que divide o segmento AB em duas partes, onde o maior

segmento ¢é 1,618... vezes o menor;

b o] = X

M

M B € A F B

Portanto, obtemos o ponto F que divide o segmento AB em média e extrema

razao.

As atividades 7.1 e 7.2 sao semelhantes as atividades aplicadas em sala de aula
por Santos [10] e estdo vinculadas a construcao geométrica. De acordo com o seu
trabalho, a maioria de seus alunos gostaram das atividades e pediram para que hou-
vesse outras aulas sobre o contetido abordado. Também afirmaram que nao haviam,
ainda, utilizado o compasso e a régua e que apesar das dificuldades encontradas com

os instrumentos, ficaram muito satisfeitos em concluirem as atividades.
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7.3 SEQUENCIA DE 1S E 0sS

Assunto : Conjunto numérico.

Piblico alvo: 6° ano- Ensino Fundamental.

Material: Caderno, caneta, lapis e borracha.

Objetivo: Reconhecer a Sequéncia de Fibonacci em uma sequéncia de 1s e 0s.
Duracao: 1 hora-aula

Metodologia: Os alunos serao separados em grupos e a aula serd ministrada no

quadro negro.

Atividade

Sequéncia de Fibonacci é uma sucessao de nimeros que obedecem um padrao em
que cada elemento subsequente é a soma dos dois anteriores. E a sequéncia numérica

proposta pelo matematico Leonardo Pisa, mais conhecido como Fibonacci:
1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

Originou-se a partir do problema da reproducao de coelhos contido no livro Liber

Abacci de Leonardo Pisa.

Considere o seguinte algoritmo simples para a criacao de uma sequéncia. Comece
com o numero 1, e depois, substitua o 1 por 10. Dai por diante, troque cada 1 por

10 e cada 0 por 1.

(a) Escreva as 8 primeiras linhas dessa sequéncia.

1

10

101

10110
10110101
1011010110110
101101011011010110101
1011010110110101101011011010110110
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(b) Escreva o nimero de 1s que aparecem em cada linha da sequéncia.

1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21.

(¢) A partir da segunda linha, escreva o ntimero de Os que aparecem em cada linha

da sequéncia.

1,1,2 3,5, 8, 13.

(d) Observando as respostas obtidas do item (b) e (c) e analisando as informagoes

contidas na atividade, qual a sequéncia obtida?

A sequéncia de Fibonacci.

(e) Determine o quociente entre o tltimo e o pentltimo termo da sequéncia obtida.

13 _
13— 1,625

(f) E do sexto com o quinto termo da sequéncia?

2 =1,66666- - -

Os quocientes obtidos sdo uma aproximagao do valor do Nimero de Ouro (®). Se
estendermos, a sequéncia o quociente obtido de dois termos consecutivos se aproxima cada

vez mais do Numero de Ouro.

7.4 CONSTRUCAO DA ESPIRAL AUREA UTILIZANDO A SEQUENCIA DE FI-
BONACCI

Assunto : Conjuntos - sequéncia numérica, geometria plana, razao.
Piblico alvo: 8° ano- Ensino Fundamental.
Material: Folha A4, folha quadriculada, lapis, borracha, régua, compasso.

Objetivo: Obter a quantidade de pares de coelhos gerados em um ano; Escrever a sequén-
cia do namero de pares de coelhos gerados em um ano, buscando a relacao existente entre
eles; Construir a espiral aurea utilizando a sequéncia de Fibonacci; Utilizar, adequada-

mente, os instrumentos de medida.
Duracao: 2 hora-aulas

Metodologia: A aula devera ser ministrada no quadro negro utilizando compasso, régua
e giz, de forma mais detalhada possivel, caso o aluno tenha alguma divida, o professor

deverd orienté-lo.
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Atividade

O problema a seguir motivou a criacao da Sequéncia de Fibonacci.

“Um homem pds um casal de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro por todos os
lados. Quantos casais de coelhos podem ser gerados a partir desse casal em um ano se,
supostamente, todo més cada casal dd a luz a um novo casal, que € fértil, a partir do

sequndo més e ndo hd mortes de coelhos?”

De acordo com o problema, responda :

1.Qual a quantidade de pares de coelhos obtidos no décimo segundo més?

Solugao:

1° meés: 1 7° meés: 13
2°més : 1 8° més : 21
3° més : 2 9° més : 34
4° més : 3 10° més : 55
5°més: 5 11° més : 89
6° més: 8 12° meés : 144

2. Escreva a sequéncia do niimero de pares de coelhos, referente aos doze primeiros meses.

{1, 1, 2, 3, 5, 8 ,13, 21, 34, 55, 89, 144.}
3. Observando essa sequéncia, descubra a relacao existente entre esses termos.

O termo seguinte é igual a soma dos dois termos anteriores a ele.

4. Seguindo os passos abaixo, construa a espiral aurea, utilizando os nimeros da Sequén-

cia de Fibonacci.

1°) Utilizando a folha quadriculada, construa dois quadrados de lado 1, um sobre o outro,

formando um retangulo 2 por 1.

2°) Do lado direito desse retangulo, construa um quadrado de lado 2, obtendo um retén-

gulo de lados 3 por 2;

3°) Embaixo desse retangulo (3 por 2), construa um quadrado de lado 3, obtendo um

retangulo de lados 5 por 3;

4°) Do lado esquerdo do retangulo (5 por 3), construa um quadrado de lado 5, obtendo

um retangulo de lados 8 por 5;

5°) Na parte de cima do retangulo (8 por 5), construa um quadrado de lado 8, obtendo

um retangulo de lados 13 por §;
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6°) No lado direito do retdngulo (13 por 8), construa um quadrado de lado 13, obtendo

um retangulo de lados 21 por 13;

7°) Agora, usando o compasso, trace um quarto de circulo nos quadrados obtidos, origi-

nando a espiral aurea.

=

-
7

Curiosidade: Quando determinamos a razao entre o comprimento e a largura do re-

28

i

—

tangulo, que contém a espiral adurea, obtemos uma aproximacao do nimero de ouro,
% = 1,61538... . O Numero de Ouro é um numero irracional representado pela le-
tra grega ® (phi), que representa matematicamente a perfeicao.

As atividades 7.3 e 7.4 sao referentes a Sequéncia de Fibonacci, e sdo semelhantes as

atividades apresentadas por Santos [10] as quais foram aplicadas em sala de aula, obtendo

boa repercussao. Os alunos se sentiram motivados por nao encontrarem dificuldades em

realizé-las.
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7.5 BANDEIRA DO BRASIL AUREA

Assunto : Geometria plana e razao.
Publico alvo: 7° ano- Ensino Fundamental.
Material: Folha A4, lapis, borracha, régua, compasso, transferidor e lapis de cor.

Objetivo: Construir a bandeira do Brasil com dimensoes aureas, utilizando o triangulo

e o retangulo aureo.
Duracao: 2 hora-aulas

Metodologia: A aula serd ministrada no quadro negro com régua e compasso e os alunos

organizados em grupos.

Atividade

A bandeira do Brasil é composta por uma base verde em forma de retangulo, sobreposta
por um losango amarelo e um circulo azul, no meio do qual estd atravessada uma faixa
branca com o lema nacional, em letras maitisculas verdes. O Brasil adotou oficialmente
este projeto para sua bandeira nacional, em 19 de novembro de 1889, substituindo a ban-

deira do Império do Brasil.

Figura 50: Bandeira do Brasil

Construa uma bandeira do Brasil, de forma que suas propor¢oes estejam em razao aurea.
Utilize o retangulo e o tridngulo dureo de modo que as dimensoes do retangulo estejam

em funcao das dimensoes do losango.

1° passo: Construir o tridngulo dureo com os angulos da base igual a 72° com régua,

compasso e transferidor.

-Em um seguimento qualquer, marque os pontos A e B;
-Com a ponta seca do compasso em A e abertura AB, trace um semicirculo;

-Com a ponta seca do compasso em B e abertura AB, trace um semicirculo;
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-Una com uma reta a intersec¢do dos dois semicirculos, os pontos C' e D respectivamente;
-Com o transferidor em A, marque o angulo de 72°;

-Com o transferidor em B, marque o angulo de 72 °;

- Temos os angulos A e B iguais a 72°;

- Marque o ponto F na interseccao das retas que passam pelos angulos A e B, e a reta

que passa pelos pontos C' e D;
-Una os pontos Ae E , B e E;,

- Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180 °, temos que o angulo

em F igual a 36°.

Figura 51: Construcao do tridngulo aureo ABE

Considerando AF = a e AB = b, temos que

>
S|

S

Sy

[SYIS]
I
o

Portanto, temos o triangulo aureo ABE.

Repita o processo para obter o segundo triangulo aureo.

2° passo: Una pela base os dois triangulos aureos, de modo a obter um losango de lado

Qa.

3° passo: Construir o retangulo dureo em funcao das dimensoes do losango.
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Figura 52: Losango de lado a

2b

2a

Figura 53: Retangulo de base 2a e altura 2b

- O retangulo tera a medida da base igual a duas vezes o lado do losango (2a), e a medida

da altura igual a duas vezes a medida da diagonal menor do losango (2b).
2a __ —
Portanto 55 = 7 = ®.

4° passo: Inserir o circulo dentro do losango.

5° passo: Realizar a pintura da bandeira.

Assim, temos a bandeira do Brasil aurea formada por retangulo e losango cuja as

dimensoes estdo em razao aurea.
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Figura 54: Bandeira do Brasil durea

7.6 ARQUITETO AUREO

Assunto : Razao, proporcao, escala e regra de trés simples.
Piblico alvo: 7° ano- Ensino Fundamental.

Material: Caderno, régua, lapis, borracha, cola, tesoura, cartolina ondulada, tinta gua-

che branca, palitos de madeira 12 mm e isopor.

Objetivo: Construir maquete do Partenon utilizando a razao, proporcao e regra de trés
simples; Desenvolver habilidades para o trabalho em grupo; Reconhecer contetidos em

comum, em duas ou mais disciplinas, através da interdisciplinaridade.
Duracao: 5 hora-aulas

Metodologia: Serd passado um video sobre a arquitetura e o Nimero de Ouro, Depois
os alunos serao divididos em grupos para realizar a revisao bibliografica, registrando todas
as informacoes e calculos necessarios no caderno. A atividade realizada sera desenvolvida

juntamente com as disciplinas de histéria e artes, fomentando a interdisciplinaridade.

Atividade

O edificio do Partenon, construido com marmore branco do Monte Pentélico, foi
concebido para abrigar a imagem de ouro e marfim de Atena Parthenos- uma colossal
estatua de doze metros de altura, elaborada por Fidias. Com aproximadamente 70

metros de comprimento e 30 de largura, o Partenon estava rodeado por colunas em todo

seu perimetro, 8 nas fachadas principais e 17 nas laterais.

Figura 55: O fabuloso Partenon e sua arquitetura aurea.
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O Partenon foi construido entre os anos 447 e 432 A.C. na Acroépole, é um dos
monumentos mais importantes da antiga civilizacao grega, além do edificio mais
representativo de toda Grécia. Nela, encontramos varios retangulos de ouro. A frente do
templo configura-se num retangulo em que o lado maior dividido pelo lado menor

resulta no Numero de Ouro.

Construa uma maquete do Partenon procurando reproduzir caracteristicas e proporgoes

existentes no edificio.

1° passo: Sabendo que a frente do Templo é um retangulo cujas dimensoes estao em

proporc¢ao aurea, calcule a altura do Partenon.

30 — P

xT

Considerando @ == 1,618, temos que

_ 30
T = 1618
z 22 18, 54m

2° passo: Calcular as medidas da maquete baseado nas dimensodes da planta baixa,

utilizando a escala 1:100.

30,9m

]

...............

Figura 56: Esboco da planta baixo do Partenon.

Medida do comprimento real | escala | razao | medida do desenho
69,5 m = 6950 cm 1:100 | 6950:100 69,50cm

Medida da altura real escala | razdo | medida do desenho
18,54 m = 1854 cm 1:100 | 1854:100 18,54cm

Medida da largura real escala | razao | medida do desenho
30,9 m= 3090 cm 1:100 | 3090:100 30,9cm

3° passo: Confeccionar as partes que compoem o Partenon: Base de isopor (69,5 cm por

30,9 c¢m); colunas de cartolina ondulada; telhado de palito de picolé.



7.7 A PROPORCAO AUREA NA CRIACAO DO LOGO 67

4° passo: Confeccionar a maquete.

Apébs a confecgao das maquetes, sera organizada uma exposicao onde os alunos poderao
expor os trabalhos realizados por eles. Durante a exposicao sera realizada a votagao do
melhor trabalho atribuindo o titulo de Arquiteto Aureo, ao confeccionador da maquete

com maior numero de votos.

7.7 A PROPORGAO AUREA NA CRIAGAO DO LOGO

Assunto : Geometria plana e Razao.

Piblico alvo: Ensino Fundamental e médio.

Material: Folha, lapis, borracha, régua, dvd e lapis de cor.

Objetivo: Aplicar o conceito de razao aurea na criacdo de um logotipo.
Duracao: 2 hora-aulas

Metodologia: Para o desenvolvimento da atividade sera necessario exibir um video so-
bre logotipo. Portanto, serd utilizada a tv, dvd e o quadro negro. Os alunos deverao ser

organizados em grupos.

Atividade

No sentido lato, o termo LOGO pode ser usado como o conjunto formado pela
representacdo grdfica do nome de determinada marca, em letras de tragado especifico,
fizo e caracteristico (logotipo) e seu simbolo visual (figurativo ou emblemdtico) o que, por

extensao de sentido, pode ser entendido como a representacao visual de qualquer marca.

Um grupo de alunos ganhou medalha de ouro na OBMEP. Para receberem a medalha,
os alunos deveriam comparecer na cidade de Brasilia. Porém a escola nao possuia um
LOGO que representasse seu nome. Diante dessa situagao, a diretora da escola, junta-

mente com o professor de matematica, propos o seguinte concurso:
“LOGO ESCOLA ESTADUAL MARQUES DE SAPUCAI”

O LOGO deve ser criado de modo que na sua confecgdo aparega a razao aurea. O

objetivo do concurso é escolher o melhor LOGO para o representar a escola na entrega
das medalhas da OBMEP.

O LOGO acima foi criado com dois triangulos isésceles amarelo e preto inferiormente
e superiormente, onde a razao da base do tridngulo pelo seu lado seja igual a ®. As

dimensoes do retangulo, onde estd contido o LOGO também estao em razao aurea.
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E.E.M.S. |
ESCOLA ESTADUAL MARQUES DE SAPUCAI

5,
,

Figura 57: Logotipo da Escola Estadual Marqués de Sapucai

7.8 A PROPORCAO AUREA NO CORPO HUMANO

Assunto : Sistema de medidas e razio.
Publico alvo: 6° ano- Ensino Fundamental.
Material: Tv, dvd, folha, lapis, borracha, dvd e fita métrica.

Objetivo: Reconhecer a existéncia do Numero de Ouro; Identificar diferentes situagoes
onde é encontrado o Nuiimero de Ouro; Demonstrar, de forma pratica e curiosa, a presenca
da proporcao aurea no corpo humano; Promover a socializacao e discussao entre os alunos;

Despertar o interesse pela matematica.
Duracao: 2 hora-aulas

Metodologia: Para o desenvolvimento da atividade,serd necessario exibir um video
“Aula de Matematica: proporcao aurea”, para a turma se familiarizar com assunto. Por-
tanto, serd utilizada a tv, dvd e o quadro negro. Os alunos deveram ser organizados em

grupos.

Atividade
O Homem Vitruviano

O nome “homem vitruviano” deriva de um trabalho realizado pelo arquiteto romano
chamado Marcus Vitruvius Pollio, quem apresentou um estudo matematico, no século I
A. C. Nesse estudo, Vitruvius descreve, num Tratado de Arquitetura, as proporgoes ideais

do corpo humano.

E 0 nome de um desenho iconico feito por Leonardo da Vinci (1452 - 1519), e representa
o ideal classico do equilibrio, da beleza, da harmonia e da perfeicio das proporc¢oes do
corpo humano. Em seus estudos de anatomia, ele descobriu que o corpo humano obedece

a uma pProporgao: a proporcao aurea.

1. Utilizando uma fita métrica, obtenha as medidas de comprimento, a seguir, comple-

tando as tabelas abaixo.
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Figura 58: Homem Vitruviano
Medida da altura da pessoa Medida da altura do umbigo até o chao | razao
Medida da cintura até a cabeca Medida do tamanho do térax razao
Medida da altura do cranio Medida da mandibula até o alto da cabeca | razao
Medida do ombro a ponta do dedo Medida do cotovelo a ponta do dedo razao
Medida do tamanho dos dedos Medida da dobra central até a ponta do dedo | razao
Medida do quadril ao chao Medida do joelho até o chao razao

2. Calcule a razao entre essas medidas, ou seja, determine o quociente da medida da

altura de uma pessoa pela medida da altura do umbigo até o chao; repita esse processo

para as outras tabelas.

3. Comparando os resultados obtidos, o que vocé observou?

O numero cujo valor é uma aproximacgao de 1,618...é conhecido como “Numero de

Ouro”, encontrado em muitos lugares como na arquitetura, natureza, no corpo humano.

Esse ntimero é o representante mateméatico da perfeicao.

consideramos mais belas.

Ele aparece nas coisas que
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Quando decidimos empreender estudo acerca do Numero de Ouro, nao faziamos ideia do
tamanho do desafio e riqueza que esse niimero tinha a oferecer, visto que ele foi encontrado
em diversos contextos. Desde a antiguidade até aos dias atuais, vem despertando um pro-

fundo interesse e fascinio, pela beleza, harmonia e suas apari¢des em lugares inesperados.

Nao era de imaginar que uma simples definicao de “razao extrema e média”, dada
por Euclides e o problema de reproducao dos coelhos de Leonardo Fibonacci, puderam

produzir tanto empenho, dedicacao e questionamentos no campo da Matematica ou fora
dela.

A historia da razao aurea se entrelaga ao trabalho de Fibonacci: a sequéncia de
Fibonacci e a conhecida Espiral Aurea fundamentaram ou ainda fundamentam as varias
relacoes e estudos do Numero de Ouro na fauna, flora, arquitetura e no corpo humano,
j& que o limite de razdes sucessivas dos termos da Sequéncia de Fibonacci converge ao

Numero de Ouro.

Na geometria, o retangulo de ouro merece realce pois, suporte para a construcao da
Espiral Aurea, o pentagrama construido a partir de um pentagono regular, encontrado
com frequéncia na natureza, arquitetura, revela o quanto a beleza e a harmonia estao

ligadas a presenca da razao aurea.

Vimos varios exemplos onde o Niimero de Ouro e a Sequéncia de Fibonacci podem
ser encontrados: na arvore genealogica de um zangao: na distribuicao das sementes no

nucleo do girassol, em construgoes antigas como a Piramide do Egito e o Partenon etc.

Mostramos através de algumas sugestoes de atividades para sala de aula como o
conceito da Razao Aurea e da Sequéncia de Fibonacci podem ser utilizados no desenvolvi-
mento de alguns conteidos do Ensino Bésico, como o de Razoes e Proporgoes, Equacoes

Quadraticas, Sequéncias Numéricas e Geometria Plana.

Diante dessas consideracoes, entendemos que o desenvolvimento desse trabalho foi
muito importante para nods, enquanto professores, pois confirma que é possivel encontrar
formas diferenciadas de promover o ensino-aprendizagem da Matematica, buscando res-
gatar o gosto dos alunos pela disciplina, pois as criangas ao ingressarem na escola gostam
da matematica, entretanto, nao é dificil constatar que o seu interesse diminui a medida

que avancam pelos ciclos.

70
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Portanto, o Ntimero de Ouro se apresenta como um excelente instrumento para demostrar

a conexao da Matematica com o cotidiano dos alunos, contribuindo para despertar sua

curiosidade e motivagao.
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