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RESUMO

O cenério nacional objetiva evolucdo no processo de ensino e aprendizado de
matematica, requisitando entdo a necessidade de tornar o ensino de matematica mais
atrativo e consistente. Neste sentido destacamos pesquisas e estudos de casos tém sido
realizados mostrando uma possivel opc¢éo facilitadora no ensino da matematica: o auxilio
dos recursos tecnoldgicos no processo ensino e aprendizagem de matematica na educacgéo
basica, em especial o software de matemética dindmica GeoGebra, particularmente
aplicado ao ensino de funcbes basicas. Objetivamos nesta producdo, oportunizar aos
professores de matematica da educacdo basica uma alternativa metodologica para o
ensino e aprendizagem de fungdes basicas, utilizando o recurso computacional de
matematica dindmica GeoGebra, bem como discutir e refletir uma alternativa facilitadora
ao ensino de matemaética, elaborando e disponibilizando um documento que possa ser
consultado parcial ou integralmente junto ao ensino de func¢des basicas com o auxilio do
recurso computacional GeoGebra. Como proposta metodologica empregamos a
metodologia de pesquisa, a pesquisa qualitativa do tipo bibliogréafica baseada na analise
de contetdo é compreendida como a etapa essencial em todo trabalho cientifico que foi
decisiva em todas as etapas e proporcionou o embasamento tedrico. Definimos e
apresentamos um plano de aula versando sobre funcdes basicas e mostramos a aplicacédo
do GeoGebra como ferramenta propulsora ao ensino deste contetdo, especialmente por
meio de animac@es, da relacdo que had com os coeficientes reais apresentado em cada
funcdo e da resolucdo de situacdes-problemas relacionadas a fungbes basicas com o
auxilio do GeoGebra. Consideramos finalmente a pertinéncia do software de matematica
dindmica associado ao ensino de func@es basicas, frente a atual configuragdo nacional
que cada vez mais faz o uso da tecnologia por parte dos discentes, que requer
proporcionalmente a necessidade de seu emprego, por parte do docente. O presente
trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cadigo de Financiamento 001.

Palavras-chave: FuncBes Baésicas. Metodologia de Ensino. Ensino e

Aprendizagem. Resolucdo de SituagOes-Problemas. GeoGebra.



ABSTRACT

The national scenario aims to evolve the teaching and learning process of
mathematics, thus requiring the need to make teaching mathematics more attractive and
consistent. In this sense we highlight researches and case studies have been carried out
showing a possible facilitating option in the teaching of Mathematics: the aid of
technological resources in the teaching and learning process of mathematics in basic
education, especially GeoGebra dynamic mathematics software, particularly applied to
teaching functions. In this paper, we aim to provide teachers of basic education
mathematics with a methodological alternative for the teaching and learning of basic
functions, using the computational resource of GeoGebra dynamic mathematics, as well
as discussing and reflecting a facilitating alternative to mathematics teaching, elaborating
and making available a document that can be consulted partially or integrally to the
teaching of basic functions with the aid of the computational resource GeoGebra. As a
methodological proposal we used the research methodology, the qualitative research of
the bibliographic type based on the analysis of content is understood as the essential step
in all scientific work that was decisive in all the stages and provided the theoretical basis.
We define and present a lesson plan about basic functions and show the application of
GeoGebra as a propulsive tool to teach this content, especially through animations, the
relation that exists with the real coefficients presented in each function and the resolution
of situations-problems related to basic functions with the help of GeoGebra. Finally, we
consider the relevance of the dynamic mathematics software associated to the teaching of
basic functions, in face of the current national configuration that increasingly makes the
use of technology by the students, which requires proportionally the need for their
employment, by the teacher. This study was financed in part by the Coordenacéo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Finance Code 001.

Keywords: Basic Functions. Teaching Methodology. Teaching and learning.

Resolution of Situations-Problems. GeoGebra.
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1. INTRODUCAO

O cenario nacional objetiva evolucdo no processo de ensino e aprendizagem da
matematica, partindo de mecanismos de memorizacdo e repeticdo até a construcdo do
pensamento cognitivo e significativo que, proporciona ao aluno, ter novas ideias e acoes frente
ao requerido conhecimento necessario na resolucéo de problemas matematicos.

Oriundo dessa evolugdo, pesquisas e estudos de casos tém sido realizados mostrando
uma possivel opcdo facilitadora no ensino da Matematica: o auxilio dos recursos
computacionais, especialmente o software livre multiplataforma de matematica dindmica
GeoGebra no processo ensino e aprendizagem de matematica na educagdo basica,
particularmente a aplicacdo junto ao ensino de funcBes. Moraes (2016) reitera que neste
contexto 0s recursos computacionais no ensino de matematica na educagdo basica tém se
configurado como grandes aliados no processo ensino e aprendizagem, pois essa metodologia
é de grande valia no processo de ensino e aprendizagem conectando 0 uso do recurso
computacional com o que é ensinado nas escolas.

Segundo Junior (2011) o software de Geometria Dindmica GeoGebra, oferece a
visualizacdo do que esta sendo trabalhado, enfatiza um aspecto fundamental na proposta da
disciplina que ¢ a experimentacdo, e favorecem a percepcao por parte do aluno, auxiliando-o a
descobrir formas menos triviais de encontrar a solu¢édo do problema.

O Ensino Médio é considerado a etapa final da escolaridade basica e objetiva
complementar a formagdo obtida nos anos anteriores. Para que essa etapa complemente e
possibilite a ampliacdo das capacidades que sao os alvos do ensino de matematica, é necessario
analisar e redimensionar alguns dos temas tradicionalmente trabalhados (ORIENTACOES
CORRICULARES PARA O ENSINO MEDIO, 2006, p. 5).

Ainda segundo as Orientacgdes Curriculares para o Ensino Médio (2006),

N&o se pode negar o impacto provocado pela tecnologia de informacéo e
comunicacdo na configuracdo da sociedade atual. Por um lado, tem-se a
insercdo dessa tecnologia no dia-a-dia da sociedade, a exigir individuos com
capacitacao para bem usa-la; por outro lado, tem-se nessa mesma tecnologia
um recurso que pode subsidiar o processo de aprendizagem da Matematica.
E importante contemplar uma formagc&o escolar nesses dois sentidos, ou seja,
a Matemética como ferramenta para entender a tecnologia, e a tecnologia
como ferramenta para entender a Matematica (ORIENTACOES
CURRICULARES PARA O ENSINO MEDIO, 2006).
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E comum haver resisténcia por parte do aluno em aprender e compreender a matematica.
Associado a este fato, as formas de trabalhar contelldos matematicos em muitos lugares, ndo
atendem a esse valor formativo (ROCHA et. al, 2015). Divergindo do que é proposto pelas
Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2006), ao aluno vagamente € apresentado a
variados modelos que conectem diferentes areas do conhecimento. Ainda segundo o autor,
embora o ensino tenha progredido nos ultimos anos, ainda apresenta um forte viés tradicional
e pouco atrativo, em ralacdo a insercéo dos recursos computacionais no Brasil.

Buscando minimizar os agravantes no processo ensino e aprendizagem citados
anteriormente e com o intuito mais completo e atrativo, o principal objetivo deste trabalho é de
integrar 0s recursos computacionais, especialmente o GeoGebra, ao ensino como instrumento
no processo de ensino e aprendizado de matematica.

Neste sentido, destacamos Sdo Pedro (2016), quando vemos que € perceptivel que o
estudante atual sinta a necessidade de ver em sua escola a mesma tecnologia que faz parte de
seus outros contextos sociais. O autor ainda conclui, afirmando que a utilizagdo dos recursos

computacionais junto ao ensino de matematica facilita o entendimento de situacdes complexas.

A eficiéncia da utilizacdo dos recursos computacionais nao se da apenas em tornar
prazeroso o aprendizado, todavia, em dar carga importante de significado ao que se aprende,
com a empregabilidade dos contetdos que ficam as margens da teoria e sdo vislumbrados na
pratica de profundas atividades diarias. O emprego dos recursos computacionais, como
ferramenta que proporciona um avango no ensino de matematica se da por meio de varios
aspectos pois, segundo Sdo Pedro (2016) a utilizacdo das tecnologias da informacdo e da
comunicacdo em sala de aula pode ser de forma sutil a exemplo do tracado de um gréfico de
funcdo usando esquadros e papel milimetrado ou mais sofisticado, como a construcdo desse
mesmo grafico em um software especifico.

OrientagBes Curriculares para o Ensino Médio (2006), enfatizam a importancia da

inclusdo dos recursos computacionais junto ao ensino de matematica.
Ja se pensando na Tecnologia para a Matematica, ha programas de
computador (softwares) nos quais os alunos podem explorar e construir
diferentes conceitos matematicos, referidos a seguir como programas de
expressdo. Os programas de expressao apresentam recursos que provocam,
de forma muito natural, o processo que caracteriza o “pensar
matematicamente”, ou seja, os alunos fazem experimentos, testam hipéteses,
esbocam conjecturas, criam estratégias para resolver problemas. Sao

caracteristicas desses programas: a) conter um certo dominio de saber
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matematico — a sua base de conhecimento; b) oferecer diferentes
representacdes para um mesmo objeto matematico — numérica, algébrica,
geomeétrica; c) possibilitar a expansao de sua base de conhecimento por meio
de macroconstrucdes; d) permitir a manipulacdo dos objetos que estdo na
tela (ORIENTACOES CURRICULARES PARA O ENSINO MEDIO, 2006).
Para os Pardmetros Curriculares de Nacionais “esse impacto da tecnologia, cujo
instrumento mais relevante € hoje o computador, exigira do ensino de Matematica um
redirecionamento sob uma perspectiva curricular”. Devendo ser trabalhados, nessa disciplina,
ao longo do Ensino Médio habilidades e capacidades que propiciem aos alunos adquirir
conhecimento suficiente para serem detentores de um saber fazer e pensar matematicos.
Finalmente, com a finalidade de atender ao processo de ensino e aprendizagem de
funcbes, numa dimensdo do conhecimento que abranja situacGes cotidianas, resolucdo de
situacOes-problemas, enaltecemos 0 uso da tecnologias como mecanismo de propulsdo, mais
especificamente, a utilizacdo do software livre multiplataforma de matematica dindmica
GeoGebra, empregado de maneira sistematica, tornando-se aliados ao docente, dinamizando o
processo de ensino e aprendizagem, contribuindo na construcdo do conhecimento e,
consequentemente, tornando o discente um sujeito pensante, questionador e propulsor na era

digital.

1.1. Motivacao do Trabalho

Contemporaneamente, o0 advento da tecnologia voltada para o ensino nas escolas, com
muitos docentes utilizando novas ferramentas que vdo aparecendo no contexto escolar para a
construcdo do conhecimento em todas as areas faz emergir um assunto de extrema importancia,
a utilizacdo de recursos computacionais para ensinar conteddos pedagogicos de um
determinado assunto.

Ensinar e aprender matematica ndo sdo tarefas faceis, afinal os obstaculos contemplados
para o desenvolvimento do ensino, bem como, do aprendizado sdo evidenciados desde os
primeiros anos. Neste sentido, qualquer atividade desenvolvida, como proposta propulsora no
processo de ensino e aprendizagem de matematica, levando o discente a uma melhor
compreensdo e motivando-o0s, € muito bem-vinda.

Para Mileno (2015), contemporaneamente, quase que todas as areas da sociedade
usufruem de equipamentos tecnoldgicos, que melhoram o desempenho das atividade e

necessidades de cada uma das areas em questdo. Assim € impossivel imaginar a educacéo sem
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a utilizagéo dos recursos computacionais, de maneira que educador e educando possam interagir
tecnologicamente.

Para o desenvolvimento deste projeto catalogamos informacdes preciosas junto ao
Programa de Avaliacdo da Educacdo Bésica do Espirito Santo (PAEBES), verificamos e
tabulamos os dados dos anos de 2011, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016 e 2017, que sdo
previamente definidos em quatro niveis principais: abaixo do bésico, basico, proficiente e
avancado. Diante desse agrupamento, calculamos a média aritmética simples do percentual
apresentado no PAEBES, para cada nivel, chegando a uma série historica de dados, o que
viabilizou precisamente, como de fato, esta a situacdo do ensino e aprendizado de matematica,
na terceira série do ensino medio, na cidade de Sdo Mateus no estado do Espirito Santo.
Verificamos que as escolas estaduais da cidade de Sdo Mateus, cidade em que resido, no estado
do Espirito Santo, estavam com baixo indice de aprendizado em matematica e este foi o ponto
de partida que precisavamos para fazer uma intervencao positiva, junto ao ensino e aprendizado
de matemaética, em especial, o ensino e aprendizado de fun¢des basicas mediado pelo
GeoGebra. Estes dados podem ser acessados, segundo a figura 1, a figura 2, a figura 3, figura
4, figura 5 e figura 6, a seguir.

Na figura 01, apresentamos os dados do Paebes do Centro Estadual de Ensino
Fundamental e Médio em tempo integral, localizada na zona urbana da cidade de Sdo Mateus
— ES, também conhecida como escola viva que sempre apresentou, embora baixo um indice de

alunos com nivel avancado.
Figura 1: Dados do Paebes da CEEFMTI Marita Motta Santos
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Na figura 2, expomos os dados do Paebes da Escola Estadual de Ensino Fundamental e
Médio Corrego de Santa Maria, escola localizada na zona rural da cidade de S&o Mateus — ES.
Constatamos que os alunos presentes no nivel abaixo do basico se destacam ao longo dos anos
investigados, e que os alunos classificados no nivel proficiente somente foram identificados nos

anos de 2016 e 2017.
Figura 2: Dados do Paebes da EEEFM Co6rrego de Santa Maria
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Na figura 3, mostramos os dados do Paebes da Escola Estadual de Ensino Fundamental
e Médio Nestor Gomes, também localizada na zona rural da cidade de Sdo Mateus — ES.

Destacamos o fato de que nos anos 2014 e 2017 nenhum aluno ter sido identificado em nivel

proficiente.
Figura 3: Dados do Paebes da EEEFM Nestor Gomes
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Na figura 4, exibimos os dados do Paebes da Escola Estadual de Ensino Fundamental e

Médio Santo Antonio, localizada na zona urbana da Cidade de Sdo Mateus — ES. Ressaltamos

que, assim como no CEEFMTI Marita Motta Santos, a EEEFM Santo Antdnio apresentou

alunos, embora com percentual baixo, em nivel proficiente em todos os anos pesquisados.
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Figura 4: Dados do Paebes da EEEFM Santo Antdnio

PAEBES/MATEMATICA - ENSINO MEDIO - EEEFM SANTO

20,0%

IR i 44,4%

SRS 33,3%

R 22%

N
o
-
-

=
l.‘:.-.
w
=
==
~E
o=
©=
=
Swo
=eo
=
S|l
=™
E =
2012

=
m...
-
-t

221%

W 32,6%

2013

& 3,5%

ANTONIO

17,1%

I 42,7%

HHHHHHHHHHHHHHEH R 35,0%

2014

o 5,1%

- 49,5%

23,4%

8
2015

2,8%

TARAAAAAANAAAT 24.3%

=
77
=t
]

2016

23 8%

I 38,1%

= 36%

27.9%

21,8%

S 44,4%

e 36,1 %

THHHHHHHHHHHHHHHHHE. 31,1%
A 32,9%

T E|e
B B
2017 MEDIA

= ABAIXO DO BASICO =BASICO 1 PROFICIENTE mAVANGADO

Fonte: o autor

Na figura 5 revelamos os dados do Paebes da Escola Estadual de Ensino Fundamental

e Médio Wallace Castelo Dutra, localizada no bairro Guriri, parte litordnea da Cidade de S&o

Mateus — ES. Ressaltamos o ano de 2011 em que a escola ndo apresentou alunos em nivel

proficiente, a partir de entdo vemos também uma tendéncia constante de comportamentos nos

anos 2014, 2015 e 2016 nos niveis abaixo do basico, béasico e proficiente.

Figura 5: Dados do Paebes da EEEFM Wallace Castelo Dutra
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Na figura 6 divulgamos os dados do Paebes da Escola Estadual de Ensino Médio
Ceciliano Abel de Almeida, localizada no centro da cidade de S&o Mateus — ES. Assim como
no CEEFMTI Marita Motta Santos e EEEFM Santo Antonio, a EEEM Ceciliano Abel de
Almeida apresentou alunos, embora com percentual baixo, em nivel proficiente em todos 0s

anos pesquisados.
Figura 6: Dados do Paebes da EEEM Ceciliano Abel de Almeida
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Considerando os dados do Paebes, relacionados as escolas da cidade de Sdo Mateus —
ES investigados nos anos de 2011, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016 e 2017 e a média de cada
escola nos anos investigados, comprovamos o baixo percentual de alunos classificados no nivel
proficiente e o baixissimo percentual de alunos classificados no nivel avancado. Esta situacao
educacional com baixo percentual de aprendizado, justifica a proposta metodoldgica deste
trabalho que propdem capacitar professores da educagdo basica por meio de um minicurso
enaltecendo a inser¢do do recurso tecnoldgico nos planos de aula do professor, dando suporte
aos contetidos matematicos ensinados e aprendidos.

Por sua vez, o estudo das funcdes basicas € considerado um assunto extremamente
relevante no ensino de matematica, por estar presente no dia a dia do discente no ambiente
escolar e em outros contextos sociais. Destacamos neste projeto o software multiplataforma de
matematica dindmica GeoGebra, em especial por ser gratuito e ndo haver a necessidade de estar
conectado a internet para o seu manuseio, além de ser interativo e de facil manuseio.

O GeoGebra é um software de matematica dindmica (permite animar objetos
e simular construcdes em sua interface) para todos os niveis de ensino, que
combina geometria, algebra, tabelas, gréaficos, estatistica e calculo numa
Unica aplicacéo. O dinamismo desse software permite que ao representar a
expressdo algébrica de uma funcdo na Janela de Algebra, o gréfico
correspondente é apresentado na Janela de Visualizacdo, sendo que as
alterag6es e/ou animacdes feitas em objetos sao imediatamente visiveis na
janela algébrica e de visualizagdo. Assim, o0 GeoGebra da aos professores e
alunos a possibilidade de explorar, conjecturar, testar hipéteses e investigar
com detalhes os objetos estudados. Estas sdo algumas das possibilidades
gue se apresentam no software GeoGebra disponivel gratuitamente em
http://www.geogebra.org. O GeoGebra é um programa de facil utilizacéo.
Considerando o conteudo fungéo, estima-se que em duas ou trés aulas, no
maximo, seja suficiente para que um usuario se familiarize com o software e
aprenda a usar suas ferramentas basicas. Além disso, trabalhos, artigos,

tutoriais e videos podem ser facilmente encontrados na internet para o auxilio
no uso deste software (MILENO, 2015).

Com essa potencialidade o software multiplataforma livre de matematica dinamica
GeoGebra passa a ser um ambiente eficaz e atrativo, capaz de permitir ao aluno a simulagéo de
construcdes algébricas e geométricas, com dinamismo, fazendo do programa uma Otima

ferramenta no auxilio de aprendizagem matemaética. Pensando em tornar a assimilagdo do
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contetido fungBes basicas mais consistente, pensamos hum ambiente coletivo para favorecer no
desenvolvimento da criatividade dos alunos e na familiarizagdo com o software.
As orientacbes curriculares nacionais versam, descrevendo e incentivando a boa

utilizacdo dos recursos computacionais:

Para o estudo das funcdes, das equacdes e das desigualdades da geometria
analitica (retas, circulos, cbnicas, superficies), tem-se uma grande variedade
de programa de expressdo. Em muitos desses programas, pode-se trabalhar
tanto com coordenadas cartesianas como com coordenadas polares. Os
recursos neles disponibilizados facilitam a exploragéo algébrica e grafica, de
forma simultanea, e isso ajuda o aluno a entender o conceito de funcao, e o
significado geométrico do conjunto-solucdo de uma equa¢do — inequagao
(ORIENTACOES CURRICULARES NACIONAIS, 2006).

Com o software multiplataforma de matematica dindmica GeoGebra o aluno tem uma
visdo geral sobre o conceito de fungdes, onde observam que o0 uso do programa GeoGebra néo
€ uma mera troca de variaveis e que o uso correto das funcdes tornara seu estudo mais agradavel
e facil em outras disciplinas ou assuntos, tanto no campo da matematica, como no de fisica ou
outra ciéncia, com isso, 0 aluno sera capaz no seu dia a dia de resolver qualquer problema que

por ventura possa surgir durante seus estudos.

1.2. Descricao do Trabalho

Esta dissertacdo esta estruturada conforme doze capitulos sendo o primeiro a introducéo,
o0 qual lemos agora, que expdem de maneira sucinta o trabalho. Ao final complementamos a
dissertagdo com quatro apéndices.

No segundo capitulo definimos e apresentamos um breve historico sobre o recurso
computacional multiplataforma livre de matematica dinamica GeoGebra.

No terceiro capitulo nos aprofundamos, dando énfase ao impacto positivo que 0s
recursos computacionais, em especial o software GeoGebra, propiciam junto a representacao
gréfica e a solugcdo de situaces-problemas de maneira dindmica no processo de ensino e
aprendizagem das funcbes bésicas. Essencialmente, nos apropriamos de varios autores, que
versaram sobre o referido tema, para obtermos o aporte necessario e expressamos de maneira
objetiva nossas ideias e pretensoes.

Do quarto ao nono capitulo, fundamentamos matematicamente a dissertagdo. No quarto
capitulo apresentamos as funcdes reais de variavel real constantes e afins, aplicado ao ensino

médio. Iniciamos com as funcdes constantes e passamos para as funcdes afins. Logo apds
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definimos os coeficientes das fungdes afins, apresentamos a representacdo grafica das funcbes
afins, determinamos o zero (ou raiz) das funcdes afins e estudamos o sinal da representagédo
gréfica das funcbes afins. Falamos ainda, finalizando o capitulo sobre funcbes lineares,
apresentamos a representacdo grafica das funcdes lineares e apresentamos uma proposta para
abordagem das funcdes afins e resolucdo de situaces-problemas, relacionadas a fungoes afins,
utilizando o software GeoGebra.

No quinto capitulo apresentamos as funcdes reais de variavel real quadraticas ou
simplesmente fun¢des quadraticas, podendo ainda ser chamada de funcBes polinomiais de
segundo grau, aplicado ao ensino médio. Iniciamos definindo funcbes quadréticas, logo apds,
definimos parabola e a representacdo grafica das fun¢bes quadraticas. Seguimos trabalhando os
interceptos da representacdo grafica das fungdes quadraticas com 0s eixos cartesianos e
apresentamos um dispositivo pratico para a elaboracdo da representacdo grafica das funcoes
quadréticas. Falamos ainda, sobre os coeficientes a, b e ¢ que estdo presentes na lei de formacao
das fun¢des quadraticas, bem como a funcionalidade de cada um deles na representacdo grafica
das funcbes quadraticas, finalmente, abordamos os conceitos de imagem de uma funcao
quadrética, estudamos o sinal da representacdo grafica das fungdes quadréaticas e apresentamos
uma proposta para abordagem das fungdes quadraticas e resolucdo de situacdes-problemas,
relacionadas a func¢des quadraticas, utilizando o software GeoGebra.

No sexto capitulo apresentamos as funcdes reais de variavel real modulares ou apenas
funcdes modulares, aplicado ao ensino médio. Iniciamos com o conceito de mddulo, também
chamado de valor absoluto e algumas propriedades decorrentes. Na sequéncia definimos
funcGes modulares e apresentamos sua representacdo grafica. Falamos ainda, sobre translacédo
vertical, translacdo horizontal e translacdo vertical e horizontal da representacdo grafica das
funcGes modulares e apresentamos uma proposta para abordagem das fungdes modulares e
resolucdo de situacdes-problemas, relacionadas a fun¢Ges modulares, utilizando o software
GeoGebra, finalizando o capitulo.

No sétimo capitulo apresentamos as fungdes reais de variavel real exponenciais ou
apenas fungdes exponenciais, aplicado ao ensino meédio. Iniciamos definindo potenciacgéo e
radiciacdo. Na sequéncia definimos e caracterizamos fungdes exponenciais e apresentamos sua
representacdo grafica. Falamos ainda, sobre representacdo grafica das fungdes exponenciais e
apresentamos uma proposta para abordagem das funcdes exponenciais e resolucao de situagdes-
problemas, relacionadas a funcdes exponenciais, utilizando o software GeoGebra, finalizando

o capitulo.
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No oitavo capitulo apresentamos as fungdes reais de variavel real logaritmicas ou apenas
fungBes logaritmicas, aplicado ao ensino médio. Iniciamos definindo logaritmos e suas
propriedades. Na sequéncia definimos funcdes logaritmicas e apresentamos sua representacao
gréfica. Falamos ainda, sobre a relacdo que ha entre as funcBGes exponenciais e as funcdes
logaritmicas e apresentamos uma proposta para abordagem das funcdes logaritmicas e
resolucéo de situagBes-problemas, relacionadas a funcgdes logaritmicas, utilizando o software
GeoGebra, finalizando o capitulo finalizando o capitulo.

No nono capitulo presentamos as funcbes reais de variavel real trigonométricas, ou
apenas funcdes trigonométricas, com énfase no seno e cosseno que sdo as bases para o
desenvolvimento da trigonometria, aplicado ao ensino médio. Iniciamos definindo a fungéo de
Euler, o ciclo trigonométrico e as funcdes periodicas, na sequéncia definimos as fungdes seno
e cosseno, apresentando suas propriedades, representacdo grafica e apresentamos uma proposta
para abordagem das funcdes seno e cosseno e resolucdo de situagdes-problemas, relacionadas
as fungdes seno e cosseno, utilizando o software GeoGebra, finalizando o capitulo.

No décimo capitulo desenvolvemos metodologicamente o trabalho e apresentamos
minunciosamente a experiéncia exitosa que tivemos ao preparar e aplicar a capacitacao que
executamos junto a quatro professores da educacao basica, versando sobre o ensino de funcbes
basicas mediado pelo software GeoGebra.

No décimo primeiro capitulo discutimos os resultados que obtivemos junto a aplicacao
do minicurso a quatro professores da educacdo basica, embasando a discussdo por meio de
pesquisadores que defendem a aplicabilidade dos recursos computacionais junto ao ensino e
aprendizagem de matematica.

No décimo segundo capitulo concluimos a dissertacédo enaltecendo a aplicabilidade do
recurso computacional GeoGebra junto ao ensino de funcgdes basicas na educagdo bésica, por
ser amplamente exequivel.

Ao final da dissertacdo, expomos as referéncias e quatro apéndices. No apéndice A e no
apéndice B, expomos o0s questionarios aplicados antes e depois do minicurso ofertado. No
apéndice C, destacamos inicialmente as cinco principais areas apresentadas no layout de
apresentacdo do recurso computacional e finalizamos o capitulo descrevendo cada ferramenta
do software. No apéndice D, apresentamos a teoria geral das funces reais de variavel real, pois
essa teoria norteia os casos particulares das relagdes matematicas definidos como funcdes reais
de variavel real, aplicado ao ensino médio. Iniciamos com as nogdes preliminares, definimos

uma funcéo real de variavel real, definimos ainda dominio, contradominio e conjunto imagem
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de uma funcéo real, tratamos minunciosamente do plano cartesiano e da representagdo gréfica
de uma funcdo real de varidvel real. Falamos ainda, finalizando, sobre fun¢fes compostas e

funcBes inversas.
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2. 0 SOFTWARE LIVRE MULTIPLATAFORMA DE MATEMATICA
DINAMICA GEOGEBRA

Neste capitulo definimos e apresentamos um breve historico sobre o recurso
computacional multiplataforma livre de matematica dinamica GeoGebra. Destacamos
inicialmente as cinco principais areas apresentadas no layout de apresentacdo do recurso

computacional e finalizamos descrevendo cada ferramenta do software.

2.1. Definicao e Breve Histérico Sobre o GeoGebra

O software livre de matemaética dinamica multiplataforma GeoGebra é um recurso
computacional que combina conceitos de geometria e algebra, criado inicialmente em 2001,
por Markus Hohenwarter, da Universidade de Salzburg, que sempre é aperfeicoado pelo
desenvolvedor, se destaca por ser gratuito, de facil instalacdo, multiplataforma e ndo necessitar
da internet para utiliza-lo, apenas para instala-lo, amplamente aplicAvel nos ambientes de
ensino, desde 0s niveis basicos aos mais avancados, especialmente no ensino de matematica
nas escolas. Estas potencialidades foram decisivas na escolha deste software para a elaboracdo
deste trabalho.

Outra vantagem do GeoGebra é seu alcance, por ser um software multiplataforma ele
pode ser instalado em praticamente toda maquina computadora existente hoje, pois o programa
tem versOes para as plataformas Desktop Windows, Linux e Mac Os. Ele também € executavel
em tablets com sistema operacional Android, Windows Phone e iOS, além de oferecer uma
calculadora gréafica muito interessantes para dispositivos Android. Em todas essas plataformas
o0 programa € distribuido de forma livre e gratuita (ALVES, 2016).

O GeoGebra oferece a possibilidade de trabalharmos algebra, geometria, planilha de
calculos, céalculos simbdlicos, estatistica e probabilidade. Seu dinamismo propicia 0
aprendizado dos conteddos matematicos, em especial, 0 ensino de fungdes torna-se mais eficaz,
por véarios argumentos, dentre eles a atracdo do educando pelos recursos tecnoldgicos
empregados no ambiente de aprendizagem e, apds aprendido a plotar o gréfico das fungdes a
mé&o, a otimizacdo do tempo com a insercdo de controles deslizantes que fazem translacao,
compressdo, expansdo e inversdo das representacdes graficas.

O programa permite realizar construgdes geométricas com a utilizacdo de pontos, retas,
segmentos de reta, poligonos etc., assim como permite inserir funcbes e alterar todos esses
objetos dinamicamente, ap0s a construgdo estar finalizada. Equagdes e coordenadas também

podem ser diretamente inseridas. Portanto, 0 GeoGebra é capaz de lidar com variaveis para
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nameros, pontos, vetores, derivar e integrar funcGes, e ainda oferecer comandos para se
encontrar raizes e pontos extremos de uma funcdo. Dessa forma, o programa relne as
ferramentas tradicionais de geometria com outras mais adequadas a algebra e ao célculo. Dai a
vantagem didatica de representar, a0 mesmo tempo e em um Unico ambiente visual, as
caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo objeto (CERQUEIRA, 2016).
Empregando a experimentacdo, reflexdo e dedugdo por meio de construcdes, no
software GeoGebra orientadas e previamente planejadas pelo educador o educando pode tomar
um pouco mais de profundidade, fixando significados e efetivamente aprendendo os conteddos
matematicos. Ressaltamos que o GeoGebra € uma 6tima ferramenta auxiliar e que deve ser
trabalhada junto as intervencdes do professor. Seguindo o trabalho descreveremos os principais

comandos do software GeoGebra.
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3. REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo nos aprofundamos dando énfase ao impacto positivo que 0s recursos
computacionais, em especial o software GeoGebra, proporcionam junto a solucédo de situacdes-
problemas de maneira dindmica no processo de ensino e aprendizagem das funcdes bésicas.
Essencialmente, nos apropriamos de varios autores, que versaram sobre o referido tema, para

temos o suporte necessario e expressamos de maneira objetiva nossas ideias e pretensoes.

3.1. Recursos Computacionais no Processo de Ensino-Aprendizagem
de Fungdes Segundo a Otica de Alguns Autores

Optamos pelo tema observando a nossa volta, o atual cenario tecnoldgico em nosso pais
sugere a necessidade de utilizacdo da tecnologia no ensino e apds fazermos uma analise
documental, ora perpassando pelas Orientagdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio,
ora lendo os artigos (CAMARA, 2018), (CUNHA, 2017), (NOGUEIRA,2015), (PAIVA, 2003)
e (TORMA, 2018) que versam sobre a utilizacdo do Software de matematica dinamica
GeoGebra, concluimos a importancia do ensino das fun¢des basicas com o auxilio dos recursos
computacionais, que transcendem 0 universo puramente matematico e que atingem uma
dimensdo de aplicabilidade mais ampla no campo das ciéncias, como a fisica.

No tange o ensino de fungbes de maneira mais eficiente, sequndo Aradjo (2015) na
matematica, assim como em todas as disciplinas, uma boa sequéncia do conteddo ensinado
resulta num melhor aprendizado por parte dos alunos. Para se ensinar fun¢@es nédo é diferente,
ja que funcdo é uma relacdo binaria especifica.

A significativa contribuicdo que ha na utilizacdo do GeoGebra junto ao ensino de
funcdes elementares, segundo Ramos (2018) a aprendizagem de funcdes é facilitada com o
GeoGebra em virtude apresentar representacdes diferentes de um mesmo objeto, que tem ainda
interacdo entre si.

Quanto a utilizacdo do GeoGebra junto ao ensino de funcées afins, destacamos Araujo
(2015), que versa sobre a complementacdo que ha, tanto nas propriedades da funcdo afim,
quanto nos graficos. Segundo o pesquisador a construcdo dos gréficos das funcdes afins na
lousa geralmente sdo imprecisas e necessitam de muito tempo, apesar de sua importancia para
0 aprendizado, e que pode ser agilizado via recurso computacional

Para Canavezi (2016) ndo € diferente, ensinar e aprender fungdes quadraticas, torna-se
mais efetivo a partir da insercdo dos recursos computacionais. Para o pesquisador, fungoes

quadraticas € um dos conteudos que o aluno apresenta mais dificuldades, e que pode ser
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facilitados com a utilizacdo do GeoGebra, pois pelo gréfico, por exemplo ja é explicito, se
houver, as raizes da funcdo quadrética, entre outros dados importantes fornecidos, como a
variacao e importancia dos parametros a, b e c.

Quando pensamos 0 ensino e o aprendizado de fun¢ées modulares com utilizacdo do
GeoGebra, segundo Souza (2013), a elaboracdo dos graficos e suas propriedades algebricas,
podem ser enriquecidas com a utiliza¢do do recurso computacional. Para o pesquisador a fungéo
modular por ser estudada posteriormente as funcfes de 1° e 2° grau, exponencia, logaritmica e
trigonométrica, consolida o conhecimento das representacdes algébricas e graficas dessas,
coroando, entdo, o conhecimento dsobre o conceito de funcéo, que pode ser facilitado contando
COMm 0S recursos computacionais.

Destacamos também, o impacto positivo que o software GeoGebra junto ao ensino de
fungdes exponenciais tem, pois para Coelho (2016), as propriedades graficas e a construgdo dos
conceitos de crescimento e decrescimento, ficam muito mais bem compreendidos pelo aluno,
pois com o recurso computacional, associado ao ensino de funcBes exponenciais, 0 professor
podera envolver ainda mais seus alunos no processo de construcdo dos conceitos referentes ao
crescimento, limites, continuidade, reflex&o, sobrejetividade e injetividade.

Quando falamos em funcBes exponenciais e logaritmicas, pensando no ensino e
aprendizagem deste contetido, mediado pelo recurso computacional GeoGebra, frisamos as
consideracdes tecidas por Souza (2013), que observa a possibilidade de facilitagdo do contetido
e interacdo dos alunos, pois para o pesquisador, no ensino médio, tentar trabalhar com o ensino
de funcdes exponenciais e logaritmicas de um modo diferenciado e com a ajuda de simuladores,
softwares de geometria dindmica e plotadores de graficos podem auxiliar o professor a ensinar
essas funcbes de uma maneira mais aplicada, buscando interagir com seus alunos.

Temos um expressivo aporte, visando utilizacdo do GeoGebra no ensino de fungdes
trigonométricas, convergindo com esse pensamento, indicamos Costa (2017), que escreve sobre
a melhor compreensdo dos pardmetros que norteiam as funcGes trigonométricas, por meio
animacéo dos parametros que o GeoGebra proporciona, pois 0 pesquisador desenvolveu uma
proposta de ensino de fungbes trigonomeétricas a eficiéncia da aplicagdo dos recursos

computacionais.
Durante o desenvolvimento da proposta de ensino, 0 GeoGebra revelou-se
uma ferramenta importante na construcdo e analise de tridngulos
semelhantes, na construcéo de triangulos retangulo, equilatero e isésceles,
nas demonstracdes das razdes trigonométricas e, principalmente, na

construgdo dos graficos e definicho das propriedades das FungOes
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Trigonométricas. A construgao e manipulacédo dos controles deslizantes a, b,
c e d de fungdes do tipof(x) = a + b- sen(c-x + d)e f(x) =a + b-
cos(c-x + d) revelaram-se determinantes para a formulacao de conjecturas
e demonstracdes do papel desempenhado por cada pardmetro ha construgcdo
do grafico. A ferramenta “habilitar rastro” ao definir um ponto, mové-lo ao
longo da circunferéncia trigonométrica e observar sua imagem em outra
janela de visualizacéo foi de grande importancia para observar o crescimento,
o decrescimento e a variacdo dos sinais das funcdes trigonométricas. No
desenvolvimento das situacdes-problema propostas, concluimos que a
utilizacdo do software para confirmar a resolugéo realizada por cada grupo,
trouxe grande satisfagdo aos alunos, que puderam resolver o exercicio de
forma rapida e precisa no GeoGebra e observarem o0s erros e acertos
cometidos. Os alunos relataram que utilizardo esse recurso em outros
contelidos para confirmar suas construcdes e resolucées.

A ordem cronoldgica ao ensino de funcbes sugere a teoria geral das func@es afins,
funcBes quadraticas, fungbes modulares, funges exponenciais, funcées logaritmicas e funcoes
trigonométricas. As funcdes afins contemplam se apresentam com um entendimento razoavel,
contudo, a partir das fungbes quadraticas que faz a transicdo para um comportamento mais
elaborado, graficamente e algebricamente requer uma observacao para 0 seu ensino sistematico
e minucioso, assim a utilizacdo dos recursos computacionais — o Software de matematica
Dinamica GeoGebra — tem sido uma ferramenta propulsora ao processo ensino-aprendizagem.

Ferreira (2016) reitera que a construcdo de diferentes graficos, cada um mostrando a
parte algébrica e geométrica € facilitada pelo GeoGebra, dando ao aprendiz o poder de testar
hipdteses e verificar solugdes dentro de pouco tempo.

Com um pensamento analogo observemos Janior (2013) que destaca a dificuldade em
absorver conhecimentos de fungdes sobre o conceito, propriedades e aplicaces associadas a
outros campos do saber, tem sido identificada na experiéncia de colegas docentes e, ainda,
ressalta que esta dificuldade assola tanto o Ensino Médio quanto o Ensino Superior.

Os autores citados sugerem um mesmo comportamento por parte dos discentes, que é
resisténcia quanto ao ensino de fungdes e o encorajamento por parte dos docentes quanto a
tornar suas aulas mais atrativas e dinamicas com a utilizacdo dos recursos computacionais —
Software de Matematica Dinamica GeoGebra — no processo de ensino-aprendizagem.

Conforme Nogueira (2015), propomos inovacao, criatividade e encorajamento no que

tange o ensino e aprendizagem com um carater geral, por meio de capacitacdo aos professores
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para a inser¢do de recursos computacionais. Uma opcdo vidvel € a inser¢cdo do recurso

computacional GeoGebra, junto ao ensino de func¢des bésicas.

Nessa direcdo de propor mecanismos de inovacdo para o ensino de
matemética, utilizamos um software matemaético de Geometria Dinamica,
chamado GeoGebra, para ser um ferramental a auxiliar o Ensino de Funcgdes,
por meio de oficinas de constru¢cdes e modelamento das mesmas. Por ser um
tema recorrente e de grande aplicacdo nos estudos matematicos e de areas
afins, se faz interessante o uso de mecanismos diversos para progressao do
Ensino e de suas aplicacdes, em todos os anos do Ensino Médio. O estudo
de fun¢bes pode e é melhor assimilado a medida em que a visualizag&o de
tal objeto matemético é compreendido de maneira sistemética. Além da
utilizacdo do software com um construtor de gréficos a ferramenta de
animacdao permite aos alunos a visualizagdo de movimento gréfico de acordo
com a variacdo dos coeficientes. Buscar ferramentas para um melhor
entendimento desse importante topico, aliar o aspecto lidico ao ensino,
tentando cativar o aluno para que ele possa se interessar mais
profundamente pelo assunto, auxiliando seu aprendizado. O GeoGebra tem
a capacidade de “plotagem” (no jargao matematico: “desenhar”) de graficos
na forma (geral) literal e ainda possui uma ferramenta que possibilita animar
os gréaficos o que pretendemos explorar para facilitar a compreensao dos
alunos ao estudo dessas funcdes (NOGUEIRA, 2015).

Ressaltamos a importancia dos conceitos que perfazem a atmosfera das fungées béasicas,
afinal para o discente que escolher a area de exatas, contemplaré tal proposta em seu cotidiano,
como na arquitetura, por exemplo, e até mesmo, quanto ao discente que adentrar o universo das
ciéncias humanas e até bioldgicas contemplara também o ensino de funcdes basicas, contudo
com menos propriedades e rigor matematico. Finalmente, concebemos o GeoGebra como
ferramenta essencial a ser explorada junto ao ensino de funcdes basicas. Salientamos nao ser o
GeoGebra a solucdo definitiva a todos os entraves educacionais, quando falamos no processo
de ensino e aprendizagem de funcdes, contudo com o preparo sistematico por parte do professor
em seu plano de aula e a insercdo do software GeoGebra, ampliamos a dimenséo do ensino e

do aprendizado das fun¢fes na educacao basica.
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4. FUNCOES CONSTANTES E FUNCOES AFINS

Neste capitulo apresentamos as fungbes reais de variavel real constantes e afins,
aplicado ao ensino médio. Iniciamos com as func¢des constantes e passamos para as funcoes
afins. Logo apds definimos os coeficientes das funcgdes afins, apresentamos a representacao
gréafica das funces afins, determinamos o zero (ou raiz) das fun¢des afins e estudamos o sinal
da representacéo gréafica das funcgdes afins. Falamos ainda, finalizando o capitulo sobre funcdes
lineares e apresentamos a representacdo grafica das funcbes lineares e apresentamos uma
proposta para abordagem das fungdes afins e resolucdo de situagdes-problemas, relacionadas a
fungdes afins, utilizando o software GeoGebra.

O conteudo deste capitulo que apresenta defini¢des, formulas e graficos de funcbes foi
baseado nas seguintes referéncias: (CUNHA, 2017), (GIOVANNI; BONJORNO, 2000),
(IEZZI; MURAKAMI, 1993), (IEZZI; MURAKAMI, 2013), (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI,
2013), (IEZZI; DOLCE; DEGENSZAJN; PERIGO, 2005), (IEZZI; DOLCE; TEIXEIRA;
MACHADO; GOULART; CASTRO; MACHADO, 1990), (PAIVA, 2003) E (YOUSSEF,
2005).

4.1. Fungoes Constantes

Definimos fungdes constantes com uma funcéo f de R em IR em que todos os elementos
do dominio tém uma s6 imagem, em outras, para todo x do dominio, a imagem de x pela funcéo
é f(x) = c € R. Em simbolos:

ffR->R
fx)=c
Os possiveis gréficos das fungbes constantes estdo na figura 07, a sequir:

Figura 7: Grafico das funcgdes constantes



42

ffR-R y
A= C
¥ C(comcec =0
C=0 —
I I
I 1
I 1
I I
a Cm 0 J=c :ﬁifiz c=10 » b 3.5
1 1 -
1 1
I 1
1 1
i i
I ] - 3 I
3 | y=clcomec=0) | : .
[ i ]

Fonte: o autor

4.2. Fungoes Afins

Definimos uma funcdo afim g quando sua lei de formacé&o é expressa por um polindmio
de grau um, em outras palavras, para todo x do dominio, a imagem de x pela fungéo é g(x) =
a-x+b,coma€R,beRea+# 0. Emsimbolos:

g-R->R
gx)=a-x+b

4.2.1. Coeficientes das Fungoes Afins

Sabemos que a funcdo afim é representada pela lei de formacdo g(x) = ax + b, com
a € R*eb € R.Oselementos a € R* e b € R, chamam-se coeficientes da funcdo afim.

O elemento a € R* é denominado coeficiente angular funcdo afim.

Enquanto o coeficiente b € R é denominado coeficiente linear da funcéo afim.

Os coeficientes das funcdes afins sdo importantes, pois determinam se a funcdo é
decrescente ou crescente, se o gréfico da funcdo afim toca o eixo das ordenadas em sua parte

superior.
4.2.2. Representacao Grafica das fungdes Afins: Decrescentes ou

Crescentes

O decrescimento/crescimento de uma fungdo afim é definido em funcdo do seu
coeficiente angular a:

Se a funcéo afim for crescente, entdo a > 0.
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Seja x; < x3 = f(xg) < f(xy), pelo fato de a funcdo afim ser crescente. Como

+ b f(xl)_f(xz)

f(x1) =ax; +bef(xy) =ax, > 0, substituindo:

X1~ X2
ax; +b—(ax, +b ax;+b—ax,—b ax, — ax a(x; —x
1 (ax, )>0® 1 2 S0 2>0@(1 2)>0
X1 — X3 X1 — X2 X1 — X3 X1 — X2

Sa>0
Observamos que a reciproca também € verdadeira: Se a > 0, entdo a funcdo afim €
crescente (a demonstracao € anéloga).
Se a funcéo afim for decrescente, entdo a < 0.

Seja x; < x; = f(x1) > f(x,), pelo fato de a funcdo afim ser decrescente. Como

f(x1) =ax; +bef(xy,) =ax, +b, w < 0, substituindo:

1~ X2
ax{+b—(ax, +b ax{+b—ax,—b ax, —ax a(x; —x
1 ( 2 )<0® 1 2 <Oc> 1 2<0<:(1 2)<0
X1 — X3 X1 — X3 X1 — X3 X1 — X2

©a<0

Observamos que a reciproca também € verdadeira: Se a < 0, entdo a funcdo afim é
decrescente (a demonstracdo € analoga).

Se o coeficiente linear b < 0, entdo a funcdo afim toca o eixo das ordenas na parte
negativa.

A representacdo grafica de uma funcéo afim toca o grafico quando x =0 daiy = a-
x+b= y=0-x+b=y=>b. Sendo b <0, entdo y, < 0. O par ordenado gerado é
(O ;f(O)) = (0; y,), como y, < 0, entdo a funcdo afim toca o eixo das ordenas na parte
negativa.

Se o coeficiente linear b > 0, entdo a funcdo afim toca o eixo das ordenas na parte
positiva.

A representacdo grafica de uma funcdo afim toca o grafico quando x =0daiy =a-
x+b= y=0-x+b=y=>b. Sendo b >0, entdo y, > 0. O par ordenado gerado é
(O ;f(O)) - (0; yo), como y, > 0, entdo a funcdo afim toca o eixo das ordenas na parte
negativa.

Considerando os coeficientes angular e linear da funcéo, a representagdo grafica é:

i Sendoa<0eb <O0;

ii. Sendoa<0eb >0;

iii. Sendoa>0eb <0;
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iv. Sendoa>0eb > 0.

As possiveis representacdes graficas das fungdes constantes estdo na figura 8, a seguir:

Figura 8: Representacédo grafica das funcdes afins

Fonte: o autor
4.2.3. Dispositivos Praticos Para a Constru¢do da Representacdo

Grafica de Fungodes Afins

A representacdo grafica das funcdes afins é uma reta ndo vertical e ndo horizontal. Para
obtermos a representacdo grafica das fungdes afins, basta que tenhamos dois pontos, a partir
desses dois pontos determinamos a reta que os contém. A construcdo da representagdo gréafica
das fungdes afins é possivel de duas maneiras. No primeiro modo, de acordo com a lei de
formagéo, basta atribuir valores a variavel independente x, obtendo em conformidade com a lei
de formacdo, valores da variavel dependente y, obtendo dois ou mais pares ordenados e
finalmente a reta que os contem. No segundo modo, basta determinar os interceptos com o eixo
das abscissas fazendo f(x) = 0, resultando num valor para x, consequentemente obtendo o par
ordenado (x;0) e com o eixo das ordenadas fazendo x = 0, resultando num valor para y,
consequentemente obtendo o par ordenado (0; y), finalmente determinando a reta que contém

os pares ordenados encontrados (x; 0) e (0; y).
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4.2.4. Determinacao da Lei de Formacao de Funcoes Afins
E comum em situacBes-problemas serem apresentados dois pares ordenados
pertencentes a funcdo afim e a proposta de determinar um novo par ordenado. Em linhas gerais
solucdo para essa proposta é por meio da resolucéo de um sistema de equacdes, de modo a obter
o valor de a e o valor de b, de acordo com a lei de formacdo f(x) = a - x + b, contudo também
é possivel resolver tal problema empregando uma formula, a qual apresentaremos a seguir.
Sendo os dois pares ordenados conhecidos, sendo x; # x, e f:R - R com f(x) = a -
x+b, x €R, f(x1) =y, e f(x;) = y,, para determinarmos o valor de a, basta fazermos:
fxi)=ax;+b=y;
fx)=a x;+b=y,
Fazendo f(x;) — f(x,), temos:
ArxXqg—a*xX2=Y1—Y2
a(x;1—x) =y1— Y
Como x; # x,, segue que x; — x, # 0, logo:

Yi— 2
a:
X1 — X2

Para determinarmos o valor de b, procederemos da seguinte maneira:
ax;+b=y
b=y, —a-x;
Y172

b=y, —
Y1 X, — X, X1
bZY1'(x1—x2)—()’1—3’2)'x1
X1 — X3
b:}’1'x1_}’1'x2_}’1'x1+}’2'x1
X1 — X2
b:}’Z'x1—)’1'x2
X1 — X2

De posse dos valores de de a e o valor de b, de acordo com a lei de formacdo f(x) =
a - x + b é possivel determinar quaisquer pares ordenados contidos na representacdo grafica da
funcéo afim.

4.2.5. Zero ou Raiz das Funcgoes Afins

O zero da funcéo afim é o valor de x , tal que, f(x) = 0.
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Temos entdo que sendo y=0entdo y=0=a'x+b—-ax+b=0=a-x =

b . b . . o . .
—b=>x=— —, assim x = —~, € 0 Zero ou raiz da funcdo afim. O par ordenado gerado € para
. o . , b
0 zero ou raiz da funcao afim é (— = 0).

4.2.6. Estudo do Sinal das Func¢oes Afins

Para o estudo do sinal de uma fungéo afim, consideramos dois casos:

Sendo o coeficiente angular positivo (a > 0), independente do coeficiente linear, a
consequentemente, a funcéo afim é crescente e os elementos do dominio que estdo a esquerda
da raiz da funcdo afim tem imagens negativas, ja os elementos que estdo a direita da raiz da
funcdo afim tem imagens positivas. O estudo do sinal obedecera ao esquema representado na
figura 9, a seguir.

Figura 9: Estudo do sinal de uma funcéo afim crescente

—

b A
|

| >
T > >

/’// x

_-/ "
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Fonte: o autor
Sendo o coeficiente angular negativo (a < 0), independente do coeficiente linear, a
consequentemente, a funcéo afim é decrescente e os elementos do dominio que estdo a esquerda
da raiz da funcdo afim tem imagens positivas, ja 0s elementos que estdo a direita da raiz da
funcdo afim tem imagens negativas. O estudo do sinal obedecera ao esquema representado na

figura 10, a sequir.

Figura 10: Estudo do sinal de uma funcéo afim decrescente

W

[ m =

Fonte: o autor
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4.3. Funcao Linear

Seja a € R* e a fungédo real associando, por meio da lei de correspondéncia, cada
elemento do dominio x, ao elemento a - x, esta funcdo é denominada funcdo linear (caso
particular da funcdo afim, em que b = 0).

Em simbolos:

ffR->R
f(x) = ax, a € R*

Duas caracteristicas se destacam nas funces lineares sao:

A proporcionalidade e possibilidade de obtencdo de resultados, por meio de regra de
trés simples.

A representacdo grafica tocar a origem do sistema cartesiano, pois para todo a € R*
abordado, f(0) = a-0 = 0, gerando, o par ordenado (0; 0).

A representacdo grafica da funcéo linear €:

frR->R
f(x) =ax
As possiveis representacdes graficas das funcdes lineares estdo representadas na figura

11, a sequir.

Figura 11: Possiveis representagdes gréaficas das funces afins
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Fonte: o autor

4.4, Capacitacdo: O Ensino de Func¢oes Afins Empregando o GeoGebra

Inicialmente elabore dois controles deslizantes, afinal eles serdo Uteis para desenvolver
a sintaxe das funces afins. Para isso, clica-se no décimo icone da caixa de ferramentas, com a

finalidade de elaborar controles deslizantes. A orientacdo é dada segundo a figura 12, a seguir.

Figura 12: Elaborando controles deslizantes

=)+

232 Controle Deslizante
ABC Texto
M Inserir Imagem

Botao

.2 caixa para Exibir / Esconder Objetos -

a=1) Campo de Entrada

Fonte: o autor
Cligue na janela de visualizacdo, com isso, imediatamente, uma caixa de dialogo é
aberta, diante disso, configure de acordo com a ilustragéo na figura 13, a seguir.

Figura 13: Elaborando o controle deslizante a

Controle Deslizante

Nome
a=1

®Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacéo
min: max: Incremento:
10 10 -1 |
m Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Elaborare o controle deslizante associado a variavel b, clicando na janela de
visualizagdo, uma nova caixa de didlogo serd aberta, diante disso, emprega-se mesmos
comandos e definicGes para criar o controle deslizante b, seguindo ainda as orientagfes contidas
na figura 14, a sequir.

Figura 14: Elaborando o controle deslizante b

Controle Deslizante

Nome
b=1

®Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacéo
min: max: Incremento
10 10 lo.1] |
m Cancelar

Fonte: o autor
Temos entdo, as bases necessarias para desenvolver a sintaxe das funcdes afins: f(x) =
a-x+b.
Faca entdo a animacdo desejada. Na caixa de entrada do software digite a sintaxe das

fungdes afins f(x) = a - x + b e clique em enter, conforme a figura 15, a seguir.

Figura 15: Elaborando fungdes afins no GeoGebra

a=1 A a=h
10 L 10 ® ?71
b=1 H L 2 ,
O 10 L 10 @
@ flx) =1x+1
A = Raiz () I o3
@
= (-1,0)
B = Intersegio (f, EixoY)
@

— (0. 1)

Fonte: o autor

Antes de animar, determine a interse¢do do grafico das funcGes afins com o eixo das

ordenadas, isso facilitara a identificacdo do parametro b e sua funcionalidade. Para isso, clique
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no segundo icone na caixa de ferramenta que é a ferramenta ponto, na sequéncia marque a

intersecé@o de dois objetos, como exposto na orientacdo contida na figura 16, a seguir.

Figura 16: Determinando a intersecao das funcdes afins com o eixo das ordenadas

¥ AL 00 4 N = e

P

A
Ponto
O o s o
|.‘°‘ Ponto em Objeto .
O f\-’mcular.f’Desvincular Ponto g ®

® >r\/ Intersec&o de Dois Objetos :

. ’ Ponto Médio ou Centro
+

.Z Nuamero Complexo

I
]rﬂ\j Otimizacao
[
f\,‘ Raizes
Fonte: o autor
Na sequéncia clique no gréfico das funces afins na janela de visualizacdo e dé um novo
cligue no eixo das ordenadas. Eis que se tem um ponto A, que é a intersecdo desejada, mostrado

na figura 17, a sequir

Figura 17: Determinando o ponto de interse¢do das func@es afins com o eixo das ordenadas

w

Fonte: Elaborando pelo autor.
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Seguindo a construcdo, anime o controle deslizante associado a varidvel a, para isso,
clique com o botdo direito do mouse sobre o controle deslizante associado a variavel a, aberta

a caixa de dialogo, como na figura 18, marcamos a op¢ao animacao.

Figura 18: Animando o comando deslizante associado a variavel a

a=1
= 5
b= Ndmero a
= ¥ - Exibir Objeto 4
~ @as Exibir Rétulo
Animacao 3
¢ & Travar Objeto
¢ ® Travar a Tela 2
1[2 Renomear
Apagar
Configuracdes
g -8 -7 -6 -5 -4 1 2

Fonte: o autor

A partir dessa animacao, verifica-se entdo a funcionalidade do pardmetro a na familia
das funcdes afins. De fato, o parametro a na familia das func¢des afins determina decrescimento
ou crescimento.

Proceda analogamente, desmarque a caixa animar para o controle deslizante associado
a varidvel a e anime o controle deslizante associado a variavel b.

A partir dessa animacdo, verifica-se a funcionalidade do parametro b na familia das
funcBes afins. De fato, o parametro b na familia das funcdes afins determina a ordenada da

intersecdo do grafico da familia funcéo afim com o eixo das ordenadas.

4.5. Resolvendo Situa¢des-Problemas Sobre Fungdes Afins Utilizando o
GeoGebra

QUESTAO 01 (EFOMM): Uma empresa mercante A paga R$ 1000,00 fixos mais
R$ 600,00 por dia de viagem e uma empresa B R$ 400,00 fixos mais R$ 800,00 por dia de
viagem. Sabe-se que Marcos trabalha na empresa A e Claudio na B obtiveram 0 mesmo valor
salarial. Quantos dias eles ficaram embarcados?
a) 1.
b) 3.
c) 5.
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d) 7.
e) 9.

Resolucéo: Incialmente modele o enunciado de acordo com a fungéo afim f(x) = a-
x + b.
Para representar os salarios correspondentes nas empresas A e B, respectivamente,
considerando x, como sendo os dias embarcados, faga:
A(x) =600-x+ 1000
B(x) = 800 - x + 400
Para que o valor salarial de Jodo e Marcos seja 0 mesmo € necessario que:
A(x) = B(x) > 600 - x + 1000 = 800 - x + 400 = 800 - x + 400 = 600 - x + 1000
= 800 x — 600 -x = 1000 — 400 = 200 x = 600 =

1 1
200-x-m=600-m=>x=3

Com isso sabe-se ainda quanto cada um recebeu pelos trés dias embarcados:
Jodo: A(x) = 600-x+ 1000 = A(3) = 600-3+ 1000 = A(3) = 2800.
Marcos: B(x) = 800-x + 400 = B(3) =800 -3 + 400 = B(3) = 2800.
Resposta: Alternativa b, Jodo e Marcos ficaram embarcados por trés dias e receberam
R$ 2800,00 de salario.
Resolucdo empregando o GeoGebra: Incialmente faca como na resolugéo tradicional,
na etapa da modelagem dos dados no enunciado empregando a funcdo afim.
Para representar os salarios correspondentes nas empresas A e B, respectivamente,
considerando x, como sendo os dias embarcados, faca:
A(x) = 600 - x + 1000
B(x) = 800 - x + 400
Agora expresse as funcdes afins A e B no campo de entrada e obtendo as representagoes
gréficas na janela de visualizacdo. Na sequéncia cliqgue no segundo icone da caixa de
ferramentas que é a ferramenta Ponto, marcando a ferramenta intersecdo entre dois objetos.
Finalmente clique na representagdo grafica de A(x) e B(x). Sera exibido um par ordenado em
que a abscissa representa a quantidade de dias embarcados e a ordenada o valor salarial

destacados na figura 19, a seguir.

Figura 19: Resolvendo o problema dos dias embarcados empregado o GeoGebra
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£} GeoGebra Classic

BN ClIPANE:
=) A N

@  #(x) = Se(0 < x < 100, 600x + 1000) * 000

@  g(x) = Se(0 < x < 100, 80Dx + 400) ° oo | SN0 AG) 27" (3, 2800)

@ IA = Intersecdo(f, g, (3 2800))' 1000

+ Salério B(x)
-1 0 1 2 3 4 5 3

-1000

Fonte: o autor
Resposta: Alternativa b, Jodo e Marcos ficaram embarcados por trés dias e receberam
R$ 2800,00 de salério.

Nota: Como o autor da questdo definiu a remuneracdo em dias, possivelmente a
representacdo grafica dos salarios seriam pontos colineares de abscissas inteiras, contudo nao

ha perda de generalidade junto a figura 08.

QUESTAO 02 (UNICAMP): Trés planos de telefonia celular sdo apresentados na
tabela abaixo.

PLANO CUSTO FIXO CUSTO ADICIONAL POR
MENSAL MINUTO

A R$ 35,00 R$ 0,50

B R$ 20,00 R$ 0,80

C 0 R$ 1,20

a) Qual é o plano mais vantajoso para alguém que utilize 25 minutos por més?

Resolucdo: Incialmente o custo dos planos A, B e C é modelado por meio da fungédo
afim f(x) = a-x+ b de acordo com o enunciado, ou seja, x dado em minutos e A(x),
B(x) e C(x) custos dados em reais.
A(x) =354+ 0,5x
B(x) =20+ 0,8x
C(x) =1,2x
Para alguém que utilize 25 minutos por més, 0s custos s&o:
A(x) =35+ 0,5x = A(25) =35+ 0,525 = A(25) = 47,50
B(x) =20 + 0,8x = B(25) = 20 + 0,8+ 25 = B(25) = 40,00
C(x) = 1,2x = C(25) = 1,225 = €(25) = 30,00
Resposta: Nessas condi¢des 0 plano mais vantajoso é o C.
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Resolucdo empregando o GeoGebra: Incialmente insira na janela de &lgebra a sintaxe
das trés fungbes afins em questdo. Na sequéncia ainda na janela de &lgebra escreva a sintaxe
das funcBes em questdo:

A(x) =354+ 0,5x
B(x) = 20+ 0,8x
C(x) =1,2x

Escreva ainda na janela de algebra x = 25.

Na sequéncia marque a segunda ferramenta da caixa de ferramentas. Clique em
Interseccéo entre dois objetos. J& na janela de visualizacdo clique naretax = 25 e na fungéo
que representa o plano A, novamente na reta x = 25 e na funcdo que representa o plano B
e finalmente clique na reta x = 25 e na funcdo que representa o plano C. Com esses passos
teremos as intersecdes das funcdes que representam os custos e da reta x = 25, mostrado
na figura 20, que de fato, é a solucédo desejada, mostrando que o plano mais vantajoso para
alguém que utiliza 25 minutosé o C.

Figura 20: Resolvendo o problema dos custos telefénicos empregando o GeoGebra

€2 GeoGebra Classic
PRSIl SIPANIES
; i
Bl A& K 60
@  f(x) =Se(0<x <100, 0.5% + 35)  °
@  g(x) = Se(0 < x < 100, 0.8x + 20) w0
(25,47 5)
@ h(x) = Se(0 < x £ 100, 1.2x)
@ ix-25 : » (25,40)
@ a-= Intersecdo(f, i)
PLANO (4)
© B- Intersegdo(g, i) : 20
@ c= Intersecgo(h, i)
© D= (7493 2017) 20 ®)
+
10
p{ano (©)
0 10 20 30 40 50

Fonte: Elaborando pelo autor.
Resposta: Nessas condi¢des o plano mais vantajoso é o C.

b) A partir de quantos minutos de uso mensal o plano A é mais vantajoso?
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Resolugdo: Mantendo o raciocinio segundo o item a) desta mesma questdo, para que o
plano A seja mais vantajoso, duas inequagdes serdo necessarias:

A(x) <B(x)=05x+35<08x+20=x>50
A(x) < C(x)=05x+35<12x =x>50

Resposta: Portanto as duas inequacgdes indicam que o plano A sera mais vantajoso para
alguém que utiliza mais que 50 minutos.

Resolucdo empregando o GeoGebra: Mantendo toda a configuragdo como no item a)
desta mesma questdo, marque o segundo item da janela de ferramentas clicando em Intersecédo
entre Dois Objetos, na sequéncia escolha duas das representacdes na janela de visualizacao e
clique em uma depois na outra. A solucdo serd dada por meio deste ponto de intersecdo
evidenciado na figura 21, a seguir.

Figura 21: Resolvendo o problema dos custos telefénicos empregando o GeoGebra — item b

€ GeoGebra Classic

R 004N 2 e
& NI i

@

! .A Ponto

@ I.“ Ponto em Objeto 35)
v vi

O / Vincular / Desvincular Ponto 20) (50, 60)

Q >( Intersecdo de Dois Objetos 50 (25,47:5)

i +* Ponto Médio ou Centro

.Z Namero Complexo

A i
N Otimizacao

w
=

F\," Raizes

C = Intersegdo(h, i) PLANO (B)

ID = Intersecdo(h, g, (50, 60)) I

+ 1@ @ © @ @

PLANO (C)
0 10 20 30 40 50 60 70 80

=10

Fonte: o autor
Resposta: Portanto as duas inequagdes indicam que o plano A serd mais vantajoso para
alguém que utiliza mais que 50 minutos.
Nota: Como o autor da questao definiu o custo das ligaces em funcéo da quantidade de
minutos utilizado, possivelmente a representacdo grafica dos salarios seriam pontos colineares

de abscissas inteiras, contudo ndo ha perda de generalidade junto a figura 40.
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5. FUNCOES QUADRATICAS

Neste capitulo apresentamos as funcdes reais de varidvel real quadraticas ou
simplesmente fun¢des quadraticas, podendo ainda ser chamada de funcBes polinomiais de
segundo grau, aplicado ao ensino médio. Iniciamos definindo func¢fes quadréticas, logo apds,
definimos parabola e a representacdo grafica das fun¢bes quadraticas. Seguimos trabalhando os
interceptos da representacdo grafica das funcbes quadraticas com 0s eixos cartesianos e
apresentamos um dispositivo pratico para a elaboracdo da representacdo grafica das funcoes
quadréticas.

Falamos ainda, sobre os coeficientes a, b e ¢ que estdo presentes na lei de formacéo das
funcdes quadréticas, bem como a funcionalidade de cada um deles na representacdo grafica das
funcBes quadraticas e finalmente abordamos os conceitos de imagem de uma funcdo quadratica
e estudamos o sinal da representacdo grafica das fungdes quadraticas e apresentamos uma
proposta para abordagem das fungbes quadraticas e resolucdo de situacGes-problemas,
relacionadas a fun¢des quadraticas, utilizando o software GeoGebra.

O conteudo deste capitulo que apresenta defini¢cdes, formulas e graficos de funcbes foi
baseado nas seguintes referéncias: (CUNHA, 2017), (GIOVANNI; BONJORNO, 2000),
(IEZZI; MURAKAMI, 1993), (IEZZI; MURAKAMI, 2013), (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI,
2013), (IEZZI; DOLCE; DEGENSZAIJN; PERIGO, 2005), (IEZZI; DOLCE; TEIXEIRA;
MACHADO; GOULART; CASTRO; MACHADO, 1990), (PAIVA, 2003) e (YOUSSEF,
2005).

5.1. Definicdo das Func¢des Quadraticas

Definimos uma fungdo quadraticas, também chamadas de fung¢Ges polinomiais do
segundo grau, como sendo a funcdo f em que sua lei de formagé&o é expressa por um polindmio
de grau dois, em outras palavras, para todo x do dominio, a imagem de x pela funcdo é f(x) =
ax>+b-x+c,coma€R,a+0,b€Rec e REmMsimbolos:

ffR->R
fxX)=a-x*+b-x+c

5.2. Representacdo Grafica da Fung¢do Quadratica

Inicialmente, definiremos parabola como sendo dado um ponto F no plano cartesiano e
uma reta r, respectivamente chamados de foco e diretriz, parabola é o conjunto dos pontos B

gue sdo equidistantes a diretriz e ao foco. Ainda sobre as parabolas a reta perpendicular a diretriz
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que passa pelo foco € chamado de eixo de simetria e a interse¢do entre o eixo de simetria e a
parabola é chamado vértice da parabola, denotado pela letra V, o vértice € o ponto médio do
segmento cujas extremidades séo o foco e a interse¢do do eixo com a diretriz. A distancia entre
o foco e a diretriz € chamada parametro, denotado pela letra P. Todos os elementos estdo

evidenciados na figura 22, a seguir.

Figura 22: Parabola e seus elementos

S
Eixo de Simetria K
N
T

a

................................... f esesvenet Parémetro P

ri g o 'IEI4 l

Fonte: o autor

A representacdo grafica da funcdo quadratica € uma curva, particularmente chamada
parabola. Fundamentalmente, o lugar geométrico dos pontos equidistantes a reta diretriz e ao
ponto foco forma a representacéo grafica da funcdo quadratica.

Mais adiante, faremos a construgdo da representacdo gréfica da fungdo quadratica, por
meio de seus pontos definidos como notaveis, que sdo as coordenadas dos interceptos com 0s

eixos cartesianos e a coordenada do vértice da parabola.

5.3. O Coeficiente a da Lei De Formacao das Fung¢des Quadraticas

A representacao grafica das funcdes quadraticas apresenta apenas dois comportamentos,
com relagdo a concavidade. Esse comportamento esta associado ao coeficiente a, como

evidenciado a seguir.
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Se a > 0 a concavidade da pardbola sera voltada para cima e, portanto, a fungéo
quadrética admitird um valor de minimo, chamado ponto de minimo que é o vértice da funcéo,

mostrado na figura 23, a seguir.

Figura 23: Parabola com a concavidade voltada para cima e vértice

Ily

CONCAVIDADE

VOLTADA

PARA CIMA

Vértice:
Ponto de minimo

(%5 V)

N -

Fonte: o autor

Se a < 0 a concavidade da parabola sera voltada para baixo e, portanto, a funcao
quadratica admitira um valor de méximo, chamado ponto de méximo que é o vértice da funcéo,

mostrado na figura 24, a seguir.

Figura 24: Parabola com a concavidade voltada para baixo e vértice
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ily

/TN ,

Vértice:
Ponto de maximo

(x5 )

CONCAVIDADE

VOLTADA

PARA BAIXO

\/

Fonte: o autor

5.4. Coordenadas do Vértice da Representagdo Grafica das Funcgodes

Quadraticas
Estudaremos analiticamente as funcfes quadraticas, para isso nos apropriaremos da
forma candnica daequacéo f(x) =a-x?+b-x+c,coma € Rea # 0,b € Rec € R. Para

chegarmos a forma can6nica, procederemos da seguinte forma:
Sendo f(x) =a-x*+b-x+c,coma€Rea#0,b€Rec€R, evidenciando a,

temos:
SR )

. . . b2 ~
. Adicionando e subtraindo o fator 2z No segundo membro da equacéo, temos:

fx)=a- x2+9x+b—2—b—2+£
a 4a2 4a? a

Evidenciando o quadrado perfeito no segundo membro temos:

(b PP b ¢
@ =a |+ frr i)~ (73|

b b2 . . b\2 -
O fator (x2 +-x +—) equivale ao quadrado perfeito (x +Z) , Substituindo na

4q2

equacdo, temos:
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el - (5-3)

;. - ~ T b?
Calculando o minimo multiplo comum a fracao algébrica (E — 2) obtemos:

b®> ¢ B b? — 4ac
402 a) 4q?

2 2_
Retomando a equagdo e substitui¢do de (4% — 2) por (b 4ac

4q2

b\* [(b%— 4ac
f(")”'[(“z) ‘<4—>l

Representando b? — 4ac como A (delta ou discriminante do trinémio do segundo grau),

), temos:

temos finalmente, a forma candnica:

Para a < 0, a fungéo quadratica f(x) =a-x*+b-x+c,coma € Rea#0,b €

R e ¢ € R, admite o valor maximo:

b
Xy = —%
A
Y = _E
2
Representando a fungéo quadratica na forma canonica f(x) = a - [(x + %) — % :

2
: . b A
valor de f(x) torna-se cada vez maior se a diferenca (x + Z) - mtornar-se cada vez menor.

., ) . , L. b \2
Quem varia ¢ x, deste modo, para que a diferenca seja menor é necessario que (x + Z) =

b b
O=2x=—-">=2x,=——.
2a 2a
Para o calculo do y, que é a imagem do x,, pela funcdo f(x) = a-x% + b - x + ¢, com
a€Rea#0,beReceR,assimtemos:
y = f(x,) =ax?+bx +c

Yo =a x,2+bx,+c
2

=a-(-55) +b-(-3)+
Yo =4 2a 2a) " €

b?  b?
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Yo
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b? 2b%? 4ac

2a 4a da

—b? + 4ac
4a

_ —(b* - 4ac)

4a
_ A
yv_ 4a

A

4a?

2a’

b\? A
x + —) ——, obtemos x,,
2a 4a

A partir da equacao a - [(
Para a > 0, a fungéo quadratica f(x) =a-x*+b-x+c,coma € Rea#0,b €

R e ¢ € R admite o valor minimo:

b
"2
A
W= g
« " o b\ A
Representando a funcdo quadratica na forma canénica f(x) = a - [(x + Z) — E] 0

2
. b A
valor de f(x) torna-se cada vez menor se a diferenca (x + Z) — tornar-se cada vez menor.

2
Quem varia é x, deste modo, para que a diferenca seja maior € necessario que (x + Z) =0=
x=—L oy =L
T 2a Xy = 2a’

Para o calculo do y, que é a imagem do x,, pela funcdo f(x) = a-x% + b x + ¢, com

a€Rea#0,beRec€R,assimtemos:
y=f(x,)=a-x*+b-x+c

Yo =a x,2+b x,+c

b\ b
vo=a(=gn) b (-55)+e
b? b?
}’v_a—% ¢

b? 2b?> 4ac
T34 4a " da

—b% + 4ac
W = 4q

—(b? — 4ac)
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A
yv_ 4a

2 A A
) ——| = ——, obtemos x,, = :
4a 4a 2a

A partir da equagéo a - [(x + Zia

A abscissa e ordenada do vértice sao:

(xv; yv) = ( Za; 4a

5.5. Intercepto da Representacao Grafica das Fungdes Quadraticas com

o Eixo X (Zeros ou Raizes)
Os valores x reais que fazem com a f(x) = 0, sdo 0s zeros ou raizes da fungdo

quadrética f(x) =a-x*+b-x+c,coma€Rea#0,b € Re c €R, representam ainda

0s interceptos com o eixo das abscissas.
Com efeito, obtemos os zeros das funcdes quadraticas, calculando as raizes da equacao

f(x) = 0, que é 0 mesmo que, usando a forma canénica.
2 s =
TN\ T2 4a?| B

Como a # 0 pela definicdo de funcbes quadraticas, temos:

(++5) -~ =0
a _x 2a 4a2__
(c+5) ~ 1] =
x 2a 4q2|
(c+5) =om

x 2a 4q?
LA

x 2a T .|4a?

b A

X —=i£

2a a

—b + VA

X =
2a
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O nGimero méaximo de raizes para a equagdo a - x> + b - x + ¢ = 0 é duas, bem como
pode ocorrer uma raiz (duas raizes com o mesmo valor) e ndo ocorrer raizes. A existéncia e o

numero de raizes é condicionados ao discriminante A. Sabemos que:

Se A< 0, entdo VA ¢ R e este fato implica em néo existir raizes para a equacgio
ax>+b-x+c=0.

Se A= 0, entdo VA=+0 =0 e este fato implica em existir duas raizes (de

mesmo valor) para a equagdo a-x% + b - x + ¢ = 0, que sio:
—b
2a

Se A> 0, entdo VA € R e este fato implica em existir duas raizes para a equacao

X1 = Xy =

a-x>+b-x+c=0,que sio:

—b++A
1= 2a

—b — A
¥2 = 2a

5.6. Intercepto da Representacao Grafica das Fungdes Quadraticas com
o Eixo ¥ (Coeficiente ¢ da Lei de Formacao das Fun¢des Quadraticas)

O valor y real, valendo x = 0 € o intercepto da representacdo grafica das funcdes
quadraticas com o eixo y. Para isso, temos f(x) =a-x?+b-x+c,coma € Rea # 0,b €
Rec € R,ex =0, segue que:

fxX)=a-x*+b-x+c
f(0)=a-0*+b-0+c
f(0)=c

Portanto, o coeficiente ¢ na lei de formagdo das fungdes quadraticas (x) =a-x? +b -
x+c,comaceRea+0, beER e c€eR, representa a ordenada do par ordenado que

determina o intercepto da representacéo grafica das fungdes quadraticas com o €ixo y.

5.7. Eixo de Simetria da Representacao Grafica das Fungdes
Quadraticas

Sabemos que a representacdo grafica das fungdes quadraticas € uma parabola, como foi
tratado no item 6.2. deste capitulo. Sabemos ainda que a parabola admite um eixo de simetria

que € uma reta imaginaria que passa pelo vértice da parabola que é perpendicular ao eixo x. O



64

comportamento da parébola € simétrico em relacdo ao eixo de simetria, como ilustrado na figura

25, a seguir.

Figura 25: Eixo de simetria da representacao grafica das funcfes quadraticas

Eixo de I

simetria |

| Eixo de \

: simetria N

| \

vl -

Fonte: o autor

5.8. Dispositivo Pratico Para a Constru¢ao da Representacao Grafica de
Func¢des Quadraticas

Os valores de a e do discriminante sdo decisivos para a confeccdo da representacao
grafica das funcdes quadraticas f(x) =a-x>+b-x+c,coma € Rea # 0,b € Rec € R.
Bem como, o vértice também é significativo na confeccdo do gréafico.

Inicialmente sabemos que a representacdo grafica das funcGes quadraticas é uma
. . . . . . b A .
parabola que admite um eixo de simetria com abscissa 5. @ ordenada i denominado o

vértice da parabola podendo ser ponto de minimo ou ponto de maximo. Sabemos também que
se a > 0 entdo, a representacdo grafica das fungdes quadraticas tem sua concavidade voltada
para cima e admitird um valor de minimo. Analogamente se a < 0 entdo, a representacao
gréafica das fungdes quadréticas tera sua concavidade voltada para baixo e admitird um valor de
maximo. Destacamos que as abscissas da parabola que tocam o eixo x, sdo os valores de x que
satisfazem a equacgdo a - x2 + b - x + ¢ = 0. A existéncia de raizes esta associada ao valor do
discriminante A. Combinando os valores do coeficiente a e do discriminante A seis séo as
possibilidades de representacdo grafica das funcbes quadraticas, mostrados na figura 26, a
sequir.
Figura 26: Representacdo grafica das combinac@es entre os valores do coeficiente a na lei de

formacao das funcdes quadraticas e o valor do discriminante A
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5.9. Imagem da Representagdo Grafica de uma Func¢dao Quadratica

RS

Eixo de
simetria

Fonte: o autor
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Se o coeficiente a > 0, entdo a representacédo da funcio quadratica f(x) = a-x2+ b -

Assim sendo, a imagem da representacdo grafica das fungdes quadraticas é todo y,

— %, mostrado na figura 27, a seguir.

Y., para todo y, do conjunto imagem da funcéo quadratica.

parabola. Como este ponto tem a menor ordenada em relacdo a todos as outros, segue que: y,,

x+c,coma€eERea+#0,b€ReceR admite um ponto de minimo, chamado vértice da

<

Figura 27: Imagem da representacao grafica das func¢@es quadraticas, com o coeficiente a > 0
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Conjunto
Imagem

v

Fonte: o autor
Se o coeficiente a < 0, entdo a representacdo da funcdo quadratica f(x) = a-x2+ b -
x+c,comaeRea=+#0,beReceR admite um ponto de maximo, chamado Vvértice da
parabola. Como este ponto tem a maior ordenada em relacéo a todos as outros, segue que: y,, =
¥, para todo y, do conjunto imagem da funcdo quadratica.

Assim sendo, a imagem da representacdo grafica das fungdes quadraticas € todo y, <

- ﬁ, mostrado na figura 28, a seguir.

Figura 28: Imagem da representacéo grafica das func¢des quadraticas, com o coeficiente a < 0

[ 4a

Conjunto ——
Imagem

Blof o= -

Fonte: o autor
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5.10. Estudo do Sinal da Representagdo Grafica de uma Funcao
Quadratica

Estudar o sinal de funcdo significa verificar o(s) intervalo(s) real(is) onde a
representacdo grafica de uma funcdo quadratica ocupa a parte positiva e a parte negativa
considerando o eixo y. Neste contexto, trés casos séo evidenciados.

1° caso: quando A< 0 a representacéo grafica da funcdo quadratica f(x) = a-x*>+ b -
x+c,coma€Rea+#0,b € Rec € Rno admite raizes reais e a parabola ndo toca o eixo

x, mostrado na figura 29, a seguir.

Figura 29: Estudo da representacéo gréafica das funcbes quadréticas

axl

Fonte: o autor

Para todo x do dominio (x € R), verificamos que:

Se a > 0 entao, f(x) > 0.

Se a < 0entao, f(x) <0.

2° caso: quando A = 0 a representacéo grafica da fungdo quadratica f(x) = a-x2+ b -
x+c,coma€eRea=+#0,beReceR admite duas raizes reais x; = x,. Assim sendo a

parabola toca o eixo x em apenas um ponto, mostrado na figura 30, a seguir.

Figura 30: Estudo da representacdo gréafica das funcbes quadraticas quando A= 0
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a<0

Xy =X X

v
v

Xy =X

a=>0

Fonte: o autor

Sea > 0, paratodo x € |—o; x4], verificamos que: f(x) > 0.

Sea >0, x = x; e x = xy, verificamos que: f(x) = 0.

Sea > 0, paratodo x € ]|x, ; +oof, verificamos que: f(x) > 0.

Sea < 0, paratodo x € |—o; x4], verificamos que: f(x) < 0.

Sea <0, x =x; ex = xy, verificamos que: f(x) = 0.

Se a < 0, paratodo x € ]|x, ; +oof, verificamos que: f(x) < 0.

3° caso: quando A > 0 a representacdo grafica da fungdo quadratica f(x) = a-x2+ b -
x+c,coma€Rea=#=0,b€Rece R admite duas raizes reais distintas, x; € x,. Assim
sendo a representacdo grafica da funcdo quadréatica toca o eixo x em dois pontos, mostrado na

figura 31, a seguir.

Figura 31: Estudo da representacdo gréafica das funcbes quadréaticas quando A > 0

Fonte: o autor
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Sea > 0, paratodo x € |—o; x4], verificamos que: f(x) > 0.
Sea > 0, paratodo x € |x; ; x,[, , verificamos que: f(x) < 0.
Se a > 0, paratodo x € |x, ; +oo[, verificamos que: f(x) > 0.

]

]

]
Se a < 0, paratodo x € |—o; x;[, verificamos que: f(x) < 0.
Se a < 0, paratodo x € |x; ; x,[, , verificamos que: f(x) > 0.
]

Se a < 0, paratodo x € |x, ; +oo[, verificamos que: f(x) < 0.

5.11. Capacitacao: o Ensino de Fung¢des Quadraticas Empregando o

GeoGebra

Inicialmente defina parabola como sendo dado um ponto F no plano cartesiano e uma
reta r, respectivamente chamados de foco e diretriz, parabola é o conjunto dos pontos P que
sdo equidistantes a diretriz e ao foco. Ainda sobre as parabolas a reta perpendicular a diretriz
que passa pelo foco € chamado de eixo de simetria e a intersecdo entre o eixo de simetria e a
parabola é chamado vértice da pardbola, o vértice € o ponto médio do segmento cujas
extremidades sdo o foco e a intersecdo do eixo com a diretriz. Todos os elementos estdo

evidenciados na figura 32, a seguir.

Figura 32: Parabola e seus elementos

Eixo de Simetria

Parametro P

l

17
—

Fonte: o autor

Neste momento, elabore uma pardbola junto ao GeoGebra seguindo 0s passos:
incialmente crie um ponto na janela de visualiza¢do e dé nome “Foco” ao ponto. Na sequéncia
crie uma reta que nao contenha o ponto “Foco”. Ainda sobre a reta, dé nome “Diretriz” a reta
criada. Clique no segundo icone da caixa de ferramentas e marque a ferramenta Ponto em

Obijeto, para criar um ponto sobre a reta Diretriz. Na sequéncia clique no quarto icone da caixa
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de ferramentas e marque a ferramenta Mediatriz, continuando, na caixa de ferramentas clique
no ponto Foco e no ponto sobre a reta criado anteriormente, obtendo a mediatriz entre os dois
pontos. Configure a reta mediatriz criada anteriormente com uma cor clara e marque, ainda
junto as configurages, a op¢do Exibir Rastro. Na sequéncia anime a reta mediatriz criada. Com
reta mediatriz animada, clique no sétimo icone da caixa de ferramentas e marque a ferramenta

Parabola, como mostrado na figura 33, a seguir.

Figura 33: Parabola e seus elementos

EIXO

Foco
[ ]

Diretriz

Fonte: o autor

Para o estudo dos parametros que norteiam a familia de fung¢bes quadraticas, bem como
a sintaxe das funcdes quadraticas, elabore trés comandos deslizantes, associados as variaveis a,
b e c. Para isso, siga passos analogos aos descritos no estudo das familias das funcdes afins
para a criacdo dos controles deslizantes associados as variaveis a € b.

Temos entéo, as bases necessarias para desenvolver a sintaxe das fungdes quadraticas:
gx)=a-x*+b-x+c.

Faca entdo a animacao desejada. Na caixa de entrada do GeoGebra digite a sintaxe das

funcdes afins g(x) = a- x? + b - x + ¢ e clique em enter, mostrado na figura 34, a seguir.

Figura 34: Sintaxe das fun¢des quadraticas junto ao GeoGebra
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Fonte: o autor

Antes de animar, determine a intersec¢do do grafico das fungdes quadraticas com o eixo
das ordenadas, isso facilitara a identificacdo do parametro c¢ e sua funcionalidade. Para isso,
proceda como nas familias das fun¢des afins quando determinou a intersecao da reta com o eixo
das ordenadas. Seguindo a construcdo anime o parametro a da sintaxe das funcdes quadraticas.

A partir dessa animacéo, percebe-se entdo a funcionalidade do parametro a na familia
das funcdes quadraticas. De fato, o parametro a na familia das funcbes quadraticas determina
se a concavidade ficara voltada para baixo ou para cima.

Siga passos analogos a animacdo do comando deslizante associado ao parametro a, pare
sua animacdo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro b, dada a
representacdo grafica das funcdes quadraticas. De fato, o parametro b na familia das funcdes
quadraticas determina se a interseccdo da representacao grafica das funcGes quadraticas com o
eixo das ordenadas, se da em sua parte decrescente, exatamente no vértice ou na parte crescente.

Seguindo passos analogos a animacgdo do comando deslizante associado ao parametro
b, pararemos sua animacdo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do
parametro c, dada a representacdo grafica das funcdes quadraticas. Para isso, animaremos 0
parametro c. De fato, o parametro ¢ na familia das funcGes quadraticas determina se a
interseccdo da representacdo grafica das funcdes quadraticas com o eixo das ordenadas, se dara

em sua parte negativa, nula ou positiva.

5.12. Resolvendo Situacgdes-Problemas Sobre Fung¢des Quadraticas
Utilizando o GeoGebra
QUESTAO 03 (EXPCEX — AMAM - 2014): Uma industria produz mensalmente x

lotes de um produto. O valor mensal resultante da venda deste produto é V(x) = 3x2 — 12x e

o custo mensal da producéo é dado por C(x) = 5x% — 40x — 40. Sabendo que o lucro ¢ obtido
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pela diferenga entre o valor resultante das vendas e o custo da producéo, entdo o numero de
lotes mensais que essa industria deve vender para obter lucro maximo é igual a:

a) 4 lotes.

b) 5 lotes.

c) 6 lotes.

d) 7 lotes.

e) 8lotes.

Resolucdo: Incialmente considere o enunciado e chegue a funcéo lucro L definida por:
Lx)=V(x)—C(x)
Simplifique a expressao:
Lx)=V(x)—C(x)
L(x) = 3x%2 —12x — (5x2% — 40x — 40)
L(x) = 3x? —12x — 5x2 + 40x + 40
L(x) = —2x% + 28x + 40

Como o coeficiente a = —2 < 0 da funcdo lucro, segue essa pardbola tem sua

. . . P . b
concavidade voltada para baixo, logo, admite um ponto de méximo de abscissa x,, = —5. @

A
ordenada y,, = — "

Determine o valor da abscissa do ponto de maximo para ter a solucdo para o problema
proposto.

b 28 28 28
xv=—%=>xv=—m=>xv=—_—4=>xv=—_—:xv=7

Resposta: Alternativa d, portanto, diante do enunciado, a indudstria teve seu lucro
méaximo com a venda de 7 lotes.

Resolucdo com o GeoGebra: Inicialmente na janela de algebra digite a sintaxe da funcéo
venda e clique em enter. Na sequéncia digite a sintaxe da fung&o custo, clique em enter também,
e por fim, ainda na janela de algebra digite a sintaxe da funcdo lucro, que pelo enunciado é
definida pela diferenca entre a sintaxe da funcdo venda e a sintaxe da fungéo custo, clique em
enter. Na janela de visualizacdo esta exposto a representacdo grafica das trés fungdes (um pouco
carregado de informagGes, contudo volte a atengdo a janela de algebra). Clique agora na
segunda ferramenta da caixa de ferramentas, marque a opg¢do Otimizagdo e clique na

representacdo grafica da funcao lucro, na janela de visualizagéo.
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Com isso, 0o ponto de méaximo fica evidenciado, clique o sobre ele e solicite, nas
configuracdes, exibir nome e valor. Com isso a solugdo fica evidenciada na janela de

visualizacdo, como mostrado na figura 35, a seguir.

Figura 35: Resolucdo com o0 GeoGebra do problema da quantidade de lotes vendidos para

maximizar lucros

€} GeoGebra Classic

A0 04N

i
C @

E] A N ‘T’ ‘
Q@ v =32-12 : 14 A= (7,138)
@  C(x) =5 - 40x - 40 : 12 \
@ L(x=V(x-CKx ¢ o
A = Extremo (L) .
+ B
40

20

20 0 U 20 10 50

—20)

Fonte: o autor
Ficando evidente a abscissa (e também a ordenada, caso fosse proposto) do vértice da
parabola.
Resposta: Alternativa d, portanto, diante do enunciado, a industria teve seu lucro
méaximo com a venda de 7 lotes.
QUESTAO 04 (PUC — RJ): O niimero de pontos de interseccdo das duas parabolas
y=xley=2x*-1¢
a) 0.
b)
c)

d)

W N

e)

Resolucdo: Para saber o numero de pontos de interseccdo entre as pardbolas, basta
iguala-las. Logo, faca:

2x% —1 = x?
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2x%> —x%? =1

x?2=1
Jx2 =1
lx| =1
x==1

Resposta: Alternativa c, portanto, o nimero de pontos de intersec¢do entre as parabolas
é 2.

Resolucdo empregando o GeoGebra: Inicialmente na janela de algebra digite a sintaxe
da primeira parabola que é x? e tecle enter. Na sequéncia digite a sintaxe da segunda parabola
que é 2x2 — 1 e tecle enter. Imediatamente as representacdes graficas sdo exibidas na janela de
visualizacdo. Visualmente ja se tem a resposta, contudo, clique no segundo icone da caixa de
ferramentas e marque a opcdo Intersecdo de Dois Objetos, na sequéncia na janela de
visualizacdo, clique sobre a representacdo grafica de x? e de 2x? — 1. Automaticamente sera
exibido dois pontos de intersecdo, mostrado na figura 36, a seguir.

Figura 36: Resolugdo com 0 GeoGebra do problema da intersecao entre duas parabolas

(:} GeoGebra Classic
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\
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Fonte: o autor
Resposta: Alternativa c, portanto, 0 nimero de pontos de intersec¢do entre as parabolas
é 2.
QUESTAO 05 (FGV): O lucro mensal de uma empresa é dado por L = —x? + 30x —
5, onde x é a quantidade mensal vendida.

a) Qual é o lucro mensal maximo possivel?
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Resolucédo: Considere o enunciado e funcdo quadratica dada por L = —x? + 30x — 5
sendo o lucro. Segue que a = —1 < 0 implica uma parabola com concavidade voltada para

baixo, ou seja, a funcdo admite um ponto de maximo. A abscissa desse ponto de méximo, x,, =

b . . .. ~ s .
— 5. fepresenta a quantidade mensal vendida que maximiza os lucros, mas nao é o desejado.

Lo A , . . .
A ordenada desse ponto de maximo, y,, = — o fepresenta o lucro méximo, ou seja, a imagem

da quantidade mensal vendida que maximiza os lucros. Logo, o calculo para o lucro maximo é:

A (302 —4(=1)(-9))
yv—_aﬁyv—_ 4(—1)

Resposta: Portanto, o lucro maximo possivel € 220,00 unidades monetarias.

=y, =220

Resolucdo empregando o GeoGebra: Inicialmente na janela de algebra digite a sintaxe
da funcdo que representa o lucro L(x) = —x? + 30x — 5 e tecle enter, isso fard com que a
representacdo grafica da funcédo lucro é exibida na janela de visualizagdo. Na sequéncia clique
no segundo icone da caixa de ferramentas e marque a ferramenta Otimizacdo, por fim, clique
na representacdo grafica da funcéo lucro. Esses passos sdo suficientes para que a resposta seja

exibida, como na figura 37, a seguir.

Figura 37: Resolucdo com o GeoGebra do problema do lucro méximo de uma empresa
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Fonte: o autor
Resposta: Portanto, o lucro méaximo possivel é 220,00 unidades monetérias.

b) Entre quais valores deve variar x para que o lucro mensal seja no minimo igual a 195?

Resolucdo: Para saber quais valores deve variar x para que o lucro mensal seja no
minimo igual a 195, faca:
—x?+30x —5 <195
—x2+30x—200<0
Esta inequacéo polinomial do segundo grau representa uma parabola com a concavidade
voltada para baixo, sua solucéo se d&, por meio da determinacdo de suas raizes e o intervalo
que interessara sera o intervalo entre as raizes.

Para o célculo das raizes, faca:

bt Vb2 — 4ac
X = 2a
_ =30 ++/30% — 4(—1)(—200)
x= 2(-1)

X1=10
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X2 == 20
A resposta fica evidente junto a figura 38, com o estudo do sinal da pardbolay = —x? +

30x — 200.
Figura 38: Estudo do sinal da parabolay = —x? + 30x — 200

Fonte: o autor

Resposta: Portanto, deve variar x entre os valores 10 e 20, para que o lucro mensal seja
no minimo igual a 195.

Resolucdo empregando o GeoGebra: Inicialmente na janela de algebra digite a sintaxe
da funcdo lucro e tecle enter. Na sequéncia, ainda na janela de algebra, digite a sintaxe da funcédo
y = 195 e tecle enter. Imediatamente as representacdes graficas sdo exibidas na janela de
visualizacdo. Visualmente ja se tem a resposta, contudo, clique no segundo icone da caixa de
ferramentas e marque a opcdo Intersecdo de Dois Objetos, na sequéncia na janela de
visualizagdo, clique sobre a representacdo gréafica das duas funcdes. Automaticamente sera
exibido dois pontos de intersecédo, entre esses dois pontos esta a solucdo desejada. Para tornar
ainda mais evidente, digite na janela de algebra a seguinte sintaxe: funcdo(—x? + 30x —
5,10,20). Com isso, sera exibida uma nova funcéo, sobre a antiga, apenas no intervalo desejado

como exposto na figura 39, a sequir.
Figura 39: Resolucdo com o GeoGebra do problema do lucro de uma empresa, com no minimo

determinado valor
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B = (20, 195)
A =(10,195)

—-20-10
-10

10 20 ’0405050'

Resposta: Portanto, deve variar x entre os valores 10 e 20, para que o lucro mensal seja

no minimo igual a 195.
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6. FUNCOES MODULARES

Neste capitulo apresentamos as fungdes reais de varidvel real modulares ou apenas
funcGes modulares, aplicado ao ensino médio. Iniciamos com o conceito de médulo, também
chamado de valor absoluto e algumas propriedades decorrentes. Na sequéncia definimos
funcdes modulares e apresentamos sua representacao gréfica.

Falamos ainda, sobre translacdo vertical, translagdo horizontal e translacédo vertical e
horizontal da representacdo grafica das funcdes modulares e apresentamos uma proposta para
abordagem das func¢des modulares e resolucéo de situagOes-problemas, relacionadas a func¢oes
modulares, utilizando o software GeoGebra, finalizando o capitulo.

O conteudo deste capitulo que apresenta defini¢des, formulas e graficos de funcbes foi
baseado nas seguintes referéncias: (CUNHA, 2017), (GIOVANNI; BONJORNO, 2000),
(IEZZI; MURAKAMI, 1993), (IEZZ1; MURAKAMI, 2013), (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI,
2013), (IEZZI; DOLCE; DEGENSZAJN; PERIGO, 2005), (IEZZI; DOLCE; TEIXEIRA;
MACHADO; GOULART; CASTRO; MACHADO, 1990), (PAIVA, 2003) e (YOUSSEF,
2005).

6.1. M6dulo ou Valor Absoluto de um Numero Real

Definimos modulo ou valor absoluto de um ndmero real, geometricamente, como a
distancia desse nimero a origem dos nUmeros reais, ou seja, representa a distancia desse nimero
ao zero na reta orientada de numeros reais. Algébrica 0 médulo de um ndmero real x, €
representado por |x/|, e a sequinte definicédo é valida:

le_{—x, x<0
X, x=0

Por exemplo, |-5| = 5, pois —5 esta 5 unidades a esquerda do zero e |7| = 7, pois 0 7
estd 7 unidades a direita do zero.
Para x € R e x < 0, segue que |x| = —x e representamos esse comportamento no

gréfico cartesiano, conforme a figura 40, a seguir.

Figura 40: A representacdo gréafica no plano cartesiano de |x|, parax ERe x <0
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Fonte: o autor

Parax € Re x > 0, segue que |x| = x e representamos esse comportamento no grafico
cartesiano, conforme a figura 41, a seguir.

Figura 41: A representacao gréafica no plano cartesiano de |x|, parax e Rex > 0

4y

Fonte: o autor
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6.2. Propriedades dos Médulos de Numeros Reais

Ao tratarmos do assunto mddulo de nimeros reais, algumas propriedades séo
verificadas, de modo que possam auxiliar na resolucao de situagdes-problemas. Dado um a €
R,a > 0,x € Ren € R, as seguintes propriedades sao validas:

. |x]|=0 ox=0;

. |x|=>0VxE€ER;
xX=a
M. |x|:a:>{ ou ;
X =-a
XxX=a
V. x| =|al :>{ ou ;
X =-a
V. |x|=|-x|Vx€ER;
VI. - x-al = [x]-]al;
v =B
a |a|
VI Vx2 = |x|;
X.  |x|?™ = |x2*| = x2™,

6.3. Fungdes Modulares

Denominamos fung¢bes modulares como a funcdo real de variavel real que apresenta
modulo na variavel em sua lei de formacdo. A mais tradicional das funges modulares é f: R —
R expressa pela lei de formagéo f(x) = |x|. De acordo com a lei de formagéo dessa funcéo
modular, cada elemento é associado ao seu valor absoluto.

Definimos algebricamente a mais tradicional dentre as fungdes modulares, como:

fR->R

—X, x <0
fe=k={"" T3,

O dominio é 0 R, bem como conjunto imagem R e o contradominio também é o R.

6.4. Representacao Grafica das Fun¢ées Modulares

A representacdo grafica da funcdo modular preserva as propriedades do maodulo
aplicado aos numeros reais. Para construirmos a representacédo grafica de uma funcdo modular,
estudamos a expresséo algébrica na lei de formacao, definindo-a por meio de varias sentencas
em intervalos distintos e ao final esbogamos no plano cartesiano o que foi determinado por meio

das vérias sentencas em intervalos distintos, como mostrado na figura 42, a seguir.
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—-x, x<0

Figura 42: A representacdo grafica da fungdo modular f(x) = |x| = { . x>0

Fonte: o autor

6.5. Translacdo Vertical da Representacdo Grafica das Funcdes

Modulares

Definimos translacdo vertical da representacdo gréfica das funcdes modulares como o
retrocesso ou avancgo vertical (movimento de descida ou subida) da representacdo grafica da

—x, x<0
x, x =0

mais tradicional das fun¢des modulares definida por f: R - R, f(x) = |x| = {

Assim, a partir da lei de formagdo da funcdo modular f(x) = |x|, com o translado
vertical da representacdo grafica das funcbes modulares chegamos a uma nova familia de
fungdes modulares como g(x) = f(x) + k,comk € Re k # 0. A constante com k € R, k #
0, é responsavel pelo translado vertical, ou seja, a representacao gréfica da funcdo modular g é
congruente a representacao grafica da funcdo modular f, contudo transladada | k| unidades para

baixo se e k < 0 ou |k| unidades para cima se k > 0, como mostrado na figura 43, a seguir:

Figura 43: O translado vertical da representacdo gréafica das fungdes modulares a partir da

representacéo grafica de f(x) = |x|
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g2(x) =flx)+ k

ga(x)=f(x)—k

Fonte: o autor

6.6. Translacdo Horizontal da Representacdo Grafica das Funcgodes
Modulares

Definimos translacéo horizontal da representacdo grafica das funcbes modulares como

0 retrocesso ou avanco horizontal (movimento a esquerda ou a direita) da representacéo grafica

—x, x <0
x, x=0

da mais tradicional das fungdes modulares definida por f: R - R, f(x) = |x| = {

Assim, a partir da lei de formacdo da funcdo modularf(x) = |x|, com o translado
horizontal da representacédo grafica das fun¢bes modulares chegamos a uma nova familia de
funcdes modulares como h(x) = f(x + z),comz € Re z # 0. A constante com z € R, k #
0, é responsavel pelo translado horizontal, ou seja, a representacao grafica da fungdo modular
h é congruente a representacao grafica da funcdo modular f, contudo transladada |z| unidades

a esquerda se z > 0 ou |z| unidades a direita se z < 0, como mostrado na figura 44, a seguir:

Figura 44: O translado horizontal da representacao grafica das fungdes modulares a partir da

representacao grafica de f(x) = |x|
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hy(x) = f(x + 2) hy(x) = f(x'—z)
fx) = x| x

Fonte: o autor

6.7. Translacdao Vertical e Horizontal da Representacao Grafica das
Fung¢des Modulares

Definimos translacdo vertical e horizontal da representacdo grafica das funcgdes
modulares quando ocorrem ao mesmo tempo a translacdo vertical e a translacdo horizontal da
representacdo grafica da mais tradicional das funcdes modulares definidapor f: R - R, f(x) =

|xl_{—x,x<0
x, x=0

Assim, a partir da fungdo modular f(x) = |x|, com o translado vertical e horizontal da
representacdo grafica das funcBes modulares chegamos a uma nova familia de fungdes
modulares como j(x) = f(x +z) + k,com z,k € R, z # 0 e k # 0. As constantes z, k € R,
z+ 0 e k+ 0, sdo respectivamente responsaveis pelo translado horizontal, movimento a
esquerda se z > 0 ou a direita se z < 0 e pelo translado vertical, movimento de descida se k <

0 ou movimento de subida se k > 0, como mostrado na figura 45, a seguir.

Figura 45: O translado vertical e horizontal da representacdo grafica das fungdes modulares a

partir da representacéo gréafica de f(x) = |x|
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ji(x)=flx+2)+Ek

jax) =flx+z)— k Jax)=flx—z)—k

Fonte: o autor

6.8. Capacitacao: o Ensino de Fung¢des Modulares Empregando o
GeoGebra

De inicio, como feito anteriormente, crie trés controles deslizantes a, b e c, pois eles
serdo necessarios a sintaxe das fungdes modulares. Na sequéncia desenvolva a sintaxe das
funcBGes modulares e investigue a funcionalidade de seus pardmetros. Para isso, no campo de

entrada escreveremos h(x) = a - |x + b| + ¢, como na figura 46, a seguir.

Figura 46: Escrevendo a sintaxe das fun¢@es modulares no software GeoGebra
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Fonte: o autor

Seguindo a construcdo serdo investigados padr@es e regularidades sobre o parametro a
animando-o. A partir dessa animacao verifica-se a funcionalidade do parametro a na familia
das fungdes modulares. De fato, o parametro a na familia das fun¢cdes modulares determina se
a abertura da representacdo grafica das fungdes modulares estard voltada para baixo ou para
cima.

Seguindo passos analogos a animacéo do controle deslizante associado ao parametro a,
pare sua animacao. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro b, dada
a representacdo grafica das funcdes quadraticas. Para isso, anime o controle deslizante
vinculado ao parametro c. A partir dessa animacdo verifica-se a funcionalidade do parametro b
na familia das funcGes modulares. De fato, o parametro b na familia das fun¢6es modulares
determina o translado horizontal da representacdo grafica das funces.

Seguindo passos analogos a animacéao do controle deslizante associado ao parametro b,
pare sua animacdo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro c, dada
a representacdo gréafica das fungdes quadraticas. Para isso, anime o controle deslizante
vinculado ao pardmetro c. A partir dessa animagdo, verifica-se a funcionalidade do pardmetro
¢ na familia das funcdes modulares. De fato, o parametro ¢ na familia das fungdes modulares

determina o translado vertical da representacdo grafica das funcdes.

6.9. Resolvendo Situacdes-Problemas Sobre Fung¢des Modulares

Utilizando o GeoGebra

QUESTAO 06 (UFRJ — 1999): Uma empresa teve seu lucro diario L dado pela funcéo:
L(x) =50-(]x —100] + |x — 200])
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Onde x = 1;2; 3; 4; ...; 363; 364; 365 correspondente a cada dia do ano e L é dado em
reais.
Determine em que dias (x) do ano o lucro foi de R$ 10 000,00.
Resolucéo: Para se ter um lucro de R$ 10 000,00 é necessario que:
L(x) = 10 000
50 - (Jx —100| + |x — 200]) = 10 000
|x —100| + [x — 200| = 200
Uma equacdo modular que envolva varios médulos, sua resolucdo requer o estudo de
todos os médulos envolvidos. Para isso, faca:
f(x) = |x—100] + |x — 200|

h(x) = 200
m(x) = |x — 100|
n(x) = |x — 200]|

Para compor f(x) = m(x) + n(x) € necessario estudar minuciosamente m(x) e n(x), da

seguinte maneira:

—(x—100), (x—100) <0 _ {—x + 100, x <100
+(x —100), (x—100) =0 x—100, x =100

() = {—x +100, x<100
~ lx — 100, x > 100

—(x—200), (x—200)<0 _ {—X + 200, x < 200
+(x—200), (x—200)=0 x—200, x = 200

h(x) = {—x +200, x<200
~ lx — 200, x > 200

Feito o estudo algébrico de m(x) e n(x), faca o quadro, como na figura 47, com 0s

m(x) = |x — 100| ={

n(x) = |x — 200| ={

valores e expressdes obtidas.

Figura 47: Quadro com intervalos modulares, para solucéo da questdo associada ao lucro diario

100 200
———————— e R s fll el
m(x) : —x+100 : x—100 : x — 100
________ e
1 1 1
n(x) 1 —x + 200 1 —x + 200 1 x — 200
1 | 1
""""" T 00T Ca T 2007 o= 1007475 720007 T T 1000 2000
_ | =—x+100—-x+200= | =x-100-x+200= | =x—100+x—200=
FG =m0 +nlx) ——2x+300 =100 —2x- 300
. J\ VAN
Y ! Y
Intervalo I Intervalo IT Intervalo 111

Fonte: autor

Logo, f(x) = m(x) + n(x), fica definida da seguinte maneira:
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—2x + 300; x < 100
f(x) =] 100; 100 <x < 200
2x — 300; x > 200

Retomando a equacao, faca:
|x —100] + |x — 200| = 200
f(x) = g(x)
Para isso € necessario igualar os intervalos de f(x), pois f(x) é uma funcéao definida por
uma tripla sentenca, a g(x) que por sua vez ¢ uma fungdo constante, diante disso, faca:
I.  Intervaloreal | {x € R, tal que,x < 100}:
f(x) = g(x) - —2x+ 300 =200 - —2x = —100 - x = 50

Il. Intervaloreal Il {x € R, tal que, 100 < x < 200}:
f(x) = g(x) > 100 = 200 > x = ¢

Il Intervalo real Ill {x € IR, tal que,x = 200}:

f(x) = g(x) - 2x — 300 = 200 - 2x = 500 - x = 250

Resposta: Os dias (x) do ano em que o lucro foi de R$ 10 000,00, foramx = 50ex =
250.

Resolucdo empregando o GeoGebra: Para se ter um lucro de R$ 10 000,00 é necessario
que:

L(x) = 10 000
50 - (|x — 100] 4 |x — 200]) = 10 000

Para a solugéo junto ao GeoGebra, faga:

Inicialmente digite na janela de algebra a sintaxe da funcdo lucro que é L(x) =
funcao(50 - (Jx —100| + |x — 200]), 1,365) e clique em enter, o que correspondera a funcao
lucro no intervalo de 1 < x < 365. Ainda na janela de algebra, digite a sintaxe f(x) = Se(x >
0,10000) e clique em enter. Com isso, sera exibida a representacdo grafica das duas fungdes
na janela de visualizagdo. Agora, na caixa de ferramentas clique no segundo icone marcando a
opcéo Intersecdo de Dois Objetos, na sequéncia clique na funcéo L e depois na funcéo f. Repita
0S passos para que os dois pontos de interse¢do sejam obtidos. A resposta sera apresentada na

janela de algebra e também na janela de visualizagdo como na figura 48, a seguir.

Figura 48: Solucéo de um problema de fungdo modulares associado a lucros com o GeoGebra
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Fonte: o autor

Resposta: Os dias (x) do ano o lucro foi de R$ 10 000,00, foram x = 50 e x = 250.

Nota: Como o autor da questdo definiu o lucro em dias, a representacgao grafica do lucro
é dada por pontos colineares de abscissas inteiras no intervalo [1; 2; 3; ...; 364; 365], contudo
ndo héa perda de generalidade junto a figura 48.

QUESTAO 07 (UERJ - 2001): O volume de 4gua em um tanque varia com o tempo
de acordo com a seguinte equacao:

V=10-|4—2t—|2t— 6|, teR,

Nela, V é o volume medido, em m?3, ap6s t horas, contadas a partir de 8h de uma manha.
Determine os horarios inicial e final dessa manha em que o volume permanece constante.

Resolucdo: Para determinar o horario em que o volume permaneceu constante, rearranje
a funcdo, estudando os seus médulos.

SejamV = 10 — |4 — 2t| — |2t — 6], m(x) = |4 — 2t| e n(x) = |2t — 6|, desta forma

V=10 -m(x) — n(x)
Neste momento, estude m(x) e n(x).

a4 =20; (4—-20<0_ (442t —2t<—4_(2t—4t>2
m(x) = |4 = 2d _{+(4—2t); (4—2t)20_{4—2t; —2t> —4 _{—2t+4; t<2

Neste caso, pelo fato de o enunciado trata da variavel t como sendo tempo segue que

uma alteracdo sera necessaria na expressao que define m(x).

m(x)_{ 2t—4:t> 2
Tl-2t+4,0< <2

_ _(—(2t=6); (2t—6)<0 _(—2t+6; 2t<6 (—2t+6; t<3
n(x) = |2t 6|—{+(2t_6); (2t—6)20_{2t—6; =612t 6 t>3

Novamente, neste caso, pelo fato de o enunciado trata da variavel t como sendo tempo
segue que uma alteracdo serd necessaria na expressdo que define n(x).

()_{—2t+6;0< t<3
MX)=1 2t—6; t>3
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Feito o estudo algébrico de m(x) e n(x), cria-se um quadro com os valores e expressées

obtidas, destacado na figura 49, a seguir.

Figura 49: Quadro com intervalos modulares, para solugdo da questao associada ao volume

0 2 3
———————— e ety B
m(x) : _2t+4 : 2t — 4 : 2t— 4
________ 1
[ [ |
n(x) I —2t+6 I —2t+6 | 2t—6
[ I |
________ ITo - (2 D (2761102t 4 (2ii6)=T 102t 4 @26 ="
V=10—m)—n@) | =10+26-4+2t-6= | =10-2t+4+20-6= | =10-20+4-2t+6=
=4t -8 . ——4t+20
| AN I\ J
Y ' Y ! Y
Intervalo reall Intervalo real I Intervalo real I

{teR, talque,0 <t =<2} (teRy talque2<t<3} {t€ Ry talquei=3}

Fonte: o autor

Finalmente chegue a seguinte definicdo para o volume:

4¢; 0t
V =18; 2<t<3
—4t + 20; t>3

Observando-se a expressao que define V, conclui-se que V = 8 é constantee 2 < t < 3.
Contudo, pelo enunciado da questdo, t foi contabilizado ap6s as 8h, diante disso o intervalo
2 < t < 3, fica definido, da seguinte maneira:

24+48<t<3+8-10<t< 11

Resposta: O volume, diante das condi¢Ges impostas pelo enunciado, permaneceu
constante das 10: 00 as 11: 00 horas.

Resolucdo empregando o GeoGebra: Incialmente na janela de algebra digite a sintaxe
da funcdo volume, segundo o enunciado, substituindo a varavel t por x. Com isso, sera exibido
na janela de visualizacdo a representacdo grafica do comportamento do volume. Visualmente

ja é sabido o intervalo em que o volume permaneceu constante, conforme a figura 50, a seguir.

Figura 50: Solu¢éo de um problema de fun¢do modulares associado ao volume com o0 GeoGebra
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Fonte: o autor

Observando-se a expressao que define V, conclui-se que V = 8 é constantee 2 < t < 3.
Contudo, pelo enunciado da questéo, t foi contabilizado ap6s as 8h, diante disso o intervalo
2 < t < 3, fica definido, da seguinte maneira:

24+48<t<3+8-10<t< 11

Resposta: O volume, diante das condi¢Ges impostas pelo enunciado, permaneceu
constante das 10: 00 as 11: 00 horas.

Nota: Na representacdo grafica exposta na figura 50, é possivel ver uma parte em que 0
volume assume valores negativos, contudo numa situacao real isso ndo é possivel. Desconsidere
no grafico os valores negativos para o volume. Sem o auxilio do GeoGebra, fica um pouco mais

trabalhoso identificar o intervalo em que x (tempo) pode variar segundo o enunciado.
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7. FUNCOES EXPONENCIAS

Neste capitulo apresentamos as funcgdes reais de variavel real exponenciais ou apenas
funcBes exponenciais, aplicado ao ensino médio. Iniciamos definindo potenciacgéo e radiciacao.
Na sequéncia definimos funcdes e caracterizamos fungdes exponenciais e apresentamos sua
representacéo grafica.

Falamos ainda, a representacdo grafica das funces exponenciais e apresentamos uma
proposta para abordagem das fungdes exponenciais e resolucdo de situacBes-problemas,
relacionadas a fungdes exponenciais, utilizando o software GeoGebra, finalizando o capitulo.

O conteudo deste capitulo que apresenta defini¢cdes, formulas e gréaficos de fungdes foi
baseado nas seguintes referéncias: (CUNHA, 2017), (GIOVANNI; BONJORNO, 2000),
(IEZZI; MURAKAMI, 1993), (IEZZI; MURAKAMI, 2013), (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI,
2013), (IEZZI; DOLCE; DEGENSZAJN; PERIGO, 2005), (IEZZI; DOLCE; TEIXEIRA;
MACHADO; GOULART; CASTRO; MACHADO, 1990), (PAIVA, 2003) e (YOUSSEF,
2005).

7.1. Potenciacdao com Expoentes Naturais

Seja a um numero real e a # 0, definimos poténcia de base a com expoente zero como
a® = 1. Definimos também a primeira poténcia de a como a! = a, sendo a um niimero real
(podendo ser e a = 0). Finalmente, sendo a um ndmero real, para todo b natural e b > 2,

definimos a b-ésima poténcia de a como a®? = gara-..-a-a-q.
Y
b fatores
Generalizando, para todo b natural e b > 2, a® é o produto de b fatores, com cada um

fator valendo a. Na poténcia a®, a podera assumir valores reais negativos, nulos ou positivos,
fixamos b, como um ndmero natural, par ou impar, assim listamos as seguintes possibilidades:

Se areal e a < 0 e b natural impar, entdo a? < 0, pois poténcias de base real negativa
e expoente natural impar resultam nimeros negativos;

Se areal e a < 0 e b natural par, entdo a”? > 0, pois poténcias de base real negativa e
expoente natural par resultam niimeros positivos;

Se a = 0 e b natural impar ou par, entdo a” = 0, pois poténcias de base real nula e
expoente natural impar ou par resultam zero;

N&o ha definicdo para o caso, a = 0 e b = 0, dizemos apenas que ndo existe, podendo

ser representado por a? = 0° = #;
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Se areal e a > 0 e b natural impar, entdo a”? > 0, pois poténcias de base real positiva
e expoente natural impar resultam nimeros positivos;

Se areal e a > 0 e b natural par, entdo a® > 0, pois poténcias de base real positiva e
expoente natural par resultam nimeros positivos.

Finalmente definimos as propriedades para a potencia¢cdo com numeros naturais, sejam
a e b reais e c e d naturais, assim, sdo véalidas as seguintes propriedades:

ac . bd — ac+d

Z—Zzac‘dcomb¢0ec>d;
(a*b)¢ =a-bS

(%)C =Z—Z comb # 0;

(aC)d = q¢?.

7.2. Potenciacao com Expoentes Inteiros

Sejam a um ndmero real ndo nulo e b um ndmero inteiro (podendo ser ou ndo nulo).

Desta forma, é vélida a propriedade:

Denominamos a~? como inverso de a”. Com esta propriedade ndo ha restrigio para o
c c
quociente a—d = a4 comb # 0ec > d,pois para o quociente a—d =a‘“%comb # 0, c podera
b b

ser menor do que b, igual a b ou maior que b.

7.3. Radiciacdo com Numeros Reais

Seja a um numero real ndo nulo e n um namero natural e n > 1. Definimos a raiz n-
ézima do numero real a, como b, b real e b = 0, se e somente se b™ = a.
Em simbolos:
Va=beb"=aeb>0
Na equacio Va = b, sdo nomeados:
Y radical de indice n;

a: radicando.



94

Se o indice for igual a 2, sua representacdo torna-se facultativa. Na radiciacdo as
seguintes propriedades séo verificadas, definidos a e b nimeros reais, coma >0e b >0, m

um namero inteiro e n e p, nUmeros naturais, comn > 0 e p > 0, segue que:
Va-b=4a - Vb;

nfa_Na .
;—%,comb¢0,

(Va)" = Vam,
V¥a ="Va;
"Na™? = Yam,

7.4. Potenciacdao com Expoentes Racionais
Seja a um namero real, com a > 0 e o0 quociente racional s, com p e g numeros inteiros

e q = 2, definimos:

7.5. Potenciagao com Expoentes Irracionais
O processo de obtencdo do valor das poténcias com expoentes irracionais consiste em
verificar aproximacéo arbitrariamente satisfatoria para a expressdo a™, admitindo n um nimero
irracional, @ um nimero real e a > 0.
Faremos o0 processo de aproximagao para a poténcia 5V2_ Inicialmente, com auxilio de

méquinas de calcular, para o valor de v/2 dispomos os resultados, conforme a figura 51, a seguir.

Figura 51: Aproximac0es a esquerda (pelos valores menores) e a direita (pelos valores maiores)

para o valor de v2
Uma casa decimal 1,4 1,5
Duas casas decimais 1,41 1,42
Trés casas decimais 1,414 1,415
Quatro casas decimais 1,4142 1,4143

Fonte: o autor
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Nesta etapa, fazemos uma nova aproximacdo para o célculo da poténcia 5V2,

considerando os resultados obtidos na figura 70 (a aproximago para o valor da expressdo v/2),
conforme a tabela 52, a seguir.

Figura 52: Aproximacdes a esquerda (pelos valores menores) e & direita (pelos valores maiores)

para o valor de 5V2

514 = 9,5182696 515 = 11,8033989

5141 = 9,6726997 5142 = 9,8296353

51414 = 9,7351710 51415 = 9,7508518
514142 = 97383051 514143 = 9,7398726

Fonte: o autor

Diante da figura 52, observamos que quao melhor for a aproximacao para v/2, aplicando
esta aproximacao, a poténcia 5V2, melhor fica a aproximacéo para o valor da poténcia. Assim

conjecturamos 5Y2 como o resultado para o qual convergem os valores das duas sequéncias da
tabela anterior 02. Pelos resultados obtidos, temos:
9,7383051 < 5V2 < 9,7398726
Analogamente, seja a um numero real, a # 0 e um numero irracional 8, considerando
as aproximacdes pelos valores menores e maiores que a, definimos o valor para a?, por meio
da da convergéncia das séries, que sdo resultados gerados pelos valores menores e maiores que

0 expoente B apresenta, aplicados na poténcia a” .

7.6. Potenciacdao com Expoentes Reais

Construtivamente discorremos sobre 0s assuntos poténcias com expoentes racionais e
poténcias com expoentes irracionais, portanto abordamos poténcias no formato a® com
expoentes reais. Com a expansao dos expoentes para 0 conjunto dos nimeros reais, listamos as
seguintes propriedades validas:

» Sea€Ra>0eb€R,entioa? > 0;

" Sea€R,a>0beRec€ER,entdoa? - a = al*
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b
SeaE]R,a>O,bEReCER,entéo%zab_c;

Sea€R,a>0,beR,b>0ec €R,entdo (a-b)° =a‘ b

c
SeaE]R,a>0,bER,b>0ecER,ent50(%) = o

SeaE]R,a>O,be]RecE]R,entéo(ab)C=ab'C.

7.7. Definicdo das Funcoes Exponenciais

Definimos as fungbes exponenciais como aquelas que apresentam a varidvel
independente no expoente de pelo menos uma poténcia da lei de formacéo.

Ainda sobre as fungdes exponenciais, dado um numero real a, coma > 0e a # 1, as
funcBes exponenciais, em simbolos sdo definidas como:

fiR- R}
f(x) =a”
7.7.1. Consideracgoes Pertinentes as Fungdes Exponenciais

Da definicdo de a, na funcdo exponencial f(x) = a* e de acordo com as propriedades
dos nlimeros reais, se x = 0, entdo, £(0) = a® = 1. Portanto o par ordenado (0 ; 1) pertence a
representacdo grafica a funcdo exponencial. Assim a representacdo grafica da funcéo
exponencial corta 0 eixo y no ponto de ordenada 1.

A funcdo exponencial admite apenas um comportamento para sua representacao grafica,
podendo ser apenas decrescente ou apenas crescente, definido do seguinte modo:

A representacdo grafica da funcdo exponencial f(x) = a* é decrescente, quando 0 <
a < 1. Se x; e x, sdo elementos do dominio da funcdo, entdo:

x1 < x5 = fx1) > f(xq)

A representacdo gréfica da funcéo exponencial f(x) = a* € crescente, quando a > 1.

Se x, e x, sdo elementos do dominio da funcéo, entéo:
x1 <X = fxg) < fxq)

A funcdo exponencial f(x) = a*,coma € R, a > 0 e a # 1 é injetora pois, dados x;
e x, elementos do dominio da funcdo, com x, # x,, implica que f(x;) # f(x;), os dois
argumentos anteriores comprovam este fato. A funcdo também é sobrejetora, pois para todo

real 8, com 8 > 0, existe algum x € R, de modo a* = 6, logo a funcéo exponencial € bijetora.



97

7.8. Representacao Grafica das Fun¢des Exponenciais

A representacdo grafica das fungbes exponenciais € uma curva descendente ou
ascendente denominada curva exponencial. Apresentaremos a reapresentacdo grafica das
funcBes exponenciais de duas maneiras, a primeira a curva descendente, com 0 <a <1 e
segunda curva ascendente, com a > 1 na lei de formagdo da funcdo que é f(x) = a*:

A representacdo grafica da funcdo f: R — R% com f(x) = a* € decrescente quando
0 < a < 1, conforme a figura 53, a seguir:

Figura 53: Representacéo grafica da fungédo exponencial f(x) = a* decrescente, com a base no

intervaloreal0 <a<1

y=a"

acR,0<a<1

O x

Fonte: o autor

A representacdo grafica da funcdo f: R — R} com f(x) = a* é crescente quando a >
1, conforme a figura 54, a seguir.

Figura 54: Representacdo grafica da funcéo exponencial f(x) = a* crescente, coma > 1

y=a

acR,a>1

I (CERY

%

Fonte: o autor
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Um caso particular das fun¢Bes exponenciais é a funcdo exponencial natural, definida
por:
fiR- R}
flx) =e*
Em que e = 2,7183 ... € um numero irracional (constante de Euler). H& aplicacGes
importantes das fungdes exponenciais naturais: lei do resfriamento dos corpos, curvas de
aprendizagens, crescimento populacional, desintegracdo radioativa, entre outros. A

representacdo grafica dessa fungéo é apresentada na figura 55, a seguir.

Figura 55: Representacdo grafica da fun¢do exponencial natural f(x) = e*

y

(%]

Fonte: o autor

7.9. Capacitacdo: o Ensino de Fung¢des Exponenciais Empregando

o GeoGebra

Para iniciar, crie quatro controles deslizantes a, b, c, e d, pois eles serdo necessarios a
sintaxe das funcOes exponenciais. Em termos de comandos deslizantes, tem-se 0 que é
necessario. A proposta agora é desenvolver a sintaxe das fun¢Ges exponenciais e investigar a
funcionalidade de seus parametros. Para isso, no campo de entrada escreva k(x) = d + ¢ - a?*,

mostrado na figura 56, a seguir.

Figura 56: Escrevendo a sintaxe das func@es exponenciais utilizando o GeoGebra
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Fonte: o autor

Seguindo a construcdo serdo investigados padrdes e regularidades sobre o parametro a
animando-o. A partir dessa animacao, verifica-se a funcionalidade do pardmetro a na familia
das funcGes exponenciais. De fato, 0 parametro a associado aos parametros b e ¢ na familia das
funcdes exponenciais determina se a curva que define a representacdo grafica das funcdes
exponenciais sera crescente ou decrescente.

Empregando passos analogos a animacéo do controle deslizante associado ao parametro
a, pare sua animacdo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do pardmetro b,
dada a representacdo grafica das funcdes exponenciais. Para isso, anime controle deslizante
vinculado ao parametro b. A partir dessa animacdo, verifica-se entdo a funcionalidade do
parametro b na familia das funcfes exponenciais. De fato, o parametro b associado aos
parametros a e c¢ na familia das funces exponenciais determina se a representacdo grafica das
funcBes exponenciais sera crescente ou decrescente.

Seguindo passos analogos a animacéao do controle deslizante associado ao parametro b,
pare sua animacdo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro c, dada
a representacdo grafica das fungbes exponenciais. Para isso, anime o controle deslizante
vinculado ao parametro c. A partir dessa animagéo, verifica-se a funcionalidade com parametro
¢ na familia das fungdes exponenciais. De fato, o parametro c associado aos parametros a e b
na familia das fungdes exponenciais determina se curva que define a representacéo grafica das
fungdes exponenciais serd decrescente ou crescente.

Seguindo passos analogos a animacao do controle deslizante associado ao pardmetro c,
pare sua animacdo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro d, dada
a representacdo grafica das funcdes exponenciais. Para isso, anime o controle deslizante
vinculado parametro d. A partir dessa animacao verifica-se a funcionalidade do parametro d na

familia das func¢Ges exponenciais. De fato, o parametro d na familia das fun¢des exponenciais
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determina uma assintota horizontal, de modo que toda a representacdo gréfica das funcdes
exponenciais estard abaixo ou acima desta assintota. Ressalta-se ainda que o parametro c sera
decisivo para que a representacao grafica das fungdes exponenciais esteja abaixo ou acima desta

assintota.

7.10. Resolvendo Situagdes-Problemas Sobre Funcoes
Exponenciais Utilizando o GeoGebra

QUESTAO 08 (FGV — SP): Curva de aprendizagem é um conceito criado por
psicologos que constataram a relacdo existente entre a eficiéncia de um individuo e a quantidade
de treinamento ou experiéncia possuida por este individuo. Um exemplo de Curva de
Aprendizagem é dado pela expressdo: Q = 700 — 400e~%>¢, em que:

Q = Quantidade de pecas produzidas mensalmente por um funcionario;

t = meses de experiéncia;

e = 2,7183.

a) De acordo com essa expressdo, quantas pecas um funcionario com 2 meses de

experiéncia deverd cumprir mensalmente?

Resolucdo: Para determinar quantas pecas um funcionario com 2 meses de experiéncia
devera cumprir mensalmente, faca t = 2, na fungdo Q(t) = 700 — 400e %>,
Q(t) = 700 — 400e~%>
t=2
Q(2) = 700 — 400252
Q(2) = 700 — 400e~!

400
Q(2) = 552,85

Resposta: Um funcionario com 2 meses de experiéncia devera cumprir mensalmente
com, aproximadamente, 553 pecas.

Resolucdo com o GeoGebra: Incialmente, na janela de algebra, digite a sintaxe da
funcdo curva de aprendizado Q(t) = 700 — 400e~%¢ e tecle enter. Na sequéncia ainda na
janela de algebra, digite x = 2 e apds enter. Dando continuidade clique no segundo icone na

caixa de ferramentas e marque a opcao Interse¢do de Dois Objetos, para finalizar na janela de
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visualizagdo clique na funcdo representacdo gréafica Q e na representacdo grafica de x = 4.
Automaticamente sera exibida a resposta, conforme a figura 57.

Resposta: Um funcionario com 2 meses de experiéncia devera cumprir mensalmente
com, aproximadamente, 553 pecas.

a) Quantas pecas um funcionario sem qualquer experiéncia devera produzir mensalmente?

Resolucdo: Para um funcionario sem qualquer experiéncia, diante do enunciado, faca

t =0emQ(t) =700 — 400e~%5¢,
Q(t) = 700 — 400e %5t
t=20
Q(t) = 700 — 400e 050
Q(t) = 700 — 400e°
Q(t) = 300

Resposta: Um funcionério sem nenhuma experiéncia devera cumprir mensalmente com
300 pegas.

Resolucdo com o GeoGebra: Incialmente, na janela de algebra, digite a sintaxe da
funcio curva de aprendizado Q(t) = 700 — 400e~%°t e tecle enter. Na sequéncia clique no
segundo icone na caixa de ferramentas e marque a opc¢do Intersecdo de Dois Objetos, para
finalizar na janela de visualizacdo clique na representacdo gréafica Q e no eixo y (que representa

o tempo 0). Automaticamente seré exibida a resposta, conforme a figura 57, a seguir.

Figura 57: Solugdo de um problema de funcao exponencial associado a curva de aprendizagem

com o GeoGebra

¥ GeoGebra Classic

kK AL D> 00 &L N =

E| & n :
. 700

@  f(x) = Se(x 2 0, 700 - 400."(-0.5x)) °

@ gx=2

600

500

@ | A = Interseciolf, g, (2, 552.85))
400
@ | B = Intersecio(f, EixoY, (0, 300))

300
+

Fonte: o autor
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Resposta: Um funcionério sem nenhuma experiéncia devera cumprir mensalmente com
300 pecas.

QUESTAO 09 (CEFET - PR): Cientistas de um certo pais, preocupados, com as
possibilidades cada vez mais ameacadoras de uma “guerra biolodgica”, pesquisam uma

i A < 256 (5\t*1
determinada bactéria, que cresce segundo a expressao P(t) = o (5) , onde t representa o

tempo em horas. Para obter-se uma populacdo de 3125 bactérias, serd necessario um tempo,
em horas, com valor absoluto no intervalo:

a) ]0;2].
b) 12;4].
c) 14;6].
d) ]6;8].
e) 18;10].

Resolucdo: Diante do enunciado, para que o nimero de bactérias seja 3125 é necessario

t+1
que P(t)=%-(§) = 3125.
256 /5\‘*!
Fs'(i) =3125
28 5 t+1
= — 5
53 (2) =9

- ~ 53
Multipligue ambos os membros da equacéo por >

53 28 5\t 53
—_—— = —_.E>5
28 53 (2) =70

B =%
B -6

t+1=8
t=7

Segue que:

Respostas: Alternativa d, para obter-se uma populacdo de 3125 bactérias, serd
necessario um tempo 7 horas.

Resolugcdo com o GeoGebra: Incialmente, na janela de &lgebra, digite a sintaxe da

x . L 256 (5\tt1 . .
funcdo curva do crescimento das bactérias P(t) = erl (5) e tecle enter. Ainda na janela de
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algebra digite y = 3125 e tecle enter. Na sequéncia clique no segundo icone na caixa de

ferramentas e marque a opcdo Intersecdo de Dois Objetos, para finalizar na janela de

visualizacdo clique na representacdo grafica P e na representacdo grafica de y = 3125.

Automaticamente sera exibida a resposta, conforme a figura 58, a seguir.

Figura 58: Solucédo de um problema de funcao exponencial associado ao crescimento de bactérias

com o GeoGebra

£ A&

"

3500

@ () = Se(x 20,256 / 125 (5 / 2)"(x +

Q@ gy=32

] IA = Intersecdo(f, g, (7, 3125)) I

DB SICH~IPFANEIE

/

3000

2500

+

2000

Respostas: Alternativa

necessario um tempo 7 horas.

1500

1000

500

gy =3125

1
Ja-(7,3125)

-500

Fonte

d, para obter-se

flx) = Selx=

: 0 autor

uma populacdo de 3125 bactérias, sera
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8. FUNCOES LOGARITMICAS

Neste capitulo apresentamos as fungdes reais de variavel real logaritmicas ou apenas
funcBes logaritmicas, aplicado ao ensino meédio. Iniciamos definindo logaritmos e suas
propriedades. Na sequéncia definimos fungdes logaritmicas e apresentamos sua representacdo
grafica.

Falamos ainda, sobre a relagdo que ha entre as funcbes exponenciais e as funcdes
logaritmicas e apresentamos uma proposta para abordagem das funcdes logaritmicas e
resolucdo de situacBes-problemas, relacionadas a func@es logaritmicas, utilizando o software
GeoGebra, finalizando o capitulo finalizando o capitulo.

O conteudo deste capitulo que apresenta defini¢cdes, formulas e graficos de funces foi
baseado nas seguintes referéncias: (CUNHA, 2017), (GIOVANNI; BONJORNO, 2000),
(IEZZI; MURAKAMI, 1993), (IEZZI; MURAKAMI, 2013), (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI,
2013), (IEZZI; DOLCE; DEGENSZAIJN; PERIGO, 2005), (IEZZI; DOLCE; TEIXEIRA;
MACHADO; GOULART; CASTRO; MACHADO, 1990), (PAIVA, 2003) e (YOUSSEF,
2005).

8.1. Definicao e propriedades dos logaritmos

8.1.1. Defini¢do dos Logaritmos

As operacGes matematicas apresentam uma operacdo inversa, e isto se aplica a
potenciacdo. A operacdo inversa a potenciacao € a radiciacdo, diante disto, apresentamos:

23=38

Em que 2 é a base da poténcia, 3 € 0 expoente e 8 o resultado do calculo da poténcia.
Qual seria 0 expoente para que o valor de uma poténcia de base 2, tenha como resultado 64?
Verificamos rapidamente que 2° = 64, disto, o valor desejado € 6.

Este questionamento gerou em matematicos da antiguidade o desejo de uma nova
operacdo matematica, que é denominada logaritmacdo, palavra que pode ser substituida sem
perda de generalidade, por logaritmo.

Denotamos a operagéo de logaritmo por log, b, expressao usada quando questionamos:
Qual é o expoente da poténcia de base a, que tem como resultado b?

Para log, b, lemos: “logaritmos de a na base b”.

Sejam k,a e b nimeros reais, com b > 0, a > 0 e a # 1, denotamos a operagdo de

logaritmo por log, b = k, se e somente se, a® = b, sendo que:
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a € a base do logaritmo;

b € o logarimando ou antilogaritmo;

k € o valor do logaritmo.

Generalizando: log, b = k & a* = b.Dizemos que k é o logaritmo de b na base a.
Diante das defini¢cdes sobre logaritmos decorrem algumas implicacGes, para todo a, b e c reais,
coma>0ea#1,b>0ec>0 temos:

12 Implicacgéo: log, 1 = 0. Qualquer real ndo nulo, elevado a zero tem como
resultado 1;

22 Implicacdo: log, a = 1. Qualquer real ndo nulo, elevado a um tem como
resultado ele mesmo.

32 Implicacdo: log, a®? = b. Pela definicdo de logaritmos, verifica-se faciimente
esta implicacao.

42 |mplicacdo: a'°8? = p. Demonstracdo: Seja log,b=c=>a‘=b=af =
a'°8a? Como a® = b a equacio apresenta a® = q!°8¢? = p = gl°8ab = glogab = p

52 Implicacdo (equacdo logaritmica): Se log,b =log,c, entdo b =c.
Demonstracéao:

log, b = log, c = a'°8¢ = p

Para a expressdo a'°8 ¢, pela 42 implicacdo, concluimos que a'°82¢ = ¢, entéo:

a%=p=>c=b=>b=c

8.1.2. Logaritmos com Representacoes Especiais

Alguns logaritmos se destacam por terem representacdes especiais, conforme listamos
a sequir:

= Logaritmo decimal é o logaritmo com base 10, em que é facultativa a

escrita da base:

logipa =loga
= Logaritmo natural € o logaritmo com base e, em que a escrita também é

especial:

Ina=1log,a
Em que e = 2,71828182 ... € um ndmero irracional, conhecido também como numero
de Euler.
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8.1.3. Condicao de Existéncia dos Logaritmos

Pela definicdo de logaritmo, temos importantes vestigios para a formalizacdo da
existéncia dos logaritmos.

Para ser valida a expressdo log, b, é necessario que:

A base a, devera ser necessariamente um numero real, coma >0e a # 1;

O logarimando b, devera ser necessariamente um numero real b > 0.

8.1.4. Propriedades Especiais dos Logaritmos

Algumas propriedades especiais momentaneamente poderdo ser se aplicadas com a
finalidade de facilitar a resolucéo de exercicios. Sejam a, b e ¢, nimeros reais tais que: a > 0
ea#1,b>0ec>0,valem as seguintes propriedades:

12 propriedades: Logaritmo do produto: o logaritmo do produto equivale a soma dos
logaritmos dos fatores, tomados na mesma base, isto é:

log, b-c =log, b+log,c
Demonstragéo: log, b = x e log, ¢ = y, assimsendo a* = b e a”¥ = c.

Assim, log, (b - ¢) =log, a*-a” =log, a*™ = x +y =log, b +log, c;

2% propriedades: Logaritmo do quociente: o logaritmo do quociente equivale a diferenca

dos logaritmos dos fatores, tomados na mesma base, isto é:

b
log, (E) =log, b —log, c

Demonstragéo: log, b = x e log, ¢ = y, assimsendo a* = b e a” =c.

Diante disto, log, (g) =log,a*-a¥ =log,a*¥ =x —y =log, b —log,c.

3% propriedades: Logaritmo da poténcia: o logaritmo da poténcia equivale ao produto do
expoente pelo logaritmo, tomados na mesma base, isto é:

log,b¢ =c-log,b

Demonstragéo: log, b¢ = x, assim sendo a* = b°.

Seja ainda, log, b = y, logo a” = b.

Destes fatos, a* = b€ - a* = (a¥)¢ - x =y - c - log,b¢ =clog,b.

42 propriedades: Mudanca de base: o processo denominado mudanca de base, consiste
em passar um logaritmo que estd em determinada base para outra base convenientemente
diferente. Algebricamente este processo é representado pela seguinte expressao, dados a, b e c,

nameros reais taisque:a >0ea # 1,b > 0ec > 0, entéo:
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Comlog. a # 0.
Demonstragéo: Seja log, b = x, assim sendo a* = b. Com log. a # 0 Demonstragao:
Seja log, b = x, assim sendo a* = b. Seja log, b = x, assim sendo a* = b. Seja também,

log. b =y, logo ¢¥ = b. Seja ainda, log,. a = z, logo c* = a.

loge b
Destes fatos, a* = ¢¥ = (c?)* =c? =2z - x=y=>x = % = log, b = 1Z§Ca'
c

8.2. Definicao das Func¢des logaritmicas

Definimos as func@es logaritmicas como aquelas que apresentam logaritmos na variavel
independente da lei de formacao.

Ainda sobre as funcbes logaritmicas, dado um numero real a, com a >0 e a # 1,
definimos, em simbolos como:

Ry =R
f(x) =log, x

8.2.1. Consideracgdes Pertinentes as Funcoes Logaritmicas

Da definicdo de a, na funcdo logaritmica f(x) =log,x e de acordo com as
propriedades dos numeros reais, se x = 1, entdo, f(0) = log, 1 = 0. Portanto o par ordenado
(1;0) pertence a representacdo grafica a fungdo Logaritmicas. Assim a representacao grafica
da funcéo logaritmica corta o eixo x no ponto de abscissa 1.

A funcéo logaritmica admite apenas um comportamento para sua representacao grafica,
podendo ser apenas decrescente ou apenas crescente, definida do seguinte modo:

A representacdo grafica da funcéo logaritmica f(x) =log, x é decrescente,
quando 0 < a < 1. Se x; e x, sédo elementos do dominio da funcéo, entao:

x1 < x3 = f(x1) > f(xq)

A representacdo gréfica da funcdo logaritmica f(x) =log, x é crescente,

quando a > 1. Se x; e x, sdo elementos do dominio da funcéo, entéo:
X1 <Xz = f(x1) < fxq1)

A funcdo logaritmica f(x) = log, x coma € R, a > 0 e a # 1 ¢ injetora pois, dados
X1 € x, elementos do dominio da funcdo, com x; # x,, implica que f(x;) # f(x;), 0s dois
argumentos anteriores comprovam este fato. A fungdo tambem é sobrejetora, pois para todo

real 3, existe algum x € R, de modo log, x = 8, logo a fungdo logaritmica é bijetora.
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8.3. A Representagdo Grafica das Func¢oes Logaritmicas

A representacdo grafica das funcgbes logaritmicas € uma curva descendente ou
ascendente denominada curva logaritmica. Apresentaremos a reapresentacdo grafica das
funcBes exponenciais de duas maneiras, a primeira a curva descendente, com 0 <a <1 e
segunda curva ascendente, com a > 1 na lei de formagdo da funcdo que é f(x) = a*:

A representacdo gréfica da funcéo f: R} —» R com f(x) = log, x € decrescente
quando 0 < a < 1, conforme a figura 59, a seguir.

Figura 59: Representac¢do grafica da funcéo logaritmica f(x) = log, x decrescente, com a base no

intervaloreal0 <a<1

y

(1;0) X

¥y =log, x
aceR;,0<a<1

Fonte: o autor

A representacao grafica da funcdo f:R —» R} com f(x) =log,x € crescente
quando a > 1, conforme a figura 60, a seguir.

Figura 60: Representacdo grafica da funcéo logaritmica f(x) = log, x crescente, coma > 1
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y=log, x

a€ERy,a>1

(1,0

Fonte: o autor

Um caso particular das func6es logaritmicas é a funcdo logaritmo natural, definida por:
Ry - R
f(x) =log,x =Inx
Em que e = 2,7183 ... € um numero irracional (constante de Euler). H& aplicacGes
importantes das fungdes logaritmos naturais: economia, medicina, energia liberada num
terremoto, entre outros. A representacdo grafica dessa funcdo é apresentada na figura 61, a

sequir.
Figura 61: Representac¢do grafica da funcéo logaritmo natural f(x) = Inx

3

Y

[
w
.
o
=

) = In(x)
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Fonte: o autor

8.4. Relacao entre as funcdes exponenciais e as fungdes logaritmicas

Na segdo anterior, em que tratamos das fungdes exponencias, vimos que elas séo
bijetoras. Vimos também, nesta secdo, que as func¢des logaritmicas também s&o bijetoras. Sendo
as funcdes exponenciais bijetoras, admitem funcgdes inversas que também sdo fungdes, para a
funcdo exponencial coma€a €R}, a>0e a+#1, f:R - R} definida por f(x) = a”*,
obtendo sua lei de formacao da funcdo inversa da temos:

y=a
x=a¥

log, x = log,(a”)

log, x = log,(a)”

log,(a)? =log, x

y-logg(a) =log, x

y-1=log,x
y =log, x
f(x) = logg x

Diante da obtencéo da lei de formacao inversa das fun¢des exponenciais, com a € RY,
a>0ea#1,f:Ri > Ref1(x) =log, x, chegamos as funcdes exponencias. Concluimos
entdo, que as fungbes exponencias e as funcbes logaritmicas sdo inversas. Este comportamento
pode ser evidenciado de acordo com as respectivas representacdes graficas das funcgdes
exponenciais e logaritmicas, inversas em ralagdo a y = x que é a bissetriz dos quadrantes
impares, as quais apresentaremos a seguir, conforme a figura 62, a figura 63 e a figura 64, em
trés momentos: o primeiro para 0 < a < 1 com as representacfes graficas decrescentes, 0
segundo momento a > 1 com as representacdes graficas crescentes e o terceiro com o grafico

das funcGes expoente natural e logaritmo natural.
Figura 62: Representagdo grafica das fungdes f(x) = a*,y = xe g(x) =log,xcoma € R, 0 <

a<l
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Fonte:

g(x) =log, x
aER};,0<a<1

0 autor

Figura 63: Representacéo grafica das fungdes f(x) = a*,y = xe g(x) = log,xcoma € R, a >

1

flx) =a”

a€ERy,a>1

Fd
P
F
/
4 =2
7’
/

o= ’

y X Ve -3
4
P4
P -4
rd
’

£ =5

g(x} = logax
aERY,a=1

Fonte: o autor
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Figura 64: Representacgéo grafica das fungdes f(x) = e*,y=xeg(x) = lnx

Vr _rjll:.i': = In(x)

Fonte: o autor

8.5. Capacitacdo: o Ensino de Fungdes Logaritmicas Empregando o

GeoGebra

Inicialmente crie quatro controles deslizantes a, b, c, e d, pois eles serdo necessarios a
sintaxe das Fungbes Logaritmicas. Elaborados os quatro controles deslizantes a, b, c, e d, a
proposta agora € desenvolver a sintaxe das funcdes logaritmicas e investigar a funcionalidade
de seus pardmetros. Para isso, no campo de entrada escreva l(x) =d + c-log,(b - x),

mostrado na figura 65, a seguir.

Figura 65: Escrevendo a sintaxe das fungdes logaritmicas no software GeoGebra
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€} GeoGebra Classic

A PSS O N & NP AN E I 2

O a=24 P a=24

-10 * 0@ - 5

b=05

b=05 & .

@ 10 . 0@ c-4
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@ d=32

10 ' 3 0 G & 5

d=32 H

1

O 10 L 2 10 @

I(x) = £(x) =d +c log, (b x) : -7 - -5 - -3 -2 B 0 2
@

— 3.2+4 logy,(05x) -1

Fonte: o autor

Seguindo a construcdo serdo investigados padrdes e regularidades sobre o pardmetro a
animando-o. A partir dessa animacao verifica-se a funcionalidade do pardmetro a na familia
das funcGes logaritmicas. De fato, o parametro a associado ao parametro ¢ na familia das
funcdes logaritmicas determina se a representacdo gréafica das funcBes logaritmicas sera
decrescente ou crescente.

Seguindo passos analogos a animacéo do controle deslizante associado ao parametro a,
pare sua animacao. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro b, dada
a representacdo grafica das funcdes logaritmicas. Para isso, anime o parametro b. A partir dessa
animacao verifica-se a funcionalidade do parametro b na familia das func@es logaritmicas. De
fato, o parametro b nas fungdes logaritmicas determina se a representacdo grafica das fungdes
exponenciais estara a esquerda ou a direita do eixo das ordenadas.

Seguindo passos analogos a animacdo do controle deslizante associado ao parametro b,
pare sua animacdo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro ¢, dada
a representacao grafica das funcGes logaritmicas. Para isso, anime o parametro c. A partir dessa
animacao verifica-se a funcionalidade do pardmetro ¢ na familia das funcdes logaritmicas. De
fato, o parametro ¢ associado ao parametro a na familia das funcdes logaritmicas determina se
a representacéo gréafica das funcdes logaritmicas sera decrescente ou crescente.

Seguindo passos analogos a animagdo do comando deslizante associado ao parametro
¢, pare sua animac&o. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do pardmetro d,
dada a representacdo grafica das fungGes logaritmicas. Para isso, anime o controle deslizante
vinculado ao parametro d. A partir dessa animacdo verificamos a funcionalidade do parametro
d na familia das funcBes logaritmicas. De fato, o pardmetro d na familia das funcGes

logaritmicas torna a representagdo grafica mais proxima, ou mais afastada ao eixo das ordenada.
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8.6. Resolvendo Situagdes-Problemas Sobre Fungdes Logaritmicas
Utilizando o GeoGebra

QUESTAO 10 (FMABC - PR — 2016): Um comerciante usa a equagdo y =
log, 800 — log, x para estabelecer a relagdo entre y (nimero de unidades que ele compra de
certo produto), e x (preco pelo qual deve ser vendida a unidade desse mesmo produto). Nessas
condicdes, pela compra de 6 unidades, que quantia o comerciante devera estabelecer para o
preco unitario de venda de tal produto?

a) R$12,00.
b) R$12,50.
c) R$14,00.
d) R$14,50.

Resolucdo: Diante do enunciado, para que o valor de compra seja 6 € necessario que
y = log, 800 —log, x = 6. Com a condicdo de existéncia x > 0.

log, 800 —log, x = 6

| (800) i
082 < )
Segue que:

800
— =

26

_ 800
T 64
x = 12,50

X

Resposta: Alternativa b, pela compra de 6 unidades, o preco unitario de venda de tal
produto devera ser R$ 12,50.

Resolugcdo com o GeoGebra: Incialmente, na janela de algebra, digite a sintaxe da
funcdo que relaciona do preco de compra o do preco de venda do produto y = log, 800 —
log, x e tecle enter. Ainda na janela de algebra digite y = 6 e tecle enter. Na sequéncia clique
no segundo icone na caixa de ferramentas e marque a opcao Intersecdo de Dois Objetos, para
finalizar na janela de visualizagéo clique na representacdo grafica y e na representacdo grafica

de y = 6. Automaticamente serd exibida a resposta, conforme a figura 66, a seguir.
Figura 66: Solucdo de um problema de fungao logaritmica associado ao preco de compra e venda

de determinado produto com o GeoGebra
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Q GeoGebra Classic

NI /j._.‘, oS IPANIES

L] A AJ
®  (x) = Sefx 0. log(2, 80) - log(2, ) "I Ne) = Se (x> 0, log, (800) —log, (x))
@ gy=56
® IA = Intersecdio(f, g, (12.5, 6)) I Porgiy=6-s
+
’ : 10 13 20

Fonte: o autor

Resposta: Alternativa b, pela compra de 6 unidades, o preco unitario de venda de tal
produto devera ser R$ 12,50.

QUESTAO 11 (VUNESP - SP): Numa plantacdo de certa espécie de arvore, as
medidas aproximadas da altura e do didmetro do tronco, desde o instante em que as arvores séo
plantadas até completarem 10 anos, sdo dadas respectivamente pelas funcdes:

Altura: H(t) = 1+ (0,8) -log,(t + 1).

t
Diametro do tronco: D(t) = (0,1) - 27.
Com H(t) e D(t) em metros e t anos.

a) Determine as medidas aproximadas da altura, em metros, e do didmetro do tronco, em

centimetros, das arvores no momento em que sdo plantadas.

Resolucdo: Diante do enunciado, a altura, em metros, e do didametro do tronco, em

centimetros, das arvores no momento em que sao plantadas, de fato é substituir t = 0 em

H(t) =1+ (0,8)log,(t+1)eD(t) =(0,1) - 25. Portanto, faca:
H(t) =1+ (0,8) -log,(t + 1)
H(0) =1+ (0,8) -log,(0 + 1)
H(0) =1+ (0,8)-log,(1)
H(0)=1+(08)-0
HO)=1m

D(b) = (0,1) - 27

D(0) = (0,1) - 27
D(0) = (0,1) -1
D(0)=01m=10cm
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Resposta: As arvores no momento em que sao plantadas tem 1,0 metro de altura e 10
centimetros de diametro.

Resolugdo com o GeoGebra: Incialmente, na janela de algebra, digite a sintaxe das
funcBes que representam a altura da arvore e o didmetro, respectivamente as funces H e D,
restrigindo x = 0, para o dominio da funcdo e tecle enter. Na sequéncia clique no segundo icone
na caixa de ferramentas e marque a opcao Intersecdo de Dois Objetos, para finalizar na janela
de visualizacao clique na representacdo grafica H e no eixo y, e na representacdo grafica de D
e novamente no eixo y. Automaticamente serd exibida a resposta, conforme a figura 67, a
sequir.

Figura 67: Solugdo de um problema de funcéo logaritmica associado a altura e didmetro de uma

arvore, no momento inicial, com o GeoGebra

f} GeoGebra Classic

kA ’:,, @O & x £

B N
@  H(x) =Se(x20, 1+ 0.8log(2, x + 1)
@ f(x)=Se(x2001(2°(x/7)) °

. 2
@ |a= Intersecdo(H, EixoY, (0, 1)) -
Q |s-= Intersecdo(f, EixoY, (0, 0.1)) *LA=(o, 1), 4

H(r) = Se(x=0,140.8 log, (x+ 1))
+ B=(00.1)
Ik °| flx)'= Se(f=o0,0.F.27) ¢ ?
-1

Fonte: o autor
b) A altura de uma arvore é 3,4 m. Determine o didmetro aproximado do tronco dessa arvore,

em centimetros.

Resolucgdo: Para uma arvore € 3,4 m, diante do enunciado, faca:
H(t) =1+(0,8) log,(t+1) =34
(0,8) -log,(t+1) =2,4
log,(t+1) =3
t+1=23
t=7
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Determinado o tempo de 7 anos, para o célculo do didmetro da &rvore, faca t = 7, na
t
funcdo D(t) = (0,1) - 27.
t
D() =(0,1)-27

D(t) = (0,1) - 27
D(t) = (0,1) -2
D(t) =0,2m=20cm

Resposta: Sendo altura de uma arvore € 3,4 m, o diametro aproximado do tronco dessa
arvore mede 20 centimetros.

Resolucdo com o GeoGebra: Incialmente, na janela de algebra, digite a sintaxe da
funcdo que representa a altura da arvore que € a funcbes H, restrigindo x > 0, para o dominio
da funcéo e tecle enter. Ainda na janela de algebra, digite a sintaxe da funcdo que representam
o didmetro da arvore, que é a funcdes D, restrigindo x > 0, para o dominio da funcéo e tecle
enter. Digite, novamente na janela de algebra o comando y = 3,4. Clique no segundo icone na
caixa de ferramentas e marque a opcéao Intersecdo de Dois Objetos e na janela de visualizacdo
clique na representacéo grafica H e na representacdo gréafica de y = 3,4. Com isso obtenha o
ponto (7; 3,4), observe que abscissa desse ponto serd a ordenada da fungdo que representa o
diametro da funcdo. Ainda na janela de algebra, digite a sintaxe da funcdo que representa
diametro da arvore que é a funcgdes D, restrigindo x > 0, para 0 dominio da funcdo e tecle enter.
Digite também, na janela de algebra digite 0 comando x = 7. Finalmente, Clique no segundo
icone na caixa de ferramentas e marque a opc¢do Intersecdo de Dois Objetos e na janela de
visualizacdo clique na representacdo grafica D e na representacdo grafica de x =7.

Automaticamente sera exibida a resposta, conforme a figura 68, a seguir.

Figura 68: Solucao de um problema de funcao logaritmica associado a altura e diametro de uma

arvore com o GeoGebra
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2 Gaoltrs Clast
R AP @0 L N 2
. _?;' & ;F...
- p hexwT
@ H(x) = Se(x20, 1+ 08kg(2 x+ 1) Areid
-] 534
@ i) =Sexz 0012/ 7)) : ! i
® gy-34 :
@ | A = intersegholH, g. (7. 3.4)) :
@ hx=7 : Hix) Se(z =01 +0.8 logy [z + 1))
) : Be=(7.02)
@ | & = intersegholf. b, (7. 0.2)) :
- fir)'= Se(fzo000.2%) * f ! '
+
=1

Fonte: o autor

Resposta: Sendo altura de uma &rvore € 3,4 m, o didmetro aproximado do tronco dessa

arvore mede 20 centimetros.
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9. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo apresentamos as funcdes reais de variavel real trigonomeétricas, ou apenas
funcBes trigonométricas, com énfase no seno e cosseno que sao as bases para o desenvolvimento
da trigonometria, aplicado ao ensino médio. Iniciamos definindo a fungdo de Euler, o ciclo
trigonométrico e as funcgdes periddicas, na sequéncia definimos as funcBes seno e cosseno,
apresentando suas propriedades e representacdo grafica e apresentamos uma proposta para
abordagem das fungdes seno e cosseno e resolucdo de situacbes-problemas, relacionadas as
fungBes seno e cosseno, utilizando o software GeoGebra, finalizando o capitulo.

O conteudo deste capitulo que apresenta defini¢cdes, formulas e gréaficos de fungdes foi
baseado nas seguintes referéncias: (CAMARA, 2018), (GIOVANNI; BONJORNO, 2000),
(IEZZI; MURAKAMI, 1993), (IEZZI; MURAKAMI, 2013), (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI,
2013), (IEZZI; DOLCE; DEGENSZAJN; PERIGO, 2005), (IEZZI; DOLCE; TEIXEIRA;
MACHADO; GOULART; CASTRO; MACHADO, 1990), (LAGES, 2017), (PAIVA, 2003),
(TORMA, 2018) e (YOUSSEF, 2005).

9.1. Fungdes Periodicas

Denominamos fungdes periddicas as fungdes f: R — R, em que a representacdo grafica
da funcdo se repete ao longo de acréscimos constantes k € R com k # 0, a variavel
independente, embora k possa assumir valores negativo, convencionamos, sem perda de
generalidade, k > 0, pois na maioria das aplicacdes envolve tempo. Em todo caso se k for
negativo, basta consideramos o eixo das abscissas em seu sentido contrario. Em simbolos, para
todo x € R:

ffR->R
fO) = flx+k)

Observamos ainda que, se a funcdo f: R — R é periodica, vale f(x) = f(x + P - k),
com P€Z. O menor numero k>0 tal que f(x)=f(x+P-k) para todo x ER
denominamos periodo da fungdo f. Antecipamos que as funcdes seno e cosseno sdo periodicas,

de periodo 2.

9.2. Funcdes Pares e Funcdes mpares

Denominaremos f: R — R, como uma funcdo par se para todo x € R temos f(—t) =

f(t). Denominamos f: R — R, como uma funcdo impar se para todo x € R temos f(—t) =

—f(®.
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9.3. A Funcao de Euler e o Ciclo Trigonométrico

Iniciaremos apresentando um triangulo retangulo e definindo o seno e cosseno de um
angulo, na sequéncia admitiremos a validade do teorema de Pitagoras para chegarmos ao ciclo
trigonométrico. A figura 69 ilustra um tridngulo retangulo com vértices A, B e C e lados a,

oposto ao vértice A, b, oposto ao vertice B e ¢, oposto ao vertice C.

Figura 69: Triangulo retangulo ABC

Fonte: o autor

Independente das dimensbes do triangulo, de acordo com os angulos internos, as
definicBes sdo validas:

sin(C) = “eEonont _ £,
cos(C) = “‘tet‘;l ;’Cij:;e;t: aot _ Z?
() = eeteend s
cos(B) = catetc;l ;ﬁfﬁf aoB _ 2

Admitindo o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo na figura 84, temos:
a® = b? + c?

Retomando as defini¢cbes do seno e do cosseno no tridngulo retangulo na figura 84,

temos:
. A cateto oposto ao € c . A c?
sin (C)z 09p =—:>sm2(C)=—;
hipotenusa a a?
A cateto adjacente ao € b A b?
cos(C) = 2 =—=>cosZ(C) =—;
hipotenusa a a?
. (A cateto oposto ao B b . ~ b?
sm(B) = 09op === sin? (B) =—
hipotenusa a 2
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cateto adjacente ao B

= 2 = cos?(B) = Z—z

COS(E) =

hipotenusa
Abordando novamente a equacédo do teorema de Pitagoras, temos:
a? = b? + c?
b% + ¢? = a?
Podemos dividir ambos os membros da equagdo anterior por a?, pelo fato de a
representar uma distancia, sendo um namero real positivo, assim sendo, segue que:

b?>+c? a?

a? a?

b? c?
@2tz
cosz(f) + sinz(é) =1
sinz(é) + cosz(é) =1

1

. ~ _b? 2 , . .
Observamos ainda que, da equagéo pria ;—2 = 1, poderiamos ter seguido outro caminho,

mostrado a seguir:

b? 2
2 az~!

sin?(B) + cos?(B) = 1

As igualdades sin?(C) + cos?(C) =1 e sen?(B) + cos?(B) =1 sdo conhecidas
como Relagdo Fundamental da Trigonometria. Ainda sobre as igualdades sin?(C) +
cos?(C) =1 e sen?(B) + cos?(B) = 1, elas sugerem, independente dos valores do B e C,
uma circunferéncia de raio medindo 1 em R?, afinal o seno de um angulo é a sua projecéo sobre
0 eixo y e cosseno sobre o eixo x. Indicaremos circunferéncia unitaria pela letra C, e
definiremos seu centro como sendo a origem do sistema cartesiano de modo que C =
{(x;y) € R%;x? + y2 = 1}. Mais adiante, acrescentaremos algumas definicdes e a
denominaremos ciclo trigonométrico. A circunferéncia unitaria € mostrada na figura 70, a

sequir.

Figura 70: Circunferéncia unitaria obtida a partir da projecéo de seno e cosseno plano cartesiano
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S .

Fonte: o autor

Ainda sobre a circunferéncia unitaria, ela € a imagem a qual chamamos de funcéo de
Euler, definida E: R — C. A funcdo de Euler (funcdo periddica) associa os valores reais t, em

graus ou em radianos, a um ponto E(t) = (cost; sint) = (x;y) € C, com as seguintes

definicdes:
Se(x;y)eCentio—1<x<1le-1<y<1;
E(0) = (1;0);

Se t > 0, a partir de (1;0) percorremos em C no sentido anti-horario, um arco de
comprimento t; O ponto E(t), na circunferéncia unitéaria ser& o ponto final desta extenséo;

Se t <0, a partir de (1;0) percorremos em C no sentido horéario, um arco de
comprimento |t|. O ponto E(t), na circunferéncia unitaria serd o ponto final desta extensao;

Paratodot e Re k € Z, E(t) =E(t+ 2-k-m), pelo fato de a funcdo de Euler ser
periddica.

E(t)=E(b)eb=t+2-k-m paratodot € Reb € R.

Sejam A = (1;0)e 0 = (0;0), paracadat € R, com B = E(t), definimos a medida do

angulo AOB como sendo ¢ radianos.
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Representamos, na figura 71, a funcdo de Euler no plano cartesiano e a defini¢do de
sentido positivo e negativo, bem como, ela tem a funcionalidade de um “carretel” que “enrola”
0S numeros reais na circunferéncia unitaria.

Figura 71: A funcéo de Euler representada no plano cartesiano

yl 3
E
PN

ot

_|_
: Lo

X

R

Fonte: o autor

A partir de agora, a circunferéncia unitaria que é a imagem da funcao de Euler no plano
cartesiano, seré associada ao ciclo trigonométrico que disponibiliza informac@es integradas. A
partir do ciclo trigonométrico desmembramos as fun¢des seno e cosseno, bases para as funcbes

trigonométricas apresentadas no ensino médio.

9.4. Arcos no Ciclo Trigonométrico: Medida de um Angulo

No ciclo trigonométrico cada uma das partes, dividas por dois quaisquer de seus pontos,
definimos arcos da circunferéncia. Dado o ciclo trigonométrico e dois pontos sobre ele, A e B,
entdo temos: AB, que representa o0 arco que tem extremidades em A e em B e med(A4B) que
representa a medida de do arco AB que tem extremidades em A e em B.

Seja AB um arco do ciclo trigonométrico, tal qual, med(AB) = % da circunferéncia.

Assim definido AB é denominado grau. Denotamos um grau, com 1°.
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Seja  AB um arco do ciclo trigonométrico, tal qual, med(AB) =
medida do raio do ciclo trigonométrico. Assim definido AB é denominado radiano.
Denotamos um radiano, com 1 rad.

Como o raio do ciclo trigonométrico é unitario e o comprimento de uma circunferéncia

de raio medindo r € dado por 2 - 7 - r, segue a relacdo que permite a conversao de graus em
radianos e de radianos em graus:

2-m-r=360°
2-mT-1=360°
21T = 360°

A figura 72, a seguir, nos fornece alguns angulos graduados em graus e em radianos.

Figura 72: Alguns angulos graduados em graus e em radianos

GRAU 0° 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315°  360°
RADIANO 0 n n 3n T 5m 3n n 2T
4 2 4 4 2 4

Fonte: o autor

Na figura 73, a seguir, representamos o ciclo trigonométrico com medidas de alguns
arcos, ditos notaveis graduados em graus e em radianos.

Figura 73: Ciclo trigonométrico com arcos notaveis graduados em graus e em radianos
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Fonte: o autor

9.5. Funcao Seno

Definimos como funcdo seno a funcdo real de variavel real que apresenta seno na
variavel independente em sua lei de formag&o. As imagens obtidas com a funcdo seno sdo, de
fato, as ordenadas de cada par ordenado obtido na fungéo de Euler. Em simbolos:

ffR->R
f(x) =sinx

Ainda sobre a funcéo f(x) = sin x, é valido que:

O dominio da funcdo seno € R;

A imagem da funcdo seno: [—1; 1]. Assim, ela é limitada superior e inferiormente;

E uma funcdo impar, afinal sin(x) = — sin(—x) = f(x) = —f(—x).

9.6. Representacao Grafica da Fungdo Seno

Como a funcéo seno é periddica, pois cada imagem da fungdo estd associada ao ciclo
trigonométrico, segue que sua representacdo grafica € uma curva chamada senoide, mais
particularmente onda senoidal, que se repete ao longo do eixo das abscissas, representada na
figura 74, a seguir.

Figura 74: Representacéo grafica da fungéo seno no plano cartesiano
y

fR=R

[X]

f(x) =sinx

2

Fonte: o autor
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9.7. Translagdo Vertical da Representacao Grafica da Fung¢ao Seno

Definimos translacdo vertical da representacdo gréfica da funcdo seno, como sendo o
avanco ou retrocesso vertical (movimento de subida ou descida) no plano cartesiano da fungéo
fiR - Rcom f(x) = sinx.

Assim, a partir de f: R - R, f(x) = sinx, com o translado vertical da representagdo
grafica da funcdo seno, chegamos a uma nova familia de funcgGes trigopnométricas como g(x) =
f(x)+a,comae€Rea=0.A constante com a € R, a # 0, é responsavel pelo translado
vertical, ou seja, a representacao grafica da funcdo seno g é congruente a representacdo grafica
da funcéo seno f, contudo transladada |a| unidades para baixo se a < 0 ou a unidades para
cima se a > 0. Ainda sobre a constante a citada, ela representa o eixo central da fungéo seno,
determinando o intercepto da funcéo seno com o eixo das ordenadas, como mostrado na figura
75, a seguir:

Figura 75: O translado vertical da representacéo gréfica da funcéo seno no plano cartesiano

Y

g1(x)'=a+f(x)

f(x) = sin(x)

(

g2(x) = —a+ f(x)

Fonte: o autor

9.8. Amplitude e/ou inversao da Representacao Grafica da Funcao Seno

Definimos a amplitude da representacdo grafica da fungdo seno como sendo a
compressdo ou expansao na direcdo horizontal. Definimos ainda a inversao da representagédo
grafica da fungéo seno como sendo a inversdo do sinal de cada imagem em relagéo ao seu eixo
central.

Assim, a partir de f:R - R, f(x) =sinx, com a amplitude e/ou inversdo da
representacdo grafica da fungéo seno, chegamos a uma nova familia de fungdes trigonomeétricas

comog(x) = b-f(x),comb € Reb # 0. Aconstantecom b € R, b # 0, € responsavel pela
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amplitude e/ou inversdo, ou seja, a representacao grafica da fungdo seno g é comprimida ou
expandida e/ou invertida em relac&o a representacdo gréfica da funcdo seno f. Assim a fungéo
seno f é comprimida ou expandida |b| unidades acima ou abaixo de seu eixo central e/ou
invertida, de acordo com o sinal de b, ou seja, se b > 0 a representacdo grafica da funcéo
g(x) = b-f(x) é mantida, contudo se b < 0, invertida em relagdo a f(x) = sinx, como
mostrado na figura 76 e na figura 77, a seguir.

Figura 76: O translado vertical da representacdo grafica da funcdo seno no plano cartesiano
y

g2(x) = by - f(x) .

?.3'2 =1

g1(x) = by - f(x)
0<by<1

f(x) = sin(x)

Fonte: o autor

Figura 77: Inversdo da representacao gréafica da funcdo seno no plano cartesiano
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f(x) = sin(x)

Fonte: o autor

9.9. Periodo da Representac¢do Grafica da Fun¢ao Seno

A representacdo grafica da funcdo seno obtida no intervalo [0 ; 27] repete-se para x >
2m e x < 0, entdo, dizemos que a fungdo seno € periddica e o periodo da fungdo f(x) = sinx
é 2m. Ainda sobre o periodo o definimos como sendo 0 menor espaco de unidade(s) na abscissa
que faz com que a funcdo seno repita seus resultados. Vejamos:

sin(x + 2m) =sin(x) - cos(2m) + sin(2m) - cos(x)
sin(x + 2m) =sin(x) -1 + 0 - cos(x)
sin(x + 2m) = sin(x)
O que pode ser ampliado admitindo k € Z, do seguinte modo:
sin(x + k - 2m) =sin(x) - cos(k - 2m) + sin(k - 2m) - cos(x)
sin(x + k- 2m) =sin(x) -1+ 0 - cos(x)
sin(x + k - 2m) = sin(x)
Portanto, provamos algebricamente que o periodo da funcdo f(x) = sinx é 2.
Ainda sobre o periodo, hd uma constante ¢ € R, ¢ # 0, responsavel pela compresséo ou

expansao na direcdo horizontal da representacdo gréaficada funcéo f: R — R com f(x) = sinx.
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Assim, a partir de f: R - R, f(x) = sinx, com compressao ou expansao na direcao
horizontal da representagdo gréfica da funcdo seno, chegamos a uma nova familia de fungdes
trigonométricas como g(x) = f(c-x),comc € Re c # 0. Aconstantecomc € R, c # 0, €
responsavel pela compresséo ou expansdo na dire¢ao horizontal, ou seja, a representacao grafica
da funcdo seno g é varia o periodo em ralagdo funcéo seno f, como mostrado na figura 78 e na
figura 79, a sequir.

Figura 78: Compressao horizontal da representacdo grafica da funcdo seno no plano cartesiano

y

g(x) = f(c-x)
c>1 f(x) = sin(x)

Fonte: o autor

Figura 79: Expanséo horizontal da representagéo gréafica da fungdo seno no plano cartesiano
y

f(x) =sin(x)

AN N\ x
NS

g(x) = f(c-x)

O0<cx1

Fonte: o autor
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9.10. Translacao Horizontal da Representacao Grafica da Funcao Seno

Definimos translacéo horizontal da representagdo grafica da fungdo seno como sendo o
retrocesso ou avanco horizontal (movimento a esquerda ou a direita) da representacdo gréafica
da funcdo f: R - R com f(x) = sinx.

Assim, a partirde f: R - R, f(x) = sinx, com o translado horizontal da representagdo
grafica da funcdo seno, chegamos a uma nova familia de funcgGes trigopnométricas como g(x) =
f(x+d),comd e Red =+ 0. Aconstante com d € R, d # 0, é responsavel pelo translado
horizontal, ou seja, a representacdo grafica da funcdo seno g é congruente a representacéo
gréafica da funcédo seno f, contudo transladada |d| unidades a direita se d < 0 ou d unidades a

esquerda se d > 0, como mostrado na figura 80 e na figura 81, a seqguir.

Figura 80: O translado horizontal & esquerda da representacédo gréfica da funcdo seno no plano

cartesiano

y

g1(x) =f(x+d) f(x) = sin(x)

N :
~

Fonte: o autor

Figura 81: O translado horizontal a direita da representacéo gréfica da funcao seno no plano

cartesiano

3

y

NN

f(x) = sin(x) 9:(x) = f(x—d)
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Fonte: o autor

Agrupando os estudos de translacdo, compressao, expansédo e inversdo da representacéo

gréfica chegamos ao que consideramos uma maneira mais abrangente da funcdo seno que é:
ffR->R
f(x) =a+b-sin(c-x+d)

As constantes reais a, b,c ed, sdo chamadas de parametros da funcdo seno. As
constantes reais a e d podem ser nulas, contudo as constantes b e ¢ ndo, pois se forem b e/ou ¢
nulos a fungdo f(x) = a + b - sin(c - x + d), torna-se constante. Como definido, seno de um
angulo é a ordenada da funcdo de Euler, que varia no intervalo fechado de [—1; 1], logo para
umangulo 8, —1 <sinf < 1. Sejafd = c - x + d, segue que:

—1<sin(0)<1=>
—1<sin(c-x+d)<1=>
bl (1) <b-sin(c-x+d)<|b|-1>
a—|b|<a+b-sin(c-x+d) <a+|b|

Esta dltima desigualdade nos revela a imagem da funcdo real f(x) =a+b-
sin(c - x + d), que é o intervalo real [a — |b|; a + |b]].

Na busca pelo periodo P da fun¢do f(x) = a+ b -sin(c - x + d), empregaremos o
seguinte raciocinio f(x) = f(x + P), para isso, segue que:

fG)=fx+P)=
a+b-sin(c-x+d)=a+b-sin[c-(x+P)+d]=>
b-sin(c-x+d)=b-sin[c-(x + P) +d]

Como, por definigdo, b € Re b # 0, segue que:
b-sin(c-x+d)=b-sin[c-(x+P)+d] >
sin(c-x+d)=sin[c-(x+P)+d] =
c'x+d=c-(x+P)+d+2-k-n>
c'x=c'x+c-Pt2-k-n=>
+2-k-m=c-P=>
c-P=+2'k'm

Como, por definicdo, c € R e ¢ # 0, segue que:

+2-k-m 2-k-m

c-P=F2'k mo>P=—->=P = ——
c +c
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O periodo é o menor intervalo possivel para que a representagdo gréafica da funcgéo

f(x) =a+ b-sin(c-x + d) descreva um ciclo completo. Para que isso ocorra, na equagdo
P = —2;‘;” € necessario que k = 1. Diante disso, segue que:
2-k-m 2. 2T
P=———-

>P=—>>P=——
+c +c c|

Portanto, o periodo P da fun¢do f(x) = a + b - sin(c - x + d) é dado por: P = z

[cl

9.11. Fungao Cosseno

Definimos como funcdo cosseno a funcgéo real de variavel real que apresenta cosseno na
variavel independente em sua lei de formacdo. As imagens obtidas com a funcdo cosseno séo,
de fato, as abscissas de cada par ordenado obtido na funcdo de Euler. Em simbolos:

fR->R
f(x) =cosx

Ainda sobre a funcdo f(x) = cos x, € valido que:

O dominio da funcédo cosseno é R;

A imagem da fungdo cosseno: [—1; 1]. Assim, ela é limitada superior e inferiormente;

E uma funcao par, afinal cos(x) = cos(—x) = f(x) = f(—x).

9.12. Representacao Grafica da Fun¢ao Cosseno

Como a funcéo cosseno é periddica, pois cada imagem da funcgéo estéa associada ao ciclo
trigonométrico, segue que sua representacdo grafica é uma curva chamada sendide (mesmo
nome da representacdo grafica da funcdo seno, afinal, a representacdo grafica € a mesma,
contudo h& entre elas um translado horizontal de g radianos) mais particularmente onda

cossenoidal, que se repete ao longo do eixo das abscissas, representada na figura 82, a seguir.

Figura 82: Representacédo grafica da fungéo cosseno no plano cartesiano
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fiR->R

f(x) =cosx

Fonte: o autor

9.13. Translacado Vertical da Representacdo Grafica da Funcao Cosseno

Definimos translacédo vertical da representacédo grafica da funcdo cosseno, como sendo
0 avanco ou retrocesso vertical (movimento de subida ou descida) no plano cartesiano da funcao
f:R - Rcom f(x) = cosx.

Assim, a partir de f: R - R, f(x) = cosx, com o translado vertical da representacao
grafica da funcdo cosseno, chegamos a uma nova familia de funcGes trigonométricas como
gx) = f(x)+a,coma€eRea=0. Aconstante com a € R, a # 0, é responsavel pelo
translado vertical, ou seja, a representacdo grafica da funcdo cosseno g é congruente a
representacdo grafica da funcdo cosseno f, contudo transladada |a| unidades para baixo se a <
0 ou a unidades para cima se a > 0. Ainda sobre a constante a citada, ela representa o eixo
central da funcdo cosseno, determinando o intercepto da fungdo cosseno com o0 eixo das
ordenadas, de modo que o intercepto se dd em uma unidade a mais que o valor de a, como

mostrado na figura 83, a seguir:

Figura 83: O translado vertical da representacdo grafica da fungdo cosseno no plano cartesiano
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Fonte: o autor

9.14. Amplitude e/ou inversdao da Representacdo Grafica da Funcao
Cosseno

Definimos a amplitude da representacdo grafica da fungdo cosseno como sendo a
compressdo ou expansao na direcdo horizontal. Definimos ainda a inversao da representagédo
gréfica da funcdo seno como sendo a inversdo do sinal de cada imagem em relacao ao seu eixo
central.

Assim, a partir de f:R—> R, f(x) =cosx, com a amplitude e/ou inversdo da
representacdo grafica da funcdo cosseno, chegamos a uma nova familia de funcgdes
trigonométricas como g(x) = b-f(x),comb € Re b # 0. A constantecomb € R, b # 0, €
responsavel pela amplitude e/ou inversao, ou seja, a representacdo grafica da funcao cosseno g
é comprimida ou expandida e/ou invertida em relagdo a representacao grafica da fungéo cosseno
f. Assim a funcdo cosseno f é comprimida ou expandida |b| unidades acima ou abaixo de seu
eixo central e/ou invertida, de acordo com o sinal de b, ou seja, se b > 0 a representacao grafica
da funcdo g(x) = b- f(x) é mantida, contudo se b < 0, invertida em relacdo a f (x) = cos x,

como mostrado na figura 84 e na figura 85, a seguir.
Figura 84: Compressao ou expansao vertical da representacao grafica da fungéo cosseno no plano

cartesiano



g1(x) = by - f(x)
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f(x) = cos(x)

Fonte: o autor

Figura 85: Inversao da representa¢do gréafica da fungdo seno no plano cartesiano

gz2(x) =b- f(x)

y

™~/ /

. f(x) = cos(x)

Fonte: o autor

9.15. Periodo da Representacao Grafica da Fungdo Cosseno

A representacdo grafica da funcdo cosseno obtida no intervalo [0 ; 27| repete-se para

x > 2mex < 0, entdo, dizemos que a funcéo cosseno é periddica e o periodo da funcdo f(x) =

sin x é 2m. Ainda sobre o periodo o definimos como sendo 0 menor espa¢o de unidade(s) na

abscissa que faz com que a funcdo cosseno repita seus resultados. Vejamos:
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cos(x + 2m) = cos(x) - cos(2m) + sin(x) - sin(2m)
cos(x + 2m) =cos(x) -1+ sin(x) - 0
cos(x + 2m) =cos(x)
O que pode ser ampliado admitindo k € Z, do seguinte modo:
cos(x + k - 2m) = cos(x) - cos(k - 2m) + sin(x) - sin(k - 2m)
cos(x + k-2m) =cos(x) -1+ sin(x) -0
cos(x + k-2m) =cos(x) -1+ sin(x) -0

Portanto, provado algebricamente que o periodo da funcéo f(x) = cos x é 2.

Ainda sobre o periodo, hd uma constante ¢ € R, ¢ # 0, responsavel pela compresséo ou
expansao na direcdo horizontal da representacdo gréfica da funcdo f: R — R com f(x) =
COoS X.

Assim, a partir de f: R - R, f(x) = cosx, com compressdo ou expansao na direcao
horizontal da representacdo gréafica da fungdo cosseno, chegamos a uma nova familia de funcGes
trigonométricas como g(x) = f(c-x),comc € Re c # 0. Aconstantecomc € R, c # 0, €
responsavel pela compressao ou expansdo na direcao horizontal, ou seja, a representacao grafica
da funcéo cosseno g varia o periodo em ralagdo funcéo cosseno f, como mostrado na figura 86

e na figura 87, a seguir.

Figura 86: Compressao horizontal da representacdo grafica da fungdo cosseno no plano

cartesiano

¥y

[(x) = cos(x)

\ NN/
NVZAVARVANYS

gx) = f(c-x)
c>1

Fonte: o autor

Figura 87: Expansédo horizontal da representacéo gréafica da funcgéo cosseno no plano cartesiano
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f(x) = cos(x)

AN AN N s
~ N N N

Fonte: o autor

9.16. Translacdo Horizontal da Representacdo Grafica da Funcao
Cosseno

Definimos translagdo horizontal da representacéo grafica da funcao cosseno como sendo
0 retrocesso ou avanco horizontal (movimento a esquerda ou a direita) da representacéo grafica
da funcdo f: R — R com f(x) = cos x.

Assim, apartirde f: R = R, f(x) = cos x, com o translado horizontal da representacéo
gréfica da funcdo cosseno, chegamos a uma nova familia de funcdes trigonométricas como
gx) = f(x+d),comdeRed=+0.Aconstante com d € R, d # 0, é responsavel pelo
translado horizontal, ou seja, a representacdo grafica da funcdo cosseno g é congruente a
representacdo grafica da funcéo cosseno f, contudo transladada |d| unidades a direitase d < 0

ou d unidades a esquerda se d > 0, como mostrado na figura 88 e na figura 89, a seguir.

Figura 88: O translado horizontal a esquerda da representacéo gréafica da funcéo cosseno no

plano cartesiano

3

Y.

f(x) = cos(x)
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Fonte: o autor

Figura 89: O translado horizontal a direita da representacéo gréafica da funcao cosseno no plano

cartesiano

3

y

g2(x) = f(x—d)

! e

f(x) = cos(x)

Fonte: o autor

Agrupando os estudos de translacdo, compressao, expansao e inversdo da representacdo
grafica chegamos ao que consideramos uma maneira mais abrangente da funcao cosseno que é:
f:R->R
f(x)=a+b-cos(c-x+d)

As constantes reais a, b, c e d, sdo chamadas de parametros da funcdo cosseno. As
constantes reais a e d podem ser nulas, contudo as constantes b e ¢ ndo, pois se forem b e/ou ¢
nulos a fungdo f(x) = a+ b - cos(c - x + d), torna-se constante. Como definido, cosseno de
um angulo € a abscissa da funcdo de Euler, que varia no intervalo fechado de [—1; 1], logo para
um angulo 6, —1 < cosf < 1. Seja @ = c - x + d, segue que:

—1<cos(f)<1=>
—1<cos(c'x+d)<1>
|b|* (=1) <b-cos(c:x+d)<|b|-1=>
a—|b|<a+b-cos(c-x+d)<a+|b|

Esta dltima desigualdade nos revela a imagem da funcdo real f(x) =a+b-
cos(c-x + d), que é o intervalo real [a — |b|; a + |b]].

Na busca pelo periodo P da funcdo f(x) = a + b - cos(c-x + d), empregaremos 0
seguinte raciocinio f(x) = f(x + P), para isso, segue que:

f@) = fx+P) =
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a+b-cos(c-x+d)=a+b-cos[c:-(x+P)+d]=
b-cos(c-x+d)=b-cos[c-(x+ P)+d]
Como, por definigdo, b € Re b # 0, Segue que:
b-cos(c-x+d)=b-cos[c-(x+P)+d] =
cos(c-x+d)=cos[c-(x+P)+d]=>
c'x+d=c-(x+P)+d+2-k-n=>
c'x=c'x+c-Px2-k-m>
+2-k-m=c-P=>
cP=+2"k'm
Como, por definigéo, c € Re c # 0, segue que:
c-P=$Z-k-7r=>P=—$2.k.n$P=2._k.ﬂ
c +c

O periodo é o menor intervalo possivel para que a representacdo grafica da funcédo

f(x) =a+ b-cos(c-x+d) descreva um ciclo completo. Para que isso ocorra, na equacéo

2k - . .
P= T: é necessario que k = 1. Diante disso, segue que:

2'k-m 2T 27
P = > P=—P=——
+c +c Ic|

Portanto, o periodo P da funcéo f(x) = a + b - cos(c - x + d) é dado por: P = TTT

9.17. Capacitacdo: o Ensino de Fun¢des Trigonométricas Empregando
o GeoGebra

Inicialmente crie quatro controles deslizantes a, b, c, € d, pois Serdo necessarios a
sintaxe das Funcgdes Trigonométricas, com énfase na onda senoidal. Criados os controles
deslizantes, a proposta agora é desenvolver a sintaxe das fungdes trigonométricas e investigar
a funcionalidade de seus parametros. Para isso, no campo de entrada escreva t(x) =a+ b -

sin(c - x + d), como na figura 90, a seqguir.

Figura 90: Escrevendo a sintaxe das fungdes trigonométricas no software GeoGebra
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{2 GeoGebra Classic
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Fonte: o autor

Seguindo a construcdo serdo investigados padrdes e regularidades sobre o parametro ¢
animando-o. A partir dessa animacdo verifica-se a funcionalidade do pardmetro ¢ na familia
das funcgdes trigonométricas, com énfase na onda senoidal. De fato, o parametro ¢ define o

periodo das funcdes trigonometricas. O periodo de uma onda senoidal é definido pelo quociente
2-_7'[
lel”

Seguindo passos andlogos a animacéo do controle deslizante associado ao parametro c,
pare sua animacao. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro d, dada
a representacdo grafica das funcdes trigonométricas, com énfase na onda senoidal. Para isso,
anime o parametro b. A partir dessa animacao, verifica-se a funcionalidade do parametro d na
familia das funcGes trigonométricas, com énfase na onda senoidal. De fato, o parametro d na
familia das funcBes trigonométricas, com énfase na onda senoidal determina o translado
horizontal.

Seguindo passos analogos a animagéo do controle deslizante associado ao parametro d,
pare sua animacdo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro b, dada
a representacdo grafica das funcdes trigonométricas, com énfase na onda senoidal. Para isso,
anime o parametro b. De fato, o parametro b na familia das funcGes trigonomeétricas determina
a amplitude.

Seguindo passos analogos a animacédo do controle deslizante associado ao parametro b,
pararemos sua animacao. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro
a, dada a representacédo gréafica das funcdes trigonométricas, com énfase na onda senoidal. Para
1SS0, anime o parametro a. A partir dessa animacao, verifica-se a funcionalidade com parametro

d na familia das func@es trigonométricas, com énfase na onda senoidal. De fato, o parametro a
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na familia das fungdes trigonométricas, com énfase na onda senoidal determina o eixo central,
dada a extenséo horizontal da representacdo gréfica.

Tratamos agora a onda cossenoidal. Para isso, crie quatro comandos a, b, c, € d, pois
eles serdo necessarios a sintaxe das Func6es Trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal.
A proposta agora € desenvolver a sintaxe das funcdes trigonométricas, com énfase na onda
cossenoidal e investigar a funcionalidade de seus parametros. Para isso, no campo de entrada

escrevat(x) =a+ b -cos(c-x + d), como na figura 91, a seguir.

Figura 91: Escrevendo a sintaxe das Funcdes Trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal no

software GeoGebra

€ Geolebe Classic - s .

R4 4N = Q =
a=1 =
10 - 0
b=1

e 10 - 0
c=1

® -10 - ) /

1 9

d=1

® -10 - 0
tix) = d+c-cos{a-x+b)
— lilcos(lxt1)

Fonte: Elaborando pelo autor.

Seguindo a construcdo investigaremos padrdes e regularidades sobre o parametro c
animando-o. A partir dessa animacdo, verifica-se a funcionalidade do parametro ¢ na familia
das funcdes trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal. De fato, o parametro ¢ define o
periodo das fungdes trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal. O periodo de uma onda
cossenoidal € definido pelo quociente TTT

Seguindo passos analogos a animacéo do controle deslizante associado ao parametro c,
pare sua animacéo. O foco agora passara a ser investigar a funcionalidade do parametro d, dada
a representacao grafica das funcgdes trigonometricas, com énfase na onda cossenoidal. Para isso,
anime o parametro d. A partir dessa animagao, verificamos a funcionalidade do pardmetro d na
familia das fungdes trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal. De fato, o parametro d
nas funcdes trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal determina o translado horizontal.

Seguindo passos analogos a animacgéo do controle deslizante associado ao parametro d,
pare sua animacao. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do parametro b, dada
a representacao grafica das funcgdes trigonometricas, com énfase na onda cossenoidal. Para isso,

anime o parametro b. A partir dessa animacgéo, podemos entéo verificar a funcionalidade do
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pardmetro b na familia das funcdes trigonometricas, com énfase na onda cossenoidal. De fato,
0 parametro b na familia das fungdes trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal
determina a amplitude.

Seguindo passos analogos a animacédo do controle deslizante associado ao parametro b,
pare sua animacéo. O foco agora, passara a ser investigar a funcionalidade do pard@metro a, dada
a representacao grafica das funcdes trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal. Para isso,
anime o parametro a. A partir dessa animagcéo, verificamos a funcionalidade do parametro a na
familia das func¢Bes trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal. De fato, o parametro a
na familia das fungdes trigonométricas, com énfase na onda cossenoidal determina o eixo

central, dada a extenséo horizontal da representacdo gréfica.

9.18. Resolvendo Situagdes-Problemas Sobre Funcgoes
Trigonométricas Utilizando o Geogebra

QUESTAO 12 (UFSM - 2008): Em determinada cidade, a concentracdo diaria, em
gramas, de particulas de fésforo na atmosfera é medida pela fungdo C(t) = 3 + 2 - sin (%t)
em que t é a quantidade de horas para fazer essa medicao.

O tempo minimo necessario para fazer uma medicéo que registrou 4 gramas de fosforo
é de:

1

a) -hora.

2

b) 1 hora.
c) 2 horas.
d) 3 horas.

e) 4 horas.
Resolucdo: O tempo minimo necessario para fazer uma medicao que registrou 4 gramas

de fosforo, para ser determinado, resolva a equagdo C(t) = 3 + 2 - sin (”?t) = 4.

mw-t
3+2-sin(T)=4

2 si (n't)—1
Sin 6 =

,(n-t>_1
sin ) =3
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Tt T
Ou
m-t 57
_:?+k-2n:>t:5+12k
Comk €eZ.

Resposta: Alternativa b, desse modo, como t devera ser o valor minimo, segue que t =

Resolucdo com o GeoGebra: Incialmente, na janela de &lgebra, digite a sintaxe da

funcdo que determinada a concentragdo diaria, em gramas, de particulas de fésforo na atmosfera
C(x) =3+2"-sin (”?x) e tecle enter. Ainda na janela de algebra digite y = 4 e tecle enter. Na
sequéncia clique no segundo icone na caixa de ferramentas e marque a opc¢do Intersecdo de

Dois Objetos, para finalizar na janela de visualizacdo clique na representacdo grafica C e na

representacdo grafica de y = 4. Automaticamente sera exibida a resposta, conforme a figura
92, a sequir.

Figura 92: Solugdo de um problema de fun¢do trigonométrica associado a particulas na atmosfera
com o GeoGebra
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@ | A = Interseciio(g. f. (1, 4))
+
:
; 1 > — - - -

Fonte: o autor

Resposta: Alternativa b, desse modo, como t devera ser o valor minimo, segue que t =

QUESTAO 13 (FGV - 2012): Em certa cidade litoranea, verificou-se que a altura da

adgua do mar em certo ponto era dada por f(x) =4+ 3 - cos (%) em que x representa o
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namero de horas decorridas a partir de zero hora de determinado dia, e a altura f(x) € medida
em metros.
Em que instantes, entre 0 e 12 horas, a maré atingiu a altura de 2,5 m naquele dia?

a) 5e9horas.

b) 7 e 12 horas.

C) 4 e 8horas.

d) 3e 7 horas.

e) 6e 10 horas.

Resolucdo: Diante do enunciado, para que a maré atinja a altura de 2,5 m, faca f(x) =
X
4+ 3 - cos (T) = 2,5.

4+3-COS(L;C)=2,5

3+ cos (n_6x) =-1,5

cos ("1 = !

2

mTex 27
—=—+k'2n>x=4+12k
6 3

Ou
m-x 4m
—=—+k'2n>x =8+ 12k
6 3

Comk€Z.

Resposta: Alternativa c, desse modo, no intervalo [0; 12], os Unicos valores possiveis
de x séo 4 e 8.

Resolucdo com o GeoGebra: Incialmente, na janela de algebra, digite a sintaxe da
funcgdo que relaciona a altura da dgua do mar f(x) = 4 + 3 - cos (%) e tecle enter. Ainda na

janela de algebra digite y = 2,5 e tecle enter. Na sequéncia clique no segundo icone na caixa
de ferramentas e marque a opgéo Intersecdo de Dois Objetos, para finalizar na janela de
visualizagdo clique na representacdo grafica f e na representacdo grafica de y = 2,5.
Automaticamente sera exibida a resposta, conforme a figura 93, a seguir.

Figura 93: Solucdo de um problema de fungéo trigonométrica associado a altura da 4gua do mar

com o GeoGebra
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Q GeoGebra Classic
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Fonte: Elaborando pelo autor.
Resposta: Alternativa c, desse modo, no intervalo [0; 12], os Unicos valores possiveis
de x sdo 4 e 8.

QUESTAO 14 (UNESP — 2003): Uma méquina produz diariamente x dezenas de certo

tipo de pecas. Sabe-se que o custo de producdo C(x) e o valor de venda V(x) sdo dados,
aproximadamente, em milhares de reais, respectivamente, pelas funcdes C(x) = 2 — cos (%)
eV(x)—3(\/_) sm( ) 0<x<e.

O lucro, em reais, obtido na producédo de 3 dezenas de pecas é:
a) 500.
b) 750.
c) 1000.
d) 2000.
e) 3000.

Resolucdo: Diante do enunciado, dadas as fungdes custo C(x) = 2 — cos ( ) e venda

V(x) =3(v2)- sm( ) em milhares de reais, definidas no intervalo real 0 < x < 6, para 0
lucro L(x) = V(x) — C(x), em reais, obtido na producdo de 3 dezenas de pecas, basta fazer

V(3) — C(3) paraisso, faga:

V(x) = 3(\/_) sin (—2) = V(x) = 3(\/_) sm( 23> =>V(x)=3
C(x) = 2 — cos (%) = C(3) = 2 — cos (x63> = C(3) =2

Segue que:
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L(x)=V(x)—C(x)
L(3)=V(3)-C(3)
L(3)=3-2
L) =1
Resposta: Alternativa ¢, desse modo, no intervalo real [0; 6], o lucro, em reais, obtido
na producao de 3 dezenas de pecas é 1-1000 = 1000.
solucdo com o GeoGebra: De acordo com o enunciado que define o dominio sendo o
intervalo real 0 < x < 6, com as unidades em definidas em dezenas e a imagem em milhares
de reais, incialmente na janela de algebra, digite a sintaxe das fun¢fes que relacionam as vendas

e 0 custo, no intervalo real [0; 6], que respectivamente séo, teclando enter ao fim:
funcao (3(\/5) - sin (’;—:) , 0,6).

funcao (2 — cos (x?n) , 0,6).

Ainda na janela de &lgebra, digite a sintaxe da funcdo que determinara o lucro, teclando
enter, ao fim:

Lx)=V(x)—C(x)

Com estes passos, na janela de visualizacdo foram exibidos a fungdo venda, a funcao
custo e a funcdo lucro (que ¢ a deseja para solucionar o problema).

Retome a janela de algebra e digite 0 comando x = 3, teclando enter ao fim.

Na sequéncia cliqgue no segundo icone na caixa de ferramentas e marque a opgao
Intersecdo de Dois Objetos, para finalizar na janela de visualizacdo clique na representacao
gréfica L e na representacdo grafica de x = 3. Automaticamente sera exibida a resposta,

conforme a figura 94, a seguir.

Figura 94: Solucédo de um problema de funcao trigonométrica ao lucro na venda pegas com o
GeoGebra
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Q GeoGebra Classic
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Fonte: Elaborando pelo autor.
Resposta: Alternativa ¢, desse modo, no intervalo [0; 6], o lucro, em reais, obtido na
producéo de 3 dezenas de pecas € 1- 1000 = 1000.
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10. DESENVOLVIMENTO METODOLOGIO DO TRABALHO

Neste capitulo desenvolvemos metodologicamente o trabalho, explanado sucintamente
a maneira que cada etapa do trabalho foi realizada.

Neste trabalho empregamos a metodologia de pesquisa, a pesquisa qualitativa do tipo
bibliogréafica baseada na anélise de contetdo. A pesquisa bibliogréfica foi compreendida como
a etapa essencial em todo trabalho cientifico que influenciou em todas as etapas da pesquisa,
proporcionando o embasamento teérico. No decorrer da revisao bibliografica contemplamos
uma grande quantidade de trabalhos relacionados envolvendo a pratica dos recursos
computacionais no processo de ensino e aprendizado de matemaética, voltados especialmente a
postura do docente, encorajando-o a utilizar o GeoGebra, assim como, as contribuicdes das
propostas gque envolvem essa metodologia para o aprendizado de matematica. As etapas de
nosso trabalho foram:

Revisdo bibliogréfica relacionada ao tema, visando averiguar da melhor forma possivel
de modelar o ensino de funcdes bésicas junto a aplicacdo do software livre de matematica
dindmica GeoGebra;

Elaboracdo de uma sequéncia didatica para trabalhar o conteido de funcéo basicas;

Elaboracdo de uma sequéncia didatica para trabalhar o contetdo fungdes basicas, junto
a aplicacéo do software livre de matematica dindmica GeoGebra;

Pesquisar e resolver utilizando o GeoGebra situacdes-problemas que envolvam funcées
basicas, bem expor as resolucGes no trabalho;

Elaborar e apresentar um minicurso versando sobre o ensino de fungdes bésicas via
GeoGebra, em dois encontros, com o contetudo funces e a resolucdo de situacGes-problemas
relacionados a fungdes bésicas. Contando ainda com um questionario de anterior, para termos
um perfil dos professores cursistas e questionario de posterior, para confrontarmos os dados e
verificarmos o quéo pertinente foi a aplicacdo do minicurso junto aos professores.

Com a triade: aplicacdo do questionério anterior, aplicagdo do minicurso e aplicagdo do
questionario posterior, buscamos, baseados nos preceitos da engenharia didatica, a concepc¢ao
das respostas do questionario anterior como uma forma de tracar um perfil e quantificar a
aceitabilidade dos recursos computacionais junto ao ensino de funcdes, por parte dos
professores cursistas, a aplicagdo do minicurso, como experimentacdo e verificacdo do
questionario posterior, aplicado ap6s o minicurso, como avaliacdo do que foi tragado no
minicurso. A finalidade dos questionarios foi, conflitarmos os dados e verificarmos teérica e

praticamente se, de fato, a aplicagdo do minicurso foi exitosa.
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Segundo Bitencourt (2017) a engenharia didatica se define como um processo empirico
que objetiva conceber, realizar, observar e analisar as situacdes didaticas. A autora pondera que
a engenharia didatica pode ser utilizada como metodologia qualitativa de pesquisa na area da
matematica e também é extremamente Util para a elaboracdo de situacdes didaticas que

configurem um quadro de aprendizagem significativo.
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11. RESULTADOS OBTIDOS COM A APLICACAO DA CAPACITACAO
VOLTADA AO ENSINO E APRENDIZAGEM DE FUNCOES BASICAS
UTILIZANDO O GEOGEBRA

Neste capitulo apresentamos minunciosamente a experiéncia exitosa que tivemos ao
preparar e aplicar a capacitacdo que executamos junto a quatro professores da educagédo bésica,
versando sobre o ensino de funcgdes bésicas mediado pelo software GeoGebra. Catalogamos
informac@es preciosas junto aos questionarios aplicados e minicurso apresentados e, com esses
dados, apresentamos os resultados.

Para aplicar a capacitacdo, ofertada por meio de um minicurso, a quatro professores da
educacdo basica, versando sobre o ensino e a resolugdo de situacdes-problemas relacionados a
funcBes basicas, contando com o auxilio do software livre de matematica dinamica GeoGebra
aplicamos o questionario anterior, documento presente no apéndice A desta dissertacdo, com o
objetivo tracar um perfil dos professores cursistas e de diagnosticar assuntos pertinentes ao
emprego dos recursos computacionais junto ao ensino de fungdes basicas. O questionario
anterior contou com 8 questdes, sendo 7 questbes fechadas e 1 questdo aberta.

Sobre 0 questionario anterior destacamos: na primeira questdo buscamos saber o grau
de instrucdo do professor cursista, sendo um mestre, um mestrando e dois especialistas.

Na segunda questdo do questionario anterior, buscamos saber com quais niveis de
ensino, se no fundamental I, no ensino médio ou nos dois niveis de ensino o professor cursista
trabalhava na educacao bésica, sendo que, dois responderam que trabalhavam apenas no ensino
fundamental Il, um respondeu que trabalhava no ensino fundamental 11 e no ensino médio e um
respondeu que trabalhava apenas no ensino médio.

Na terceira questdo do questionario anterior, buscamos saber qual era o tempo de
trabalho até a data do minicurso, em que o professor cursista trabalhava sendo que, dois
responderam que trabalhavam de sete a dez anos na educacdo e dois responderam que
trabalhavam a mais que dez anos na educagéo.

Na quarta questdo do questionario anterior, buscamos saber especificamente quais dos
recursos computacionais mais acessiveis, se 0s professores cursistas conheciam sendo que, trés
responderam gue conheciam o Excel e 0 GeoGebra e um respondeu que além do Excel e do
GeoGebra, conhecia o Scilab, LibreOffice, FreeCAD, XMind, Inkscape, GMP e Marble,

mostrando-se bastante tecnologico.
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Na quinta questao do questionario anterior, buscamos saber qual era a ética do professor
cursista com relagdo ao papel desempenhado pelos recursos computacionais junto ao ensino
dos contetidos matematicos sendo que, dois responderam muito relevante e dois responderam
relevante.

Na sexta questdo do questionario anterior, buscamos saber especificamente se entre as
funcgdes bésicas, quais delas os professores cursistas ja haviam abordado contando com o auxilio
de algum recurso computacional sendo que, um respondeu que nunca havia utilizado 0s
recursos computacionais junto ao ensino de funcdes reais de variavel real, um respondeu que
havia utilizado o recurso computacional junto ao ensino de fungdes afins, um respondeu que
havia utilizado o recurso computacional junto ao ensino de fungbes exponenciais e um
respondeu que havia utilizado o recurso computacional junto ao ensino de fungbes afins,
quadraticas, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas — onda senoidal e trigonométricas
onda cossenoidal.

Na sétima questdo do questionario anterior, buscamos saber, com relacdo ao ano
anterior, quantas vezes os professores cursistas haviam contado com o auxilio dos recursos
computacionais em suas aulas, sendo que, um respondeu que ndo havia utilizado, um respondeu
entre um e trés vezes, um respondeu entre seis e 0ito vezes e um respondeu nove ou mais vezes.

Na oitava questdo do questionario anterior, buscamos saber, por meio de uma questao
aberta, se o professor cursista identificava vantagens em utilizar os recursos computacionais e
identificar possivel entraves quanto a utilizacdo dos recursos computacionais em sala de aula.

Seguem as respostas, conforme a figuras 95, a figura 96, a figura 97 e a figura 98.

Figura 95: Resposta do professor cursista 01, com relagéo a oitava pergunta do questionario

anterior
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Figura 96: Resposta do professor cursista 02, com relacdo a oitava pergunta do questionario

anterior



152

Fonte: o autor
Figura 97: Resposta do professor cursista 03, com relagdo a oitava pergunta do questionario

anterior
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Figura 98: Resposta do professor cursista 04, com relacdo a oitava pergunta do questionario

anterior
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Apos investigamos e tracarmos um perfil, verificamos a aceitagdo e a aplicabilidade dos
recursos computacionais por parte dos professores cursistas. Diante disso, marcamos a data 19
de julho de 2018 para fazermos dois encontros, um pela manha e outro apds o meio-dia para
ofertarmos aos professores cursistas 0 minicurso: Capacitando Professores Para o Ensino e
Utilizacdo do GeoGebra na Resolucéo de Situages-Problemas com as Fungdes Basicas.

No primeiro encontro, por meio de projecdo em slides, capacitamos os professores
cursistas quanto ao ensino, mediado pelo GeoGebra, e resolucdo de situagdes-problemas das
funcgdes afins, quadraticas, modulares e exponenciais. No segundo encontro, também por meio
de projecdo em slides, capacitamos os professores cursistas quanto ao ensino, mediado pelo
GeoGebra, e resolucéo de situages-problemas das funcdes logaritmicas e trigonométricas.

Ap0s a capacitacao, aplicamos o questiondrio posterior, com 8 questdes, sendo 6 abertas

e 2 fechadas.
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Sobre o questionario posterior, na primeira questdo buscamos investigar se apds
participar do minicurso, o professor cursista, enxerga 0s recursos computacionais com uma
ferramenta que pode ampliar o ensino e aprendizado de matematica sendo que todos
responderam que sim, portanto analisamos como positivo o impacto que o minicurso ofertado
teve quanto aos recursos computacionais, como ferramenta propulsora do ensino de
matematica. Neste contexto, destacamos Moraes (2016), que além de identificar o impacto
positivo que tem a insercao dos recursos computacionais junto ao ensino de matematica, o autor
reitera 0 uso dos recursos computacionais como mecanismo de conexao com o que é ensinado
nas escolas e o que o aluno vive em seu contexto social.

Na segunda questdo do questionario posterior, buscamos investigar se apds participar
do minicurso, o professor cursista, se sente motivado a preparar as aulas inserindo o recurso
computacional sendo gque todos responderam que sim, portanto analisamos como positivo o
impacto que o minicurso ofertado teve enaltecendo o plano de aulas passando a contar com os
recursos computacionais. A motivacdo em utilizar os recursos computacionais se da por dois
motivos, em especial. O primeiro motivo € que, para Sao Pedro (2016) o estudante atual sente
a necessidade de ver em sua escola a mesma tecnologia que faz parte dos seus outros contextos
sociais, logo cabe ao professor a inser¢cdo dos recursos computacionais em suas praticas
docentes. Tendendo a esse pensamento, o segundo motivo é que, para Rocha (2015) houve
progresso no ensino de matematica no Brasil, contudo, ainda ha um forte viés tradicional no
gue € ensinado, necessitando entdo de aulas mais atrativas, o que pode ser proporcionado com
a insercao dos recursos computacionais.

Na terceira questdo do questionario posterior, buscamos investigar se apés participar do
minicurso, os professores cursistas consideraram o minicurso relevante sendo que todos
responderam que sim, portanto analisamos como positiva a importancias que 0 minicurso
ofertado teve. Nesse contexto lembramos as Orientagdes Curriculares Para o Ensino Medio
(2006) que destacam o impacto da tecnologia como ferramenta para entender a matematica e
matematica para entender a tecnologia. Ainda sobre a relevancia de preparo de novas praticas
metodoldgicas, para Nogueira (2015) ha necessidade de inovacdo, criatividade e encorajamento
no tange o ensino de aprendizagem com um carater geral, logo, uma alternativa viavel é a
capacitacdo de professores da educacéo basica.

Na quarta questdo do questionario posterior, buscamos investigar se apds participarem

do minicurso ofertado os professores cursistas sentiam dificuldades em utilizar o GeoGebra no
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ensino de fungdes sendo que trés professores responderam que ndo e um professor respondeu

que sim, conforme a figura 99, a seguir.

Figura 99: Resposta de um dos professores cursistas, com relagdo a oitava pergunta do

questionario posterior
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Fonte: o autor

Diante do exposto, embora um dos quatro professores cursistas tenha afirmando que
ainda lhe restava dificuldades, analisamos como positiva as ferramentas apresentadas no
minicurso ofertado, pois em sua resposta o professor se compromete a, a partir da participacao
no minicurso, dar mais aprofundamento em seus planos de aula contando com o GeoGebra
como suporte. De acordo com Nogueira (2015), ferramentas tecnoldgicas, com as ferramentas
do GeoGebra séo de extrema importancia ao ensino de funcdes, afinal dinamizam e facilitam o
processo de ensino, portanto ha a necessidade de tomarmos conhecimento das potencialidades
gue ha nos recursos computacionais.

Na quinta questdo do questionario posterior, buscamos investigar em quais assuntos do
ensino de matematica e/ou fisica os professores cursistas tentardo abordar contando com o
auxilio de algum recurso computacional, a opcdo de trabalhar funcBes basicas e as
representacdes graficas das funcdes esteve presente em todas as respostas, destacamos ainda as
respostas: sistema cartesiano, geometria, trigonometria e matematica financeira. Portanto,
analisamos como positiva 0 impacto que teve o minicurso quanto as novas possibilidades de
abordagens de contetdos matematicos e/ou fisicos contando com o auxilio do recurso
computacional. Ainda sobre a potencialidade que ha em aplicar os recursos computacionais
junto ao ensino de forma geral e especifico, para Nogueira (2015) é interessante 0 uso de
recursos computacionais para progressdo do ensino e de suas aplicagdes, em todos 0s anos do
ensino medio, especificamente o autor, afirma que o ensino de func¢des basicas que é recorrente
em outras areas do conhecimento pode e é melhor assimilado a medida em que a visualizagdo
de tal objeto matematico é compreendido de maneira sistematica, proporcionada pelos recursos

computacionais.
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Na sexta questdo do questionario posterior, buscamos investigar especificamente se 0s
professores cursistas entenderam que o GeoGebra facilitou as resolugdes das situagdes-
problemas relacionadas a fungdes basicas apresentadas no minicurso, sendo que todos

responderam que sim, conforme a figura 100, a figura 101, a figura 102 e a figural03.

Figura 100: Resposta do professor cursista 01, com relacéo a sexta pergunta do questionario

posterior
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Figura 101: Resposta do professor cursista 02, com relacéo a sexta pergunta do questionario

posterior

Fonte: o autor
Figura 102: Resposta do professor cursista 03, com relagéo a sexta pergunta do questionério

posterior
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Figura 103: Resposta do professor cursista 04, com relacao a sexta pergunta do questionario
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Fonte: o autor

Portanto, analisamos como positivo a apresentacdo de resolucdes de situacdes-
problemas envolvendo as fungdes basicas que 0 minicurso apresentou aos professores cursistas.
Em conformidade aos resultados obtidos temos Sdo Pedro (2015), o autor reitera que a
utilizacdo das tecnologias da informacao e da comunicacdo em sala de aula pode ser de forma
sutil a exemplo do tracado de um grafico de funcdo usando esquadros e papel milimetrado ou
mais sofisticado, como a construcdo desse mesmo grafico em um software especifico. Diante
disso, situages-problemas que tenham um carater geométrico, podem ser resolvidas de forma
tradicional, dando mais énfase a parte algébrica e conferida a solugéo via recurso computacional
com plotagem, e até mesmo a animacdo da representacdo grafica envolvida na situacédo-
problema.

Na sétima questdo do questionario posterior, buscamos investigar houve relevancia no
minicurso sendo que todos responderam que houve muita relevancia, conforme a figura 104, a
sequir.

Figura 104: Grafico com os resultados da relevancia do minicurso ofertado
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Fonte: o autor.

Esperavamos um resultado positivo afinal nos apropriando de Mileno (2015)
contemporaneamente, praticamente todas as areas do conhecimento usufruem da tecnologia que
surgem para melhorar o ensino, assim é impossivel imaginar a educagdo sem a utilizacdo das
tecnologias. Assim 0 uso dos recursos computacionais se torna valioso, aplicado de maneira

correta, de modo a instigar mais e mais a busco pelo conhecimento por parte dos estudantes,
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tornando as aulas mais dindmicas, motivadoras e atrativas. Especificamente, Ferreira (2016)
reitera que a construgdo de diferentes gréaficos, cada um mostrando a parte algébrica e
geomeétrica e facilitada pelo GeoGebra, dando ao aprendiz o poder de testar hipoteses e verificar
solugdes dentro de pouco tempo.

Na oitava questdo do questionario posterior, conforme a figura 105 a seguir, buscamos
investigar se restaram dlvidas nas ferramentas apresentadas junto ao GeoGebra no minicurso
sendo que um professor respondeu que sentia alguma dificuldade, um professor respondeu que
sentia quase nenhuma dificuldade e dois professores responderam sentir nenhuma dificuldade,
portanto analisamos como positivo a apresentacdo do minicurso e das ferramentas que
nortearam a oficina.

Figura 105: Gréafico com a quantifica¢do de aprendizado dos comandos ministrados junto ao

minicurso
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Fonte: o autor.

E inegavel o impacto positivo que o software GeoGebra tem adicionado ao ensino
tradicional de funcbes bésicas, portanto é de extrema importancia nos capacitarmos para utiliza-
lo em sala de aula. O resultado da questdo 08, o qual avaliamos como positivo enaltece o
impacto positivo e a necessidade de buscarmos capacitacdo, pois de acordo com Ramos (2018)
a aprendizagem de matematica é viabilizada ao estudante via recurso computacional em virtude
dos diferentes recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e
calculos simbolicos em um Gnico ambiente que essa ferramenta disponibiliza. Com isso,
concluimos que com 0s recursos computacionais, junto ao ensino e aprendizagem de
matematica se torna didaticamente vantajoso de ser apresentado, pois, a0 mesmo tempo

podemos expor diferentes representacdes, de um mesmo objeto, que interagem entre si.
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12. CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Desenvolver um projeto de pesquisa e uma dissertacao certamente ndo sdo tarefas faceis,
por exigir planejamento, tempo e dedicacdo. Contudo a partir do desenvolvimento destas duas
atividades construimos o conhecimento e tivemos uma visdo mais ampla do ensino e
aprendizado de funcdo mediado pelo recurso computacional GeoGebra. Vencido o projeto de
pesquisa, nesta etapa final da dissertacéo, tecemos consideracfes pertinentes sobre os objetivos
propostos, os resultados alcancados, as limitagOes identificadas e perspectivas futuras de
aplicagéo.

E oportuno elucidar que enaltecemos o principal agente de transmiss&o do conhecimento
que é o professor. Pensando nisso, tornam-se necessarios a capacitacdo e o desenvolvimento de
meios gue facilitem o ensino mediado pelo professor e que tenham um carater mais atrativo ao
aluno, neste contexto destacamos a utilizag&o dos recursos computacionais.

Os recursos computacionais sugiram com o desenvolvimento de novas metodologias
para ensino e aprendizado de matematica. Neste sentido, apresentamos uma trajetoria de
sucesso educacional que é o processo de ensino e aprendizado de fungdes basicas utilizando o
software GeoGebra. O software GeoGebra foi escolhido como meio propulsor por ser gratuito,
de facil instalacdo e manuseio, multiplataforma e por dinamizar, por meio de controles
deslizantes o ensino de matemaética.

O principal objetivo da pesquisa foi desenvolver um minicurso, em dois encontros, no
formato de oficina para professores da educacdo basica tratando o tema ensino e aprendizado
de funcdes bésicas utilizando o software GeoGebra. Durante 0 minicurso, destacamos o impacto
positivo relatado pelos professores cursistas ao apresentarmos o dinamismo da representacao
gréafica de cada funcdo abordada, o que demanda muito tempo se exercitado de modo tradicional
apenas e as solugdes de situacdes-problemas utilizando o software GeoGebra, dando énfase a
parte geométrica da resolugdo, como possibilidade de conferéncia da resolugéo algébrica.

Com a pesquisa e 0 minicurso ministrado, destacamos ainda o vasto horizonte
educacional que pode ter se expandido, afinal, aos professores cursistas deixamos bem claro,
que a intencdo ndo era esgotar a aplicabilidade do software GeoGebra junto ao ensino de
funcBes basicas. O que propomos de fato, foi uma nova metodologia encorajadora, no que
compete ensinar e aprender matematica mediado por meio de um recurso computacional, que
pode ser adaptada de acordo com o contexto de cada ambiente escolar e em varios niveis de

ensino.
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Como perspectiva futura, temos em mente tabular novos resultados junto ao PAEBES,
dos alunos dos professores que cursaram 0 minicurso e que devidamente aplicaram a
metodologia de ensino e aprendizado de matematica, contando com 0S recursos
computacionais, como tratado no minicurso e posteriormente escrever um artigo mediado pelos
resultados obtidos anterior ao minicurso e posteriormente, que se bem sucedido, pode até
incentivar politicas publicas voltadas a capacitacdo de professores por meio de cursos de
aperfeicoamento constante.

Finalmente, inferimos que a proposta da pesquisa é de extrema relevancia para o
progresso da aprendizagem de matemaética, evidenciado pelas consideragdes feitas pelos
professores cursistas do minicurso, em que as fungBes basicas podem ser melhores
compreendidas com a utilizacdo por parte do professor do recurso computacional GeoGebra,
possibilitando promover atratividade, motivacdo e entusiasmo por parte do aluno, numa
dimensdo mais ampla de entendimento, com relacdo ao que é explanado. Além do mais, nossa
pesquisa se dispde a futuras abordagens adaptadas e abertas a novos olhares para refletir e
inovar a pratica pedagogica em favor do ensino e da aprendizagem de matematica, numa esfera

mais ampla.
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QUESTAO 01: Qual seu grau de instru¢éo?
a) Graduado.
b) Especializando.
c) Especialista.
d) Mestrando.
e) Mestre.
f) Doutorando.
g) Doutor.
h) Pdés-doutorando.

i) Pds-doutor.

QUESTAO 02: Quais as turmas que vocé trabalha?
a) Fundamental Il.
b) Ensino Médio.

c) Fundamental Il e ensino médio.

QUESTAO 03: A quanto tempo vocé trabalha como educador?
a) Menos de um ano.
b) De 1 a 3 anos.
c) De 4 a6 anos.
d) De 7 a9 anos.
e) Mais de 10 anos.

QUESTAO 04: Dos recursos computacionais listados abaixo, qual(is) vocé
conhece?
a) Excel.
b) GeoGebra.
c) wxMaxima.

d) Outros. Quais?
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QUESTAO 05: Com relacdo ao papel desempenhado pelos recursos

computacionais no ensino dos contetldos matematicos, vocé o considera:

a) Muito relevante.

b) Relevante.

c) Nem relevante, nem irrelevante.

d) Pouco relevante.

e) Irrelevante.

QUESTAO 06: Com relacéo a explicacdo do assunto funcdes reais de variavel

real, assinale com um x a(s) alternativa(s) em que vocé ja utilizou algum dos recursos

computacionais:

a) (
b) (
c) (
d) (
e) (
f) (
9) (
h) (

) Funcdes afins (polinomiais de 1° grau).

) Funcdes quadraticas (polinomiais de 2° grau).
) Funcdes modulares.

) Funcdes exponenciais.

) Funcdes logaritmicas.

) Funcdes trigonométricas — onda senoidal.

) Funcg@es trigonométricas — onda cossenoidal.

) Nunca usou 0s recursos computacionais na explicacao de funcdes reais

de variavel real.

QUESTAO 07: No ano passado, quantas vezes VOC& empregou 0S recursos

computacionais em suas aulas?

a) Nenhuma.

b) Entre uma e trés vezes.

c) Entre quatro e seis vezes.

d) Entre seis e oito vezes.

e) Nove ou mais vezes.

QUESTAO 08: Professor diante de sua Otica, vocé identifica vantagem em

utilizar os recursos computacionais? Se sim quais? Se nao, quais as dificuldades?
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QUESTAO 01: Apés participar do minicurso sobre o GeoGebra utilizado no
ensino funcdes e na resolucdo de situacdes-problemas, vocé identifica nos recursos
computacionais a possibilidade de ampliar o ambiente ensino/aprendizagem de

matematica? Justifique.

QUESTAO 02: Apés participar do minicurso sobre o GeoGebra utilizado no
ensino funcdes e na resolucdo de situacdes-problemas, vocé se sente motivado a
preparar suas aulas inserindo este recurso computacional? Respondendo sim, se

possivel, divida conosco sua motivacgao.

QUESTAO 03: Com relacdo ao minicurso sobre o GeoGebra utilizado no
ensino de funcbes e na resolucdo situacbes-problemas ofertado, vocé o considera

pertinente? Se sim, justifique.
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QUESTAO 04: Vocé sente dificuldades ao desenvolver atividades junto ao
GeoGebra. Se sim, quais?

QUESTAO 05: Em quais contetidos do ensino de matematica e/ou fisica vocé

consegue abordar contando com o auxilio de algum recurso computacional?

QUESTAO 06: Com relacdo ao minicurso GeoGebra utilizado no ensino
funcdes e na resolucao de situacdes-problemas ofertado, a visualizagéo das solucdes
das situacdes-problemas foi facilitada com o auxilio do recurso computacional?

Justifique.
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QUESTAO 07: Com relacéo ao minicurso ofertado sobre o GeoGebra utilizado
no ensinar fungdes e resolver situacdes-problemas, ha relevancia na oportunidade de
exploragéo de suas potencialidades?

a) Muito relevante.

b) Relevante.

c) Nem relevante, nem irrelevante.
d) Pouco relevante.

e) Irrelevante.

QUESTAO 08: Apo6s participar do minicurso ofertado sobre o GeoGebra
utilizado no ensinar funcdes e resolver situacdes-problemas, vocé sente dificuldade
de manuseio ou ndo compreendeu as ferramentas do recurso computacional?

a) Muita dificuldade.

b) Um pouco de dificuldade.

c) Alguma dificuldade.

d) Quase nenhuma dificuldade.
e) Nenhuma dificuldade.
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APENDICE C - Descri¢io e Principais Comandos do GeoGebra
O software livre multiplataforma de matematica dindmica GeoGebra é de fato um dos
recursos computacionais responsaveis pela modernizacdo do processo de ensino e

aprendizagem. Ele pode ser baixado gratuitamente, segundo o site www.geogebra.org, se

possivel para acompanhar a escrita deste trabalho, baixe e instale 0 GeoGebra, caso ainda ndo
o tenha.

Ao abrir o software livre de matematica dindmica GeoGebra no computador observamos
o layout inicial que se divide em vérias areas. A atencdo estara voltada a cinco destas areas,
conforme identificado na figura 106.

Figura 106: Layout de apresentacio do software GeoGebra em sua interface inicial
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" [ CAMPO DE ENTRADA J N ‘ \
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x y z n 7 8 9 x
JANELA DE FUNGOES

1 2 3 - @

Fonte: o autor

O campo de entrada é onde inserimos 0s comandos, a janela de algebra é onde os
comandos ficam registrados os comandos inseridos, na janela de visualizagdo fica a
representacdo grafica de todos os comandos dados no campo de entrada, a janela de funcdes,
com seus caracteres especiais viabiliza a escrita dos comandos junto ao campo de entra e
finalmente, a caixa de ferramentas € um menu de ferramentas, a qual daremos mais énfase, a
sequir.

Ao posicionar o cursor do mouse sobre o0s icones no canto superior esquerdo do visor,
ou seja, na caixa de ferramentas, uma caixa de dialogo é aberta, apresentando a funcionalidade

de cada comando a ser executado, conforme a figura 107.

Figura 107: Comando Mover, Funcéo a Mao Livre e Caneta do software GeoGebra em sua

interface inicial


http://www.geogebra.org/
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Fonte: o autor

Ainda sobre a figura 107, identificamos o primeiro comando na caixa de ferramenta que
permite arrastar e largar objetos com o mouse, além de ap0s selecionado, poder ainda excluir
um objeto. Permite também por meio da ferramenta Fungdo a Mao livre desenhar uma funcéo
ou um objeto geométrico, permite ainda por meio da ferramenta Caneta escrever, desenhar ou
trocar a cor de um objeto usando a barra de estilos.

Segue a descricdo detalhada das ferramentas do primeiro icone da caixa de ferramentas:

[:@ ferramenta Mover: a partir de um clique mantido com o mouse a ferramenta Mover

move um objeto, podendo ainda arrastar e largar objetos na janela de visualizag&o.

/

desenho de uma funcéo ou um lugar geométrico, com um clique mantido, ambos arbitrarios ou

ferramenta Funcdo a mao livre: a ferramenta Funcdo a mao livre permite o

um objeto na janela de visualizacao.

/ ferramenta Caneta: a ferramenta Caneta permite a escrita ou desenho na janela de

visualizag&o, que pode ter sua cor modificada usando a Barra de Estilo.

Figura 108: Comando Ponto do software GeoGebra em sua interface inicial
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Na figura 108, identificamos segundo comando da caixa de ferramenta que possibilita a
criacdo de um ponto, a associa¢do de um ponto a um objeto, por meio de uma vinculacdo, ha
também a criacdo de um ponto identificando a interse¢do de duas curvas, 0 ponto médio ou
centro e ainda as raizes de uma representacao gréafica, a insercao de um nimero complexo e por
fim auxilia na otimizacéo dada a funcéo.

Segue a descricdo detalhada das ferramentas do segundo icone da caixa de ferramentas:

A
®  ferramenta Ponto: A ferramenta Ponto permite a insercéo de um ponto na janela

de visualizacdo com um clique do mouse.
~ ferramenta Ponto em Obijeto: a ferramenta Ponto em Objeto permite a insercdo de

um ponto em um objeto na janela de visualizagdo com um clique do mouse.

7

- ferramenta Vincular / Desvincular Ponto: a ferramenta Vincular / Desvincular
Ponto permite a inser¢do de um ponto vinculado a um objeto na janela de visualizagéo, bastando

um cligue com o mouse.

>i ferramenta Intersecdo de Dois Objetos: a partir da selecdo de duas curvas (ou

retas) a ferramenta Intersecéo de Dois Objetos identifica a intersecdo de dois objetos.

L]
-

»  ferramenta Ponto Médio ou Centro: a partir da selecdo de dois pontos ou um
segmento a ferramenta Ponto Medio ou Centro identifica o ponto médio. Feita a selecdo de um

circulo ou uma conica a mesma ferramenta identifica o centro.
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ferramenta NUmero Complexo: considerando o eixo das abscissas como a parte
real e o0 eixo da ordenadas como sendo a parte imaginaria do nimero complexo, a partir do
cligue na janela de visualizagdo, a ferramenta Numero Complexo identifica 0 ndmero
complexo.

A
Vo
[ ferramenta Otimizagdo: a partir da selecdo de uma fungdo a ferramenta

Otimizacdo identifica os pontos extremos da fungéo selecionada.

[

Ty
I ferramenta Raizes: a partir da selecdo de uma funcéo a ferramenta Raizes

identifica a(s) intersecdo(des) da representacao grafica da funcdo com o eixo das abscissas.

Figura 109: Comando Reta, Segmento de Reta e Vetor do software GeoGebra em sua interface

inicial
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Fonte: o autor
Na figura 109, identificamos o terceiro comando da caixa de ferramenta que possibilita
criar uma reta que passe por dois pontos, um segmento de reta que dado seu ponto inicial e
final, um segmento de reta de comprimento fixo, uma semirreta com origem em um ponto e
passando por outro ponto dado, um caminho poligonal dados os pontos, um vetor dado por dois
pontos e finalmente um vetor a partir de um ponto.

Segue a descricao detalhada das ferramentas do terceiro icone da caixa de ferramentas:

e

~* ferramenta Reta: a ferramenta Reta exibe uma reta a partir de dois cliques na janela

de visualizagéo.
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A
*  ferramenta Segmento: a partir da selecéo de dois cliques na janela de visualizagdo,

a ferramenta Segmento exibe um segmento de reta contendo os dois pontos.

A @

*" ferramenta Segmento de comprimento fixo: a partir de um clique na janela de
visualizacdo e da inser¢do de um comprimento a ferramenta segmento de comprimento fixo
identifica um segmento de reta com o comprimento estabelecido.

e
*  ferramenta Semirreta: a partir de dois cliques na janela de visualizagdo a

ferramenta Semirreta identifica uma semirreta contendo os dois pontos, com a origem no
primeiro ponto.
-
*—* ferramenta Caminho Poligonal: a partir da inser¢do de pontos no plano cartesiano
a ferramenta Caminho Poligonal exibe um caminho poligonal passando pelos pontos

estabelecidos na janela de visualizag&o.

- . . N .
*  ferramenta Vetor: a ferramenta Vetor permite a insercdo de um vetor, a partir de
um clique na janela de visualizacdo, tornando-se a origem e um segundo clique também na
janela de visualizagéo sendo a extremidade do vetor.

-
" ferramenta Vetor a Partir de um Ponto: estabelecidos um ponto e um vetor na

janela de visualizacdo, a ferramenta Vetor a Partir de um Ponto permite a inser¢do de um novo
vetor, selecionando um ponto que sera a origem do vetor estabelecido, 0 novo vetor tera as

mesmas caracteristicas que o vetor estabelecido no plano.

Figura 110: Comando Reta Perpendicular, Reta Paralela, Mediatriz, Bissetriz, Reta Tangente,

Reta Polar, Regressao Linear e Lugar Geométrico do software GeoGebra em sua interface inicial
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Na figura 110, identificamos o quarto comando da caixa de ferramenta que possibilita
criar um reta perpendicular a uma reta dada a partir de um ponto dado, um reta paralela a uma
reta dada a partir de um ponto dado, a mediatriz feita a selecdo de dois pontos ou segmentos, a
bissetriz a partir da selec@o de dois pontos ou duas retas, a reta tangente por meio da selecéo de
um ponto e na sequéncia, um circulo, uma cénico ou uma funcéo, uma reta polar ou diametral
por meio da selecdo de um ponto ou uma reta e, depois, um circulo ou uma cénica, uma reta de
regressao linear por meio da selecdo de varios pontos ou uma lista de pontos e finalmente um
lugar geométrico a partir da selecdo do ponto do lugar geométrico e, na sequéncia, 0 ponto
sobre o objeto ou o controle deslizante.

Segue a descricao detalhada das ferramentas do quarto icone da caixa de ferramentas:

— 1 ferramenta Reta Perpendicular: a partir da sele¢do de um ponto e um reta (ou um
segmento, ou semirreta, ou vetor) a ferramenta Reta Perpendicular cria uma nova reta

perpendicular a reta (ou um segmento, ou semirreta, ou vetor) passando pelo ponto selecionado.

— ferramenta Reta Paralela; a partir da selecdo de um ponto e um reta (ou um
segmento, ou semirreta, ou vetor) a ferramenta Reta Paralela cria uma nova reta paralela a reta
(ou um segmento, ou semirreta, ou vetor) passando pelo ponto selecionado.

>
~ ferramenta Mediatriz: a partir da selecdo de dois pontos na janela de visualizagdo

a ferramenta Mediatriz permite a inser¢do da mediatriz entre eles.
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‘Q ferramenta Bissetriz: a partir da selecdo de trés pontos ou duas retas na janela de
visualizacdo, a ferramenta Bissetriz exibe a bissetriz entre os trés pontos ou as duas retas.

*~  ferramenta Reta Tangente: a partir da selecdo de um ponto e um circulo (ou uma
conica ou uma funcdo) na janela de visualizacdo a ferramenta Reta Tangente exibe a reta

tangente entre os elementos selecionados.

9
*  ferramenta Reta Polar ou Diametral: a partir da selecdo de um ponto e uma reta
ou um circulo, ou ainda, uma conica, na janela de visualizacdo a ferramenta Reta Polar ou

Diametral exibe a reta diametral.

[ B .
L™

®  ferramenta Reta de Regressdo Linear: a partir da secdo de um conjunto de pontos
dados na janela de visualizacéo, a ferramenta Reta de Regresséo Linear exibe a melhor reta que
se ajusta aos pontos.

"

e, . . ~
‘'™ ferramenta Lugar Geométrico: a partir da selecdo de um ponto do lugar

geomeétrico e do ponto sobre um objeto ou um controle deslizante na janela de visualizacéo, a
ferramenta Lugar Geométrico exibe o lugar geométrico descrito pelo movimento do ponto no

objeto ou pela animacdo do controle deslizante.

Figura 111: Comando Poligono do software GeoGebra em sua interface inicial
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Fonte: o autor
Na figura 111, identificamos o quinto comando da caixa de ferramenta que possibilita

criar um poligono a partir da selecdo de todos os vértices e da selecdo novamente do vértice
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inicial, podemos criar também um poligono regular a partir da sele¢do de dois pontos e do
namero de vértice, permite criar um poligono rigido a partir da selecdo de todos os vértices e
da selecdo novamente do vértice inicial ou a selecdo de um poligono, permite ainda criar um
poligono semideformavel a partir da selecdo de todos os vértices e da selecdo novamente do
vertice inicial.

Segue a descricdo detalhada das ferramentas do quinto icone da caixa de ferramentas:

i

| :_‘.- i . . .

¢~ ferramenta Poligono: a partir da selecio de trés ou mais pontos retomando a
selecdo do ponto inicial na janela de visualizacdo, a ferramenta Poligono exibe um poligono

com Vvértices nos pontos selecionados.

-
e " . . n . .

* ferramenta Poligono Regular: a partir da selecdo de dois pontos existentes na
janela de visualizacdo e da insercdo da quantidade de vértices, a ferramenta Poligono Regular

exibe um poligono regular.

.-\.

|

« ferramenta Poligono Rigido: a ferramenta Poligono Regular exibe um poligono
rigido a partir da selecdo de trés ou mais pontos e da selecdo ponto inicial ou da sele¢do de um

poligono ja existente.

f". ferramenta Poligono Semideformével: a ferramenta Poligono Semideforméavel
exibe um poligono deformével a partir da selecdo de trés ou mais pontos na janela de

visualizacdo e da selecdo do ponto inicial novamente.

Figura 112: Comando Circulo, Setor Circular, Setor Circuncircular, Arco Circular e Arco

Circuncircular do software GeoGebra em sua interface inicial
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Na figura 112, identificamos o sexto comando da caixa de ferramenta que possibilita
criar circulos dados o centro e um de seus pontos, dado o centro e a medida do raio, dado um
segmento ou dois pontos para definir o raio e depois o centro, dado trés pontos, permite criar
um semicirculo definido por dois pontos, um arco circular definido o centro e depois dois
pontos, um arco circular a partir de trés pontos, um setor circular a partir do centro e de dois
pontos e finalmente um setor circuncircular definido por trés pontos dados.

Segue a descricdo detalhada das ferramentas do sexto icone da caixa de ferramentas:

| » , .
— ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: a ferramenta Circulo dados

Centro e Um de seus Pontos exibe um circulo a partir de dois cliques na janela de visualizagéo,

representando respectivamente o centro e um dos pontos do circulo.

(&) ) . ]

~—" ferramenta Circulo dados Centro e Raio: a ferramenta Circulo dados Centro e
Raio exibe um circulo a partir de um clique na janela de visualizacao e da insercdo do valor do

raio.
(o
== ferramenta Compasso: dado um segmento existente na janela de visualizacao, a
partir de sua selecdo a ferramenta Compasso exibe um circulo com o raio de mesma medida

que o segmento e um clique final para determinar o centro.

o

f )
=" ferramenta Circulo Definido por Trés Pontos: a ferramenta Circulo Definido por

Trés Pontos exibe um circulo a partir de trés cliques na janela de visualizag&o.
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—~
‘ ferramenta Semicirculo Definido por Dois Pontos: a ferramenta Semicirculo
Definido por Dois Pontos exibe um semicirculo a partir de dois cliques na janela de
visualizacao.

k\
* 4 ferramenta Arco Circular: a ferramenta Arco Circular exibe um arco circular a

partir de trés cliques na janela de visualizagéo.

—
&

" ferramenta Arco Cincucircular: a ferramenta Arco Cincucircular exibe um arco

circuncircular a partir de trés cliques na janela de visualizacao.

-4 ferramenta Setor Circular: a ferramenta Setor Circular exibe um setor circular a
partir de trés cliques na janela de visualizacéo.

-
*'\‘i ) ) ] ] ]
» ferramenta Setor Circucircular: a ferramenta Setor Circucircular exibe um setor

circuncircular a partir de trés cliques na janela de visualizacao.

Figura 113: Comando Conicas do software GeoGebra em sua interface inicial
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Fonte: o autor

Na figura 113, identificamos o sétimo comando da caixa de ferramenta que possibilita
criar elipses a partir de dois focos dados e um dos pontos da elipse, hipérbole a partir de dois
focos dados e um dos pontos da hipérbole, parabolas a partir da selecdo de um foco e depois da
diretriz e finalmente conicas por cinco pontos, a partir da sele¢do dos cinco pontos.

Segue a descricdo detalhada das ferramentas do sétimo icone da caixa de ferramentas:
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.
@ ferramenta Elipse: a ferramenta Elipse exibe uma elipse a partir de dois cliques
na janela de visualizacéo representando os focos e um novo clique que serd um ponto da elipse.
N
"*  ferramenta Hipérbole: a ferramenta Hipérbole exibe uma hipérbole a partir de
dois cliques na janela de visualizacdo representando os focos e um novo clique que serd um

ponto da hipérbole.

L.
S —

~~ ferramenta Parébola: dado um segmento de reta ou uma reta na janela de

-,

visualizacdo, a ferramenta Parabola exibe uma parabola, a partir de um clique e da selecédo do
segmento de reta ou da reta na janela de visualizacdo que serdo, respectivamente o foco e a

diretriz da parébola.

A

s ferramenta Conica por Cinco Pontos: a ferramenta Conica por Cinco Pontos
exibe uma conica (parabola, hipérbole ou elipse) a partir de cinco cliques na janela de
visualizacao.

Figura 114: Comando Angulo, Distancia, Comprimento ou Perimetro, Area, Inclinacéo, Lista,

Relagéo e Inspetor de fungbes do software GeoGebra em sua interface inicial
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Fonte: o autor
Na figura 114, identificamos o oitavo comando da caixa de ferramenta que possibilita

criar angulos, a partir da selecdo de trés pontos ou duas retas, angulos com amplitude fixa, a
partir da selecdo de um ponto, um vértice do &ngulo e uma amplitude para o &ngulo, distancias,
comprimentos ou perimetros a partir da selecéo de dois pontos ou um segmento ou um poligono
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ou um circulo, areas a partir da selecdo de um poligono, ou um circulo ou ainda uma elipse,
determinar a inclinagédo a parti da selecdo de uma reta (ou semirreta ou segmento), criar uma
lista a partir da selecdo de células e, entdo, clique no botéo da ferramenta, relacionar objetos, a
partir da selecdo dos objetos, e inspecionar uma fungéo a partir da selecdo de uma funcao.

Segue a descricdo detalhada das ferramentas do oitavo icone da caixa de ferramentas:

= ferramenta Angulo: a ferramenta Angulo exibe e quantifica, em graus, um angulo
a partir de trés cliques na janela de visualizacdo, sendo o segundo clique definido como o vértice
do angulo.

*““s ferramenta Angulo com Amplitude Fixa: a ferramenta Angulo com Amplitude
Fixa exibe, em graus, um angulo a partir de dois cliques na janela de visualizacéo representando
um ponto do angulo e o vértice e da insercdo da amplitude para o angulo.

€M

’ ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro: a partir de dois pontos na
janela de visualizacdo, a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro mede a distancia

entre eles.
L;rl12
ferramenta Area: a ferramenta Area exibe o valor da area, a partir da selecio de

um poligono, circulo ou elipse na janela de visualizacao.

A ferramenta Inclinagdo: dada uma reta ou um segmento na janela de visualizacéo,
apos selecionado, a ferramenta Inclinacdo exibe o valor da inclinacdo em relacdo ao eixo das

abscissas no plano cartesiano.

1,2 . . . . .
.2) ferramenta Lista: a ferramenta Lista permite a partir, de um clique e o arraste
formando um retangulo sobre os objetos na janela de visualizacéo, a criacdo de uma lista com

objetos (pontos, segmentos de reta, poligonos, vetores, entre outros).

7
a=b forramenta Relacéo: a partir da selecdo de dois objetos na janela de visualizacéo,

a ferramenta Relacdo verifica a relagéo entre os dois.

2= .

/ ferramenta Inspetor de Funcdes: a partir de uma funcdo dada na janela de
visualizacdo, a ferramenta Inspetor de Fun¢des quando acionada fornece varios dados sobre a

funcdo no intervalo como: valor de méximo, valor de minimo, raiz, integral, area, entre outros.
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Figura 115: Comando Angulo, Distancia, Comprimento ou Perimetro, Area, Inclinagéo, Lista,

Relagdo e Inspetor de fungdes do software GeoGebra em sua interface inicial
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Na figura 115, identificamos o nono comando da caixa de ferramenta que possibilita
criar reflexdes em relagdo a uma reta a partir da selecdo do objeto e depois da reta, reflexdes
em relacdo a um ponto a partir da selecdo do objeto e depois da selecdo do centro de reflexdo,
inversdes a partir da selecdo do objeto e depois da selecdo do circulo, rotacdes em torno de um
ponto a partir da selecdo do objeto, depois o centro e, entdo, o angulo de rotacdo, translacbes
por um vetor a partir da selecdo do objeto a ser transladado e, depois, um vetor e finalmente
homotetia a partir da selecdo do objeto, depois o centro e, entdo, a razdo de homotetia.

Segue a descricao detalhada das ferramentas do nono icone da caixa de ferramentas:

\
L]

* ferramenta Reflexdo em Relacdo a uma Reta: a partir de um clique em um objeto,
selecdo de uma reta ou segmento de reta na janela de visualizacdo, a ferramenta Reflexdo em

Relacdo a uma Reta fornece a reflexdo do objeto em relacéo a reta ou segmento selecionado.

[ ]
**  ferramenta Reflexdo em Relacdo a um Ponto: a partir da selecdo de um objeto e de

um ponto na janela de visualizagéo, a ferramenta Reflexdo em Relagdo a um Ponto exibe a

reflexdo deste objeto em relag&o ao ponto selecionado.

b e
\'\-\. ~ - ~ - Ve -
* — ferramenta Inverséo: a partir da selecdo de um objeto e de um circulo na janela

de visualizacdo a ferramenta Inverséo inverte o objeto em relacdo ao circulo selecionado.
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«"* ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto: a partir da sele¢cdo do objeto, de um
ponto na janela de visualizacdo e da insercdo do valor em graus da rotacdo, a ferramenta

Rotagdo em Torno de um Ponto rotaciona o objeto em questdo de acordo com as especificacoes.

»
f

' ~ - ~ -
“" ferramenta Translacdo por um Vetor: a partir da selecdo de um objeto e de um
vetor na janela de visualizagdo, a ferramenta Translacdo por um Vetor translada o objeto,

criando um novo objeto de acordo com a direcdo, modulo e sentido do vetor selecionado.

¥ @

**  ferramenta Homotetia: a partir da selecdo de um objeto, do centro (ambos na
janela de visualizagdo) e da insercdo da razdo da homotetia (fator multiplicativo), a ferramenta

Homotetia cria um novo objeto de acordo com os dados inseridos.
Figura 116: Controle Deslizante, Texto, Inserir Imagem, Botdo, Caixa Para Exibir/ Esconder

Objeto e Campo de Entrada do software GeoGebra em sua interface inicial
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Fonte: o autor

Na figura 116, identificamos o décimo comando da caixa de ferramenta que possibilita
a insercdo de controles deslizantes, a inser¢do de um texto num ponto ou regiéo, a insercao de
imagens, a insercdo de botdes, a insercdo de caixas para exibir ou esconder objetos e finalmente
campos de entrada.

Segue a descricdo detalhada das ferramentas do décimo icone da caixa de ferramentas:

a=12
—=— ferramenta Controle Deslizante: a partir de um clique na janela de visualizagéo, a

ferramenta Controle Deslizante permite a insercdo de um controle deslizante na janela de
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visualizagdo, usado para determinar o valor do objeto, podendo ainda ser nomeado e limitado

inferior e superiormente.

ABC ferramenta Texto: a partir de um clique na janela de visualizagéo, a ferramenta
Texto permite a insercdo de texto na janela de visualizacdo, bem como, formulas estaticas e

dindmicas em LaTeX.

ferramenta Inserir Imagem: a ferramenta Inserir Imagem permite a insercdo de uma

imagem na janela de visualizacao.

ferramenta Botdo: a ferramenta Botdo permite a insercdo de um botdo que podera
ser combinado a outros comandos, como iniciar animacao, esconder / exibir objetos entre
outros.

L
£ ferramenta Caixa para Exibir / Esconder Objetos: a ferramenta Caixa para Exibir

/ Esconder Objetos cria um campo onde sera possivel exibir ou esconder objetos na janela de

visualizacdo, a partir da selecdo dos objetos e configura para exibicdo ou nao.

ferramenta Campo de Entrada: a ferramenta Campo de Entrada cria um campo

de entrada vinculado a uma variavel, em que o usuario podera alterar os valores inseridos.
Figura 117: Comando Mover Janela de Visualizagdo, Ampliar, Reduzir, Exibir / Esconder
Objeto, Exibir / Esconder Rétulo, Copiar Estilo Visual e Apagar do software GeoGebra em sua interface
inicial
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Fonte: o autor
Na figura 117, identificamos o décimo primeiro comando da caixa de ferramenta que

possibilita mover a janela de visualizacao a partir de um clique e o arraste ou entdo mover um
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dos eixo com (shift + arrastar), ampliacdo a partir do clique no botdo, por passos analogos é
possivel a reducdo, é possivel esconder ou exibir objetos, esconder ou exibir rétulos, copiar
estilo visual a partir do clique no objeto modelo, e em seguida, naquele(s) cujo estilo pretende
alterar e finalmente apagar objetos a partir da selecdo do objeto que objetiva apagar.

Segue a descricdo detalhada das ferramentas do décimo primeiro icone da caixa de

ferramentas:

'%' ferramenta Mover Janela de Visualizacdo: a ferramenta Mover Janela de
Visualizacdo permite, a partir de um clique mantido, o arraste da janela de visualizacdo ou de

um eixo.

@‘ ferramenta Ampliar: a ferramenta Ampliar permite a expansdo da janela de

visualizagdo a partir de um clique, podendo ser acionada também por meio da roda do mouse.

e\ ferramenta Reduzir: a ferramenta Reduzir permite a reducdo da janela de
visualizacdo a partir de um clique, podendo ser acionada também por meio da roda do mouse.

@
ferramenta Exibir / Esconder Objeto: a ferramenta Exibir / Esconder Objeto

permite, a partir da selecdo de um objeto ou mais objetos na janela de visualizacdo, permite

exibicdo ou ocultacdo temporaria ou permanente.

A

ferramenta Exibir / Esconder Rétulo: a ferramenta Exibir / Esconder Rétulo
permite, a partir da selecdo de um objeto ou mais objetos na janela de visualizacdo, permite a

exibicao ou ocultacdo do rotulo temporariamente ou permanentemente.

é ferramenta Copiar Estilo Visual: a ferramenta Copiar Estilo Visual permite copiar
o estilo visual de um objeto para outro objeto ou para varios objetos na janela de visualizag&o,
bastando selecionar o objeto a ser copiado e depois clicar no objeto ou nos objetos que recebera

ou receberdo a mesma formatacao visual do objeto selecionado inicialmente.

W ferramenta Apagar: a ferramenta Apagar permite apagar qualquer objeto, bastando

um cligue no objeto na janela de visualizacao a ser apagado.
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APENDICE D - Teoria Geral das Funcées Reais de Variavel Real

Neste apéndice apresentamos a teoria geral das fungdes reais de variavel real, pois essa
teoria norteia os casos particulares das relacbes matematicas definidos como funcdes reais de
variavel real, aplicado ao ensino médio. Iniciamos com as noc¢des preliminares, definimos
funcdes reais de variavel real, definimos ainda dominio, contradominio e conjunto imagem de
uma funcao real, tratamos minunciosamente do plano cartesiano e da representacdo grafica das
funcdes reais de varidvel real. Falamos ainda, finalizando o capitulo sobre fungdes compostas
e funcgdes inversas.

O conteudo deste apéndice que apresenta defini¢cdes, formulas e gréaficos de funges foi
baseado nas seguintes referéncias: (CUNHA, 2017), (GIOVANNI; BONJORNO, 2000),
(IEZZI; MURAKAMI, 1993), (IEZZI; MURAKAMI, 2013), (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI,
2013), (IEZZI; DOLCE; DEGENSZAJN; PERIGO, 2005), (IEZZI; DOLCE; TEIXEIRA;
MACHADO; GOULART; CASTRO; MACHADO, 1990), (PAIVA, 2003) E (YOUSSEF,
2005).

1. NocGes Preliminares de Teoria Geral das FuncGes Reais de Variavel Real

Inicialmente, sem a formalidade matematica, apresentamos algumas situacGes-
problemas para o entendimento de funcdes e suas aplicagdes cotidianas.

O custo do valor pago no taldo, correspondendo ao consumo mensal de dgua.

O valor pago em um restaurante, pela massa da comida ingerida.

O crescimento de uma colénia de bactérias, em funcéo, do tempo.

A quantidade de litros de combustivel gasto em uma viagem e a quantidade total de
quildmetros percorridos.

Verificamos que ha um desenvolvimento de uma grandeza, a partir, de outra. Essa é a
ideia basica, a respeito de funcéo.

2. Definicio de Teoria Geral das Fungdes Reais de Variavel Real

Formalmente, temos: Dados dois conjuntos A e B de numero(s) real(is), de maneira que
A e B sejam conjuntos ndo vazios, uma relacdo (correspondéncia) f de A em B recebe o nome
de funcéo real de variaveis reais de A em B ou funcéo real de variaveis reais definidaem A com
imagens em B se, e somente se, para todo elemento a do conjunto A existe um Unico elemento
b do conjunto B, ao passo que o par ordenado (a ; b) pertencera a funcao f.

Em simbolos:

f éuma funcido de A com imgens em B (f: A - B)se e somente se,V a

€ A,3um lnico b € B,tal que (x;y) €B
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f:A->B
y=f)

Cada elemento a, do conjunto A, pertencera ao conjunto denominado dominio da funcao
e 0 conjunto dos valores correspondentes b, elementos do conjunto B, contradominio da funcéo
real f, que se associam a a, sdo chamados imagem da fungé&o.

Assim sendo, concluimos que o conjunto A € o dominio da funcdo real f e que o
conjunto imagem € um subconjunto do conjunto B, o conjunto B é definido como
contradominio da funcdo real de varidvel real f. Segue, descritivamente, cada definicao.

3. Dominio, Contradominio e Conjunto Imagem de uma Funcéo Real de Variavel

Real
3.1. Dominio de uma Funcao Real de Variavel Real

Dada uma funcéo real com imagens reais f: A = B, definimos como dominio o conjunto
A dos elementos que apresentam uma correspondéncia com um elemento do conjunto B.
Representamos o dominio de uma fungdo real com imagens reais f: A — B por D(f) = A. De
fato, D(f) = {x € R, tal que, f(x) € R}.

3.2. Contradominio

Dada uma funcdo real com imagens reais f: A — B, definimos como contradominio o
conjunto B dos elementos que ficam a disposi¢cdo para serem ou ndo correspondentes, de um
ou mais elementos do conjunto A. Representamos o contradominio de uma funcéo real com
imagens reais f: A - B por CD(f) = B. De fato, CD(f) = R.

3.3. Conjunto Imagem

Dada uma funcdo real com imagens reais f: A — B, definimos como conjunto imagem,
0 conjunto dos elementos de B que recebem alguma correspondéncia de um ou mais elementos
do dominio. Representamos o conjunto imagem de uma funcao real com imagens reais f: A —
B por Im(f) e sabemos que Im(f) c CD(f).

O elemento x do conjunto A, da lei de correspondéncia da fungdo, é denominado
variavel independente, pelo fato de poder assumir valores diferentes. J& o elemento y do
conjunto B, recebe o valor, verificando a lei de correspondéncia, imposta pela funcéo, e o valor
assumido por x — a varidvel independente. Logo, chamamos y, de variavel dependente, pois
depende do valor assumido por x.

A seguir, a representagdo por meio do esquema de flechas, ilustrando dominio,

contradominio e conjunto imagem mostrada na figura 118.
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Figura 118: llustracédo de dominio, contradominio e conjunto imagem de funcdes reais de

variaveis reais

Dominio Contradominio

Imagem

Fonte: o autor

4. Par Ordenado

Estudo desenvolvido por René Descartes, a partir, da associacao da geometria a algebra,
com a finalidade de representar graficamente as expressdes algébricas. As correspondéncias
entre x e y propiciadas pela funcdo real gera individualmente, pares denominados, pares
ordenados. Para os pares ordenados, sdo preservadas as seguintes propriedades:

No par ordenado (a; b) tem-se que a, 0 primeiro elemento, representa a variavel
independente, pertencente ao primeiro conjunto, denominado abscissa. O segundo elemento b,
é a variavel dependente, pertencente ao segundo conjunto, denominado ordenada.

(a;b) = (c;d)se,esomentese,a = ceb = d.

(a;b) = (b;a) se, esomente se, a = b.

5. Plano Cartesiano — Nogdes Basicas

No plano cartesiano, as funcdes séo representadas graficamente. Nesta representacéo
verificamos as seguintes defini¢des:

No par ordenado (x;y), os valores assumidos por cada elemento x, elemento do
conjunto A4, sdo associados ao eixo horizontal X, que é o eixo das abcissas.

A lei de correspondéncia, que € a lei de associagdo (a sentenca matematica) de cada
elemento x, elemento do conjunto A, ao elemento y, elemento do conjunto B, séo associados
ao eixo vertical Y, que é o eixo das ordenadas. A disposicdo dos quadrantes, bem como seus

sinais, obedece ao esquema representado na figura 119, a seguir.

Figura 119: Esquema com a disposi¢ao e sinais dos quadrantes
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Fonte: o autor

6. Simbologia de Fungdes Reais

Usualmente no estudo de funcBes reais de varidveis reais, tem-se a simbologia y =
f(x),y = g(x),y = h(x) e outras. Contudo, o que esses simbolos representam?

Quando entra em cena a notacdo y = f(x), associamos a lei de correspondéncia, que €
uma sentenca matematica que possibilita, apds a escolha arbitraria de um elemento do dominio,
a identificacdo da sua imagem correspondente.

Finalmente, as fungdes podem ser representadas da seguinte forma:

F:A—)BOUAiB ouF:A-B

xey xey y=fx)

A ultima forma de apresentagdo das fungdes € a mais usual.

7. Grafico de uma Funcéo Real de Variavel Real no Plano Cartesiano

A representacao grafica uma funcéo real de variéveis reais € a unido de todos os pares
ordenados, gerados pela fungéo.

Cada elemento do dominio forma um par ordenado com sua imagem, de acordo com a
lei de correspondéncia imposta pela funcdo real de varidveis reais. Segundo a representacéo

gréfica, em uma funcéo real de variavel real, o dominio é a projecao ortogonal do grafico sobre
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0 eixo das abscissas (eixo x — horizontal) e 0 conjunto imagem € a projecéo ortogonal sobre o

eixo das ordenadas (eixo y — vertical), conforme mostra a figura 120, a seguir.

Figura 120: Graéfico cartesiano de uma fungéo real de variaveis reais, dominio e conjunto imagem

R B

Grafico da funcéo\

v

woabew) ojunfuo)

gc _______

v X

e D>
.

]

Dominio

Fonte: o autor

8. Reconhecimento de uma Funcdo Real de Variaveis Reais por Meio do
Diagrama de Flechas

No diagrama de flechas, preservamos as seguintes restricdes no conceito de funcéo real
de variaveis reais:

O dominio € o conjunto dos elementos que enviam flechas.

Cada elemento do dominio devera enviar uma Unica flecha.

Com a intencéo de nos aprofundarmos e formalizarmos a representagédo de funcéo real
de variaveis reais por meio do diagrama de flechas, verificaremos as relagdes nas figuras 121,
122 e 123, a sequir.

Figura 121: Primeira relacao por meio do diagrama de flecha estudada
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Fonte: o autor

N&o representa uma funcg&o real de varidveis reais, pelo fato de partirem duas flechas do
elemento e.
N&o é definido o dominio, contradominio e conjunto imagem. Somente sdo enunciados

0s conceitos, na ocorréncia de fungoes.

Figura 122: Segunda relacéo por meio do diagrama de flecha estudada

A

Fonte: o autor

N&o representa uma funcao real de variaveis reais, pelo fato de néo partir flecha do
elemento i.

Assim, como no caso da figura 121, ndo é definido o dominio, contradominio e conjunto
imagem.

Figura 123: Terceira relacdo por meio do diagrama de flecha estudada



195

Fonte: o autor

Representa uma fungdo. O fato de os elementos i e e enviarem flechas para 0 mesmo
elemento — d —, contudo ndo fere o conceito de funcdo. Deste modo, define-se o dominio,
contradominio e conjunto imagem.

Dominio: A = {a; e; i}.

Contradominio: B = {b; c; d; f; g}.

Imagem: {b; d} c B.

Definiremos a representacdo de uma fungéo real com variéveis reais do seguinte modo.
todo elemento do dominio da funcdo real de variaveis reais devera enviar uma, apenas uma seta
aos elementos do contradominio.

9. Andlise do Gréfico Cartesiano de uma Funcado Real de Variaveis Reais

Sabemos que uma funcdo real de varidveis reais, € uma relacdo que associa cada x do
dominio a um dnico y do contradominio. Essa caracteristica é decisiva na analise de um gréafico
e a concluséo se representa ou ndo uma funcgéo.

Analisaremos as relagdes nas figuras 124 e 125, a seguir.

Figura 124: Primeira relacdo analisada por meio da representacao gréafica da relacao
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Fonte: o autor

do que qualquer que seja a reta tracada

Observamos na primeira, na figura 118, a relag

to. Isto significa que

40 em um Unico pon

paralelamente ao eixo y, esta, tocara o grafico da fung

ndo ha abscissa x associada a mais de uma ordenada y. Portanto, a primeira relacdo representa

uma funcao.

Figura 125: Segunda relagéo analisada por meio da representacao grafica da relagédo

Fonte: o autor

Observamos na segunda relacdo, na figura 125, que ha ocorréncia de pelo menos uma

reta tracada paralelamente ao eixo y, que toca do grafico em dois pontos distintos. Isso significa

do ndo

~

que ha abscissa x associada a mais de uma ordenada y. Portanto, a segunda relag

representa uma funcéo.

10. Estudo do Sinal e as Raizes (ou Zeros) de uma Funcéo Real



197

Para o estudo do sinal da representacdo grafica de uma funcdo real de variaveis reais,
observaremos 0 eixo das abscissas, a parte do grafico que se localiza acima do eixo x é
denominada parte positiva do grafico. Em simbolos f(x) > 0. Ainda verificando o eixo das
abscissas, a parte do grafico que se localiza abaixo do eixo x € denominada parte negativa do
grafico. Em simbolos f(x) < 0. Algumas fungdes reais apresentam elementos com imagens
iguais a zero. Estes elementos sdo chamados de zeros ou raizes da fungdo. Em simbolos f(x) =
0.

No esquema da figura 126, temos a representacdo grafica de uma fungdo. Observamos
aindaque f(a) = f(b) = f(c) = 0.

Figura 126: Esquema com o estudo do sinal e as raizes de uma representacado grafica de uma

fungdo real de variavel real

Fonte: o autor

Os pontos (a; 0), (b; 0), (c; 0), sdo pontos que pertencem a funcgdo e situam-se sobre o
eixo das abscissas. Concluimos que as abscissas a, b e ¢ sdo 0s zeros da fungéo real de variavel
real.

11. Restricdo do Dominio de uma Funcéo Real de Variavel Real

Quando o dominio das fungdes reais de variaveis reais ndo € especificado,
subentendemos que o dominio sera 0 mais amplo subconjunto dos reais, preservando todas as
operagdes matematicas apresentadas junto a lei de correspondéncia da funcgéo real de variaveis
reais.

Com isso, determinamos o dominio das fungdes reais observando todas as suas

restricOes, que sdo as condigOes de existéncia, ou seja, verificando para quais elementos do
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dominio a lei de correspondéncia e valida. Para essa determinacdo, analisamos o numerador e,
na sequéncia, o denominador.

A atencdo estara voltada aos principais casos:

As leis de correspondéncia que sdo determinadas a partir de fracbes com variaveis
independentes no denominador, a expressdo do denominador ndo podera ser zero.

As leis de correspondéncia que apresentarem radicais com indices pares, toda a
expressao no interior do radical ndo podera ser menor que zero.

Caso ocorraa combinacdo de a lei de formacao envolver fracdo e uma variavel no radical
de indice par do denominador, toda expressdo no interior do radical devera ser maior que zero.

12. Funcdes Reais de Variaveis Reais lIguais

Diremos que duas fungdes reais de varidveis reais f e g séo iguais se atenderem aos
requisitos:

O dominio da fungdo real de varidveis reais f igual ao dominio da funcéo real de
variaveis reais g.

O contradominio da funcéo real de variaveis reais f igual ao contradominio da fungéo
real de variaveis reais g.

As leis de correspondéncia forem iguais, para todo elemento dos respectivos dominios
das funcdes reais de varidveis reais f e g.

13. Representacdo Grafica de Funcdes Reais de Variavel Real Decrescentes,
Constantes e Crescentes

As funcoes reais de variavel real podem apresentar a representacao gréafica, decrescente,
constante e crescente. Uma funcdo real de variavel real é decrescente, se e somente se, havendo
valores maiores na abscissa, as imagens na ordenada sdo menores. Uma fungéo é constante, sé
e somente se, todos os elementos do dominio séo associados a uma Unica imagem. Uma funcao
é crescente, se e somente se, havendo valores maiores na abcissa, as imagens na ordenada sao
maiores.

A figura 127 mostra um esquema, com uma funcdo real de varidveis reais e seus

intervalos decrescentes, constantes e crescentes, a seguir.

Figura 127: Esquema com os intervalos decrescente, constante e crescente de uma representacao

grafica de uma funcéo real de variavel real
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i i i i
Intervalo ! Intervalo  Intervalo | Intervalo 1 Intervalo
crescente | decrescente | crescente | constante | decrescente
1
! i ]

Fonte: o autor

Intervalos decrescentes: |a ; b[ e |d ; +oo.
Intervalo constante: |c ; d[.
Intervalos crescentes: |—oo;al e b ; cl.
14. Fungdes Reais de Variaveis Reais Compostas
14.1. Noc¢bes Gerais Sobre Funcdes Reais de Variaveis Reais Compostas
Iniciaremos o0 assunto por meio de exemplo introdutorio auxiliard no entendimento da
composic¢do de funcBes reais de variaveis reais.

Considere as seguintes fungdes: f: R - Rcom f(x) =2x+1eg:R - Rcomg(x) =

Determinamos, através da lei de formagdo de f(x) = 2x + 1, a imagem de 2, que é:
f2Q)=2-2+1=5.

Na sequéncia, por meio da lei de formacéo de g(x) = x2 aimagem de 5, que é: g(5) =
5% = 25.

O que, de fato foi feito: g[f(2)] = g(5) = 25.

Por meio de andlise, hd uma funcdo h: R —» R com h(x) = g[f(x)].

A funcgéo h é uma composicéo das funcbes g e f.

Com efeito g(x) = x> > glf ()] = [f()]* > glf )] =[2x+1]* > glf ()] =
4x? + 4x + 1.

Diante disto: h(x) =4x?>+4x+1->h(2)=4-22+4-2+1 - h(2) =25, que

esta representado por meio de um esquema na figura 128, a seqguir.
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Figura 128: Esquema para representar a composicéo das fungdes reais de variavel reais f(x) =

2x+1ede g(x) = x?

Fonte: o autor

14.2. Definicdo de Funcgbes Reais de Variaveis Reais Compostas
Sejam as fungbes f:A - B, g:B - C e h: A - C. Denominamos funcdes reais de
variaveis reais composta de g com f por meio da funcdo h: A — C de maneira que se tenha
h(x) = gl[f(x)]. A composicdo de funcGes reais de varidveis reais serd indicada por g o f.
Lemos: g de f(x), ou g composta com f, ou ainda, g bola f.
O esquema para representar a composicao de funcdes reais de variaveis reais por meio

de diagramas ¢ apresentado na figura 129, a sequir.
Figura 129: Esquema representando a composicao de fungdes reais de variaveis reais por meio de

diagramas

B

h

h(x) = g[f(x)]

Fonte: o autor

De maneira geral, temos: h = g o f que € 0 mesmo que dizer, ou h(x) = g[f (x)].
15. Funcéo Real de Variavel Real Inversa
15.1. Fungéo Real de Variavel Real Sobrejetora
Definimos como funcdo real de variavel real sobrejetora, as funcdes reais de variaveis
reais que preservam a seguinte propriedade: cada elemento do contradominio recebera pelo
menos uma correspondéncia, em outras palavras, todos os elementos do contradominio serdo

imagem de pelo menos um elemento do dominio da funcéo.
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Deste fato, concluimos que, para uma funcao real de variaveis reais ser sobrejetora é
necessario que seu contradominio seja igual ao seu conjunto imagem, que em simbolos podera
ser expresso por CD(f) = Im(f). Ainda sobre a fungdo real de variaveis reais sobrejetoras,
sendo uma funcéo f: A — B, para cada y € B, sempre ha x € A, de maneira que f(x) = y.

15.2. Fungéo Real de Variavel Real Injetora

Definimos como funcéo real de variaveis reais injetora, as funcdes reais de variaveis
reais que preservam a seguinte propriedade: cada elemento distinto do dominio apresentarad uma
imagem distinta no contradominio.

Desse fato, concluimos que, para uma funcdo real de varidveis reais f ser injetora é
necessario que, se x; e x, sdo elementos do dominio de f, de maneira que x; # x,, entdo
f(x1) # f(x;). Ainda sobre a funcdo real de variaveis reais injetora, sendo uma funcéo f: A —
B, x; € x,, elementos de A, se x; # x,, entdo f(x;) # f(x,).

15.3. Fung¢do Real de Variavel Real Bijetora

Definimos como funcéo real de varidveis reais bijetora, as funcBes que preservam a
seguinte propriedade: a funcdo real de variavel real devera ser simultaneamente injetora e
sobrejetora.

15.4. Nogdes Gerais de Funcdo Real de Variaveis Reais Inversa

Inicialmente, sejam A = {a; e;i; 0;u} e B = {k ; [; m; n; p}. Definiremos a fungéo real
de variaveis reais bijetora f: A — B assim definida:

fl@=kfle)=Lf@=m;flo)=nfw=p

Seja ainda a funcgéo bijetora g: B — A assim definida:

glk) =a;g(l) =e;g(m) = i;9(n) = 0;9(p) = u

Ressaltamos que dominio da funcéo real de variaveis reais f é A, que € o conjunto
imagem da funcdo g e que o dominio da funcéo g € B, que € o conjunto imagem da funcéo f.

As funcgdes f e g assim definidas sdo ditas funcGes reais de varidvel real inversas. Em
simbolos representam-se as fungdes reais de variavel real inversas da seguinte maneira: a
inversa da funcéo f é f 1.

15.5. Defini¢do de Funcio Real de Variaveis Reais Inversa

Definimos funcgéo real de variaveis reais inversas como, dada a fungéo real de variaveis
reais bijetora (inversivel) f: A —» B, f admite a funcdo f~1: B —» A que é denominada, funcédo
inversa f. Paratodo x € Aey € B, temos f(x) =ye f1(y) = x.

15.6. Determinando a Lei de Formacédo de Uma Funcédo Real de Variavel Real

Inversa
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Dada a funcdo real de variaveis reais f: A — B, para cada par ordenado (x;y) € f
existe o par ordenado (v ; x) € f~1, este fato que é decisivo na determinacéo da lei de formagéo
da funcéo inversa.

Como exemplo. a inversa lei de formagdo da funcéo real de variaveis reis f(x) = a -
x+béf1(x) = %. O dispositivo pratico para obtencao da lei de formagéo da fungéo inversa
é:

1°) Na equacdo y = f(x), troca-se x por y e y por x.

2°) Isola-se a y em funcéo x.

No caso anterior, temos:

f(x)=ax+b->y=a-x+b

x—Db
a

x=ay+b-a-y+b=x-a-y=x—-b-oy=

x—b
a

f1x) =
15.7. Representacgdo Gréfica de uma Funcdo Real de Variaveis Reais Inversa
Os graficos de uma funcao e de sua funcdo inversa sdo simétricos em relacao a bissetriz
do primeiro e do terceiro quadrante.
O esquema mostrando a representacdo grafica de funcGes reais de variaveis reais é

apresentado na figura 130, a seguir.

Figura 130: Exemplos de representacdo gréafica de funcdes reais de variaveis reais e a

representacdo grafica de suas inversas
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Fonte: o autor






