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Resumo

SOUZA JUNIOR, Airton Wagner de Souza. Uso do Software Geogebra e Modelagem
Matematica no Ensino de Fungoes. 2018. 147 p. Dissertagdo - Programa de Pos-
Graduagao Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT. Unidade
Académica Especial de Ciéncias Exatas e Tecnologicas, Regional Jatai, Universidade Federal
de Goiés. Jatai, GO.

"Uso do Software Geogebra e Modelagem Matematica no Ensino de Fungdes'é o tema
abordado neste trabalho, e que propoe como objetivo principal, ampliar e complementar a
abordagem didatica do conteido de funcoes. Apds frustracoes do autor, ao ensinar esse
conteudo, via o processo tradicional e observamos, nos livros didaticos, concepgoes confusas
e muitas vezes contraditérias do conteiiddo em relagdo a bibliografia especifica, destacamos
a necessidade de ampliar as abordagens utilizadas para o ensino de fung¢oes. Diante disso,
nossa metodologia de trabalho foi realizar estudos em diversos livros especificos que trata
de fungoes e da técnica de modelagem, bem como, aprender a manusear os recursos do
Geogebra. Dessa forma, propomos este material que servird para o professor melhorar
o seu conhecimento de funcgoes, e por fim, aplicar o mesmo aos seus alunos. De modo
geral, apresentamos conceitos, analises graficas e aplicagoes de fungoes, bem como, a
resolugao, com o auxilio do Geogebra, de problemas associados ao cotidiano do professor
em sala de aula. Diante do exposto, e considerando as informagoes colocadas, de forma
didatica, em cada capitulo, realizando a captura das telas do Geogebra, no momento das
explicagbes das variagoes de fungdes, concluimos que o objetivo proposto foi atingido, uma
vez que o material ficou bem abrangente em relacao ao contetido de fungoes. Apesar disso,
entendemos que uma aplicagado desse material em um grupo de professores, em formato
de oficina, nos traria mais subsidios para a melhoria do mesmo. No entanto, como néo
tivemos a oportunidade da realizagao dessa atividade, vamos considerar como uma de

nossas propostas futuras.

Palavras-chave: Ensino e aprendizagem matematica, Ensino de funcoes, GeoGebra,

Modelagem Matematica.






Abstract

SOUZA JUNIOR, Airton Wagner de Souza. Use of Geogebra Software and Mathe-
matical Modeling in the Teaching of Functions. 2018. 147 p. Dissertation - Programa
de Pés-Graduagao Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT.
Unidade Académica Especial de Ciéncias Exatas e Tecnologicas, Regional Jatai, Universi-
dade Federal de Goiés. Jatai, GO.

"Use of Geogebra Software and Mathematical Modeling in the Teaching of Functions'
is the theme addressed in this work, which proposes as main objective, to extend and
complement the didactic approach of the content of functions. Following the author’s
frustrations, in teaching this content, he saw the traditional process and observed in the
textbooks confusing and often contradictory conceptions of the content in relation to
the specific bibliography, we emphasize the need to broaden the approaches used for the
teaching of functions. Therefore, our methodology of work was to carry out studies in
several specific books dealing with functions and the modeling technique, as well as, to
learn to handle the resources of Geogebra. In this way, we propose this material that will
serve for the teacher to improve his / her knowledge of functions, and finally, to apply the
same to his students. In general, we present concepts, graphical analyzes and applications
of functions, as well as the resolution, with the aid of Geogebra, of problems associated
with teacher’s Cotitian. In view of the above, and considering the information placed, in a
didactic way, in each chapter, capturing the screens of Geogebra, at the moment of the
explanations of the variations of functions, we conclude that the proposed objective was
reached, once the material was well Although we understand that an application of this
material in a group of teachers, in a workshop format, would give us more subsidies to
improve it. However, as we did not have the opportunity to carry out this activity, we will

consider it as one of our future proposals.

Keywords: Teaching and learning mathematics, Teaching of functions, GeoGebra, Math-

ematical modeling.






Lista de ilustracoes

Figura 1 — Pontos A,B e C alinhados . . . . . . ... .. ... ... .. ...... 34
Figura 2 — Graficos Fungao Afim Inclinagdo da Reta . . . . . . .. ... .. ... 35
Figura 3 — Gréficos Fungao Linear Utilizando Controle Deslizante a e b qualquer . 36
Figura 4 — Graficos Fun¢ao Afim inserindo "Controle Deslizante'a >0 . . . . . . 37
Figura 5 — Graficos Fungao Afim Inserindo Controle Deslizante a <0 . . . . . . . 38
Figura 6 — Graficos Fungao Afim com coeficiente a com valor alto . . . . . . . .. 39
Figura 7 — Gréficos Fungdo Afim com Coeficiente ¢ muito baixo . . . . . . . . .. 40
Figura 8 — Gréaficos Fungao Constante . . . . . .. . . .. ... .. .. ... ... 41
Figura 9 — Graficos Funcao Identidade . . . . . . . . ... ... .. ... .. ... 42
Figura 10 — Gréficos Fung¢ao Linear Utilizando Controle Deslizante a >0 . . . . . 43
Figura 11 — Gréficos Fung¢ao Linear Utilizando Controle Deslizante a <0 . . . . . 44
Figura 12 — Quadrado cujo ladomede = . . . . . . . . .. .. ... ... .. 46
Figura 13 — Quadrado acrescido um retangulo . . . . . . . . . ... ... ... ... 46
Figura 14 — Quadrado acrescido dois retangulos iguais . . . . . . ... ... .. .. 47
Figura 15 — Quadrado final . . . . . .. .. ... . . oo A7
Figura 16 — Graficos Fungdo Quadratica Simetria da Pardbola . . . . . . . . . .. 48
Figura 17 — Graficos funcao Quadratica Obervando Concavidade . . . . . . . . .. 50
Figura 18 — Gréaficos Fun¢ao Quadratica com uso Controle Deslizante . . . . . . . 51
Figura 19 — Gréficos Fungao Quadratica com Coeficientes a > 0, b e c iguaisa 0 . 53

Figura 20 — Graficos Funcao Quadratica com Coeficiente a > 0, Controle Deslizante 54

Figura 21 — Gréficos Fun¢ao Quadratica com Coeficiente a < 0, Controle Deslizante 55

Figura 22 — Graficos Funcao Quadratica com Coeficiente a =0 . . . . . . . . . .. 56
Figura 23 — Graficos Funcao Modular f(z) =|z| . ... ... ... ... ... ... 57
Figura 24 — Gréficos Fungdo Modular contendo Coeficiente a com variagao . . . . 58
Figura 25 — Graficos Fungao Modular com Deslocamento Vertical . . . . . . . . .. 59
Figura 26 — Graficos Funcao Modular com Deslocamento Horizontal . . . . . . .. 60
Figura 27 — Gréficos Fungdo Exponencial . . . . . ... .. ... ... ... .. .. 64
Figura 28 — Gréficos Fun¢ao Exponencial com 0 <a <1 . . . . . .. .. ... ... 64
Figura 29 — Gréficos Fungdo Exponencial coma >1 . . . . . . . .. .. ... ... 65
Figura 30 — Gréficos Fun¢do Logaritmicaa >1 . . . . . . . . . ... .. ... ... 67
Figura 31 — Graficos Fun¢ao Logaritmica O <a <1 . .. . . . . . . ... ... ... 68
Figura 32 — Ciclo Funcao Seno . . . . . . . . . .. ... .. 71
Figura 33 — Valores de Seno . . . . . . . . . ... 72
Figura 34 — Graficos Func¢ao Seno no intervalo [0;27] . . . . . ... ... ... .. 72
Figura 35 — Graficos Func¢ao Seno do tipo asen(z) . . . . . .. ... .. ... ... 73

Figura 36 — Gréaficos Funcao Seno do tipo sen(azx) . . . . . . .. . ... ... ... 74



Figura 37 — Gréficos Funcao Seno do tipo sen(x) +a . . . . . . . . ... ... ... 75

Figura 38 — Graficos Fungao Seno Arco Metade . . . . . . . . . ... ... .. ... 76
Figura 39 — Funcao de Seno com algumas simulagoées . . . . . . . .. ... .. ... 7
Figura 40 — Ciclo Funcao Cosseno . . . . . . . . . . ... . ... 79
Figura 41 — Valores de Cosseno . . . . . . . . . . . . o 80
Figura 42 — Graficos Func¢ao Cosseno de [0;27] . . . . . . ... ... ... .. .. 80
Figura 43 — Gréficos Func¢ao Cosseno do tipo f(z) =cos(z) . . . . . .. ... ... 81
Figura 44 — Gréficos Func¢ao Cosseno do tipo cos(azx) . . . . . . . . .. ... ... 82
Figura 45 — Graficos Func¢ao Cosseno do tipo acos(z) . . . . . ... ... ... .. 83
Figura 46 — Graficos Func¢ao Cosseno do tipo cos(z) +a . . . . ... ... ... .. 84
Figura 47 — Ciclo Funcao Tangente . . . . . . . . . .. .. ... ... ... .... 85
Figura 48 — Valores da Tangente . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..... 85
Figura 49 — Graficos Fungao Tangente . . . . . . . . . . .. ... ... ... .... 86
Figura 50 — Gréaficos Func¢ao Tagente do tipo £tg(z) . . . . . . . . ... ... ... 87
Figura 51 — Gréficos Func¢ao Tagente do tipo atg(z) . . . . . ... ... ... ... 88
Figura 52 — Gréaficos Funcao Tagente do tipo tg(az) . . . . . . . . ... ... ... 89
Figura 53 — Gréaficos Func¢ao Tagente do tipo tg(z) +a . . . . . . . .. ... ... 90
Figura 54 — Ciclo Funcao Cotangente . . . . . . . . .. .. ... ... ... .... 91
Figura 55 — Gréaficos Funcao Cotangente do tipo cotg(x) . . . . . . . . .. .. ... 92
Figura 56 — Gréaficos Func¢ao Cotangente do tipo cotg(az) . . . . . . .. ... ... 93
Figura 57 — Gréaficos Funcao Cotangente do tipo acotg(z) . . . . . . . ... .. .. 94
Figura 58 — Gréaficos Funcao Cotangente do tipo cotg(x) +a . . . . . . .. .. .. 95
Figura 59 — Ciclo Funcao Secante . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...... 96
Figura 60 — Graficos Fungdo Secante . . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 97
Figura 61 — Graficos Fungdo Secante Usando Geogebra . . . . . .. .. .. .. .. 98
Figura 62 — Graficos Func¢ao Secante do tipo sec(az) . . . . .. .. ... ... ... 99
Figura 63 — Gréaficos Funcao Secante do tipo asec(xz) . . . . . . . . ... ... ... 100
Figura 64 — Gréficos Func¢ao Secante do tipo sec(x) +a . . . . . . .. .. ... .. 101
Figura 65 — Ciclo Funcao Cossecante . . . . . . .. . . ... ... ... .. .... 102
Figura 66 — Gréaficos Func¢ao Cossecante do tipo cossec(z) . . . . . . . . ... ... 103
Figura 67 — Graficos Fungdo Cossecante . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 104
Figura 68 — Graficos Funcao Cossecante do tipo cossec(ax) . . . . . . .. .. ... 105
Figura 69 — Gréaficos Func¢ao Cossecante do tipo acossec(x) . . . . . . . ... ... 106
Figura 70 — Gréaficos Func¢ao Cossecante do tipo cossec(z)£a . . . . . . .. . .. 107
Figura 71 — Gréafico do primeira aplicacao Lixo no Brasil . . . . ... ... .. .. 113
Figura 72 — Grafico do segunda aplicacao multiplosde 2 . . . . . . . . .. ... .. 116
Figura 73 — Gréfico do terceira aplicacao Modelagem de Taxi . . . . . . ... . .. 117
Figura 74 — Gréfico do terceira aplicacao Modelagem de Uber . . . . . . . . . . .. 118

Figura 75 — Dados referente ao quarto exemplo . . . . . . . .. .. ... ... ... 119



Figura 76 — Grafico do quarta aplicacao exercicio 4 parque de diversdoes . . . . . . 121

Figura 77 — Gréfico atividade 6 partindo da origem . . . . . . . .. .. ... ... 122
Figura 78 — Grafico atividade 6 partindo posicao 4 . . . . . . . . .. ... ... .. 124
Figura 79 — Grafico atividade 6 ambas situagoes partindo origem e posicao 4 . . . 125
Figura 80 — Gréafico referente a aplicacdo 5item 1 . . . . . . . . .. .. ... ... 127
Figura 81 — Gréafico referente a aplicacao 5item 1 . . . . . . . ... .. ... ... 128
Figura 82 — Gréafico referente a aplicacdo 5 item 2 . . . . . . . . .. .. ... ... 129
Figura 83 — Gréafico referente a aplicacdo 5item 3 . . . . . . . .. ... ... ... 130
Figura 84 — Gréafico referente aplicacao 6 . . . . . . . . .. .. ... ... 131
Figura 85 — Gréfico referente aplicacdo 7 - Fisica . . . . . . .. ... ... .. ... 133
Figura 86 — Grafico referente aplicacao 8 simulagoes de fungoes . . . . . . . . . .. 134
Figura 87 — Tela incial do Geogebra . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 141
Figura 88 — Ferramenta controle deslizante . . . . . . . . .. ... ... ... ... 142
Figura 89 — Campo de entrada no Geogebra . . . . . . . . . ... ... ... ..., 143
Figura 90 — Grafico com controle deslizante . . . . . . . .. ... ... ... . ... 144
Figura 91 — Grafico Sequéncia de Pontos inserindo a Fungao . . . . . . .. .. . .. 145

Figura 92 — Grafico inserindo a Sequéncia de Pontos . . . . . . . .. ... .. ... 146






Lista de tabelas

Tabela 1 — Tabela com dados do quarto exemplo partindo da origem atividade 6 . 122
Tabela 2 — Tabela com dados do quarto exemplo partindo da posicao 4 atividade 6 123






1.2
1.3

2.1

2.2

2.3
23.1
2.4

2.5
25.1
2.6
2.6.1
2.6.2
2.7
2.7.1
2.8
2.8.1
2.8.2
2.9
29.1
2.10
2.10.1
2.10.2
2.10.2.1
2.10.3
2.10.3.1
2.10.4
2.10.4.1
2.10.5
2.10.5.1

Sumario

INTRODUCAO . . . .. ittt e e e et e et e et e 22
Uso das Novas Tecnologias da Informacao e Comunicacao TICs -

Software GeoGebra . . . . . . . ... ... 23
Um pouco de Funcao, levantamento histérico . . . . . . .. ... .. 26
Estruturacao do Trabalho . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 29

NOCOES BASICAS DE FUNCOES COM A UTILIZACAO DO GE-

OGEBRA . . . . . e e e e 30
Graficos . . . . . .. 30
Funcao Afim . . . . . . ... o 30
Funcdes Afins . . . . . . . . . . 32
Coeficientes ou Taxa de variacdo de uma Funcao Afim . . . . ... .. .. 34
Funcdao Constante . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ..., 41
Funcao Identidade . . . . . . . . .. ... .. ... ... ..., 41
Funcdo Linear . . . . . . . . . .. 42
Funcées Quadraticas . . . . . . . . . . ... ... L. 44
A Forma Canénica do Trinbmio . . . . . . . . .. ... ... ... ... 45
O Gréfico da Funcao Quadratica . . . . . . . . . . ... ... ... 48
Funcao Modular . . . . . .. .. .. oo 56
Gréficos Funcdo Modular . . . . . . ..o oo 57
Funcao Exponencial . . . . . . ... ... ... .. L. 60
Caracterizacdo da Funcdo Exponencial . . . . . . . . ... ... ... ... 61
Gréaficos Funcao Exponencial . . . . . . . ... 63
Funcdes Logaritmicas . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 65
Caracterizacdo das Funcoes Logaritmicas . . . . . . . . . .. ... .... 68
Funcdes Trigonométricas . . . . . . . . . .. ... ... ... ..... 69
A funcdo de Euler e a Medida de Angulos . . . . . . ... ... ... ... 70
Funcdo Seno . . . . . . . 71
Graficos Funcdo Seno . . . . . . . Lo 71
Funcdo Cosseno . . . . . . . . . . Lo 79
Gréaficos da Funcdo Cosseno . . . . . . . . . . ..o 79
Funcdo Tangente . . . . . . . . . . L 84
Graficos Funcdo Tangente . . . . . . . . . . . ..o 85
Funcdo Cotangente . . . . . . . . . . . .. 90

Graficos funcdo Cotangente . . . . . . . . . . . ... 91



2.10.6
2.10.6.1
2.10.7
2.10.7.1

3.1
3.2
321
3.2.2
3.2.3
3.2.4

3.25
3.2.6
3.2.7
3.2.8

Funcdo Secante . . . . . . . . ... 95

Graficos envolvendo a funcdo secante . . . . . . . . . .. ... 96
Funcdo Cossecante . . . . . . . . . . . .. 101
Graficos Funcdo Cossecante . . . . . . . . . . . ... 102

APLICACOES DE FUNCOES USANDO MODELAGEM MATEMA-

TICA EGEOGEBRA . . . . . . .. . . et i it e 108
Uma nocao conceitual do que seria Modelagem Matematica . . . . 108
Aplicacdes . . . . . . . . . 111
Primeira aplicacdo: Indice de produc3o de Lixo no Pafs . . . . . ... ... 111
Segunda aplicacdo: Criar uma soma de multiplos 72”7 . . . . . . . . .. .. 114
Terceira aplicacdo: Problema envolvendo Taxi . . . . .. ... .. ... .. 116

Quarta aplicacdo: Entrada no parque de diversdes exercicio 4 e o exercicio 6

da formiguinha . . . . ... L 119
Quinta aplicacdo: Lancamento de um projétil . . . . . . .. ... ... .. 125
Sexta aplicacdo: Um exercicio criado pelo préprio autor . . . . . . . . . .. 131
Sétima aplicacdo: Criado pelo préprio autor uma aplicacdo em Fisica . . . . 131
Oitava aplicacdo: Mostrando as funcdes usando o controle deslizante . . . . 133
CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . . . oo 136
REFERENCIAS . . . . . . . e e 138
APENDICES 140
CONTROLE DESLIZANTE . . . . . . . . . . i e e e e e e e 141

SEQUENCIA DE PONTOS . . . . . v o e e e e e e e e 145



22

1 Introducao

Atualmente, varios pesquisadores buscam incansavelmente alternativas para mudar
a realidade no ensino de matematica, especificamente no ensino de funcoes. Este trabalho
tem a proposta de utilizar a técnica de modelagem matematica e o software Geogebra
como recursos metodologicos, para o ensino deste contetido. Entendemos que a modelagem
proporciona aos alunos a resolucao de atividades contextualizadas, inseridas na sua
realidade, e o Geogebra ird facilitar a identificagdo dos modelos e a visualizagdo dos

mesmos.

O software Geogebra, é um recurso metodoldgico, inovador, de simples manuseio
e de plataforma gratuita, conjunto de caracteristicas que nos possibilitou a definir sua
escolha. Entendemos que vai nos ajudar a trabalhar com os professores no estudo das
fungoes, pois, ira auxiliar na transicao da parte tedrica com a parte geométrica grafica,
estimulando os mesmos para o entendimento. Além disso, pode ser trabalhado em turmas

de qualquer nivel de ensino, bastando o conhecimento em informaética basica.

Para justificar a escolha do tema desta pesquisa "Uso do Software Geogebra e
Modelagem Matematica no Ensino de Funcoes", vamos relacionar a trajetoria do autor e
suas inquietac¢oes em torno do ensino e aprendizagem do contetido de fung¢des. Durante meus
quase onze anos de magistério no ensino médio, ouvi relatos de colegas e ja experimentei,
planejar uma aula e, ao fim da mesma, ficar com a sensacao de que ninguém conseguiu
assimilar nada, ou seja, nao houve aprendizagem por parte dos alunos. Esse fato, contribuiu

para a busca de alternativas de ensino.

Diante disso, ingressei no Curso de Especializacao em Ciéncia e Matematica no
IFGO campus Jatai, onde estudei uma disciplina chamada Tecnologias da Informagao e
Comunicacao, TICs. Essa matéria foi o ponto de partida para trabalhar formas de ensino
usando as tecnologias, principalmente o uso de softwares como por exemplo Winplot, no
auxilio de visualizacao grafica. Nesta fase do curso, foi preciso fazer um Trabalho Final
que consistiu numa pesquisa realizada com aplicacao de Modelagem Mateméatica em uma
escola rural no municipio de Rio Verde, Goids. (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014)
relata que, apos a aplicagdo de Modelagem Matematica, inserido aos contetidos de fungoes,
houve uma melhora significativa nas notas dos alunos do 9° ano, além disso, observou
que, tanto a evasao, quanto as faltas, diminuiram. Fica evidente pela pesquisa, que foi
satisfatério o uso da metodologia, ja que houve aprendizagem por parte dos alunos e um

aumento da frequéncia dos mesmos, nas aulas.

Em busca de uma metolologia adequada e satisfatéria, encontramos em (TENORIO;

COSTA; TENORIO, 2014) uma maneira de resolver problemas envolvendo as fungoes
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Afins, a investigagao foi feita em duas turmas de 1* série do Ensino Médio participaram da
pesquisa. Primeiramente, aulas tradicionais e pré-testes idénticos foram ministrados. Entao
uma turma recebeu um refor¢o pedagogico tradicional. Na outra, o software Geogebra
foi utilizado no reforco. Nesta pesquisa de (TENC)RIO; COSTA; TENORIO, 2014), nos
traz que os alunos resolveram uma lista de doze questoes (seis exercicios e seis problemas)
semelhantes, mas uma com o auxilio do software. Houve algumas dificuldades, porém, os
alunos acharam mais facil resolver as atividades no Geogebra por nao precisarem construir
graficos manualmente. A visualizacao rapida de diferentes graficos também permitiu uma

melhor compreensao.

Os alunos gostaram de empregar o software e prefeririam resolver questoes em aulas
e em avaliagbes com ele. As expressoes dos alunos enquanto trabalhavam com o Geogebra
foram marcantes, além de acharem as atividades investigativas boas, eles puderam aprender

melhor com a rapida visualizacao na construgao dos graficos.

Diante disso, dizemos que o objetivo principal deste trabalho é ampliar e comple-
mentar a abordagem didatica dos contetidos de fungées presentes nos livros didaticos,
auxiliando os professores de matematica. De modo especifico, pretendemos levar o pro-
fessor a: compreender, caracterizar e visualizar comportamentos das diversas fungoes;
Compreender e manusear os recursos de: controle deslizante e sequéncia de pontos, do
Geogebra. Portanto, é interesse nosso, que os professores, com o complemento da técnica
de modelagem, possam desenvolver um ensino ampliado de funcoes, de modo a estimular
o aluno a questionar, formular e contextualizar esse conteiido em outras praticas sociais.
Diante disso, entendemos que, criar situa¢oes problemas e resolvé-los, fazendo uso de novas
tecnologias, é necessario e facilita a aprendizagem, uma vez que, seria um escape, uma

tentativa ou uma mudanca, em prol de novo ensino.

Na sequéncia traremos um pouco do software Geogebra como alternativa de ensino

e mostrando o levantamento historico sobre os conceitos e definigoes de fungoes.

1.1 Uso das Novas Tecnologias da Informacao e Comunicacado TICs

- Software GeoGebra

O levantamento sobre o software feito (PEREIRA et al., 2012, p. 31) em sua
dissertagao traz que o Geogebra apresenta-se como um software livre, criado por Markus
Hohenwarter, escrito em Java e disponivel em multiplas plataformas, que retine recursos de
geometria, algebra e calculo. Considerado como uma ferramenta eficaz na forma interativa,
possui uma interface amigavel, possibilidades para producgao de aplicativos em paginas
web e disponibilidade em varios idiomas. Além disso, no website do projeto, é possivel
adquirir uma série de interagoes e materiais de ajuda elaborados pela comunidade Geogebra

mundial. O software apresenta também um campo de entrada de texto, reservado para
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escrever coordenadas, equagoes, comandos e func¢oes de tal forma que, pressionado a tecla

enter, os mesmos sao exibidos na janela geométrica e algébrica.

Algumas informacoes adicionais: Publicado por Internationales GeoGebra Insti-
tut "IGI"; Tamanho aproxidamente de 45M B; Direitos autorais International Geogebra
Institute; Classificacao etaria inadequado para menores de 3 anos; Desenvolvido por Inter-
nationales GeoGebra Institut "IGI"; Categoria, Educacao e data de langamento 27/08,/2013.
Seu dispositivo deve atender a todos os requisitos minimos para abrir este produto Sistema

Operacional Windows 8.1 Arquitetura x86, x64, ARM, ARMG64.

O ambiente informatizado proporciona uma nova relacao professor/aluno, criando
uma maior proximidade, interacao e colaboracao entre eles. De maneira geral, nossos
alunos sao curiosos e, para dispertarmos esse interesse nos mesmos, seria uma boa opgao
de usar as TICs como metodologias para ensino aprendizagem.

Nao ha duavida de que as novas tecnologias de comunicagao e informagao
trouxeram mudancas considerdveis e positivas para a educacdo. Videos,
programas educativos na televisao e no computador, sites educacionais,
softwares diferenciados transformam a realidade da aula tradicional,
dinamizam o espaco de ensino e aprendizagem, onde, anteriormente,
predominava a lousa, o giz, o livro e a voz do professor (KENSKI, 2007,
p. 46).

Sabemos que essa tarefa nao é tao facil assim, pois a implementacao dessa tecnologia,
sO é possivel se os profissionais de ensino estiverem preparados para o enfrentamento das
mudancas e transformacgoes que se farao presentes em sua pratica docentes. De acordo com
(KENSKI, 2007, p. 45) “A escolha de determinado tipo de tecnologia altera profundamente
a natureza do processo educacional e a comunicacao entre os participantes”. No entanto é

preciso refletir, ter cautela sobre a implementagao das questoes colocadas.

Segundo (KENSKI, 2007) a tarefa de acompanhar a evolu¢do que os avangos
tecnoldgicos impoem a todos, indistintamente, perpassa por adaptar-se a mesma.

Este é também o duplo desafio para a educacéo: adaptar-se aos avangos
tecnoldgicos e orientar o caminho de todos para o dominio e a apropriacao
critica desses novos meios. [...] A escola representa na sociedade moderna
o espago de formagao nao apenas das geragoes jovens, mas de todas as
pessoas. Em um momento caracterizado por mudancas velozes, as pessoas
procuram na educagao escolar a garantia de formagcao que lhes possibilite
o dominio de conhecimentos e melhor qualidade de vida. (KENSKI, 2007,
p. 18-19).

Neste sentido, (PEREIRA et al., 2012) salienta o seguinte: "lidar com meios
tecnologicos requer profissionais adeptos a querer aprimorar seus conhecimentos e continua
a busca pelo conhecimento'. Os estudos realizados até entao mostravam a necessidade de
se repensar continuamente a questao de espaco e tempo nas escolas.

A sala de aula deve deixar de ser o lugar das carteiras enfileiradas para
se tornar um local em que professor e alunos podem realizar um trabalho
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diversificado em relagdo ao conhecimento. [...] Portanto, a énfase da
educacao deixa de ser a memorizacao da informacao transmitida pelo
professor e passa a ser a construcao do conhecimento realizada pelo aluno
de maneira significativa, sendo o professor, o facilitador desse processo
de construgdo. (VALENTE et al., 1999, p. 08)

Alguns motivos para utilizagdo do software Geogebra: ele modifica totalmente o
ambiente da aula e permite criar conjecturas durante o ensino aprendizagem no conteido
de fungoes, ajuda na solucao de algumas atividades onde havia dificuldade na verificacao
do comportamento do gréafico - por meio do software é facilitada, a compreensao e

comportamento dos graficos como mostrados no texto.

Segundo (PEREIRA et al., 2012) temos que:

As caracteristicas do Geogebra potencializam a constituicdo de cendrios
para investigagao, nos quais o aluno é capaz de experimentar situagoes em
um processo dindmico. Entende-se que as atividades e tarefas propostas na
pesquisa constituem situacoes que possibilitam e estimulam a investigacao
e o questionamento, convidando o aluno a descobrir, formular questoes,
procurar respostas, levantar e verificar conjecturas. Espera-se que o
desenvolvimento das atividades possibilite aos alunos um despertar pela
geometria. Que a interface do software e todas as suas ferramentas possam
encorajar os alunos a desenvolver sua capacidade critica e o professor
possa reconhecer e aperfeigoar a criacdo e formulagao de situacoes de
aprendizagem (PEREIRA et al., 2012, p. 32).

Saber que ensinar nao é transferir conhecimento, mas criar as possibi-
lidades para sua propria produgdo ou a sua construcao. Quando entro
em uma sala de aula devo estar sendo um ser aberto a indagagoes, a
curiosidade, as perguntas dos alunos, a suas inibi¢des; um ser critico e
inquiridor, inquieto em face da tarefa que tenho — a de ensinar e néo a
de transferir conhecimento. (FREIRE, 1996, p. 52)

E importante ressaltar como professor de ensino basico ou qualquer nivel de ensino
tem a necessidade de se procurar sempre qualidade de ensino, criando possibilidades pra

que isso ocorra.

A ideia principal é de tornar o conteiido mais dindmico e valorizar mais as experién-
cias, o raciocinio 16gico e o conhecimento prévio de cada aluno. Assim, iremos ao encontro
da proposta pedagogica de usar o Geogebra como mecanismo de auxilio, em consonéncia
com a técnica de Modelagem Matematica. O estudo da matematica desenvolve o raciocinio
logico e abstrato, buscando situacoes que envolvam o cotidiano do aluno, e levando este
cotidiano para um contexto de sala de aula.

O governo preconiza que o ensino do conteido de funcgoes, seja explanado de
maneira mais acessivel de facil entendimento. Com base no PCNs;

O estudo das fungoes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao
entre grandezas e modelar situagoes-problema, construindo modelos
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descritivos de fendmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da
prépria matemdatica. Assim, a énfase do estudo das diferentes funcgoes
deve estar no conceito de funcdo e em suas propriedades em relacao
as operacgoes, na interpretacao de seus graficos e nas aplicacoes dessas
fungoes. Tradicionalmente o ensino de fungdes estabelece como pré-
requisito o estudo dos niimeros reais e de conjuntos e suas operagoes,
para depois definir relagoes e a partir dai identificar as fun¢des como
particulares relagdes. Todo esse percurso é, entdo, abandonado assim que a
definicdo de funcéo é estabelecida, pois para a anéalise dos diferentes tipos
de fungoes todo o estudo relativo a conjuntos e relagoes é desnecessario.
Assim, o ensino pode ser iniciado diretamente pela nogao de fungao para
descrever situagoes de dependéncia entre duas grandezas, o que permite
o estudo a partir de situagoes contextualizadas, descritas algébrica e
graficamente.

Presente no curriculo de matematica da educacao basica, o ensino de fungoes deve, segundo
os Parametros Curriculares do Ensino Médio.

(...) garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o
conceito de Funcgao em situacoes diversas e, nesse sentido, através de uma
variedade de situagdes-problema de matemaética e de outras areas, o aluno
pode ser incentivado a buscar a solugdo, ajustando seus conhecimentos
sobre fungoes para construir um modelo para interpretacao e investigacao

em Matematica.(MAGARINUS et al., 2013, p. 12)

Com a experiéncia em sala, é possivel notar que os alunos tem muitas dificuldades
em trabalhar com fungoes, e poucos compreendem o conceito de fungao. Muitos discentes
nao conseguem fazer uma leitura grafica, e essa dificuldade estende ao ensino superior.
Segundo (COSTA et al., 2004) “muitas das dificuldades apresentadas pelos estudantes no
que se refere ao conceito de limite, derivada e integral recaiam na compreensao do conceito

de fungao.”

1.2 Um pouco de Funcao, levantamento histérico

O conceito de funcao, ensinado atualmente e presente nos livros didaticos das
escolas do Ensino Médio, teve um longo e delicado processo de desenvolvimento histérico.
Trazemos aqui, um breve levantamento desse processo.

Segundo (OLIVEIRA, 1997, p.22-23), existem trés etapas principais do desenvolvi-
mento da noc¢ao de funcao:

e A Antiguidade: etapa no curso da qual o estudo dos diferentes casos de dependéncia entre
duas quantidades ainda nao isolou as nogoes gerais de quantidades variaveis e de fungoes.

o Idade Média: Nesta etapa, estas nogoes sao pela primeira vez, e de maneira precisa, expressas
sob uma forma geométrica e mecanica, mas durante a qual, como na antiguidade, cada caso
concreto de dependéncia entre duas quantidades é definida por uma descri¢cdo verbal ou por
um grafico, de preferéncia a uma férmula.
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e 0 periodo Moderno: no curso do qual, a partir do fim do século XV'I, e especialmente durante
o século XVII, as expressoes analiticas de fun¢des comecaram a prevalecer; a classe das
fungoes analiticas geralmente sdo expressas por meio de soma de séries infinitas, tornando-se
logo a principal classe utilizada.

Na Antiguidade deu-se o primeiro estagio da concepc¢ao de funcao. Nesta etapa
historica, iremos descrever sobre alguns pesquisadores e em qué eles contribuiram, come-
c¢ando com os Babilonios em 2000 anos a.C., com surgimento das tabelas sexagesimais de
quadrados e raizes quadradas, de cubos e raizes cibicas, entre outras. Na Grécia Antiga,
encontramos novas formas de aparecimento do conceito de fun¢ao na matematica e nas
ciéncias naturais: em métodos praticos e nao formulados, (comunicados de mestres para
aprendiz). Entre os Pitagéricos, surge a ideia de fun¢ao no estudo da interdependéncia
quantitativa de diferentes quantidades fisicas, como por exemplo, o comprimento e altura
da nota emitida por cordas da mesma espécie, pingadas com tensoes iguais. Posteriormente,
durante o periodo Alexandrino, os astronomos desenvolveram uma trigonometria completa
de cordas, correspondendo a circunferéncia de uma circulo de raio fixo. Utilizando teoremas
de geometria e regras de interpolacao, calcularam tabelas de cordas, equivalendo a tabela
dos senos que foram colocadas em praticas pelos Hindus. Ja os Egipcios construiram

tabelas para apresentar correspondéncias entre uma variavel e outra.

Na Idade Média, surge pela primeira vez a nogao de func¢ao de forma mais genérica,
(século XIT), nas escolas de filosofia natural em Oxford e Paris. Nestas duas escolas
estudaram fenénemos como calor, luz, cor, densidade, distancia, velocidade, etc. No século
X1V Nicole Oresme (1323 — 1382), desenvolveu a teoria das latitudes e longitudes das

formas, que pode ser considerada como a precursora da representacao grafica de funcao.

No periodo Moderno, Galileu Galilei (1564 — 1642) deu uma grande contribuigao
com relacao a evolugdo da nocao de fungao, introduzindo o quantitativo nas representagoes
graficas. Frangois Viete (1540 — 1603), usou vogais para representar varidveis e consoantes
para representar paramentros. Segundo Fermat (1601 — 1665), "tao logo duas quantidades
desconhecidas aparecem em uma igualdade, ha um lugar geométrico e o ponto terminal de

uma das duas quantidades descreve uma reta ou curva'.

Aqui, a fungao e o argumento sdo chamados quantidades desconhecidas, este termo
significando, na realidade, segmentos de reta de comprimento variando de forma continua.
Descartes (1596 — 1650), desenvolve a nogao de fungao de forma mais detalhada em "La
géométrie"onde, pela primeira vez e de modo completamente claro, é sustentada a ideia
de que equacao em x e y é um meio para introduzir uma dependéncia entre quantidades
variaveis de modo a permitir o calculo dos valores de uma delas correspondendo aos
valores dados da outra. Isaac Newton (1642 — 1727) deu uma interpretagao cinematico-
geométrica das concepgoes bésicas da Anélise Matematica. A primeira vez que a palavra
"fungao"aparece em um manuscrito foi com Leibniz, em 1673, num trabalho intitulado

"Methodus tangentium inversa, seu de fonctionibus", sendo que ele ja tem a ideia do
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conceito geral de funcdo, designada pela palavra "relatio". Com Jean Bernoulli, aparece a
primeira defini¢ao explicita de uma fungao como expressao analitica: "Chamamos fungao
de uma grandeza variavel uma quantidade composta de qualquer maneira que seja desta
grandeza variavel e constantes"(OLIVEIRA, 1997, p.28).

Euler, no século XV III, foi figura essencial para o desenvolvimento do conceito
de funcgao, pois comecou por definir as primeiras nogoes, discriminando as quantidades
variaveis das constantes. Distinguiu ainda as fun¢oes continuas das descontinuas e definiu
por fim, que: "Uma funcao de uma quantidade variavel é uma expressao analitica composta
de qualquer modo que seja, desta quantidade e ntimeros ou quantidade constantes',
(OLIVEIRA, 1997, p.29).

No século X1X, iniciou-se um processo de fundamentacao rigorosa da Analise, que
veio a ser conhecido por "Aritmetizagao da Andlise". Condorcet (1778), Cauchy (1789),
Lacroix (1797), Fourier (1821), Lobatchevsky (1837) se inspiraram nos trabalhos de Euler
e estudaram e aprofundaram a concepcao de fungao, além de corrigirem nocoes limitadas

do mesmo.

Em meados do século X71X, as fungdes ja nao precisavam ter a forma "bem
comportada'com que os matematicos estavam acostumados. Em 1837, Dirichlet sugeriu
uma definicdo muita ampla de funcgao:

Se uma varidvel y estd relacionada com uma varidvel x de tal modo que,
sempre que é dado um valor numérico a x, existe uma regra segundo a
qual um valor tnico de y fica determinado, entao diz-se que y é funcao
da varidvel independente z. (OLIVEIRA, 1997, p.29).

Essa definicao chega perto da nog¢ao moderna de uma correspondéncia entre dois con-
juntos de niimeros, mas o conceito de "conjunto'e "ntimero real"ainda nao haviam sido

estabelecidos, por isso essa defini¢ao foi "mal comportada'.

A defini¢ao geral de func¢do, dada nos cursos de analise matematica no fim do século
XI1X e no comego do século X X era de Hankel. Com base em Dirichlet a defini¢ao é a
seguinte:

Diz-se que y é uma funcéo de x se a cada valor de x de um certo intervalo,
corresponde um valor bem definido de y sem que isto exija entretanto
que y seja definido sobre todo intervalo pela mesma lei em funcao de x,
nem mesmo que y seja definido por uma expressao matemaética explicita

de z. (OLIVEIRA, 1997, p. 30).

Em meados do século X X, a filosofia formalista predominou em textos e publicagoes
matematicas. De acordo com o grupo Bourbaki, a difinicao de fungao é a seguinte:

Sejam E e F' dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relagdo entre uma
varidvel x de E e uma varidvel y de F' é dita uma relagdo funcional em
y, ou relagdo funcional de F em F, se qualquer que seja x € F, existe
um e somente um elemento y € F', que esteja associado a x na relagao
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considerada. Da-se o nome de funcdo a operagao que desta forma associa
a todo elemento x € E o elemento y € F' que se encontra ligado a = na
relagdo dada; diz-se que y é o valor da funcdo para elemento x, e que a
fungao esta determinada pela relagdo funcional considerada. Duas relagoes
funcionais equivalentes determinam a mesma fungdo. (OLIVEIRA, 1997,
p. 30).

Segundo Sophie de Cotret, é necessario deixar bem claro na fungao as suas compo-
nentes de variacao, dependéncia e correspondéncia. Porém, com os matematicos algebristas,
a definicdo de funcao se afastou dos aspectos "variacao'e "dependéncia’, como na seguinte
defini¢ao: "Uma fungdo f de um conjunto A num conjunto B, é uma regra de correspon-

déncia que associa a cada elemento de A no maximo um elemnto de B".

Diante do exposto, e considerando todo o processo de formacao do conceito das
fungoes, podemos observar, nos livros didaticos do ensino médio, que estas ultimas defini¢oes

sao utilizadas atualmente pelos professores de matematica.

1.3 Estruturacao do Trabalho

Este trabalho foi dividido em capitulos, dessa forma, apresentamos no capitulo 2, o
conceito, a caracterizacdo e a representagao grafica das principais fungoes vistas no ensino
médio. Além disso, para facilitar na construcao, visualizagao e interpretacao dos graficos,
trazemos aqui, as ferramentas do software Geogebra, tais como, o controle deslizante e a

sequéncia de pontos.

Trazemos no capitulo 3, alguns conceitos de Modelagem Matemaética, conforme
comentado por alguns pesquisadores do assunto. Na sequéncia, propomos algumas aplica-
¢oes reais, que podem ser resolvidas utilizando a técnica de modelagem, com o auxilio dos

recursos do Geogebra.

Tanto no capitulo 2, quanto no 3, os recursos de controle deslizante e sequéncia de
pontos, do Geogebra, foram amplamente utilizados. Dessa forma, nos apéndices A e B,

apresentamos um tutorial de como utilizar esses recursos.

Por fim, apresentamos no capitulo 4, uma conclusao do trabalho, e propostas

futuras a serem desenvolvidas pelo autor.
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2 Nocoes Basicas de Funcoes com a Utiliza-

cao do Geogebra

2.1 Graficos

No livro texto da disciplina M A11, (LIMA, 2013) mostra que uma fungao na forma
f:D CR — R é chamada uma funcao real (pois seus valores sdo ntimeros reais, isto é,
seu contradominio é R) de varidvel real (pois sua varidvel independente assume valores
reais, isto é, seu dominio é um subconjunto de R). O grafico de uma funcao desta forma é

o seguinte subconjunto do plano cartesiano R:

G(f) ={(z,y) eR%z € D,y = f(x)}

Assim, um ponto (x,y) pertence ao grafico de f se, e somente se, x € D e os niimeros
reais x e y satisfazem a lei de associacao de f. Em outras palavras, o graco de uma funcao
f é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem sua lei de associacdao. Por mais basico
que possa parecer este fato, nem sempre ele é claramente entendido pelos estudantes no
ensino bésico - e estas dificuldades de aprendizagem estao relacionados com a forma como

graficos de fungoes sao usualmente ensinados.

Segundo (LIMA, 2013) o principal recurso para tragar graficos de fungdes reais
apresentado aos alunos no ensino basico é o procedimento baseado em substituicao e
interpolagdo. A partir de uma expressao algébrica dada, monta-se uma tabela de valores e,
em seguida, os pontos correspondentes sao marcados no plano cartesiano e ligados. Em
geral, os valores da variavel independente escolhidos para a tabela sao niimeros inteiros
proximos de 0 e os pontos sao ligados por meio de segmentos de reta. Este procedimento,
efetuado da maneira descrita, envolve pouca reexao matematica sobre a funcao em questao.
Tanto a escolha dos valores para a composicao da tabela quanto a interpolagdao dos pontos
obtidos sao feitas sem que sejam levadas em consideracao as propriedades algébricas e
geométricas da fungao. Portanto, o procedimento de substituicdao e interpolagdo reduz-se
essencialmente a uma rotina mecanizada, que nao contribui para a compreensao do grafico
como o conjunto dos pontos que satisfazem a lei de associacdo da funcao, e ainda pode

induzir a erros.

2.2 Funcao Afim

Nesta secao, mostraremos um conceito geral de funcao e também em subsessoes

mostraremos as principais func¢oes vistas no Ensino Médio, sendo elas fungoes Afim,
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Quadratica, Modular, Exponencial, Logaritmica e Trigonométrica com suas defini¢oes a
serem exploradas graficamente, utilizando o Geogebra para mostrar com maior énfase o

comportamento dos graficos.

O conceito de fungao nao ¢é tao facil quando consideramos a compreensao do mesmo:

A linguagem formal do professor tenta aproximar o conceito de funcao das
suas definicoes mais autais, como as de Bourbaki e Dirichlet. Entretanto,
em seu uso pratico, este tema fica restrito a concepgodes mais cldssicas,
como a de Euler. Em ambos os casos, parece haver um dicotomia entre a
linguagem matematica utilizada para lidar com o tedrico e aquela para
expressar as questoes praticas.(ZUFFI; PACCA, 2000, p. 7)

Essa dicotomia retrata que o professor deve trazer maneiras facilitadoras pra
assimilar o seu uso tedérico com pratico. Este é um contetido importante visto no Ensino
Médio das escolas publicas com uma introducao leve no Ensino Fundamental. Segundo
(FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014) a origem da nogao de “fun¢ao” até os conceitos
atuais foi um processo longo e delicado. Demoraram-se varios séculos até que de fato
conseguiu-se obter conceitos aceitaveis. Somente no inicio do século XX passou-se a ter
uma defini¢ado admissivel. Atualmente temos a seguinte definigao (LIMA, 2008):

Uma funcdo de A — B consta de trés partes: um conjunto A, chamado o
dominio da fungéo (ou conjunto onde a fun¢io é definida), um conjunto B,
chamado o contradominio da fungao, ou o conjunto onde a fung¢ao toma
valores, e uma regra que permite associar, de modo bem determinado,
a cada elemento € A, um tnico elemento f(z) € B, chamado o valor
que fungdo assume em z (ou no ponto x). (LIMA, 2008, p. 13).

Nos dias de hoje, (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014) as fun¢oes podem ser
aplicadas e relacionadas em todas as ciéncias, por exemplo, na fisica, quimica, biologia entre
outras. Sao excelentes ferramentas para solucionar e representar questoes atuais, simular
graficamente uma situacao problema como, por exemplo, obter uma func¢ao custo, receita
ou lucro. Isto a torna uma importante ferramenta para modelar situagoes encontradas no
cotidiano, pois sua aplicagdo no campo da Matematica e em outras ciéncias é vasta. Essas
aplicacoes, na maioria das vezes, provém da utilizacdo de modelagem matematica. Sendo,
o estudo de funcoes atreladas as aplicagoes. Além disso, sobre o estudo de fungoes,

O estudo de fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagdo entre
grandezas e modelar situagdes problemas, construindo modelos descritivos
de fenomenos e permitindo varias conexoes dentro e fora da matemaética.
(Brasil 2006, p.121) (BARRETO, 2008)

Nas Orientagoes Curriculares (2006) o estudo de fungdes pode prosseguir com os
diferentes modelos que devem ser objeto de estudo na escola: — modelos Linear, Quadratico
e Exponencial. E recomendével que o aluno seja apresentado a diferentes modelos, tomados
em diferentes dreas do conhecimento (queda livre de um corpo, movimento uniforme

e uniformemente acelerado, crescimento de uma colonia de bactérias, quantidade de
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medicamento na corrente sangiiinea, rendimentos financeiros, consumo doméstico de

energia elétrica, etc).

Fica claro que o contetido de fungoes é transmitido em alguns casos de maneira
tradicional, quase sempre seguindo a sequéncia dos livros didaticos, na realialidade nao é
boa. Tais contetidos sdo tragos aleatoriamente, sem conexao com realidade fugindo das

Orientacoes Curriculares.

Segundo (BARRETO, 2008) o contexto da matematica escolar com vistas as
aplicacoes e fungdes podem ser entendidas como um conceito que trata de problemas de
variacao e quantificacdo de fendmenos. Em outras palavras, o estudo das fungdes pode ser
percebido como o estudo de relagoes entre grandezas que variam. Dentro desta concepcao,
uma variavel representa os valores do dominio de uma funcao, surgindo a nocao de variaveis

dependentes e independentes.

2.3 Funcoes Afins

Definicao 1. Segundo (LIMA, 2013), uma func¢io f : R — R, chama-se afim quando
existem constantes a,b € R tais que f(x) = ax + b para todo x € R. Onde termo a

coeficiente angular e b coeficinete linear da funcao.

Em alguns livros didadicos do Ensino Médio é dada fungdo Afim como funcao do

19 grau. Vale ressaltar que funcdo nio tem grau e sim polindmios.

A fungao Identidade f : R — R, definida por f(z) = x para todo x € R, é Afim.
Também sao Afins as translagoes f : R — R, f(z) = ax + b. Sdo ainda casos particulares

das fungoes Afins: fungoes Lineares f(z) = ax, e as fungoes Constantes f(x) = b.

No livro texto da disciplina MA11 (LIMA, 2013) temos que:

Definicao 2. uma fungio f : X — R, chama-se: crescente quando x1 < xo = f(x1) <

f(z2), decrescente quando x; < xo = f(x1) > f(22).

Para (IEZZI et al., 2002) traz que:

Definicao 3. a fungdo afim € crescente (decrescente) se, e somente se, o coeficiente

angular (taza variagdo) for positivo (negativo).

f(x1> _f(xz) >0

(1’1 7é .’EQ) <
T1 — T2

Demonstragio. f(r) = ax + b é crescente <=
(1 — )

b) — b
(axq +0b) (ax2+)>0xl#x2<:)a
1 — T T — T2

>0 (r1 # 29) <= a > 0. O

A caracterizacao da fungdo afim (conforme livro texto Nuimeros e Fungoes) é dada

da seguinte forma:
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Teorema 1 (Fungao Afim). Seja f : R — R uma fungao mondtona injetiva. Se o acréscimo

flx+h)— f(x) = p(h) depender apenas de h, mas nao de x, entio f é uma fungao Afim.

Demonstracao. Suponhamos que a funcao f seja crescente. Entdao ¢ : R — R também ¢
crescente, com ¢(0) = 0. Além disso, quaisquer h, k € R temos p(h+k) = f(z+h+k)—f(z)
= f(z+k)+h) = flz+k)+ fle+k)— flz)

= @(h) + (k).

Logo pondo-se a = ¢(1), tem-se p(h) = a.h para todo h € R. Isto quer dizer que
f(z+h) — f(z) = ah. Chamando f(0) de b, resulta f(h) = ah + b, ou seja, f(x) =axr+0b
para todo x € R.

A reciproca é ébvia. Se f(x) = ax + b entdao f(z + h) = —f(x) = ah ndo depende
de z. A hipétese de que f(z + h) — f(z) ndo depende de z as vezes se exprime dizendo
que "a acréscimos iguais de = correspondem acréscimos iguais para f(z). Outra maneira
de exprimir esta hipdtese consiste em dizer que os acréscimos sofridos por f(x) sao

proporcionais aos acréscimos dados a x. O

A interpretagao grafica é muito importante neste ambito de estudo. O grafico de
cartesiano da fungdo Afim f(z) = ax + b, (a # 0) é sempre uma reta obliqua. De fato, o

grafico de uma func¢ao Afim f(z) = ax + b.

vl

¥a

¥2

¥1

Fonte: (IEZZI; MURAKAMI, 1993)

Sejam A, B e C trés pontos quaisquer, distintos dois a dois, do gréafico cartesiano
da funcdo y = ax + b(a # 0) e (x1,y1), (x2, y2)e(x3,y3), respectivamente, as coordenadas
cartesianas desses pontos. Para provarmos que os pontos A, B e C percentecem a mesma

reta, mostraremos, inicialmente que os tridngulos retangulos ABD e BCE sao semelhantes.
De fato:
(x1,91) € f =y =az1 +b
(T2,y2) € [ = ya = azg + b

(w3,93) € f = ys =axs+b
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Subtraindo membro a membro, temos:

— Y =alxrxs—x — —
Ys — Y2 (73 2) :>?/3 Y2 _ 274% _

Yo — Y1 = a(r2 — 1) T3 — T2 To — T

Os triangulos ABD e BCFE sao retangulos e tém lados proporcionais. Entao sao

semelhantes a, portanto, a = (5. Segue-se que os trés pontos A B e C estao alinhados. Os

Figura 1 — Pontos A,B e C alinhados

o GeoGebra Classic 5 = g

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

B E s S o) lPd NI S

» Janela de Algebra o x| | * Janela de Visualizagio B

Ponto -

..... ® B=(2,2)

- Reta

“

Entrada:

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra
pontos A,B e C ambos na figura 1 estao alinhados, portanto, pertencem a mesma reta.

2.3.1 Coeficientes ou Taxa de variacao de uma Funcao Afim

J& provamos anteriormente que o grafico de uma fun¢ao Afim do tipo y = ax + b
é uma reta. E possivel, mediante critérios como os que apresentaremos logo a seguir,
saber de uma funcao f : R — R seja Afim sem que os coeficientes a e b sejam fornecidos
explicitamente. Conforme (LIMA, 2013) no livro texto da disciplina de MA11, obtém-se
b como valor que a fungdo dada assume quando z = 0. O ntimero b = f(0) as vezes se
chama o valor inicial da funcao f. Quanto ao coeficiente a, ele pode ser determinado a
partir do conhecimento dos valores f(z;) e f(z2) que a fungdo assume em dois pontos

distintos, porém arbitrarios: z; e x2. Dada f(x) = ax + b temos:
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f(z1) =az1+0b 2o) — f(x
S @) = f(@) = aley = 21) = o = LI,
flz2) =aza+0b Ty — I
Em outras palavras sabemos, se f(z) : R — R é uma funcao afim, e que f(z1) = 1
e f(xg) = yo com (z7 # x3). Determinar os coeficientes a e b de modo que se tenha

f(z) = ax + b para todo = € R, basta resolvermos o sistema: az; +b = y; e axs + b = o,
Yo — W1 b — ToY1 — T1Y2 Dados

To — I To — T1
z,x+h € R com h # 0, o nimero a = [f(x+ h) — f(z)]/h chama-se a taxa de crescimento

( ou taxa de variacdo) da func¢ao f no intervalo x,x + h. Em alguns livros didaticos ensino

médio utiliza-se o termo a com o nome de coeficiente angular da reta, ja no ensino superior,

com os termos a e b incégnitas, logo teremos, a =

esse termo ¢é apropriado, porém a outras interpretagoes para ele, utiliza-se com o nome de

taxa de varia¢do (ou taxa crescimento), em Célculo Diferencial e Integral.

Figura 2 — Gréficos Fungao Afim Inclinagdo da Reta
riﬁ? GeolGebra [ =l ﬂ_hj

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
L]
- 7

DREEEEENEE =

» Janela de Algebra (<] | » Janela de Visu| Inclinacio =

Funcio Selecione uma reta (ou semirreta ou segmenta) ('
@ f(x)=3x+3

.

) o
,fH )

A
. =

=3
- Texto 4
@ textol
@ texto2

(Il
="CE

Entrada:

a

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Observando a figura 2, onde foram inseridas as fungoes f(z) = 3z+3 e g(z) = x—1.
Primeiramente, utilizamos uma ferramenta chamada "inclinacao", ao selecionar a reta
ou segmento, o software nos mostra o resultado do valor do coeficiente angular da reta.
Na funcao f temos a; = 3 e na funcao g temos a = 1, facilitando o entendimento e a

visualizacao dos termos a e b da funcao Afim. Temos a translagao vertical na funcao f
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trés unidades acima e na ¢ uma abaixo. O termo b é o intercepto de y, onde a reta toca

no eixo Oy.

Didaticamente, podemos usar outra ferramenta importante que é a do controle
deslizante. Na pratica, nos termos a e b da funcao Afim podem ser inseridos quaisquer
valores que o usudario determinar em um intervalo, podendo ainda fazer uso de animagdes.

Permite também a vizualizacdo concreta para identificar os termos a e b.

Figura 3 — Gréficos Funcao Linear Utilizando Controle Deslizante a e b qualquer

(] GeoGebra Classic 5 = =

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

R ] A | B OO LN sec b,

» Janela de Algebra X/ | = Janela de Visualizagdo Ky
- Funcéo -
@ f(x) =1x+3

Ndmero

Entrada:

“

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 3, foi inserida uma funcao Afim f(x) = ax + b, onde foi utilizada a
ferramenta "controle deslizante'para os termos a e b, indicados na figura pelas setas.
Analisando os componentes da fungao, temos que o coeficiente angular ou taxa de variacao
a = 1 e termo linear ou intercepto y onde o grafico passa pelo eixo das ordenadas b = 3.
Observando a construgao da figura 3 temos a fungao f(z) = 1z + 3. Utilizar software
e a técnica do "controle deslizante"nos permite fazer variagoes com os esses dois termos
a,b € R. Essa variacao de valores facilita a interpretacao grafica que, se fosse realizada

pelo método tradicional, nao seria possivel uma observagao com tal clareza.

Ao substituir = 0 na a funcdo f(z) = lz + 3 utilizando o método tradicional,

veremos que o grafico da funcao Afim é um reta, e para construcao de uma reta é necessario
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ter no minimo dois pontos. Primeiramente temos o primeiro ponto (0,£(0)):

flz) = =43
f(0) = 0+3
f(0) =3

y = 3

esse ponto nos mostra onde ¢ interceptado o eixo das ordenadas. Segundo ponto ¢é fazer
f(z) =0 temos:

flx) = =+3

0 = =z+3
-3 = z+3-3
-3 =z

r = —3

esse valor é a raiz ou zero da funcao Afim, onde intercepta o eixo das abscissa.

Diante disso, podemos afirmar que a resolucao tiveresse sido analisada pelo software,

o entendimento e a visualizacdo seria mais amigavel.

Figura 4 — Graficos Fungao Afim inserindo "Controle Deslizante'a > 0

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

NGE Tz L
R A P QO N =2 -
» Janela de Algebra B4 | = Janela de Visualizagio =
- Fungdo ftC~
@ F(x) =1x+1 B
Mimero 2= 51
-» u
b=1 4
="y .
= "
2l
2 4

4k
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra
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Na figura 4 temos uma func¢do Afim do tipo f(z) = ax + b onde f(z) = 1o + 1.
Aplicando a técnica do "controle deslizante'nos termos a e b da fungdo Afim, podemos
alterar os valores positivamente ou negativamente verificando o comportamento do grafico.
Na figura 4 temos uma funcgao crescente onde o termo "'a > 0'e termo "b intercepto

y"significa onde é interceptado no eixo Oy. No caso acima temos a =1e b = 1.

Figura 5 — Graficos Fungdo Afim Inserindo Controle Deslizante a < 0

Arquive Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .. ]
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4
H
a 5
Entrada: 5 ; ﬂ

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 5, temos uma func¢ao Afim do tipo f(x) = —z + 1, onde temos a < 0
e b > 0 como o termo a < 0, f é uma funcao decrescente. Ao aplicarmos a técnica do
"controle deslizante", podemos modificar os valores pra verificacdo do comportamento

grafico.
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Figura 6 — Graficos Fungao Afim com coeficiente a com valor alto
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 6 temos a movimentacao do coeficiente a até 30, onde foi utilizado
a ferramenta do "controle deslizante'para variar o valor. Didaticamente, a vizualizacao
grafica, nos ajuda a mostrar aos alunos que, quanto maior a taxa de variacao a, maior a

tendéncia de aproximacao da reta ao eixo Oy.
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Figura 7 — Gréficos Func¢ao Afim com Coeficiente a muito baixo
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

As figuras 4 e 5 ilustram bem como o uso do software facilita mostrar os termos a
e b na fungao Afim. Na figura 4 temos f(x) = 1z + 1, onde "taxa variagdo', o coeficiente
angular, é o valor igual a = 1, e o termo onde o eixo Oy foi interceptado, assume o valor
b = 1. O grafico é crescente devido o coeficiente angular ser positivo a > 0. No grafico
da fungdo f(z) = —z + 1, onde a "taxa varia¢do'tem o valor igual a a = —1 e o termo
b =1, onde eixo Oy ¢é interceptado. Gréfico é decrescente quando 'coeficiente angular', o

coeficente angular for negativa, ou seja, a < 0.

Nas figuras 6 e 7 foi utilizada a ferramenta "controle deslizante", podemos observar
que a fungao f(x) = 30z — 2, tem o coeficiente angular a = 30, tendo a > 0, logo a fungao
é crescente, percebemos com as simulacgoes feitas no software, que quanto maior for a
"taxa de variacao', mais préxima ao eixo Oy ela tende, nunca sera igual, pois x; e xo,
tem que ser distintos entre si. Vale ressaltar que o coeficiente angular da reta é chamada
de tangente do angulo formado entre o eixo Ox e a reta y = ax + b, termo usado na
Geometria Analitica, outro fato importante é que, a tangente de 90° nao existe, reforgcando

que independente o valor do coeficiente a assuma, nunca coincide com eixo Oy.
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2.4 Funcao Constante

Definicao 4. A func¢ao Constante associa-se f: R — R; a cada elemento x € R associa

sempre o mesmo elemento ¢ € R. Temos: f :R —->R ex — c.

Para melhorar o entendimento da funcao Constante serd utilizado o software
Geogebra para demonstracao grafica. Importante salientar que a fungao Constante é uma

fungao f(x) = ax + b; neste caso a = 0.

Figura 8 — Graficos Fun¢do Constante
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Com analise da figura 8, o grafico da funcao Constante, podemos notar que é uma
reta paralela ao eixo Oz. Houve a translagio vertical, ocorrida uma unidade acima do eixo
Ozx. Logo, percebemos também que ao mudar o coeficiente angular da reta, de tal forma
que a também é zerado. Desta forma, encontramos apenas o termo b, chamada funcao

Constante.

2.5 Funcao ldentidade

Definicao 5. Sequndo (IEZZI; MURAKAMI, 1993) uma fungao Identidade, é uma fungdo

f R = R. Isso implica que cada elemento de x € R associa o préprio x.

O gréfico dessa funcio Identidade é uma reta bissetriz do 1° e 3° quadrantes. A

imagem da func¢do f(z) = x é toda a reta real.
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Figura 9 — Gréficos Func¢ao Identidade
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Neste caso de fungao Identidade na figura 9 o valor dado para = tem de ser igual a

f(@).

2.5.1 Funcao Linear

Definicao 6. Segundo (IEZZI; MURAKAMI, 1993), uma fungao linear, é uma fungdao
f:R—=R. Onde f(z) =azx,Vx € R, ea € R.

Na construcao do grafico da funcdo Linear, observa-se que sempre passa pela
origem a I'm = R. No exemplo, usando o software Geogebra, temos uma func¢ao do tipo
f(x) = 2z que passa pela origem idependente do valor atribuido ao coeficiente a. Logo
abaixo percebe-se o valor do coeficiente a positivo e negativo, sempre passando pela origem

das posicoes.
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Figura 10 — Graficos Funcao Linear Utilizando Controle Deslizante a > 0
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i p s
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@ f(x) = 2x
2 ]
Mimero _ i
H-. ® a=2 a=1
Texto
® textol = “x” 1
® texto? = “y"
4

Entrada:

P

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Analisando a figura 10, foram utilizadas algumas ferramentas do software Geogebra,

como o "controle deslizante". Essa ferramenta permite inserir intervalos fazendo com que o

coeficiente a na fungao se desloque com facilidade, tornando a visualizacdo um excelente

meio para se entender o significado da alteracao do coeficiente a de um grafico.
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Figura 11 — Graficos Funcao Linear Utilizando Controle Deslizante a < 0
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Ao utilizar o Geogebra na figura 10 e 11 para ilustrarmos o comportamento do
grafico da fungao Afim, é interessante explorarmos coisas que nao fariamos pelo método
tradicional do quadro e giz. Fazer simulac¢oes utilizando o "controle deslizante"permite
mudar o coeficiente a > 0 e a < 0 com muita facilidade, basta inserirmos intervalos

positivos e negativos e em seguida arrastar.

2.6 Funcbes Quadraticas

O estudo das fungdes quadraticas tem sua origem na resolucao da equagao do
segundo grau. Em textos cuneiformes, escritos pelos babilonios ha quase quatro mil anos,
o problema era encontrar as raizes das equacgoes, e encontrar dois nimeros conhecendo sua

soma e seu produto.

Achar as raizes da equacao 22 — sz +p = 0 é, também, um conhecimento milenar
(LIMA, 2013) salienta que até o fim do século XV I, ndo se usava uma férmula para os
valores das raizes, simplesmente porque nao se representavam por letras os coeficientes
de uma equacao. Isto comegou a ser feito a partir de Francois Viete, matematico francés
(1540 a 1603). Antes disso, o que se tinha era uma receita que ensinava como proceder em
exemplos concretos com coeficientes numéricos. Hoje a definicao da funcao Quadratica

estd associada com um trinémio do segundo grau.
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Definicao 7. Uma funcio f : R — R chama-se Quadrdtica (LIMA, 2013) quando sdo

dados nimeros reais a,b,c, com a # 0, tais que f(x) = ax® + bz + ¢ para todo x € R.

Pode-se observar que os coeficientes a,b e ¢ da funcao Quadratica f ficam in-
teiramente determinados pelos valores que essa funcao assume. Em outras palavras, se

ax’ +br+c=dz?+bVr+c paratodor E Rentdioa=da,b=0ec=—C.

Seja ax?® +br +c = a'z? + bz + ¢ para todo x € R. Tomando x = 0, obtemos ¢ = (.
Entao, cancelando c e ¢, tem-se az? +bx = a’x% 4 V'x para todo x € R. Em particular, esta
igualdade vale para todo x # 0.Neste caso, cancelando x, obtemos ax + b = o'z + b’ para
todo x # 0. Fazendo primeiro x = 1 e depois x = —1, vem a+b = a'+V' e —a+b = —a'+V,

donde concluimos a =a’ e b=1"¥'.

A observagao acima nos permite identificar uma fungao Quadréatica com um trinémio
do segundo grau. H4 uma diferenca sutil entre esses dois conceitos; um trinomio do segundo
grau é uma expressao formal do tipo aX? + bX + ¢, com a,b,c € R, sendo a # 0. A
palavra "formal'significa que a letra X é apenas um simbolo, sendo X? um outro modo

e escrever . Por definicao, dois trinomios a cea c sao iguais
d X X. Por defi , dois t X2 +0X + ‘X240 X +
quando a = a’,b =0V e ¢ = . Em tltima andlise, um trinémio é o mesmo que um terno

ordenado de ntmeros reais (a, b, ¢).

A cada trindmio corresponde a funcio Quadratica definida por x — ax? + bx + c.
A obervagao anterior significa que essa correspondéncia (trinémio)— (fun¢ao Quadratica)
¢é biunivoca. Pela definicao de funcdo Quadratica, tal correspondéncia é automaticamente

sobrejetiva.

2.6.1 A Forma Candnica do Trindmio

Demonstraremos duas maneiras resolutivas da equacgao quadratica conhecida como

Foérmula de Baskara.

Segundo (LIMA, 2013) considerando o trindmio,
9 [ 5 b c]
ar+br+c = alz"+ -2+ —
a a

As duas primeiras parcelas dentro dos colchetes sdao as mesmas do desenvolvimento do

quadrado (x + %)2 Completando quadrados, temos:

ar’ +br+c = a x2—|—2£:1c+ﬁ—ﬁ—|—E
B 2a  4a® 4a?  a

Essa maneira de escrever o trindmio do segundo grau é chamada forma canonica. Por meio
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dela encontramos algumas equivaléncias para determinar as raizes.

ax’+br+c = 0=
+b 2_|_4ac—b2 0
xr _— _— = {:}
2a 4a2

n b\> b2 — dac —
T+ — = —
2a 4a?

b Vb? — 4dac
- =

r+— =
2a 2a
—b+vb? — dac
€T fr
2a

Dessas equivaléncias, resulta que, se o discriminante A = b? — 4ac é positivo, logo

a equacao ax? + bx + ¢ tem duas raizes distintas

(=b—VA)

T
(=b+VA)
e
a
—b b2 — A 4
como « < f3, cuja soma é s = — e cujo produto é p = g _ 2o E. A média
a 4a? 402  a

—b _
aritmética das raizes é % ou seja, as raizes a e [ sao equidistante do ponto % Quando
a a

o A =0, a equagao dada possui uma unica raiz, conhecida como raiz dupla, igual Q—.Caso

tenhamos o A < 0, significa que a equacao dada nao possui solucao real, pois o quadrado
b . .

de x — % nao pode ser negativo. Usando o Geogebra e outros recursos como o programa
a

"Paint", é necessario a utilizacao alguns conceitos de geometria plana dreas especificamente,

com andlise nas figuras, nota-se que é possivel chegarmos na forma Canonica.

Figura 12 — Quadrado cujo lado mede x
Figura 13 — Quadrado acrescido um retan-

gulo

b/ 2a

Fonte: Produzido pelo préprio autor no Ge-
ogebra
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Figura 14 — Quadrado acrescido dois retan-
gulos iguais
Figura 15 — Quadrado final

b/ 20

b/ 2a

/
b/ 2a

i
T b/ 2a b/ 2a

€T b/ 2a

Fonte: Produzido pelo préprio autor no Ge-
ogebra

Na figura 12 temos um quadrado de lado z e sua 4rea S = x2. Na figura 13, logo é

acrescenta da outra figura plana o retangulo cujo a base vale % e sua altura r mesmo
a

valor do lado do quadrado tendo sua area base vezes altura S = 2—%‘
a

Na figura 14, sao acrescentadas dois retangulos com a mesma medida do anterior,

e na figura 15 é acrescentado um quadrado com as medidas de lado % Somando todas as

b b
areas temos: 22 + —.x + —.x + —.—.z. Obervando a Figura 15, ao se juntar todas as
2a 2a 2a 2a

2
figuras, forma-se um quadrado com os lados = + % e sua area total (x + 2) , logo,
a

s b bbb +b2:>2+b+b2
¥+ —r+ —r+ ——zx=\r+ — 4+ -+ —
2a 2a 2a 2a 2a a

temos a equacgao

dividindo ambos os lados por a

.. &
adicionando —— a ambos os lados
a

)

b2
completando os quadrados, adicionar () em ambos lados
a
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) - )
y- L
)
)

b dac
4a?  4a?

n b2 — dac
T = —
2a 4a?
b b2 — 4ac
2o 4v7 Tt
T 2a 2a

b
acrescentando ~oa a ambos os lados, logo,
a

=Y b2 — 4dac

2a

T

onde x ¢ a raiz da equacgao.

2.6.2 O Grafico da Funcdo Quadratica

O gréafico de uma funcao Quadratica é uma parabola. O foco aqui é estudar o

comportamento e interpretacao do grafico ndao iremos esmiucgar sobre conceitos de Parabola.

Segundo (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004) o gréafico de uma fungao Quadratica

admite um eixo de simetria perpendicular ao eixo Ox e passa pelo vértice.

Figura 16 — Gréficos Funcao Quadratica Simetria da Parabola

L ]

\

Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

Analisando a figura 16 os pontos da reta perpendicular ao eixo Oz que passa

—b
pelo vértice da parabola obedecem a equagao x = 5, Para (IEZZI; MURAKAMI, 1993)
a
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—b
todos os pontos dessa reta tem abscissa —. Para mostrar que a parabola tem o eixo de
a

—b
simetria na reta r = 20 devemos mostrar que dado um ponto A <2 -, y) com r € R,
a a

pertencente ao grafico da fungdo, existe B ;— +r, y), também pertencente ao grafico da
a

funcao. Tomando a funcao Quadratica na forma Candnica.

IEANS
v 2a 4a?

e considerando que A (;—CIL’ -, y) pertence ao grafico temos:

f@) = a

—b
provando que B <2 + 7, y) tambem pertence ao grafico da funcao.
a

Para esbogar o grafico da fungao Quadrética f(r) = ax?+ bz + ¢, devemos segundo,

para (IEZZI; MURAKAMI, 1993) seguir algumas informagdes preliminares:

e O grafico é uma parabola, cujo eixo de simetria é a reta z = % perpendicular ao
a

eixo Ox.

e Sea > 0oua <0, a pardbola tem a concavidade voltada pra cima e para baixo

respectivamente.

e Zeros (raizes) da fungao.

Se o A > 0, a parabola intercepta o eixo Ox em dois pontos distintos.

—b—A b+ A
P1<,O>€P2< + ,O)
2a 2a

—b
Se o A = 0 a pardbola tangencia o eixo dos Ox no ponto P (2, 0)
a

Se o A < 0, a pardbola nao tem pontos no eixo Ox.

-b —A

e O Vértice da parabola é o ponto V | —, —
2a° 4a

) que é o ponto de maximo se a < 0

ou é o ponto de minimo se a > 0.
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Seguem-se os tipos de graficos que podemos obter:

Figura 17 — Graficos fun¢ao Quadratica Obervando Concavidade

i a =0 a >0 J a >0
v . vT . v i
AZ=0 1 A=D \ A<D
\ | ! I [
| | |
E | |
| I
. EE | !
I i |V
— -+ — - — S — -
! v X : X
v l
Vi y 4 . v 4
| |
v I |
P TN\P2 _ v ]
T | !
| x | v "
I | |
| I |
| I |
/| : ) !
a <0 »""i a <9 a <0
a -] L]
A>o0 A=0 A0

Fonte: (IEZZI; MURAKAMI, 1993)

Com analise da figura 17 onde o coeficiente a > 0 e o discriminante A > 0 temos
duas raizes P; # P, interceptando eixo Ox. Quando a > 0 e A = 0 ha uma tnica raiz
P, = P,, e quando a > 0 e A < 0 nao ha raiz real. Esta andalise também podera ser feita
quando o coeficiente for a < 0 A > 0, havendo duas raizes P, # P,. Quando a < 0 e
A = 0, hd uma tnica raiz P, = P,, e quando a < 0 e A < 0 ndo ha raiz real. A tnica
diferenca esta na concavidade a > 0 a concavidade é voltada pra cima, a < 0 a concavidade

¢é voltada pra baixo.

O software Geogebra nos permite verificar o comportamento da funcao Quadratica
em todos ambitos, pode-se simular valores para os termos a,b e ¢ usando ferramenta
"controle deslizante'e explanar para o aluno o que ocorre, mostrar casos para coeficiente,
a>0ea<0,0>0eb<ec>0ec<0 o queacontece com parabola, simular termo
a termo mostrando na pratica. Posteriormente, ao encontrar as raizes da equagao pelo
método resolutivo, mostrar na pratica onde ird interceptar no eixo Ox, onde intercepta no

eixo Oy, graficamente fica muito atrativo. As aulas de matematica usando a tecnologia
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fica mais atrativa, conseguimos utilizar mecanismos que esta disponivel e gratuito caso
software livre Geogebra, trazer o aluno pra que ele mesmo produza, resolva os problemas

envolvendo funcao Quadratica.

Observa-se alguns exemplos usando software:

Figura 18 — Graficos Funcao Quadratica com uso Controle Deslizante

o GeoGebra Classic 5 = B

Arquivo  Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

I [ 910 o [ 7 N 3

» Janela de Algebra #| | = Janela de Visualizagio X

- Funcdo -

@ f(x) = 1x*—5x+4
NL’lmert; a=1

a=

b= ®

c=4 b=-5

Panto [
A=(25,-2.25)
X, = (1,0}

L@ %= (4,0)

L]
n
=

< >

a

Entrada:

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 18, é mostrado os componentes importantes de funcao Quadratica, com
todos os termos a,b e ¢ € R, considerada completa. Inserindo essa funcao no Geogebra,

automaticamente é gerado um "controle deslizante'para todos os coeficientes.

Analisando a funcio f(z) = 2 — 5z + 4, notemos que os valores escolhidos foram
a = 1,b = —5 e ¢ = 4. Vale ressaltar que os coeficientes podem variar conforme a
necessidade do autor. Esse manuseio colabora com a aprendizagem, podendo sanar todas
as duvidas referente a concavidade, onde o coeficiente a vai determinar se a concavidade
serd voltada pra cima se a > 0 ou pra baixo se a < 0. Se a func¢ao Quadratica possui
raizes reais, cabe atentarmos onde o eixo das abscissas sera interceptado. Assim podemos
observar onde o grafico da fun¢ao intercepta o eixo das ordenadas. Sabemos que ao fazer

x = 0 na funcao, visualmente facilitamos o entendimento, sendo possivel a observacao dos
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pontos maximo e minimo da funcao.
f(x) =2 -5z +4
fazendo f(z) = 0 temos:
22 —5x+4=0

agora solucionando usando o método resolutivo, temos:

o a=1;
o b= -5
e c=14

aplicando o método resolutivo para encontrar as raizes,

o —b +£vb? — 4ac

2a

onde x sao as raizes da equagao. Encontramos 1 = 1 e x5 = 4. Nota-se que a > 0 a
concavidade é voltada pra cima. Se z = 0 a equacao 22 — 5z + 4 = 0. Encontramos o
valor 4, que sera o ponto onde o grafico intercepta o eixo das ordenadas. O ponto A na
figura 18 serd x do vértice e y do vértice representa ponto méaximo ou minimo da funcao
se a > 0 encontramos ponto minimo; a < 0 ponto maximo. Vale ressaltar que a reta h na
figura 18 é o eixo de simetria da parabola. O ponto A na figura 18 é ponto minimo da

funcao Quadratica. Pra calcular médximo e minimo basta substituir os coeficientes a,b e o

discriminante A = b% — 4ac.

b
T = ——
2a
A
Yy = ——



Capitulo 2. Nogoes Bdsicas de Fungoes com a Utiliza¢io do Geogebra 53

Figura 19 — Graficos Func¢ao Quadratica com Coeficientes a > 0, b e ¢ iguais a 0
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Entrada:

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Com a analise da figura 19, temos uma funcao f(r) = az? ondea=1,bec=0
como vimos a > 0 concavidade é voltada pra cima. Quando as raizes sdo iguais a zero
interceptam o eixo Ox na origem das posi¢does. Com a > 0, encontramos o ponto minimo

da fungdo com valor zero, e o eixo de simetria coincide com eixo Oy.

Para utilizarmos um software, faz-se necessario que sejamos curiosos e capazes de
incentivar os alunos a pesquisarem e a indagarem sobre questoes pertinentes, do tipo "o
que acontece se o termo a se for grande, entende-se que é maoir zero, a > 07". O software,

nesse sentido, esclarece as duvidas e estimula a curiosidade.
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Figura 20 — Graficos Funcao Quadratica com Coeficiente a > 0, Controle Deslizante
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Observando a figura 20, temos a funcdo f(z) = ax? usando "controle deslizante'e
colocando o termo a muito grande, f(z) = 100z%. Notemos que a parédbola vai se fechando,

aproximando-se do eixo Oy.
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Figura 21 — Graficos Funcao Quadratica com Coeficiente a < 0, Controle Deslizante
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Fonte:Produzido pelo proprio autor no Geogebra

As figuras 20 e 21 ilustram varia¢oes do termo a positivamente e negativamente, e
mostram o que acontece com a parabola. Ao mudarmos o valor do termo a positivo pra
negativo de forma continua, tem-se em algum momento a = 0, e portanto f(x) =0,z =0
se torna uma funcao Constante, cujo o grafico é o eixo Ox. Na figura 22 nao teremos
funcdo Quadrética e sim funcdo Constante. E possivel notar que o grafico deixa de ser

uma curva e passa a ser uma reta coincidente com o eixo Oz.
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Figura 22 — Graficos Funcao Quadratica com Coeficiente a = 0
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 22 temos fun¢ao Quadrética usando "controle deslizante". Oberva-se que

f(x) = az? logo, o valor de a = 0; f(z) = 022, logo, o grafico coincide com o eixo Ox.

2.7 Funcao Modular

Definicao 8. Sequndo (IEZZ1; DOLCE; MURAKAMI,2004), a fungio Modular é de-
finida como uma aplicagdo de R — R recebendo o nome de fung¢ao Modulo ou Modular

quando a cada x € R associa-se o elemento |z| € R.

Isto é:
fR—=>R
T — |z

Ulizando o conceito de médulo de um nimero real, a funcdo Modular pode ser

definida também da seguinte forma:

f($)={ —x, se x <0,

x, se x>0.
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O gréafico de uma funcao modular é a reunido de duas semi-retas de origem O, que

sao as bissetriz do 1° e 2° quadrantes.

Figura 23 — Gréficos Funcdo Modular f(z) = |z|

| ¥

Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

Analisando a figura 23, a imagem dessa fun¢do é o conjunto dos niimeros reais
maiores ou iguai a zero, isto é, a funcao Modular somente assume valores reais nao

negativos.

2.7.1 Graficos Funcao Modular

Usaremos o Geogebra para mostrar o comportamento do grafico da funcao Modular,

onde este sofre translagoes e dilatagoes.
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Figura 24 — Graficos Funcao Modular contendo Coeficiente a com variagao
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Fonte:Produzido pelo proprio autor no Geogebra

Na figura 24 o grafico sofreu modificacao, a fungao ocorreu um encolhimento e
uma compressao horizontal (quando a > 1) representada pela fungao f(z) = |3z| de cor

vemelha, onde o termo a sofre variagoes devido o uso da ferramenta "controle deslizante".
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Figura 25 — Gréficos Fun¢ao Modular com Deslocamento Vertical
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Nesta figura 25 houve um deslocamento vertical com duas unidades pra cima e duas

unidades pra baixo, conforme as fungdes f(z) = || — 2 de cor vermelha e f(x) = |z| + 2

de cor verde, ambas relacionadas com a fungao f(x) = |z| de cor verde.
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Figura 26 — Graficos Funcao Modular com Deslocamento Horizontal
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Fonte:Produzido pelo proprio autor no Geogebra

Nesta figura 26 houve um deslocamento (translagao) horizontal com duas unidades
pra direita e duas unidades pra esquerda conforme as fungdes f(x) = |z — 2| de cor marrom

e f(z) = |z + 2| de cor azul, ambas relacionado com a func¢ao f(z) = |z| de cor vermelha.

2.8 Funcao Exponencial

A funcao Exponencial é muito utilizada no cotidiano, podendo ser aplicada na
Biologia, Quimica, Matematica Financeira entre outras areas. Expressa, de maneira geral
um crescimento ou um decrescimento caracteristicos de alguns fendmenos da natureza,
sendo bastante utilizado no calculo dos juros compostos. Nesta sessao traremos a defini¢cao
e a caracterizacao da fungao Exponencial, usando o Geogebra para mostrar e construir os

graficos desta fungao.

Segundo (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004), seja a um ntmero real positivo,
que suporemos sempre diferente de 1. A funcdo Exponencial de base a, f : R — RT,
indicada pela notagao f(x) = a”, deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades,

para quaisquer x,y € R;
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e a*.a¥= a"1V;
e al =aq;

e r<y=dad"<a’quandoa>lex <y=a’ <a” quando 0 < a < 1.

A fungdo f : R — R*, definida por f(z) = a*, é ilimitada superiormente. Mais
precisamente: se a > 1 entdo a” cresce sem limites quando x > 0 é muito grande.
E se 0 < a < 1 entao a” torna-se arbitrariamente grande quando x < 0 tem valor

absoluto grande.

A funcao Exponencial é continua.

A fungao Exponencial f: R — R, f(x) = a®,a # 1, é bijetiva.

2.8.1 Caracterizacao da Funcao Exponencial

As funcoes vistas anteriormente, juntamente com a fungao Exponencial, sdo modelos
matematicos muitos utilizados pra resolver problemas elementares. Iremos mostrar as

propriedades que caracterizam uma funcao como Exponencial.

Teorema 2. Sequndo (LIMA, 2013) seja f : R — RY uma fung¢ao mondtona injetiva (isto

¢, crescente ou decrescente). As sequintes afirmagoes sao equivalentes;

1. f(nz) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;

2. f(z) = a® para todo x € R, onde a = f(1);

3. flz+y) = f(z).fly) para quaisquer x,y € R.

Demonstra¢io. Monstrar as implicagdes (1) = (2) = (3) = (1). A fim de mostrar que
(1) = (2) observamos inicialmente que a hipdtese (1) acarreta que, para todo nimero

racional, r = 7, (com m € Z e n € N) tem-se f(rx) = f(x)". Com efeito, como nr = m,
podemos escrever
flra)* = f(nra) = f(mz) = f(2)™, logo f(ra) = f(x)™ = f(z)".

Se pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(r.1) = f(1)" = a” para todo r € Q. Para
completar a demonstragao de que (1) = (2) suponhamos, a fim de fixar as ideias, que
f seja crescente, logo 1 = f(0) < f(1) = a. Admitamos, por absurdo, que exista um
x € R tal que f(x) # a”. Digamos, que seja f(x) < a®. (O caso f(z) > a” seria tratado
analogamente.) Entdo, existe um ndmero racional r tal que f(z) < a" < a®. ou seja,

f(z) < f(r) < a®. Como f é crescente, tendo f(z) < f(r) concluimos que x < r. Por outro
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lado, temos também a” < a”, logo r < z. Esta contradigdo completa a prova de que (1) =
(2). As implicagoes restantes, (2) = (3) e (3) = (1) sao ébvias. O

O teorema de caracterizagao pode ser enunciado de um modo ligeiramente diferente,
substituindo a hipotese de monotonicidade pela suposicao de que f seja continua. A
demonstrac¢ao do passo (1) = (2) muda apenas no caso x irracional. Entao tem-se = =

lim,, .o 7n, ™o € Q, logo, pela continuidade de f, deve ser

f<x> = hmn%oo f(lrn) - hmnﬁoo CLT" = a’l‘.

Segundo (LIMA, 2013), uma fungdo ¢ : R — R é de tipo Exponencial quando
se tem g(x) = ba” para todo = € R, onde a e b sdo constantes positivas. Se a > 1, g é

crescente e se 0 < a < 1, g é decrescente.

Se a funcao g : R — R é do tipo Exponencial entao, para quaisquer x,h € R, os

quocientes

g(z +h) —g(z) _gla+h) _ ,
9(x) g(x)

dependem apenas de h, mas nao de x. Mostraremos agora que vale a reciproca.

Teorema 3 (Fungao Exponencial). De acordo (LIMA, 2013) seja g : R — R uma fungdo
mondtona injetiva (isto €, crescente ou decrescente) tal que, para x,h € R quaisquer, o
acréscimo relativo [g(x + h) — g(x)]/g(x) depende apenas de h, mas nao de x. Entao, se
b=g(0) ea=g(1)/g(0), tem-se g(x) = ba® para todo x € R.

Demonstragio. A hipétese feita equivale a supor que ¢(h) = g(x + h)/g(x) independe
de x. Substituindo, se necesséario, g(z) por f(x) = g(x)/b, onde b = ¢(0), obtemos
f : R — R* monétona injetiva, com f(z + h)/f(z) independente de z e, agora, com
f(0) = 1. Entdo, pondo x = 0 na relagao ¢(h) = f(z+h)/f(x), obtemos ¢(h) = f(h) para
todo h € R. Vemos assim que a fun¢do monétona injetiva f cumpre f(x + h) = f(z).f(h),
ou seja f(x +y) = f(x).f(y) para quaisquer z,y € R.Segue-se entao que f(z) = a*, logo

g(x) =bf(z) = ba”, como queriamos demonstrar. O

Teorema 4 (Fungdo Exponencial). No livro texto (LIMA, 2013) aparece outra caracteri-

zagao das fungoes do tipo exponencial.

Para cada b e cada t reais, suponhamos dado um nimero f(b,t) > 0 com as

sequintes propriedades:

1. f(b,t) depende linearmente de t e é mondtona injetiva em relagio a t;
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2. f(bys+1t)= f(f(b,s),t). Entdo, pondo a = f(1,1), tem-se f(b,t) = b.a’.

Demonstragio. Demonstragao. A fungio ¢ : R — R™, dada por ¢(t) = f(1,t), é mondtona
injetiva e cumpre

o(s+t)=f(l,s+t) = f(f(1,s),t) = f(1,s).f(1,t) = ¢(s).¢(t) em virtude de 1 e 2 pois
f(1,8) = f(1,s).1 pela caracterizacao das fungdes exponenciais, tem-se ¢(t) = a’, onde
a=¢(1) = f(1,1). Portanto

F(b,t) = f(b.1.1) = b.f(1,1) = b.o(t) = b.at

A condi¢ao 2 do teorema acima tem seu significado esclarecido quando se nota que
b= 0b.a° = f(b,0), ou seja, que b é o valor inicial da grandeza f(b,t) no instante ¢t = 0
pensando em ¢ como o tempo decorrido desde que a grandeza passou do valor b = f(b,0)
para o valor f(b,t). Entdo 2 diz que, comecar com o valor b e deixar passar o tempo s + ¢

é 0 mesmo que comegar com valor f(b,s) e deixar transcorrer o tempo t. O]

2.8.2 Gréficos Funcao Exponencial

Com relagao ao gréfico de funcao do tipo Exponencial f(z) = a*, conforme (IEZZI;
DOLCE; MURAKAMI, 2004) podemos dizer na figura 27:

1. A curva representativa esta toda acima do eixo Oz, pois f(z) = a* > 0 para todo
r € R,

2. Intercepta o eixo Oy no ponto de ordenada 1;

3. Se a > 1 é uma funcgao crescente e se 0 < a < 1 é uma funcao decrescente.

A figura abaixo ilustra bem os casos acima.
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Figura 27 — Graficos Func¢ao Exponencial
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Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

O uso do software Geogebra para representagdo do comportamento dos gréaficos

e sua visualizagao ¢ de grande importancia, principalmente quando variamos os valores

da base a e do expoente x. De modo geral, a aplicagao dessa tecnologia em sala de aula

facilita a aprendizagem.

Figura 28 — Gréficos Fun¢ao Exponencial com 0 < a < 1
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Na figura 28 temos a fun¢do Exponencial f(z) = a” onde termos 0 < a < 1. Foi
utilizado o "controle deslizante"para mostrar o comportamento do grafico no intervalo. Na
visualizacao, usando Geogebra, fica claro que se a = 1 a funcao deixa de ser Exponcial e

passa ser uma funcao Constante, e se a = 0 logo coincide com o eixo Oz.

Figura 29 — Graficos Funcao Exponencial com a > 1
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 29 , temos a fun¢do Exponencial f(z) = a” onde temos a > 1. Foi
utilizado o "controle deslizante', para mostrar o comportamento do grafico no intervalo. O
uso do software nos permite exibir qualquer valor pra a no intervalo criado, facilitando o

entendimento do comportamento da funcao.

2.9 Funcoes Logaritmicas

Os logaritmos possuem varias aplicacoes na Matematica e em diversas areas do
conhecimento, como Fisica, Biologia, Quimica, Medicina, Geografia entre outras. Os
logaritmos foram criados por John Napier (1550-1617) e desenvolvidos por Henry Briggs
(1531-1630); foram introduzidos no intuito de facilitar calculos mais complexos. Alguns
pesquisadores como (BOSZKO et al., ) e (LIMA et al., 2001) estudaram e resolveram

alguns problemas praticos envolvendo essa funcao.
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O conceito de logaritmo e as primeiras tabuas dos logaritmos foram estabelecidos
no comego do século XVII, tendo como objetivo simplificar as operagoes de cédlculo ao

reduzir operagoes de um nivel maior a operagoes de um nivel menor.

Nesta sessao traremos a defini¢do de fungao Logaritmica, a caracterizacao da fungao

e graficos para mostrar seu comportamento.

Definicao 9. Sequndo (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004), seja a e b nimeros reais
e positivos, com a # 1, chama-se logaritmo de b na base a. O expoente que se deve
dar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual a b. Usando simbolos, temos: se
a,beR,0<a#1eb>0, Em simbolos se a,b € R,0 <a#1 eb>0 entdao.

log,b=2<4=a"=b
Em log, b =z, dizemos que a é a base do logaritmo, b logaritmando, e x logaritmo.

Temos algumas restrigoes (a,b € R,0 < a # 1 e b > 0), dados a e b, existe um

unico z = log, b.

A operagao, pela qual se determina o logaritmo de b(b € R e b > 0) numa dada
base a(a € R e 0 < a # 1), é chamada de logaritmagao, e o resultado dessa operagao é
o logaritmo. Vimos na funcao Exponencial que para todo ntimero real positivo a # 1,
f:R— R" onde f(z) = a® é uma correspondéncia biunivoca entre R e RT crescente se

a > 1, descrecente se 0 < a < 1 com a propriedade adicional

flx+y) = f(@).fy)

Essa propriedade de transformar produtos em somas foi a motivagao original para a
introdugao dos logaritmos, amplamente utilizado no calculo. Para (LIMA, 2013), a fungao
log, : R — RT ¢ crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1. Como a° = 1,
tem-se log, 1 = 0. Vale ressaltar que somente niimeros positivos possuem logaritmos reais,

pois a fungdo x — a” somente assume valores positivos.

Em se tratando de fungoes Logaritmicas, estas sao mais estudadas: de base a > 1,
de base 10, decimais de base 2, binarios e base e. Usando o software para ilustrar como

fica o gréafico de uma fun¢ao Logaritmica crescente e decrescente.
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Figura 30 — Gréaficos Funcao Logaritmica a > 1
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na Figura 30 temos que log, x é uma funcao crescente de x quando a > 1, quando

log, 1 = 0, temos que, para a > 1, os nimeros compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo

negativo e os maiores do que 1 tém logaritmo positivo.
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Figura 31 — Graficos Funcao Logaritmica 0 < a < 1
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 31, se 0 < a < 1 entao log, x é positivo quando 0 < a < 1 e negativo
quando x > 1.

2.9.1 Caracterizacao das Funcoes Logaritmicas

Teorema 5 (Fungiao Logaritmicas). Seja f : R — R uma fungio mondtona injetiva, isto
é, crescente ou decrescente, tal que f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R*. Entdo

existe a > 0 tal que f(x) =log, x para todo x € RT.

Demonstra¢io. Admite-se f crescente. O outro caso é tratado igualmente. Temos f(1) =
f(1.1) = f(1) + f(1), logo f(1) = 0. Suponha que exista a € R tal que f(a) = 1.

Posteriormente, mostraremos que isto sempre acontece, nao sendo uma hipétese adicional.
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Como f é crescente e f(a) =1> 0= f(1), tem-se a > 1. Para todo m € N vale

f@™) = f(a...a)
= fla)+ fla)+ ...+ f(a)
= 1+14+...+1=m,
0 = f(1)=f@™a™™)
fl@™)+ fl@™™) = m+ f(a™™)

m
logo f(a™™) = —m. Se r = — com m € Z e n € N entdo rn = m, portanto m = f(a™) =
n

fla™) = f((a")") =n.f(a") e dai f(a") = ™ _ Sez € R é irracional entao, para, r, s
n
irracionais tem-se:

r<r<s=a <a" <a®= f(a") < f(a®) < f(a®) = r < f(a® < s.) O

Assim todo ntimero racional r menor do que x é também menor do que f(a”)
e todo niimero racional s maior do que x é também maior do que f(a”). Segue-se que

f(a®) = x para todo x € R. Portanto, f(y) = log, y para todo y > 0.

Continuando a demonstrag¢ao para o caso geral, em que se tem uma funcao crescente

g: Rt = R, tal que,

g(xy) = g(z) +9(y)

Entao, g(1) = 0 e, como 1 < 2, devemos ter g(2) = b > 0. A nova fungdo f : R" — R,
definida por f(z) = %3”), é crescente, transforma somas em produtos e cumpre f(2) = 1.
Logo, pela primeira parte da demonstracao, tem-se f(z) = log, x para todo = > 0. Isto
significa que, para todo z > 0 vale

r = 2/@) = 20@)/b — (21/b)9(@) — g9(x)

com a = 2'/*. Tomando log, de ambos os membros da igualdade a?(*) = 2 vem, finalmente:

g(x) = log, z.

2.10 Funcdes Trigonométricas

Na histéria da trigonometria os primeiros estudos vem através dos Egipcios e os
Babilonios, a partir de célculos com razoes entre os ntimeros e entre as medidas dos lados
entre os triangulos. Constitui um tema importante na Matematica, em especial pelas suas

aplicagoes algumas elementares e outras modernas.

Segundo (LIMA, 2013) uma propriedade fundamental das fung¢oes Trigonométricas
¢ que elas sao periddicas. Nos livros didaticos do Ensino Médio ¢ dito que as fungoes

Trigonométricas sao: o estudo seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante,
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essas fungoes sdao bastante utilidadas no Célculo Infinitesimal e do seu prolongamento
que é a Anélise Matematica. Comecamos a mostrar as fun¢des Trigonométricas usando
software Geogebra como metodologia de ensino, sendo uma ferramenta importatissima

para o ensino aprendizagem.

2.10.1 A func3o de Euler e a Medida de Angulos

Segundo (LIMA, 2013) a fim de definir as fungoes cos : R — R e sen : R — R,
devemos associar a cada nimero real ¢ um angulo e considerar o cosseno e seno daquele
angulo. O nuimero ¢ desempenhara, portanto, o papel de medida do angulo, dependendo
da unidade. Evidentemente, ha diversas maneiras que se destacam, uma (o radiano) pode
ser, como veremos, a mais natural; outra (o grau) por ser tradicional ha milénios, além de

que muitos angulos comumente encontrados tém por medida um ntmero inteiro de graus.

A maneira natural de definir as fungoes trigonométricas tem como ponto de partida
a funcao de Euler £ = R — (', que faz corresponder a cada numero real ¢t o ponto

E(t) = (z,y) da circunferéncia unitaria obtido do seguinte modo:

o E(0) = (1,0).

e se t > 0, percorremos sobre a circunferéncia C', a partir do ponto (1,0), um caminho
de comprimento ¢, sempre andando no sentido positivo (contrario ao movimento
dos ponteiros de um relégio, ou seja, o sentidoque nos leva de (1,0) para (0,1) pelo

caminho mais curto sobre C'). O ponto final do caminho serd chamado de E(t).

e set <0, E(t) serda a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento |¢|,
que parte do ponto (1,0) e percorre C' sempre no sentido negativo (isto é, no sentido

do movimento dos ponteiros de um reldgio usual)

A fungao de Euler £ : R — C pode ser imaginada como o processo de enrolar
a reta, identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C' (pensada como um

carretel) de modo que o ponto 0 € R caia sobre o ponto (1,0) € C.

As fungbes cosseno e seno para (LIMA, 2013) sdo definidas cos : R — R e
sen : R — R pondo-se, para cada t € R

E(t) = (cos(t), sen(t)).

Noutras palavaras, * = cos(t) e y = sen(t) sdo respctivamente a abcissa e a
ordenada do ponto E(t) da circunferéncia unitaria. Segue-se imediatamente desta definigao

que vale, para todo t € R, a relagao fundamental,

cos?(t) + sen?(t) = 1
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2.10.2 Funcdo Seno

Como toda trigonometria usada antigamente estudava os triangulos, é a partir

deles que mostraremos algumas propriedades fundamentais.

Definicao 10. (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004), define fun¢ao Seno, seja dado um
numero real x, sendo P sua imagem no ciclo. Denomina-se seno de x (indicamos pelo
sen(z)) a ordenada OP; do ponto P em relagio ao sistema uOv. Fungio Seno f: R — R

que associa a cada real x o real OP, = sen(x), isto é.
f(x) = sen(x)

Figura 32 — Ciclo Fun¢ao Seno
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Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

O triangulo AOPP; é retangulo em P;. Tém-se as seguintes definigoes.

senP = P onde p, p; e o medidas dos lados do AOPP;.
P1

2.10.2.1 Graficos Funcao Seno

O grafico da funcao Seno chama-se senéide. E a imagem da funcao Seno ¢ o intervalo
[—1,1] para todo z, isto é —1 < sen(x) < 1. Observa-se o que acontece com sen(z), se
a imagem de x no ponto P d4 uma volta completa no ciclo, no sentido antihorario, a

ordenada de P varia conforme a tabela.
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Figura 33 — Valores de Seno
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Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

A figura 33 nos mostra os valores da fung¢do Seno no intervalo [0; 27].

Figura 34 — Graficos Fungao Seno no intervalo [0; 27]
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Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

Analisando a figura 34, nota-se que o dominio da funcdo Seno é R, e a sendide
continua pra direita de 27 e para esquerda de 0. No retangulo em destaque esta representado

apenas um periodo da funcao.

Agora usando a tecnologia podemos manipular valores, para monstrar o comporta-

mento do grafico seno, usando técnica do "controle deslizante'aderida a funcao Seno.
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Figura 35 — Graficos Fungao Seno do tipo asen(x)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 35, temos que, f(z) = sen(z) e g(xz) = 3sen(z). Observa-se que o
comportamento ao multiplicar uma constante a € R em f gera a funcao g, onde é notério
o que acontece com o grafico: dilatamos ou contraimos verticalmente e isso altera sua
amplitude. Este ambiente imformatizado permite fazermos essas simula¢oes com intuito
de melhorar a aprendizagem dos alunos. Usaremos a ferramenta "controle deslizante'pra

alterar os valores da constante a.
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Figura 36 — Graficos Fungao Seno do tipo sen(ax)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 36, temos que, f(z) = sen(z), g(z) = sen(0,7x) ¢ h(z) = sen(2z).
Podemos observar o comportamento das func¢oes dadas ao se multiplicar uma constante
a,b € R ao arco da funcao f. Gera-se a func¢ao ¢, onde é notério o que acontece com o
grafico: se 0 < a < 1, ha uma dilatacao no grafico, se b > 1, é gerada fungao h,e o grafico
sofre uma compressao, um encolhimento horizontal. Usaremos a ferramenta "controle

deslizante'pra alterar os valores da constante a, b.
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Figura 37 — Graficos Fun¢ao Seno do tipo sen(z) £ a
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Na figura 37 temos f(z) = sen(z), g(x) = 2+ sen(z) e h(z) = sen(z) — 2. Basta
observar a funcao f: ao adicionar duas unidades, é gerada a fun¢ao g.No grafico, ocorre um
deslocamento de duas unidades na vertical. Se subtrairmos duas unidades a f, é gerada a

funcao h, com deslocamento vertical de duas unidades abaixo de f.
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Figura 38 — Gréaficos Fungao Seno Arco Metade
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Notemos na figura 38 que nas fungoes Trigonométricas quando exploramos os efeitos
de pardmetros reais a,b, c e d em curvas do tipo f(x) = csen(dx + b) + a conseguimos

explorar tudo que acontece com o gréafico, principalmente com o uso do software Geogebra.
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Figura 39 — Funcao de Seno com algumas simulagoes

[ e SR X
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A sy . N
" A S ‘ /‘ ,,—-""H ol @ @ -ff. x ABC..,H Q"
» Janela de Algebra € | = Janela de Visualizagio [
- Funcio D ACT
@ F(x) = sen(x)
g(x) = sen(x)+2 51
h(x) = 2 sen(x) ¥
Il W™
...... k = —_ = ]
® k(x) sen |\x 2) 4
Texto
eixo = "y"
-l eixop = “x7
|
24
/| Entrada: ¥

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 39 mostramos a func¢ao s(z) = csen(dx + b) + a aplicada graficamente.
Observa-se que temos f(z) = sen(x), g(x) = sen(x)+2, h(z) = 2sen(z), k(z) = sen(x—7)
f estda de cor verde, g de cor vermelha, h de laranja e k azul para para facilitar a
vizualizagao. Esta explanagao provém de (LIMA, 2013): quando somamos uma constante
a funcao, deslocamos o grafico verticalmente, quando somamos uma constante a varidvel
independente, deslocamos o grafico horizontalmente. Quando multiplicamos uma funcao
trigonométrica por uma constante, dilatamos ou contraimos o grafico verticalmente, isto é,
alteramos sua amplitude. Quando multiplicamos a variavel independente de uma funcao
trigonométrica por uma constante dilatamos ou contraimos o grafico horizontalmente, isto
é, alteramos a frequéncia e o periodo (inversamente proporcional). Estes efeitos ndo sao
restritos as fungoes Trigonométricas (ou fungoes periddicas), e podem ser generalizados
para fungoes reais quaisquer (independentemente da funcao ter amplitude, frequéncia ou

periodo). Segue-se que:

e os parametros a e b determinam translagoes horizontais e verticais nos graficos nas

funcoes;

e 0s parametros ¢ e d determinam dilata¢des ou contragoes horizontais e verticais nos
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graficos nas fungoes.

Aprofundemos o que acontece com os parametros a, b, ¢ e d comecando com termo aditivo
a. Como estamos somando uma mesma constante as ordenadas de cada um dos pontos

pertencentes ao grafico, o resultado é um deslocamento vertical:

e 10 sentido positivo do eixo (pra cima), se o valor do pardmetro for positivo;

e 10 sentido negativo do eixo (pra baixo), se o pardmetro for negativo.

Analisando o termo b, a soma de uma constante positiva a variavel independente da funcao
(dentro dos parénteses) acarreta em um movimento para esquerda e nao para direita, como
poderia ser inicialmente esperado pelos alunos. Neste caso, justamente porque definimos
uma nova fungao somando b unidades a variavel x, para que um elemento do dominio
desta nova funcao tenha a mesma imagem que um elemento do dominio da funcao original,

este deve ser subtraido de b unidades. Isto provoca um deslocamento horizontal do grafico:

e 10 sentido positivo (para direita), se o valor do pardmetro for negativo;

e 10 sentido negativo do eixo (para esquerda), se o valor do parametro for positvo.

Sobre a analise do termo ¢, este corresponde a multiplicar por uma constante positiva as
ordenadas de cada um dos pontos pertencente ao grafico. O resultado é uma dilatacao
vertical. Se o pardmetro tiver valor negativo, além da dilatacao, o gréafico sofre também

uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal:

e um esticamento vertical se o valor do parametro for maior que 1;

um encolhimento vertical se o valor do parametro estiver entre 0 e 1;

e um esticamento vertical composto com reflexao em relagdo ao eixo horizontal se o

valor do paramentro for menor que —1;

um encolhimento vertical composto com uma reflexdo em relagao ao eixo horizontal
se o valor do parametro estiver entre —1 e 0 Analisando o termo d, este define uma
nova funcao multiplicando a variavel dependente por uma constante d. Para que
um elemento do dominio da nova func¢ao tenha a mesma imagem de um elemento
do dominio da fungao original, este deve ser divido por d. Isto provoca dilatacao
horizontal no grafico, que sera composta com uma reflexao em relagao ao eixo vertical;

se o parametro tiver o valor negativo:

— um encolhimento horizontal se o valor do parametro for maior que 1;

— um esticamento horizontal se o valor do parametro estiver entre 0 e 1;
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— um encolhimento horizontal composto com uma reflexdo em relagao ao eixo

vertical se o valor do parametro for menor que —1;

— um esticamento composto com uma reflexdo em relacao ao eixo vertical se valor
do parametro estiver entre —1 e 0.
Vale ressaltar que as translagoes e dilatagdes em graficos de fungdes sao gerais

nao exclusivas das fungoes trigonométricas.

2.10.3 Funcdo Cosseno

Definicao 11. Segundo (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004), dado um nimero real
x, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno x e indicamos cos(x) a abscissa
OP, do ponto P em relacao ao sistema uOv. Denominamos fung¢ao Cosseno a fung¢ao

f R —= R que associa a cada real x o real OPy = cos(x), isto €,
f(z) = cos(x).

Figura 40 — Ciclo Fungao Cosseno

Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

Neste ciclo da fun¢ao Cosseno na figura 40 onde o raio é unitario, temos que o

tridngulo AOPP; é retangulo em P,. Dai, vem as seguintes definigoes:

cosO = £ onde p, p2 € 0 medidas dos lados do AOPP,.
P2

2.10.3.1 Graficos da Funcdo Cosseno

O grafico da funcao Cosseno chama-se cossendide, a imagem da fungao Cosseno
percorre o intervalo [—1, 1], isto é, —1 < cos(z) < 1. Vejamos o que acontece com cos(x);
se a imagem de x no ponto P d4 uma volta completa no ciclo, (sentido anti horario), a

abscissa de P varia conforme a tabela:
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Figura 41 — Valores de Cosseno
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Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

A figura 41 nos mostra os valores da fun¢ao Cosseno no intervalo [0; 27].

Figura 42 — Graficos Fungao Cosseno de [0; 27]
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Observamos na figura 42 que, como o dominio da fun¢ao Cosseno é R, a Cossendide

continua pra direita de 27 e para esquerda de 0. No retangulo em destaque esta representado

apenas um periodo da funcao.

Com uso do software, é facilitada a visualizacdo na manipulacao de valores aleatorios

sobre a funcao Cosseno.
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Figura 43 — Graficos Fungao Cosseno do tipo f(x) = cos(x)
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O grafico da figura 43 foi criado a partir da fungao f(z) = cos(x). Nas proximas

figuras usaremos a ferramenta controle deslizante onde podemos mudar valores para funcao

cosseno f(x) = b.cos(ax + ¢) + d, podendo verificar as translagoes e dilatagoes horizontais

e verticais. Ao usar esse recurso pedagogico o software facilita o entendimento em sala de

aula.
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Figura 44 — Graficos Fungao Cosseno do tipo cos(ax)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 44 observa-se que temos a fungao f(z) = cos(x) de cor verde, g(z) =
cos(3x). Note que o termo a > 1 de cor vermelha estd multiplicando o arco, provocando
compressao e um encolhimento horizontal no grafico; h(x) = cos(bz) note que com o termo
0 < b < 1 houve uma dilatagao gréafico de cor azul, com ambos os termos podendo variar

usando a técnica "controle deslizante', temos os marcadores a,b € R.
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Figura 45 — Graficos Fungao Cosseno do tipo acos(x)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 45, temos a fungdo f(x) = cos(x) de verde, g(z) = 3cos(x) na cor
vermelha, h(z) = 0.5cos(z) na na cor violeta. Notemos que o termo a > 1 sofre uma

dilatagao vertical, e quando o termo 0 < b < 1 h&d uma compressao vertical.
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Figura 46 — Graficos Fungao Cosseno do tipo cos(x) + a
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Com essa construgao na figura 46, podemos verificar a funcao f(x) = cos(x) na cor

verde, a funcao h(x) = 2 + cos(z) de cor vermelha. Houve um deslocamento vertical pra

cima em duas unidades. Na funcao g(z) = cos(z) — 2 de cor violeta houve um deslocamento

vertical pra baixo em duas unidades.

2.10.4 Funcao Tangente

Definicao 12. De acordo com (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004) dado um nimero

real v, x # 5 + kw, seja P sua imagem no ciclo. Considera a reta OP e seja T sua

intersecgao com eizo das tangentes. Denomina-se tangente de x (indicamos por tg(z)) a

medida algébrica do segmento AT. Denominamos funcio tangente a funcio f : D — R

que associa a cada real T,z # 5 + km, o real AT = tg(z), isto €, f(x) = tg(x).

s _
Notemos que, para x = 5 +km, P esta em B ou B’ e, entdo, a reta OP fica paralela

ao eixo das tangentes. Como neste caso nao existe o ponto 7', a tg(x) nao é definida.
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Figura 47 — Ciclo Fun¢ao Tangente
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Na figura 47 o tridngulo AOAT é retangulo em A. Tém-se as seguintes definigoes.

tgO = AT = ; e OA =1 onde a,t e 0 sao as medidas dos lados do AOAT

2.10.4.1 Graficos Funcao Tangente

Conforme (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004) facamos x percorrer no intervalo
0, 27] e vejamos o que acontece com a tg(z). Se a imagem de z (ponto P) di uma volta
completa no ciclo em sentido anti-horério, a medida algébrica de AT varia conforme a
tabela.

Figura 48 — Valores da Tangente
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Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

A figura 48, nos mostra os valores da funcdo Tangente no intervalo [0; 27].
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Fazendo um diagrama com valores de x em abscissas e tg(x) em ordenadas, podemos
construir o grafico seguinte, denominado tangentéide, que nos indica a variagdo da funcao
f(z) = tgz. O dominio da funcao tangente é D = {r € R|z # § + kr}.

Figura 49 — Graficos Funcao Tangente
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Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

Com uso do Geogebra podemos mostrar as translacoes e dilatagoes horizontais e
verticais na funcao Tangente. O uso pedagogico do software facilita o entendimento em

sala de aula. Conseguimos fazer varias animagdes ao mesmo tempo.
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Figura 50 — Graficos Fungao Tagente do tipo ttg(x)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 50 foi construido um grafico da func¢ao f(x) = tg(z) de cor verde e

g(x) = —tg(x) de cor vermelha. Nota-se que houve uma reflexdo do gréfico em relagao ao

eixo das abscissas.
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Figura 51 — Graficos Fungao Tagente do tipo atg(z)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Esta construcao da figura 51 nos mostra que houve modificacao do gréafico, em
relacdo ao grafico de f(z) = tg(z) de cor vermelha. Quando usamos o termo a > 1, houve
uma menor acentuagao grafica mostrada pela fungao g(z) = a.tg(z). Como exemplo,
f(x) = 3tg(x) possui uma acentuacao maior quando temos o termo 0 < b < 1, denotada
pela funcao f(z) = btg(x). Como exemplo, f(z) =0, 1.tg(x), onde os coeficientes a, b € R.

Para denotar os valores de a, b usa-se o "controle deslizante'pra fazer as variagoes.
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Figura 52 — Graficos Fungao Tagente do tipo tg(az)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Analisando a figura 52, notamos uma modifica¢ao no periodo da fungao, havendo
uma compressao (encolhimento) horizontal no grafico quando a > 1, representada pela
fungao g(x) = tg(3z) de cor vermelha,e uma dilatacao horizontal quando termo 0 < b < 1

na funcdo azul h(z) = tg(0,3z). E a funcdo f = tg(x) de cor verde.
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Figura 53 — Graficos Fungao Tagente do tipo tg(x) + a
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Na figura 53, houve um deslocamento vertical com duas unidades pra cima e duas

unidades pra baixo, coforme as fungoes s(x) = 2 + tg(z) e i(z) = tg(z) — 2.

2.10.5 Funcao Cotangente

Definicao 13. Sequndo (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004), dado um nimero real

x,x # km, seja P sua imagem no ciclo. Consideramos a reta OP e seja D sua intersec¢ao

com o eizo das cotangentes. Denominamos cotangente de x (indicamos cotgx) a medida

algébrica do segmento ﬁ Denominamos funcao Cotangente a funcao f : D — R que

associa a cada real x,x # km, o real BD = cotgx, isto é, f(x) = cotgzx.

Notemos que, para x = km, P estd em A ou A’ e, entdo a reta OP fica paralela ao

eixo das cotangentes. Como neste caso nao existe ponto D, a cotgr nao é definida.
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Figura 54 — Ciclo Fun¢ao Cotangente
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Fonte:(IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004)

Com a andlise da figura 54, (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004) dado um ntmero
real , x = km, seja P sua imagem no ciclo. Consideremos a reta OP e seja D sua
intersecgado com o eixo das cotangentes. Denominamos cotangente de x e indicamos por
cotg(x) a medida algébrica do segmento BD. Denomina funcao Cotangente a funcao

[ : D — R que associa a cada real x,z # km, o real BD = cotg(x), isto ¢, f(z) = cotg(z).

Nota-se que para z = km, P estd em A ou A’ e, entao a reta OP fica paralela
ao eixo das cotangentes. Como neste caso nao existe ponto D a cotgx nao ¢é definida.
No tridangulo formado pelos pontos AOBD, este é retangulo em B, possui as seguintes

definicoes.
A0
cotgO = 7 onde b,d e o sao os lados do mesmo.

Observa-se que para calcular o valor numérico da cotangente sera feito o inverso da
tangente.
2.10.5.1 Graficos funcdo Cotangente

Com uso do Geogebra, podemos mostrar as translacoes e dilata¢oes horizontais e

verticais na funcao Cotangente. Seguem algumas visualizacoes graficas com o software:
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Figura 55 — Graficos Fungao Cotangente do tipo cotg(z)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

A figura 55 é o grafico Cotangente usando o Geogebra.
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Figura 56 — Graficos Fungao Cotangente do tipo cotg(ax)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Com auxilio do Geogebra, nota-se que o grafico da figura 56 sofreu modificacao

no periodo da fungdo houve encolhimento uma compressao horizontal quando a > 1

representada pela fun¢ao g(x) = cotg(4x) de cor vemelha, onde o termo a sofre variagoes

devido o uso da ferramenta "controle deslizante'. Com a anélise da funcao h(x) = cotg(0, 3x)

temos o termo 0 < b < 1 grafico de cor azul, sofre dilatacao horizontal. Utilizamos a

ferramenta de controle deslizante pra fazer as variagoes nos coeficientes a, b € R.
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Figura 57 — Graficos Fungao Cotangente do tipo acotg(x)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

A figura 57 nos mostra que houve modificagdo do grafico em relagao ao grafico
f(x) = cotg(x) de cor verde. Quando usamos o termo a > 1, hd uma menor acentuagao
no grafico mostrada pela fun¢ao f(z) = a.cotg(z) como exemplo g(z) = 3cotg(x) e com

acentuacao maior quando temos termo 0 < b < 1, denotada pela fungao h(z) = beotg(z)

como exemplo f(z) =0, l.cotg(x).
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Figura 58 — Graficos Fun¢ao Cotangente do tipo cotg(x) £+ a
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 58 houve um deslocamento vertical com duas unidades pra cima, ocorrida
na funcdo g(x) = 2 + cotg(x) de cor vermelha e duas unidades pra baixo, ocorrida na

fungao h(x) = cotg(x) — 2 de cor azul.

2.10.6 Funcdo Secante

Definicao 14. Sequndo (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2004), dado uwm nimero real x,
r # 5 + km, seja P sua imagem no ciclo. Consideremos a reta s tangente ao ciclo em
P e seja S a intersec¢io com eixo dos cossenos. Denominamos fungao Secante de x (e
indicamos por secx) a abscissa OS do ponto S. Denominamos fungdo secante a fungio

[+ D — R que associa cada real x,x # 5 + km, o real 0S8 = secx, isto é, f(x) = secw.

Notemos que, para r = 7 + k7, P estd em B ou B’ e, entdo, a reta s fica paralela

ao eixo dos cossenos. Como neste caso nao existe o ponto S, a secr nao é definida.
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Figura 59 — Ciclo Fungdo Secante
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Nota-se que, para z = 5 + km, P estd em B ou B’ e, entdo, a reta s fica paralela

ao eixo dos cossenos. Neste caso nao existe o ponto S e a secx nao é definida. Na figura 59

o triangulo formado pelos pontos AOPS retangulo em P, tendo as seguintes defini¢oes:
1

secO = ~ = ]2, onde o, p e s sdo as medidas dos lados do AOPS.
cosO s

2.10.6.1 Graficos envolvendo a func3do secante
I 3n
272

Primeiramente monstraremos a Secante no intervalo [—
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Figura 60 — Graficos Funcao Secante
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Analisando a figura 60, temos que os valores da secante (—7; —5ig ?) ficam

indefinidos. Posteriormente, com o uso do Geogebra, foi constuido o mesmo grafico para

mostrar o comportamento da Secante, onde ela sofre translagoes e dilatacgoes.
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Figura 61 — Gréficos Fungao Secante Usando Geogebra
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

A figura 61 nos mostra o grafico da Secante com o uso do Geogebra, representada
por f(x) = sec(x).

98
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Figura 62 — Graficos Fungao Secante do tipo sec(ax)
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 62 o grafico sofreu modificacdo no periodo da fung¢ao, havendo um
encolhimento e uma compressao horizontal quando a > 1, representada pela funcao
g(x) = sec(3z) de cor vemelha, onde o termo a sofrendo variagoes devido uso da ferramenta
"controle deslizante". Com a andlise da func¢ao h(z) = sec(0, 5z) temos termo 0 < b < 1
grafico de cor azul, sofre dilatagdo horizontal, onde a,b € R.
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Figura 63 — Graficos Fungao Secante do tipo asec(x)
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A 63 mostra que houve modificagdo, em relacao ao grafico f(z) = sec(x) de cor

verde. Quando usamos o termo a > 1 hd uma menor acentuagdo no grafico mostrada

pela fungao g(z) =

asec(z) como exemplo f(x) = 4sec(r) e com acentuagdo maior

quando temos termo 0 < b < 1 denotada pela fungao h(z) = bsec(z) como exemplo

f(z) =0, 1sec(x).
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Figura 64 — Graficos Fungao Secante do tipo sec(z) £ a
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 64 houve um deslocamento vertical com duas unidades pra cima e duas
unidades pra baixo coforme as funcoes g(z) = 2+ sec(z) na cor vermelha e h(x) = sec(x)—2,

na cor azul.

2.10.7 Funcao Cossecante

Definicao 15. Segundo (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 200/) dado um nimero real x,
x # km, seja P sua imagem no ciclo. Consideremos s a reta no ciclo tangente ao cilco
em P e seja C' sua intersec¢éo com o eixo dos senos. Denominamos Cossecante de x e
indicamos por cossec(x) a ordenada OC do ponto C. Denominamos fungio Cossecante
a fungio f : D — R que associa a cada real x, x # km, o real OC = cossec(x), isto é,

f(x) = cossec(x).

Notemos que, para x = km, P estd em A ou A’ e, entao, a reta s fica paralela ao

eixo dos senos. Como neste caso nao existe ponto C, a cossec(x) nao é definida.
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Figura 65 — Ciclo Fungao Cossecante
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Notemos que, para r = km, P estd em A ou A’ e, entdo, a reta s fica paralela
ao eixo dos senos. Como neste caso nao existe o ponto C, a cossec(z) nao é definida.No
triangulo formado pelos pontos AOC'P o mesmo é retangulo em P, possuindo as seguintes

definicoes.

A 1
cossec(O) = = E, onde o,p e s sao as medidas dos lados do AOCP.
0

sen(O)

2.10.7.1 Graficos Funcao Cossecante

Na figura 66 temos uma cossecante de valor nao definido {—7,0, 7,27} e o grafico

correspondente confeccionado com o software Geogebra.
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Figura 66 — Graficos Fungao Cossecante do tipo cossec(z)
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Na figura 66 temos o grafico da Cossecante, definida por f(z) = cossec(z).



Capitulo 2. Nogoes Bdsicas de Fungoes com a Utiliza¢io do Geogebra 104

Figura 67 — Graficos Funcao Cossecante
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A figura 67 ilustra a fungao f(z) = cossec(x), construida com o uso do Geogebra.

Posteriormente, construiremos graficos da funcao Cossecante com dilatacoes e translagoes.
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Figura 68 — Graficos Fungao Cossecante do tipo cossec(ax)
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Fonte:Produzido pelo proprio autor

Na figura 68 o grafico sofreu modificacdo no periodo da fun¢ao, havendo um

encolhimento e uma compressao horizontal quando a > 1, representada pela fungao

g(x) = cossec(3x) de cor vemelha, onde o termo a sofre variagdes devido o uso da

ferramenta "controle deslizante". Analisando a funcao h(x) = cossec(0,7x) temos o termo

0 < b < 1 grafico de cor azul, sofrendo dilatacao horizontal, onde a,b € R.
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Figura 69 — Graficos Fungao Cossecante do tipo acossec(x)
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Esta construcao da figura 69 nos mostra que houve modificagdo do grafico, em
relacao ao grafico f(x) = cossec(x) de cor verde. Quando usamos termo a > 1 hé uma
menor acentuagao no grafico mostrada pela funcdo g(x) = acossec(x) como exemplo
g(x) = 4cossec(x) e com acentuagdo maior quando temos termo 0 < b < 1 denotada pela
fungao h(x) = bcossec(x) como exemplo h(z) = 0, lcossec(x).
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Figura 70 — Graficos Fungao Cossecante do tipo cossec(z) + a
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Fonte:Produzido pelo proprio autor

Na figura 70 houve um deslocamento vertical com duas unidades pra cima e
duas unidades pra baixo conforme as fungoes f(x) = cossec(x) + 2 de cor vermelha e
f(x) = cossec(x) — 2 de cor azul, ambas relacionado com a fungao f(z) = cossec(x) de

cor verde.
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3 Aplicacoes de Funcoes usando Modelagem

Matematica e Geogebra

Neste capitulo traremos alguns conceitos de como trabalhar a técnica de modelagem
matematica, mostrando alguns resultados da utilizagdo dessa técnica com exemplos resol-
vidos. Vale ressaltar que utilizaremos como recurso didatico o Geogebra para demonstrar

o comportamento dos graficos das fungoes.

3.1 Uma nocao conceitual do que seria Modelagem Matematica

Num primeiro momento, é notério que a educagao no Brasil necessita de uma
modificagao drastica, investimento na infra instrutura, no ambiente escolar, na qualificagao
dos profissionais ligados a educagao, enfim, uma série de fatores interligados. Mas o governo
nao mostra preocupacao em tal melhoria ou em buscar uma educagao de qualidade. O
mesmo trata a educacao com descaso total, chegando a considerar o dinheiro utilizado
como despesa e nao como investimento. Neste contexto os professores, com o pouco resurso
disponivel, tem que se reinventar, buscando alternativas para transmitir seu conhecimento

com qualidade.

A Matematica desde seu surgimento é uma ciéncia usada pelo ser humano para
facilitar e organizar o meio onde vive, além de ter como finalidade a resolu¢ao de problemas
praticos. Ela esta presente em varias areas do conhecimento: na Fisica, Quimica e Biologia
e outras. A busca implacédvel de estratégias ou metodologias para o Ensino de Matematica
vem sendo um desafio constante na vida dos docentes em todos os ambidos, ensino basico
e superior.

Segundo (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014), a respeito da realidade do ensino
de matematica no Brasil.

Ensinamos demais e os alunos aprendem de menos e cada vez menos!
Aprendem menos porque os assuntos sdo cada vez mais desinteressantes
mais desligados da realidade dos fatos e dos objetivos mais distantes da
realidade da vida dos adolescentes, (WERNECK, 1987, p. 13).

Na pratica, em sala de aula, o educador da disciplina de Matematica precisa criar
metodologias diversificadas para conseguir melhorar a qualidade do ensino de forma que
esta sejam satisfatorias para sua realidade. Neste trabalho, iremos corroborar a ideia de se
trabalhar o Ensino de Matematica com o auxilio da modelagem matemaética, utilizando o
sistema dindmico Geogebra, ferramenta poderosa que se apresenta como alternativa para
ensino aprendizagem. Ele permite o trabalho com as fungoes, pois as coordenadas podem
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ser inseridas diretamente no software. Segundo (BIEMBENGUT; HEIN, 2010, p. 11), ao
longo da historia o ser humano sempre recorreu aos “modelos”:

tanto para comunicar-se com seus semelhantes como para preparar uma
acao. Neste sentido, a modelagem, arte de modelar, é um processo
que emerge da prépria razao e participa da nossa vida como forma de
constituicao e de expressao do conhecimento.

Na visdao de (BIEMBENGUT; HEIN, 2010, p. 9) "a Matemaética é o alicerce de quase
todas as areas do conhecimento, podemos desenvolver os niveis cognitivos e criativos, nos
diversos graus de escolaridade'é uma disciplina que consegue excitar as habilidades dos

alunos, tornando-os criativos, resolvedores de problemas e sabedores do que é "modelar".

Nao existe uma defini¢cao tinica do que seja modelagem matematica, tanto na fala de
educadores quanto na fala de pesquisadores sobre o assunto. Pesquisas a respeito nos levam
a conclusao de que existem diversas linhas nesse segmento. A maioria, no entanto, identifica
o modelo como a descricao de um problema em termos reais onde a resolucao é estudada,
sistematizada em informagoes matematicas e trazidas de volta ao problema original.
Temos varios pesquisadores discutindo sobre a aplicacao da modelagem Matematica no
ensino. Alguns deles (BASSANEZI, 2010)(BARBOSA, 2002)(BIEMBENGUT; HEIN,
2010) trazem ideias de relacionar conteidos escolares com problemas reais, uma vez que
a matematica escolar estd engajada na formacgado do cidaddao em um todo. Essa técnica
de ensino vem sendo praticada desde a década de 70, (BIEMBENGUT; HEIN, 2010)
implantacao desta metodologia necessita de um pouco de flexibilidade, criatividade e
persisténcia por parte dos professores e dos alunos.

Segundo (BARBOSA, 2002) entende-se que a modelagem como ambiente de apren-
dizagem favorece a investigacao de outras areas do conhecimento.

Modelagem é um ambiente de aprendizagem no qual os alunos sao con-
vidados a indagar e/ou investigar, por meio da matemética, situacgoes
oriundas de outras areas conhecimento. Se tomarmos modelagem de um
ponto de vista sdcio-critico, a indagacao ultrapassa a formulagdo ou com-
preencao de um problema, integrando os conhecimentos de matematica,
de modelagem e reflexivo.

Segundo (BIEMBENGUT; HEIN, 2010) compreende-se que para transformar uma
situacao ocorrida no cotidiano em uma situacao real, utilizando modelos matematicos, sao
necessarias trés etapas fundamentais (tendo ainda outras subdivisoes), sdo elas.

Interagao

e Reconhecimento da situagdo-problema;

e Familiarizacdo com o assunto a ser modelado referencial tedrico.
Matematizacao:

e Formalizacao do problema;
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e Resolugdo do problema em termos do modelo.
Modelo Matemético

e Interpretacdo da solugao;

e Validacao do modelo.

Segue a explicacao dessas etapas segundo (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014)
A “interacao” esboca uma determinada situacdo que se anseia explorar. Deve-se fazer
uma pesquisa sobre o assunto de maneira direta ou indireta em revistas, livros ou em
dados experimentais. Nao hé necessidade de se obedecer a uma ordem rigorosa a fim de se
alcancar a etapa seguinte, porém, deve-se frisar que quanto mais se estudar nesta etapa,
(isto é, houver interagdo com os dados), mais a situagdo problema tornar-se hé mais clara

e acessivel.

A “matematizacao” é a etapa mais complexa dentre todas. E uma etapa crucial
do modelo matematico. Nesta etapa se traduz o problema para a linguagem matematica.
Nesta fase, o modelador deve ter paciéncia, fazer uso de toda linguagem matematica que

bl b
ossul, ser criativo e, além disso, fazer uso de toda a sua experiéncia acumulada afim de
, t , além disso, f: de tod lada afim d
u matematizar ituacao-pr ma pr . a n imprescindivei
e possa “matematizar” a situacao-problema proposta. Estes sdo pontos escindiveis

na construgao deste processo.

A dltima etapa sugerida por Biembengut e Hein (2010) sdo os “Modelos Matema-
ticos”. Nesta etapa, deve-se analisar as conclusoes do modelo, isto é, quais implicagoes
tém a solucdo procedida daquilo que estd sendo estudado. Verifica-se sua adaptabilidade,
regressando a situagao-problema pesquisada ponderando quao expressiva e proeminente ¢é a
solucdo e sua validaciao. Deve-se ficar atento, pois se 0 modelo nao acolher as necessidades
que a originou, o procedimento deve ser recomecado na etapa “matematizacao” fazendo
0s ajustes necessarios para se conseguir os resultados ambicionados. Na busca em que
modelar, o interessante nao é trazer o problema para os alunos e sim incentiva-los a
pesquisar e definir o que fazer. A partir desse momento, aparecem algumas situagoes
importantes: uma delas, seria de trazer contetidos a serem trabalhados, provalvemente
alguns ja conhecidos, outros nao, caso na tenha conhecimento prévio de determinado
conteudo, primeiramente, seria importante fazer uma explanacao do que se trata o assunto,
posteriormente prosseguir com as atividades de modelagem. Sao situagoes que mostra que

a Matematica é diversificada.

ponto de vista que me parece de fundamental importancia e que repre-
senta o verdadeiro espirito da Matematica é a capacidade de modelar
situagoes reais, codificd-las adequadamente, de maneira a permitir a utili-
zacao das técnicas e resultados conhecidos em outro contexto, novo. Isto
é, a transferéncia de aprendizado resultante de uma certa situagdo para a
situacao nova é um ponto crucial do que se poderia chamar aprendizado
da Matemética, e talvez o objetivo maior do seu ensino (D’AMBROSIO,
1986, p. 44)
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Dessa maneira, mesclar a técnica de modelagem com uso do sistema dindmico
Geogebra, pode nos proporcionar um ensino de qualidade em qualquer nivel de escolaridade,
o docente sempre deve buscar mecanismo de ensino.

Vale ressaltar que as tecnologias invadem e compoem o cotidiano em diferentes
lugares, estando inserida em todas as areas do conhecimento humano. O uso das Novas
Tecnologias de Informagao e Comunicacao (TICs) em sala de aula esta cada dia mais
presente, tanto que alguns pesquisadores como (KENSKI, 2007, p. 24) dizem que: “a
escolha de um determinado tipo de tecnologia altera profundamente a natureza do processo

educacional e a comunicagao entre os participantes”. Faz-se necessario uma reflexao sobre
as pesquisas afim de captarmos os aspectos envolvidos em tudo em sua volta.

ela estd em todo lugar, ja faz parte das nossas vidas. As nossas atividades
cotidianas mais comuns — como dormir, comer, trabalhar, nos deslocarmos
para diferentes lugares, ler, conversar e nos divertimos — sdo possiveis
gragas as tecnologias a que temos acesso.(KENSKI, 2007, p. 24)

Diariamente a tecnologia se insere em nosso meio. De certa forma todos utilizam

de maneira satisfatéria. Usar a modelagem como alternativa pedagogica:

0 mais importante nao é chegar imediatamente a um modelo bem sucedido,
mas caminhar seguindo etapas em que o conteiido matematico vai sendo
sistematizado e aplicado [...]. Mais importante do que os modelos obtidos
sdo o processo utilizado, a andlise critica e sua inser¢do no contexto socio-
cultural. O fendmeno modelado deve servir de pano de fundo ou motivagao
para o aprendizado das técnicas e conteidos da propria Matematica. As
discussoes sobre o tema escolhido favorecem a preparacao do estudante
como elemento participativo na sociedade em que vive.(BARBOSA, 2002,
p. 48)

3.2 Aplicacoes

Traremos alguns exemplos para mostrar como e onde aplicar a técnica de modelagem
matematica. No primeiro exemplo, houve uma aplicagao em sala de aula, seguindo todas

as etapas, o que permitiu obtencao de resultados satisfatorios. Vejamos:

3.2.1 Primeira aplicacdo: Indice de producido de Lixo no Pais

Os seguintes autores (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014) relatam todo o
procedimento e todo o processo de como aplicar a técnica de Modelagem Matematica
seguindo todas as etapas proposta por (BIEMBENGUT; HEIN, 2010) até a construcao do

modelo, gerando uma fungao, no caso foi uma do tipo Afim f(z) = ax + b.

A escolha da turma para aplicagao da técnica de modelagem matematica nao foi
aleatoria, alguns critérios tiveram que ser cuidadosamente considerados. Haviam necessi-
dades especificas "como interpretacao de problemas e maior conhecimento matematico".

Portanto, dentre as turmas do 6° ano ao 9° ano, "subtendem-se que o 9 ano possui melhor
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desempenho neste quesito por possuirem uma bagagem maior em relacao aos contetidos

da Matematica'.

Observou-se também a "frequéncia dos alunos para poder acompanhar a aplicacao
(assiduidade). Isto é considerado importante pra aplica¢gdo da metodologia na turma que
menos faltava, tinha menor evasdo e/ou transferidos', (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA,
2014) relatam a importancia de que "todos os alunos que iniciassem este projeto deve-
riam permanecer neste até o final da aplicagdo da técnica, com o objetivo de coletar a
maior quantidade de dados possiveis e, portanto, ter melhor precisao e clareza nos dados

coletados."Justificativas pra escolha da turma.

Os alunos tiveram atividades diversificadas, revisao no que tange fungoes, reciclagem
e estudos sobre modelagem, foi solicitado aos alunos, em linhas gerais, que pesquisassem
para que estes auxiliassem na construcao do modelo matematico. Algumas atividades
proposta por (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014):

e Qual o destino do lixo produzido por uma cidade? (neste caso foi sugerido que pesquisassem
as cidades de Rio Verde — GO, Goidnia — GO e Brasilia — DF).

e O lixo é reciclado?
e Qual a quantidade de lixo produzido por uma pessoa em um dia?

e e considerarmos uma cidade com determinada populacao, quais os tipos de lixos que sdao
produzidos? E vidvel reciclar? Quais as vantagens? Qual o tempo de decomposicao de certos
materiais, como vidro, plastico e o papel?

Procurou-se seguir todas as etapas e subetapas propostas por (BIEMBENGUT;
HEIN, 2010), sendo a interacao, a primeira delas. Ela consiste em: "reconhecimento da
situacao-problema e familiarizacao com o assunto a ser modelado”, na segunda etapa, sobre

a "matematizacao'nesta fase, "foi posto em pratica o conhecimento tedrico de fungoes,

pois era necessario identificar todas as variaveis envolvidas no processo'. E necessario
(BIEMBENGUT; HEIN, 2010, p. 13) "formalizacdo do problema” e a “resolu¢do do

problema em termos do modelo".

Foram elaboradas algumas questoes referente ao tema proposto ("reciclagem") e
pedido aos alunos envolvidos que respondessem. Elaborados por (FORTES; JUNIOR;
OLIVEIRA, 2014, p.16):

1. Se cada aluno conseguir recolher das ruas em média 10 kg por dia de lixo, quantos quilos
conseguira recolher em: a) Uma semana; b) Um més; ¢) Um trimestre; d) Um semestre; e)
Um ano.

2. Sabe-se que na cidade o quilo do papel é vendido a 0,18. Se cada um de vocés por dia
conseguir juntar 3 kg de papel durante o més de janeiro, quanto vocés irdao receber pela venda
papel?

3. Segundo fontes da Associac¢do Brasileira de Empresas de Limpesa Ptblica e Residuos Especiais
“abrelpe” o nosso Pais produz atualmente aproximadamente 220 mil toneladas de lixo
diariamente. Diante disso, quantas toneladas o pais produziria em: a) Uma semana; b) Uma
quinzena; ¢) Um més?

4. Segundo Regina (2006), “50 quilos de papel usado transformado em papel novo evita que
uma arvore seja cortada”. Reflita na quantidade de papel que vocé jogou fora até a presente
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data e calcule quantas arvores vocé deixou de preservar. Se vocé jogou fora 200 kg de papel,
quantas arvores poderiam ser preservadas?

5. Qual a quantidade de lixo produzido por uma pessoa diariamente? Em seguida, analisar
quantas pessoas possui sua familia e analisar a quantidade de lixo produzido pela mesma em:
a) Uma semana; b) Um més; ¢) Uma cidade.

Segundo (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014)

Essa ultima questao por sinal estd intensamente ligada ao modelo que foi
elaborado, segundo reportagem publicada do didrio do Estadao, este é o
indice 1, 152kg Para encontrar o tal indicador foi feito uma razao entre a
populacédo total do pais e a quantidade de lixo produzida pelos mesmos.
Dados sobre o niimero de habitantes do Brasil podem ser encontrados no
site do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), e segundo
estimativas, o Brasil j& possui cerca de 192 milhGes de habitantes. Usando
tais dados, obteve-se a seguinte funcdo y = 1,152z uma fung¢do Linear,
portanto, se obtém um modelo para fazer estimativas no que tange a
producao de lixo de qualquer cidade do pais.

Figura 71 — Grafico do primeira aplicacao Lixo no Brasil
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Analisando a figura 71 temos uma funcao Linear, crescente, passando pela origem
das posigoes. Na seta indicada é mostrado o "controle deslizante'conforme a quantidade de

pessoas que desejo inserir caso queira aumentar basta arrastar, logo a sequéncia de pontos
cresce.
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Notemos que nessa aplicacao de modelagem matemaética, a maneira de conduzir a
pesquisa serve como modelo a ser seguido. Havendo cuidado ao aplicar a técnica, teremos
grandes resultados, ('88%"dos alunos acertaram as questoes sugeridas). "Houve aumento

gradativo nas notas bimestrais e houve também diminui¢ao das faltas".

Logo, (FORTES; JUNIOR; OLIVEIRA, 2014), conclui que

Modelagem matematica como metodologia de ensino mostrou-se eficaz no
processo de ensino-aprendizagem de matematica, mais especificadamente
no estudo de fungées e outros contetiddos podem ser estudados com o
auxilio desta técnica, cabe ao professor ou educador se disponibilizar
para efetuar tal tarefa.

3.2.2 Segunda aplicacdo: Criar uma soma de miltiplos "2”

Este exemplo sugerido por (BURAK, 2004), deu-se a partir de um estudo de
embalagens que continham 2,4,6, 8,16 e 64 rolos de papel. Apds o desenvolvimento de
atividades referentes aos multiplos de um ntimero surgiu, por parte de um dos participantes,
a seguinte questao: Como fazer para se conhecer a soma de alguns multiplos de um nimero?
Os grupos comegaram a realizar a soma dos dois primeiros, dos trés primeiros, quatro e
cinco primeiros multiplos de 2.

S=2+4=6
S=24+44+6=10
S=2+4+6+8=20
S=24+44+6+8+10=30

Segundo (BURAK, 2004) o professor pode langar um desafio para os seus alunos:
Existe uma forma mais rapida para se calcular, por exemplo, a soma dos 10, ou 20 primeiros
multiplos de 27 Serd que podemos construir uma férmula matematica que permita o calculo

solicitado? Essas questoes podem desafiar e motivar os alunos na busca dessa relagao.

Tomemos os n primeiros multiplos de 2.
2,4,6,8,10,12,14,....2n

Temos uma fungao linear f(n) =2n com n € N

A soma dos Multiplos.
2444+64+84+104+12+ 14+ ... 4 2n.

Essa soma pode ser escrita da seguinte forma:

S=12422432+4+42+ ...+ n.2 logo colocando o 2 em evidéncia temos:

S=2(14243+4+.n—1+n) (3.1)

A soma dos termos entre parénteses pode ser mostrada como a seguir.

S=14+2+3+4+...+n—1-+n. Tomando —se a mesma soma com 0s termos invertidos.
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S=n4+n—14+n—-—2+n—-3+...4+2+1. Adicionando membro a membro

2S=n+1)+(n+1)+(n+1)+..+ (n+1). Existem n termos iguais a (n + 1).
2S =n(n+1) ou

1
S, = m (3.2)
2
Substituindo o termo entre parénteses na expressao (1), por seu valor dado em (2) tem-se:
2(n+1)n .
S, = ————, ou seja,
Sp=n(n+1).

Modelo matemético para o calculo da soma dos n primeiros multiplos de 2.

Pode-se validar o modelo, voltando-se para o mundo real.

Aplicagao do modelo:

1. Calcular a soma do primeiro multiplo de 2 , isto é, n = 1.
S=11+1)=2

2. Calcular a soma do dos dois primeiros multiplo de 2
Para n = 2.
S=2241)=23=6
Paran =3
S=33+1)=3(4) =12

Serve pra criar outros modelos para outros multiplos.
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Figura 72 — Gréafico do segunda aplicagao multiplos de 2
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Analisando a figura 72, temos uma funcdo Quadratica, com a concavidade voltada
pra cima, com as raizes nos ponto A e B. Foi criada uma sequéncia de pontos para mostrar
quando inserimos valor pra n. Temos S(n), pares ordenados mostrando o crescimento. O

termo a é o "controle deslizante", bastando arrasta-lo para que os pontos aumentem.

3.2.3 Terceira aplicacao: Problema envolvendo Taxi

Um exemplo cléssico seria o prego que um passageiro deveria pagar em uma viajem
de taxi, lembrando que no taxi, existe um custo fixo e outro que sofre algumas modificagoes

conforme a distancia percorrida.

Temos que "bandeirada'seria esse custo fixo, o qual chamaremos de termo b na
fungao afim f(t) = at + b, e teriamos o termo dependente que varia conforme a distancia
percorrida. Uma ilustracao: Suponha que um passageiro percorra uma distancia de 50 km
na corrida. Levando em conta algumas variaveis a serem consideradas como o tempo de
viajem e a distancia percorrida, temos um valor de 2,75 por quiléometro rodado, custo fixo
4,5 reais, temos:

f&)=at+0b
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substituindo os termos a e b
f(t)=4,5+2,75¢ (3.3)

que é o modelo matematico, fazendo t = 50km, temos:

£(50) = 4,50+ 2,75.50
f(50) = 4,5+ 137,5,logo
£(50) = 142.

o preco da corrida seria de 142 reais.

Figura 73 — Grafico do terceira aplicagao Modelagem de Taxi
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Analisando a figura 73, podemos identificar a raiz da funcao representada pelo
ponto A. O ponto B mostra-nos onde o grafico intercepta o eixo das ordenadas coeficiente
linear. Foi criada uma lista de pontos e nela podemos identificar os pares ordenados
(50, 142). Quando iserimos o valor desejado na fungao no caso foi 50 Km ele retorna ao

valor de 142. Por isso aparece o termo a, para mostrar-nos o controle deslizante.
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Referente ao problema, os Ubers tem um custo menor devido os baixos impostos,

com menores impostos e varidgdes sdo possiveis alguns descontos, comecando com o custo

fixo. No taxi esse custo é de 4,50 enquanto no Uber é de 2,00. A diferenca nao fica apenas

no custo fixo, mas também na relacao entre preco e quiléometro rodado, em torno de 2, 25.

Se o passageiro fosse de Uber quanto ficaria? Logo, usando a mesma ideia temos uma

fungdo afim f(z) = a.x + b, onde o custo fixo termo b vale 2 e parte dependente vale 1, 75.

Assim a funcao f(z) = 2+ 1, 75t. Se o passageiro fosse de Uber teria gastado:

valor gasto que o passageiro tivesse ido de Uber.

ft) = 241,75t

(50) = 2+1,75.50
f(50) = 2+487,5

(50) = 89,5

20

—

50

—

Figura 74 — Grafico do terceira aplicagdo Modelagem de Uber

o

GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

%- 'Av / ""j'ﬂ I:\/' @ @ /A/ N AB;L'J

¥ Janela de Algebra *

+ Janela de Visualizagao

- Fungido
Y f(t) = 2+1.75¢
Lista
. L, =40, 2), (1, 3.75), (2, 5.5), (3

Mimero

FPonto
@ A=(-1.14,0)
~@ B=(0,2)
Texto
@ eixo = “x”
@ eixop = "y

£ >

L] nc~

Entrada:

ap

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Analisando a figura 74, podemos identificar a raiz da funcao representada pelo ponto
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A. O ponto B nos mostra onde o grafico intercepta o eixo das ordenadas coeficiente linear,
trouxemos também uma ferramenta que indica o valor da inclinacao da reta coeficiente
angular da reta a; = 1,75. Foi criada uma lista de pontos onde podemos identificar os
pares ordenados (50,89, 5). Quando iserimos o valor desejado na fungao no caso foi 50
Km ele retorna ao valor de 89, 5. Por isso aparece o termo a, para mostrar-nos o controle

deslizante.

3.2.4 Quarta aplicacdo: Entrada no parque de diversdes exercicio 4 e o exercicio
6 da formiguinha

Neste quarto exemplo aplicando contetidos de fungoes (TENORIO; COSTA; TENO-

RIO, 2015) foi feita uma experiéncia com determinada turma do ensino médio - primeira

série com um total de 25 alunos. Esse total foi dividido assim: 15 usaram o softwre

Geogebra pra resolver os problemas e 10 tiveram aula de maneira tradicional, sem o uso

software, foi passado aos alunos algumas questoes pra verificagdo da aprendizagem.

Figura 75 — Dados referente ao quarto exemplo

4. Um parque de diversdes cobra
R$ 10.00 a entrada e R$ 4,00 para
andar em cada brinquedo. Luiza tem
R$ 50.00.

a) (0.25 ponfos) Em quantos
brinquedos no maximo ela consegue
brinecar no parque?

b) (0.25 pontos) Se ela andasse em 3
brinquedos. Quanto gastaria?

¢) (0.25 pontos) Gastando RS$ 50,00,
ela andou em quantos brinquedos?

d) (0.5 pontos) E possivel generalizar.
ou seja, criar uma relacio entre o preco
pago (y) com a quanfidade de
brinquedos (x)?

e) (0.42 pontos) E possivel sintetizar
essas informacdes em um grafico?

6. Uma formiga se move sobre uma régua em
linha reta na direcdo crescente dos centimetros
com velocidade constante de 2 cm por segundo.
Supondo que., quando
comecamos a observar a Tempo
formiga. ela se encontra (segundos)
a4 cm da origem. 0

a) (0.67 pontos) Nessas
condicdes, organize o3
dados na tabela abaixo:
b) (0.5 pontos) Crie uma
lei de formacio da 10
movimentacao da X
formiga.

¢) (0.5 pontos) Construa um
grafico mostrando a
movimentacdo da formiga.

Posicao
(cm)

| S
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Lh

Fonte:(TENORIO; COSTA; TENORIO, 2015)

Segundo (TENORIO; COSTA; TENORIO, 2015) o problema 4 "foi reputado pelos
alunos como o mais facil". Entretando o item b apresentou muitos erros, pois os discentes
nao somaram o valor da entrada. O problema 6 foi o que obteve o maior indice de erro,

muitos alunos realizaram erradamente operagoes matematicas basicas ou nao souberam



Capitulo 3. Aplicagées de Fungoes usando Modelagem Matemdtica e Geogebra 120

montar a tabela; "multiplicaram o tempo pela posicao de origem e somaram o valor da

velocidade".

Solucao do problema 4 com a utilizacao do Geogebra: Temos um custo fixo a
entrada no parque de diversao por 10,00 e a parte dependente, que vai variar conforme a
quantidade de brinquedos que Luiza andara. Cada brinquedo custa 4, 00 logo temos uma
fungado do tipo Afim. f(x) = ax+b onde b é o termo independente, (custo fixo da entrada),
e o termo a = 4 dependera do z (custo de andar em cada brinquedos), temos entao:
flx)=ax+0b

f(z) =42+ 10 (3.4)

lembre-se que Luiza tem 50,00 pra gastar.

a) temos 50,00 pra gastar, f(z) = 50, temos que:

50 = 42+ 10
50—10 = 42+ 10-10

40 = 4z

0 4

4 4

10 = =z

logo, x = 10 significa que Luiza conseguirda andar no maximo em 10 brinquedos.
b) temos z = 3 logo,

f3) = 43+10

fB3) = 22
logo ela gastaria 22, 00.
c) f(z) =50, temos:
50 = 4x+10
50 —10 = 4x+10—-10
40 = 4x
r = 10

portanto ela podera andar em 10 brinquedos.
d) sim, f(x) =4z + 10.

e) sim usando Geogebra temos:
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Figura 76 — Grafico do quarta aplicacdo exercicio 4 parque de diversoes
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Observando a figura 76, temos uma func¢do Afim com o coeficiente angular da reta
a = 4 é linear onde a intercepta o eixo Oy no valor correspondente a 10. J& a raiz (ou

zero) da fungdo, onde o eixo Ox é tocado, o valor correspondente a —2, 5.

Suponha que a entrada no parque de diversoes custa outro valor, e o preco de andar
nos brinquedo também sofresse alteragoes. Como refazer o problema? Uma alternativa
para essa nova problemadtica seria criar uma funcdo Afim f(x) = ax 4+ b. Ao ser inserida
no Geogebra automaticamente, serd gerado um "controle deslizante'para os coeficientes a

e b. Portanto, conseguiremos substituir qualquer valor que o autor necessite.

Solucao do problema 6 com a utilizagao do Geogebra: Primeiramente temos que
criar um modelo que denota a caminhada da formiga sobre a régua. Nesta solu¢ao, mos-
traremos duas situacoes e compararemos; uma partindo do repouso e na origem e uma
outra em que resolveremos o problema.

i) Temos uma funcdo afim f(z) = ax + b, logo temos S = Sy + vt, onde os valores de t
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correspondem a variavel tempo. S a distancia e v a velocidade. No Sistema Internacional
de Unidades usa-se segundos, metros e metros por segundos respectivamente. Partindo do
pressuposto que a formiga se move com velocidade constante de 2cm por segundo partindo
do repouso e o tempo valor 0, temos:

S = Sy + vt implica S = 2t.

Tabela 1 — Tabela com dados do quarto exemplo partindo da origem atividade 6
Tempo Posicao

(segundos) (cm)

0 0
1 2
2 4

[lustrando o grafico deste movimento, conforme dados da tabela:

Flgura 77 — Grafico atividade 6 partindo da origem
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

O grafico da figura 77 foi criado usando uma ferramenta chamada "sequéncia de

pontos"diretamente no Geogebra, com o seguinte comando sequencia = (< expressao >
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, < wvaridvel >, < valorinicial >, < wvalor final >, < incremento >), o termo "expres-
sao"significa criacao da lei de formagao do par ordenado (x, f(z)), o termo "varidvel "significa
em qual varidvel se deseja trabalhar (z,y, z,t); "valor inicial"e "valor final"significam res-
pectivamente: intervalo que deseja-se inserir, valores iniciais e finais, "inclemento"significa
variar de quanto em quanto (1 em 1,2 em 2). Para iniciar esse comando basta, preencher os
campos obrigatérios corretamente, logo os pares ordemandos sao criados. Outra ferramenta
importante foi utilizada para controlar a quantidade de pontos desejamos para inser¢ao no
"controle deslizante". Temos o grafico da fungao afim, linear s(t) = 2¢ partindo da origem

e atendendo a primeira situacao colocada.

A segunda situagao estd na resolucao do problema 6 onde a formiguinha se move
com velocidade constante de 2cm por segundo, sendo que no inicio da observagao a formiga
se encontra a 4cm da origem. O modelo é préximo da primeira situacao, o que muda é
que o ponto de partida da formiga localiza-se na posicao 4, logo temos uma funcao afim
f(x) = ax + b, temos S = Sy + vt, onde os valores de t sao da variavel "tempo', S da
distancia e v da velocidade Neste caso a posi¢ao inicial Sy é # 0 pois ndo partiu da origem

e sim da posicao 4, e como a velocidade é constante com valor 2, entao S = 4 + 2t.

Tabela 2 — Tabela com dados do quarto exemplo partindo da posi¢ao 4 atividade 6

Tempo Posicao
(segundos) (cm)

0 0
1 6
2 8
3 10
4 12
) 14

Abaixo, temos o grafico deste movimento, conforme dados da tabela.
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Figura 78 — Grafico atividade 6 partindo posic¢ao 4
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Notemos que o grafico da figura 78 é uma reta, e intercepta o eixo y na posicao 4,
possuindo raiz com valor —2 interceptando eixo z. Construimos a "sequéncia de pontos",
usando o "controle deslizante"pra mostrar quantos pontos devem aparecer no grafico, dados

conforme a tabela desta funcao.

O grafico a seguir mostrard as duas situagoes criadas no problema 6 usando o

Geogebra.
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Figura 79 — Gréfico atividade 6 ambas situagoes partindo origem e posicao 4
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Temos a ilustragao dos dois graficos na figura 79, portanto podemos fazer compara-
¢oes com as funcoes afins S; = 4 + 2t de cor verde e S = 2t de cor azul. Notemos que o
coeficiente angular é o mesmo, o que difere é de onde partem os pontos, uma da origem
e outra da posicao 4. Graficamente houve um deslocamento vertical em 4 unidades ou
horizontal em duas. As retas sdo paralelas entre si. Devido a taxa variacao (coeficiente

angular) ser a mesma, isso facilita e muito a questao da vizualizacao na pratica.

3.2.5 Quinta aplicacdo: Lancamento de um projétil

Neste quinto exemplo traremos do livro de (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009,
p.167-168) uma aplicagdo de uma fungdo Quadrética, onde temos o movimento de um
projétil. O movimento de um projétil de uma dada altura pode ser modelado por uma
funcao Quadratica. A expressao algébrica que o representa é um polinémio do 2° grau
que pode ser utilizado pelos alunos para determinar a altura em que se encontra o projétil
num certo instante o instante em que uma altura dada é atingida: O movimento de um

projétil lancado horizontalmente é dado por

h(t) = —4,9t* 4100
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onde h representa a altura em cada instante, ¢ representa o tempo (em segundos), e 100

representa a altura inicial (em metros). Representaremos graficamente esta equagao.

1. Ao fim de 2 segundos, a que altura estd o projétil? E ao fim de 5 segundos?
2. Em que instante o projétil atinge o solo?

3. Determinar em que instante o projétil esta a altura de 90 metros.

Resolucao:

temos t = 2 e t = 5. Substituindo na funcgao h:

h(t) = —4,9t* 4100
h(2) = —4,9(2)% + 100
h(2) = 80,2

valores expressos em pares ordenados (¢; h(t)) fica (2;80,2) e para t = 5:

h(t) = —4,9t* 4100
h(5) = —4,9(5)% + 100
h(5) = —22,5

observa-se que o valor negativo retorna, o que nao faz sentido para a altura, permitindo
concluir que o projétil atingiu o solo antes disso. Valores expressos em par ondernado
(t; h(t)) retorna (5; —22,5).
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Figura 80 — Gréfico referente a aplicagao 5 item 1
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Analisando a figura 80, nota-se a funcao Quadratica h(t) = —4,9t> + 100 na cor
vermelha com o coeficiente a < 0, logo a concavidade fica voltada pra baixo. Criamos uma
lista de pontos em forma de pares ordenados (¢; h(t)), onde no item 1 pede-se pra localizar
a altura do projétil apos 2 segundos. Representado pelo "controle deslizante'a = 2 vemos
com clareza no grafico qual a altura que se localiza h(2) = y = 80, 2. Outro local a ser

observado ¢ a lista de pontos representada na cor verde, com o par ordenado especifico

(2: 80, 2).
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Figura 81 — Gréfico referente a aplicagao 5 item 1
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 81 observamos com as mesmas caracteristica da figura 80, porém o t =5
"controle deslizante'foi alterado para a = 5, e o grafico nos mostra que o par ordenado é

(5, —22,5) altura negativa significando que o projétil tocou no chao antes dos 5 segundos.

Resolucao do item 2, temos:

h(t) = —4,9t* 4100

para o projétil chegar ao solo temos que fazer h(t) = 0 e encontrar as raizes da fungao

onde o grafico intercepta o eixo x.

h(t) = —4,9t 4100
0 = —4,92 4100

acrescentando 4, 9t? em ambos lados
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4,92 = —4,9t> +4,9t> + 100
- @
4,9
t2 = 20,4081
logo temos valores aproximados t; = 4,52 e to = —4, 52.

Figura 82 — Grafico referente a aplicacao 5 item 2
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Fonte:Produzido pelo proprio autor no Geogebra

Na figura 82 foi criada uma lista de pontos pra mostrarmos a trajetéria do projétil
até o mesmo atingir o solo, no valor do par ordenado (4,52;0) - local onde o grafico
intercepta o eixo das abscissas.

Resolucao Item 3:

Temos a equagao do movimento,
h(t) = —4,9t* 4100

queremos saber em que instante o projétil esta na altura de 90 metros.
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Esta resolucao do item 3 é andloga, bastando igualar a equacao a 90.

h(t) = —4,9t* 4+ 100
90 = —4,9¢* +100
4,92 = 10
10
= —
4,9
t=+1,43
nao convém usarmos t = —1,43, logo t = 1,43 valor aproximado.

Figura 83 — Grafico referente a aplicagao 5 item 3
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Analisando a figura 83, criou-se uma lista de pontos conforme a variacdo do
tempo. Neste item fica claro que, para chegar na altura de 90 metros foram gastos
aproximadamente 1,43 segundos. Observa-se o ponto A(1,43;90), onde foi criado o termo

a "controle deslizante'para mostrarmos a variagao do tempo.

Com a utilizagdo do software Geogebra podemos simular varias situagoes, no
sentido de investigar o que acontece quando alteramos os coeficientes a, b e ¢ numa funcao

Quadratica, ou seja, em qualquer funcao que estejamos estudando.
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3.2.6 Sexta aplicacdo: Um exercicio criado pelo préprio autor

Na aplicagao de funcao Quadratica podermos verificar as caracteristicas da funcao.

Vale ressaltar que este exemplo foi aleatério, criado pelo proprio autor.

Figura 84 — Grafico referente aplicacao 6
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Fonte:Produzido pelo proprio autor no Geogebra

Analisando a figura 84 concluimos que com o coeficiente a > 0 teremos a concavidade
voltada pra cima. Os pontos A e B demonstram claramente onde o gréafico intercepta o eixo
das abscissas (chamadas de raizes da equagao) nos valores 2 e 3. O ponto C' nos mostra o
minimo ou maximo da funcao, dependendo do coeficiente a. Se a > 0 encontramos o minimo;
e se a < 0 encontramos o maximo da fungao. Na fun¢ao quadrética f(z) = az® + bz +c o
coeficiente C' determina onde a funcao intercepta o eixo das ordenadas. Com a construcgao

do grafico fica 6bvio que o grafico intercepta o eixo Oy no valor igual 6.

3.2.7 Sétima aplicacdo: Criado pelo préprio autor uma aplicacao em Fisica

Esta aplicacao nos traz problemas em Fisica, onde temos duas situacoes: Primeira-
mente, um corpo A parte de uma posigao 10 m com velocidade de 5 m/s. Segundo parte,
um corpo B parte da posi¢ao 40 na frente do primeiro corpo a 30 m, com a velocidade 4

m/s. Serd que em algum momento o corpo A e corpo B estardo juntos?
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Resolucao:

1° caso, temos:

F(t) =10+ 5t

20 caso, temos:
s(t) =40 + 4t

Matematicamente, para encontrarmos a intersecao das retas, basta fazermos a igualdade
entre elas.

Temos:

ft) = s(t)
10+5t = 40+ 4¢
t = 30s

encontrar a posicao em que os corpos A e B se encontram basta escolhermos uma das

duas funcgoes e fazer as substiui¢oes, pois temos um ¢ comum a elas.

s(t) = 40+ 4t
s(30) = 40+4.30
(30) = 160m
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Figura 85 — Grafico referente aplicacao 7 - Fisica
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Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Usando o Geogebra pra resolucao fica claro o momento da intersecao das duas
retas. Basta observar na figura 85: temos uma seta pra indicar o momento correto tendo
em vista os termos a e b "controle deslizantes'para criagao da sequéncia de pontos. Ambos

estao na posicao 30, logo temos ¢ = 30 s onde a posi¢do conjunta de ambos serd na posicao
160 m.

3.2.8 Oitava aplicacdo: Mostrando as funcdes usando o controle deslizante

Mostraremos nesta aplicagao, que utilizando a ferramenta "controle deslizante'nas
fungbes teremos uma excelente metodologia para ensino e aprendizagem de fungoes. Temos

as seguintes fungoes, Afins, Quadratica, Exponencial, Logaritmica, Trigonométricas, todas
vistas no ensino médio.
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Figura 86 — Grafico referente aplicacao 8 simulagoes de fungoes

1] GeoGebra Classic 5 = =

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
. c
N ABC ‘%’ @ Ee]

NRERENCERNEE

W v e
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagao

Funcie ACT

@ f(x) =07x—3
@ g(x) = 0.7x—3x+2

< >

Entrada: i@

Fonte:Produzido pelo préprio autor no Geogebra

Na figura 86 temos as trés funcgoes juntas Afim, Quadratica e Exponencial. Inserimos
como Afim f(z) = ar + b, Quadratica g(x) = az? +bxr+c e h(x) = a*. Com os coeficientes
a>0ecombecéeR, temos essa restricio em relacao ao coeficiente a > 0, por conta
da nao existéncia da funcao Exponencial e Quadratica com determinados valores. Neste

grafico podemos simular quaisquer valores e obervar o seu comportamento.
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4 Consideracoes Finais

Trazemos aqui, o entendimento que o nosso objetivo foi alcangado, uma vez que,
nos capitulos anteriores, nossa abordagem foi sempre no sentido de montar de maneira
didatica, com o auxilio das ferramentas do Geogebra, um texto que vai auxiliar o professor
do ensino médio, a trabalhar de forma mais visual e construtiva, os conceitos de fungoes.
No capitulo de aplicagdes, ilustramos bem os caminhos de utilizacdo do software para que

o professor possa entender e chegar facilmente na solugao das mesmas.

Apesar disso, entendemos que uma aplicagdo desse material em um grupo de
professores , em formato de oficina, nos traria mais subsidios para a melhoria do mesmo.
No entanto, como nao tivemos a oportunidade da realizagao dessa atividade, vamos

considerar como uma de nossas propostas futuras.
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A Controle Deslizante

Em computagdo, um "controle deslizante'(do inglés slider) é um elemento de
interface gréafica (isto é um componente widget) que permite ajustar o pardmetro em um
intervalo de valores pré-definidos quando o usuario move o marcador. Controles deslizantes
podem ser usados em conjunto com rétulo para mostrar os valores ajustados (por exemplo,
nivel de som em tocador de midia). Mostraremos passo a passo como aplicar o controle

deslizante utilizado no trabalho.

Figura 87 — Tela incial do Geogebra
; o GeoGebra Classic 5 = =

Arquivo  Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

i ]| oA B OO N 22

| | ; v
» Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagio Controle Deslizante X
Selecione uma posicio

4

Entrada:

Fonte:Produzido pelo proprio autor

Comecgando com a tela inicial do Geogebra vista na figura 87, observamos na barra

de ferramentas que ja esta selecionada a ferramenta "Controle Deslizante".
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Figura 88 — Ferramenta controle deslizante

Controle Deslizante
Selecione uma posicao

Fonte:Produzido pelo préprio autor

Essa ferramenta tem uma grande utilidade quando precisamos que algum parametro

assuma valores dentro dos R.
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Figura 89 — Campo de entrada no Geogebra

(¥ GeoGebra Classic 5 = =

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

E -A___.,_ /'/ ;“ I,\ﬁ' ® @ ‘i:. x a=2.__.,. ‘%’

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagdo rd
4
3
Criar Controles Deslizantes
a-2|  Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a, b
- Criar Controles Deslizantes | Cancelar g
= - -3 -2 = u T 2 3 4 ] I
-1
-2
-3
-4
Enfrada; a*x + b (1]

Fonte:Produzido pelo préprio autor

Neste campo de entrada, demonstrado na figura 89 onde inserimos as fungdes que
queremos estudar, vejamos um exemplo de uma fungao Afim f(x) = ax + b, onde a,b € R
sao os parametros. Nota-se que quando inserimos alguma funcao com paramentros desco-
nhecidos automaticamente aparece na tela do Geogebra "criar controle(s) deslizante(s)", se

for a op¢ao desejada devemos apertar em "sim".
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Figura 90 — Grafico com controle deslizante

r GeoGebra Classic 5 - g

Arquive Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

G5 B ol el alNz=2] )

» Janela de Algebra o< [ » Janela de Visualizagio = B[+ Propriedades - Numero a B
Fungéo - He EFE:%

® f(x) =2x+3 I )

Nimero @ ki Posica Alaebra Avancado Programacio
-® a=2 b=3 Bésico Confrole Deslizante Cor
@ b=3 . . O‘ 5 Intervalo A

=> min[20 max [20 incemento [1
4
Controle Deslizante
A [IFixo [] Aleatério (F8)  Horizontal v

Animagso

Velocidade: 1 Repetir = Oscilando Ll

Estilo do Ponto

Tamanho: |5 px

I 7 2 3 3 s [ cor W

-1 Estilo

Largura: (200 | px

Espessura daLinha: 5 px

Cor,

Entrada: v

Fonte:Produzido pelo proprio autor

Analisando a figura 90 do lado esquerdo observa-se a seta pra cima, onde temos
a janela de algébra. Tudo que digitamos no campo de entrada vird pra este lugar, entao
temos f(z) = 2z + 3. Temos também ntmero a = 2 e b = 3 (valores que determinei).
Na parte central da figura 90 temos dois pontos (marcadores) a = 2 e b = 3. Notemos
que se segurarmos esses marcadores ¢ possivel arrasta-los pra direita ou pra esquerda,
dependendo do autor. Com isso automaticamente o grafico vai se alterando. Excelente
ferramenta pra mostrar quando a funcao é crescente ou decrescente, bastando arrastar o
marcador a pra esquerta até os valores ficarem negativos; ou arrastar o marcador a pra
direita até que os valores fiquem positivos. Essa movimentagdo pode ser feita também com
o marcador b. Na parte da direita da figura 90, a seta verde nos mostra os intervalos min
com qualquer valor (desde que seja o menor deles), e maz, desde que o valor seja 0 maior
deles. Incremento representa os espagos entre os nimeros (crescer de 1 em 1, de 2 em 2)

e numeros decimais - o autor determina sua variagao.
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B Sequéncia de Pontos

Uma ferramenta importante dentro de Geogebra e que nos permite estudar, é a
sequéncia de pontos. A partir da digitagdo de alguns parametros no Comando Sequéncia é
possivel produzirmos sequéncias numéricas e geométricas. Para isso, abordamos as sintaxes
do comando e sua utilizacao na construcao de sequéncias numéricas e de sequéncias de

objetos transformados a partir de uma figura inicial.

Figura 91 — Grafico Sequéncia de Pontos inserindo a Funcao

o GeoGebra Classic 5 - O |

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda |

[x] &7 B @0l N =) )

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagio X
- Fungao
@ s(t) =442t 10

8

&

4
&
2
5 4 2 0 2 4 6 8 10
-2
s

Entrada:; Sequéncial <Expressdo=, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>, <Incremento= ) H o

Fonte:Produzido pelo proprio autor

Analisando a figura 91, ao abrir a tela inicial do Geogebra devemos inserir uma
fungdo que desejamos estudar. Seu comportamento no campo de “Entrada”, como exemplo
para explanagdo, foi a fungao S(t) = 4 + 2t da figura 78. Logo o grafico da fungao
sera ilustrada. Posteriormente a funcao ja inserida no software, podemos comecar o
processo de vincular a "sequéncia de pontos', no campo de entrada. Ao digitar o termo
sequéncia automaticamente aparecerd algumas opgoes; em seguida selecionamos o campo
Sequéncia( <Expressao>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>, <Incremento>

). Logo, podemos preencher os dados da seguinte forma: <FExpressao>: significa o local
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onde devemos inserir a fungao (a, f(a)), em forma de par ordenado, atribuindo valor a
variavel a, retornando assim ao resultado f(a): <Variavel>: significa qualquer variavel que
estejamos trabalhando, (tempo, custo, altura, etc). <Valor Inicial>: significa o intervalo
inicial, ou seja, a partir de qual valor desejamos que comece a aparecer sua "sequéncia de
pontos', da origem, posicao 4, etc. <Valor Final>: significa intervalo final, ou seja, até
qual valor desejamos que sua sequéncia de pontos atinja seu tultimo valor desejado. Nesta
parte, sugiremos que se coloque um "controle deslizante", ja que essa ferramenta permite
variemos conforme a necessidade. Essa técnica localiza-se na area de trabalho do Geogebra,

podendo ali serem feitas as simulagoes.

Figura 92 — Grafico inserindo a Sequéncia de Pontos

o GeoGebra Classic 5 = =

Arquivo  Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

D |t 1 (O o N AN

» Janela de Algebra X| | ¥ Janela de Visualizagdo X
Funcio -

a=10
@ passo = "2 L
“- @ passop = 17 ﬁ

Entrada: ((,4+20),1, 0, 3, 1) o

-

Fonte:Produzido pelo proprio autor

Analisando a figura 92, temos a fungao inserida a partir do grafico. Podemos observar
0s passos para construcao da "sequéncia dos pontos'no passo 1: criar o "controle deslizante",
termo a = 0 posigao inicial. Depois no campo de Entrada digitar a Sequéncia((¢,4 +
2t),t,0,a,1) onde <Expressao> serd substituida por (t,442t), <Varidvel> sera substituida
por t, <Valor Inicial> sera substituida por 0, <Valor Final> substitui por a, <Incremento>
sera substituido por 1. No Incremento, podemos inserir o intervalo que quisermos. Dessa
forma, os pontos aparecerao no intervalo os valores 0,1 ou 0,01 dependendo do autor. Em

seguida, aparecerd no grafico o primeiro ponto, localizado na posicao 4. Se quisermos que



Apéndice B. Sequéncia de Pontos 147

os pontos prossigam na reta, basta arrastarmos o "controle deslizante".
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