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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estabelecer as ligacoes entre as diferentes formas pos-
siveis de resolver algumas questoes envolvendo o calculo da probabilidade de um evento
ocorrer, mediante o uso do Teorema da Multiplica¢ao das Probabilidades (Teorema 2) e,
a partir dele, demonstrar que podemos resolver problemas que envolvam retiradas simul-
taneas, inicialmente resolvidos por Anélise Combinatoéria, substituindo-as por retiradas
sucessivas e sem reposicao, considerando a ordem dos grupamentos possiveis (Teorema
4). Destacar alguns precursores e suas contribui¢des para o desenvolvimento da Teoria
das Probabilidades, tais como, Cardano, Pascal, Laplace e Kolmogorov, dentre outros.
Exemplificar, através da resolucao de problemas, aplicacoes do Teorema 4 para mostrar
a simplificacao dos calculos das probabilidades pedidas, bem como propor atividades que
favorecam debates em sala de aula, com o objetivo de clarificar, com a intervencao do

professor, conceitos como Eventos Independentes e o uso da Distribuicao Binomial.

PALAVRAS-CHAVE: Probabilidade, Eventos, Condicional, Independentes, Distribuicao.



Abstract

This work aims to establish links between the different possible ways to resolve some is-
sues involving the calculation of the probability of an event occurring through the use of
the Multiplication of Probability Theorem (Theorem 2) and, from it, to show that we can
solve problems involving simultaneous withdrawals, originally settled by Combinatorial
Analysis, replacing them by successive withdrawals without replacement, considering the
range of possible clusters (Theorem 4). Highlighting some precursors and their contribu-
tions to the development of Probability Theory, such as Cardano, Pascal, Laplace and
Kolmogorov, among others. Exemplify, through problem solving, application of Theorem
4 to show the simplification of the calculation of probabilities applied, and propose ac-
tivities that encourage discussion in the classroom, in order to clarify with the teacher’s

intervention, concepts such as Independent Events and using the Binomial Distribution.

KEYWORDS: Probability, Events, Conditional, Independent, Distribution.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é mostrar as vantagens da utilizagao do Teorema da Multipli-
cagao de Probabilidades (Teorema 2) na resolugao de diversos problemas propostos para
os alunos de ensino médio, bem como mostrar a necessidade de reforcar alguns concei-
tos estudados durante o curso de probabilidade, retomando-os e permitindo aos alunos

descobrirem as diversas conexoes entre os mesmos.

Temos um olhar construtivista sobre o ensino desse assunto reforcado em nossa pesquisa
pela dissertagao de Mestrado da professora Cileda Coutinho, referenciada em [9], que traz
um estudo da abordagem frequentista do ensino de Probabilidade mostrando a necessidade
de tornar nosso aluno agente de seu aprendizado. Propusemos atividades que, discutidas
em grupos, levam a construcao do conhecimento com o confronto de percepcoes sobre
este tema, sempre buscando clarificar conceitos que, de nossa experiéncia, sabemos causar

muitas duvidas e confusoes.

Como metodologia, foram propostas atividades em grupo como Estudo Dirigido sendo
instrumento para conduzirem os alunos a construirem seus proprios conceitos a partir das

discussoes e esclarecimentos do professor.

O tratamento da informacao, tao importante para a insercao do cidadao na sociedade,
nos leva a priorizar o ensino do célculo das probabilidades, ferramenta importante para

os calculos estatisticos com aplicagoes nas diversas ciéncias. Segundo [21], p.66:

(...) Nos Parametros Curriculares Nacionais, o ensino da Probabilidade aparece inserido
no bloco de contetdos denominado “Tratamento das Informacgoes”, o qual é justificado
pela demanda social e por sua constante utilizacdo na sociedade atual, pela necessidade de
o individuo compreender as informacoes veiculadas, tomar decisoes e fazer previsdes que
influenciam sua vida pessoal e em comunidade. Nesse bloco, além das nocoes de estatistica
e probabilidade, destacam-se também as noc¢oes de combinatoria. (...)

Esta proposta de ensino visa contribuir para facilitar a resolu¢ao e compreensao dos pro-
blemas que envolvem os calculos das probabilidades e favorecer um olhar mais abrangente

desta teoria pelos alunos.

No Capitulo I, descrevemos dentro de um contexto histoérico e cronolégico, as contribuicoes

de seus precursores para o desenvolvimento da Teoria das Probabilidades.

No Capitulo II, discorremos sobre os conceitos da Teoria das Probabilidades conforme a
ordenacao seguida pela maioria dos livros didaticos. Ao final do capitulo, demonstramos
(Teorema 4) que podemos utilizar o Teorema 2 para resolvermos problemas que envolvam
retiradas simultaneas, inicialmente resolvidos por andalise combinatoéria, substituindo re-

tiradas simultdneas por retiradas sucessivas e sem reposi¢ao, considerando a ordem dos
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grupamentos possiveis. Consideramos que a aplicacao deste Teorema é um facilitador dos
calculos envolvidos na resolucao das situacoes problemas. Baseamos nossa proposta em
nossa experiéncia, pois mostra outra forma de lidar com problemas que envolvem Analise

Combinatoria.

No Capitulo III, exemplificamos aplicacoes do Teorema 4 com a resolucao de exerci-
cios, assim como a importancia da diferenciagao dos conceitos de eventos dependentes
e independentes e sua correlacao com a Distribuicao Binomial. Terminamos o Capitulo
propondo atividades para serem desenvolvidas em sala de aula, por grupos de alunos,

para clarificar esses conceitos.

Finalmente, como consideracoes finais, destacamos a importancia de estabelecer clara-
mente, para o aluno, as diversas formas de resolver um mesmo problema, onde buscamos

integrar as diversas abordagens deste assunto.
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1 Probabilidade na Linha do Tempo

Os jogos de azar sao aqueles em que a habilidade nao faz a diferenca: roleta, dados,
maquinas caga-niqueis, poquer, etc. A origem do nome vem da palavra arabe al zahr que

traduzida quer dizer dados.

1.1 Os Jogos de Azar na Antiguidade

Numa descoberta arqueoldgica no inicio do século XX , pinturas em tumbas da civilizagao
sumeriana, que dominou a mesopotamia em torno de 3.500 a.C, retratam jogos com o
astragalo ou talus que era uma espécie de dado de osso com seis faces moldados em

formato piramidal para que pudessem cair em quatro posicoes diferentes.

Figura 1: Jogo de Senet - Museo do Louvre, Paris

Num periodo posterior, foram descobertas (...) na tumba do jovem faraé Tutankhamon,
que reinou sobre o Egito Antigo por volta dos anos de 1300 a.C., um complexo jogo de
tabuleiro com dados em forma de hastes chamado senet (Figura 1), jogado com base numa
aposta que poderia ser um bem ou uma promessa. (...) [6]

Ainda no Egito foram encontrados vasos com figuras de jovens atirando dados para dentro
de um circulo. Os jogadores egipcios compulsivos eram punidos sendo forcados a polir
pedras para as piramides. A nocao de acaso nasceu na primeira dinastia da civilizacao

egipcia e tinha uma conotacao ludica.

(...) O jogo de apostas também era muito comum na Roma Antiga. Relatos do historiador
Tacito, que viveu entre os anos 55 d.C. e 120 d.C., dao conta de um jogo de dados muito
apreciado pelos romanos de nome razar, que so terminava ap6s um dos participantes apostar
suas ultimas posses, isto €, apenas apés a sua faléncia, sendo que, muitas vezes, ndo tendo
mais o que oferecer, este apostava no jogo a sua propria liberdade, resignando-se em caso
de derrota a se tornar escravo do oponente. (...) Ibid [6]

12



1.2 O Desenvolvimento da Teoria da Probabilidade ao Longo do

Tempo

Apresentamos abaixo um esquema cronologico baseado em [9], p.29, que serd o nosso
roteiro para darmos um panorama geral da historia do desenvolvimento da Teoria da

Probabilidade e seus principais precursores.

ESQUEMA CRONOLOGICO

Cardano (1547)

l;ascai e Fermat (1654)
Elu}'gens (1657)

; acques Bernoulli (1713)
I;ajres (1763)

Eaplace (1825)

;nissun (1781 — 1840)

Borel (1909)

Kolmogorov (1933)

Figura 2: Cronologia da Teoria da Probabilidade

Segundo [12], Girolamo Cardano ou Gerénimo Cardano (1501 —1576) participava de jogos
apostados para conseguir manter-se na faculdade de medicina. Foi assim que Cardano
percebeu sua vocacao para o jogo e passou a apostar diariamente por muito tempo de sua

vida. Ele se valia de seus conhecimentos para vencer as apostas.

De acordo com [23] apud [17]:

(...) A partir da anélise de suas jogadas, Cardano comegou estudar aleatoriedade dos jogos
regidos pelo puro acaso e, paralelamente, a escrever um tratado de 32 capitulos, no qual
trata da sistematizacao de dados, das possibilidades dos pontos combinados, da razao entre
eventos favoraveis e eventos possiveis (regra geral de Cardano), entre outras questoes. (...)

Girolamo Cardano foi a primeiro a escrever as ideias que deram origem a teoria da pro-
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babilidade, mas caiu em esquecimento durante um século. Este trabalho s6 foi publicado

em 1663 com o titulo de O liwro dos jogos de azar.

Blaise Pascal (1623 — 1662), em 1654, foi desafiado por seu amigo Antoine Gomboud,
jogador profissional e conhecido por Cavaleiro De Méré, com questoes como esta: FEm
oito lances de um dado um jogador deve tentar lancar um, mas depois de trés tentativas

infrutiferas o jogo é interrompido. Como deveria ele ser indenizado? Conforme [5].

Na época Pascal trabalhava em sua obra As Cénicas. Escreveu a Pierre de Fermat
(1601 — 1665) sobre estas questoes. A troca de correspondéncia entre eles deu inicio a
teoria das probabilidades, porém eles nao publicaram seus resultados. Foi Christian
Huygens (1629 — 1695) que, em 1657, publicou De ratiociniis in ludo alae (Sobre o
raciocinio em jogos de dados), um pequeno folheto expondo a teoria desenvolvida por
eles. Durante este periodo, Pascal havia percebido a conexao do triangulo aritmético, que
tinha mais de 600 anos, com o célculo de probabilidade e enunciou propriedades novas.

A partir dai o tridngulo aritmético passou a chamar-se triangulo de Pascal.

Jaques Bernoulli (1654 — 1705) com seu tratado Ars Congectandi (Arte de Conjeturar),
publicado em 1713, oito anos ap6s sua morte, deixou-nos o legado do volume substancial
mais antigo sobre a teoria das probabilidades. Neste trabalho desenvolveu a abordagem
frequentista onde a probabilidade de um evento é calculada por aproximacoes observando

a frequéncia de ocorréncia de um evento ap6s um grande nimero de repeticoes.

A contribui¢ao de Thomas Bayes (1702 —1761) para a Teoria das Probabilidades deu-se
em La Doctrine des Chances, publicado em 1763, dois anos apds sua morte. Ele foi o
primeiro a utilizar e estabelecer uma base para fazer inferéncia probabilistica a partir
da atribuicao de probabilidade de um evento que ja ocorreu, observando sua frequéncia.
Este resultado é conhecido como Teorema de Bayes e é também denominado formula das

probabilidades das causas (ou dos antecedentes).

A partir de 1774, Pierre Simon Laplace (1749 — 1827) escreveu muitos artigos sobre
probabilidade que incorporou posteriormente em seus livros. Com as obras Teoria Anali-
tica da Probabilidade (1812) e Ensaio Filosdfico sobre Probabilidade (1825), entre outras,
Laplace eleva este assunto ao status de Matematica. Desenvolveu sua Teoria da Probabi-
lidade baseado em dez principios dos quais destacamos: O primeiro destes principios € a
defini¢ao de probabilidade, que podemos escrever como sendo a razao entre o nimero de

casos favordveis e o nimero de casos possiveis. (Citado em [10] apud[15], p.12).

Laplace define o sétimo principio como esperan¢a matemdtica:

A probabilidade dos acontecimentos serve para determinar a esperanca ou temor das pessoas
interessadas em uma eventual realizagdo. A palavra Esperanca pode estar relacionada com

14



vantagem; e esta vantagem, na teoria combinatéria, é o produto da soma esperada pela
probabilidade de obté-la (Ibid., p.30.)

A teoria das probabilidades deve mais a Laplace que a qualquer outro. ([5], p.340).

As contribui¢oes de Laplace sobre a Teoria das Probabilidades foram aplicadas a outras

ciéncias tais como a Fisica, Estatistica dentre outras.

Siméon-Denis Poisson (1781 — 1840) foi um grande pesquisador com mais de trezentas
publicacoes ao longo de sua vida. Em 1837, em seu trabalho Recherches sur La probabilité

des jugments em matiére criminalle et matiere civili evidencia-se

(...) a generalizagdo da lei dos grandes nimeros de Bernoulli e a distribuicdo que leva o
seu nome. A distribuicdo de Poisson é tutil para descrever as probabilidades do nimero de
ocorréncias num campo ou intervalo e tempo (ou espago) (...) (Conforme [10]).

Por outro lado, em [5]

(...) A teoria dos conjuntos e a teoria da medida durante o século vinte invadiram uma
parte sempre maior da matemaética, e poucos ramos foram tdo completamente influenciados
por essa tendéncia quanto a teoria das probabilidades (...).

A Teoria das Probalidades contou com a contribuicio de Emile Borel (1871 — 1956)
em Fléments de La théorie des probabilités, publicado em 1909. Em 1914, Borel, em sua
obra Le Hasard forneceu uma das primeiras contribuicoes a axiomatizacao do calculo
das probabilidades, mas foi com Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903 — 1987) e
sua abordagem teérica em Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, publicado em
1933, que a teoria da probabilidade foi construida de uma forma rigorosa a partir de

axiomas fundamentais.
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2 Uma proposta para o ensino de probabilidade

O objetivo deste capitulo é demonstrar como o Teorema da Multiplicacao de Probabilida-
des aplicada a problemas que envolvem eventos com ocorréncia simultanea podem ter seus
calculos facilitados transformando-os em problemas em que os eventos sejam considerados
um conjunto ordenado de eventos unitarios que ocorram sucessivamente e sem reposi¢ao
(considerando a ordem dos grupamentos possiveis). Por isso, a seguir, apresentamos trés
situagoes que, quando analisadas, lidam com alguns conceitos da Teoria da Probabilidade

que serao formalizados ao longo deste trabalho.

Situacao 1. Quais as chances' de obtermos cara na face voltada para cima ao lancarmos uma

moeda? E de obtermos coroa?

Situagao 2. Ao lancarmos um dado com seis faces numeradas de 1 a 6, qual a chance de obtermos

o numero 5 ou qualquer outro nimero do dado na face voltada para cima?

Situacao 3. Num baralho comum com 52 cartas onde temos 4 naipes, dois vermelhos, Copas e
Ouros, e dois pretos, Espadas e Paus, com 13 cartas cada: As, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9,
10, J (valete), Q (dama), K (rei), qual a chance de retirarmos um valete sabendo

que a carta retirada é preta?

Nao é preciso muito esforco para darmos as respostas corretas e intuitivas a cada pergunta
formulada anteriormente. E claro que temos a mesma chance de obtermos cara ou coroa
no lancamento de uma moeda e, portanto uma possibilidade em duas para a obtencao
de cara e uma possibilidade em duas para a obtencao de coroa. Ao lancarmos um dado,
cada face tem uma possibilidade em seis de ocorrer. Logo, por exemplo, a chance de
obtermos o niimero 2 na face voltada para cima é igual a chance de obtermos o niimero
5 na face voltada para cima, que é de uma possibilidade em seis. J& no experimento
3, que envolve a retirada de uma carta de um baralho comum, devemos estar atentos
ao fato de que sabemos que a carta retirada foi preta, logo nosso espago amostral ficou
reduzido as cartas pretas, que sao 26. Dentre estas 26 cartas pretas hd um valete de paus
e um valete de espadas. Logo temos duas possibilidades em vinte e seis de retirarmos um
valete sabendo que a carta retirada é preta (Célculos justificados posteriormente com a

abordagem Laplaciana e a defini¢do de Probabilidade Condicional).

INo contexto deste trabalho, a palavra chance significa probabilidade.
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2.1 Conceitos da Teoria das Probabilidades
2.1.1 Experimentos Aleatoérios

As situacgoes propostas inicialmente sao repetidas sempre sob as mesmas condigoes, po-
rém os resultados podem ser diferentes. Observe que o lancamento de uma moeda, o
lancamento de um dado e a observagao do niimero que fica na face voltada para cima, a
retirada de uma carta de um baralho comum sao exemplos de agoes em que o resultado
é incerto. Em probabilidade, chamamos estes experimentos de Experimentos Aleatorios,
isto é, sao experimentos que nao podemos determinar o resultado apesar de sabermos

quais sao suas possibilidades [2].

2.1.2 Espago Amostral (S)

Ao listarmos todos os resultados possiveis de um experimento aleatério formamos um
conjunto que denominamos Espago Amostral (S), baseado em [13], p. 112. Por exemplo,
na situagao 1, o espago amostral é S = {cara, coroa} . Na situagao 2, S = {1,2,3,4,5,6},

ja na situagao 3, o nosso espaco amostral S = {cartas pretas}.

Quando os elementos de um mesmo espaco amostral tém a mesma chance de ocorrer, o
espaco amostral é chamado equiprovéavel [7]. Por exemplo, ao langarmos um dado, todos
os resultados S = {1,2,3,4,5,6} tém a mesma probabilidade (desde que o dado seja

honesto).

2.1.3 Evento

Todo subconjunto do espago amostral S é chamado Evento (ibid [7]). Ainda explorando
a situagao 1, vemos que todos os eventos (subconjuntos) possiveis de S sdo A = &
(evento impossivel), B = {cara} (evento simples), C' = {coroa} (evento simples), D =
{cara, coroa} (evento certo). O evento A nado ocorre nunca. O evento B ocorre se, e
somente se ao jogarmos a moeda obtemos a face cara voltada para cima. O evento C'
ocorre se, e somente se ao jogarmos a moeda, obtemos a face coroa voltada para cima. O
evento D ocorre sempre, pois sempre obteremos ou cara ou coroa, por isto é chamado de

evento certo.

Tipos de Eventos: (ainda baseado em [7])

1. Evento Certo: E o proprio espaco amostral.
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2. Evento Impossivel: E o evento representado pelo conjunto vazio, isto é, sem
elementos. Por exemplo, ao lancarmos dois dados comuns obter 13 como soma dos

numeros das faces voltadas para cima.

3. Evento Simples: E o evento representado por um conjunto unitério, isto é, com

um unico elemento.

4. Eventos Independentes: Se A e B sao eventos independentes, a ocorréncia de A
nao interfere na ocorréncia de B e vice-versa. Por exemplo, ao lancarmos um dado
duas vezes a ocorréncia da face 2 no primeiro langamento nao interfere no resultado

do segundo langamento.

5. Eventos Mutuamente Exclusivos: Se A e B sao eventos mutuamente exclusivos,

entdao A e B nao podem ocorrer simultaneamente, ou seja, ANB = . ([13], p. 114).

Operagoes com Eventos: (Ibid [13], p.114).

Sejam A e B eventos de um mesmo espac¢o amostral S. Consideremos:

1. AU B é o evento em que A ocorre ou B ocorre. Por exemplo, no lancamento de
um dado, se A = {5} e B = {2}, AU B = {5,2}, isto é, AU B ocorre quando ao
lancarmos o dado e observarmos a face voltada para cima, ocorrer o niimero 5 ou o

numero 2.

2. AN B é o evento em que A e B ocorrem simultaneamente. Como exemplo, na
situagdo 3, se considerarmos os eventos A = {carta de paus} e B = {um valete},
AN B = {um valete de paus}, isto é, AN B ocorre quando a carta retirada do

baralho for simultaneamente carta de paus e um valete.

3. A é o evento que ocorre quando A nao ocorre. Por exemplo, A = {nimero par} no
experimento da situacdo 2, A = {ndmero impar}. A e A sdo conjuntos complemen-

tares e sao chamados eventos opostos.

2.2 Conceito de Probabilidade

Probabilidade é a parte da matematica que se preocupa em mensurar a ocorréncia de
um evento de um determinado experimento aleatério. A Teoria das Probabilidades
desenvolveu-se nos ultimos trés séculos e atualmente sao consideradas trés diferentes abor-

dagens, citadas em [2].
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Abordagem Cléassica

A abordagem cléssica é conhecida por Lei de Laplace:

A probabilidade do evento A ocorrer é dada pelo quociente de n(A), nimero de resultados

n(A
favoréaveis ao evento, por n(S), numero total de resultados possiveis: P(A) = Q

n(S)
Em [2], apud [4]:

(...) Conforme Bernstein (1997), a abordagem classica foi primeiramente publicada pelo ita-
liano Girolamo Cardano no livro Liber de ludo allea (Livro dos jogos de azar) em 1525. (...).
A utilizacdo desta abordagem (...) s6 pode ser usada em espagos amostrais equiprovaveis.

Contudo , segundo [19], p.40, foi em 1812, com Pierre Simon Laplace (1749-1827) que a
Teoria das Probabilidades foi formalizada em Théory Analytique des Probabilités, ganha

crédito e foi reconhecida como parte da Matematica.

Adotaremos o modelo equiprobabilistico e variaveis aleatorias discretas para desenvolver-
mos nossas ideias. Assim, segundo [13], p.115, se temos n elementos no espago amostral
e desejamos que todos individualmente tenham a mesma probabilidade, devemos atribuir
1
a cada evento unitario a probabilidade de —. Se um evento X desse espaco é formado por
n
k
k elementos entao a probabilidade de X ¢ P(X) = —.
n

Abordagem Frequentista

A concepgao frequentista de probabilidade deve-se a Jacques Bernoulli (1654 — 1705) pu-
blicada em sua obra Ars Conjectandi (1713), onde o calculo da probabilidade de um evento
¢ uma aproximacao pela frequéncia com que o evento ocorre apds inimeras repeticoes da

experiéncia.

De acordo com [9], p.17, apud [3]: (...)Bernoulli justifica este processo através de uma
forma fraca da Lei dos Grandes Numeros, conhecida pelo nome de Teorema de Bernoulli,

demonstrada na sequéncia da obra (...).

Como exemplo, vamos lancar um dado com seis faces numeradas de um a seis, 1000 vezes,

e anotar os resultados.
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A tabela representada na figura abaixo, adaptada de [21], descreve um resultado possivel

nesses 1000 lancamentos:

FACE FREQUENCIA| FREQUENCIA

ABSOLUTA RELATIVA

Figura 3: Tabela de Frequéncias

Observando a tabela da Figura 3 notamos que as frequéncias relativas estao muito proxi-
mas. Se aumentarmos o nimero de lancamentos para 10.000, 20.000 etc., as frequéncias

relativas tendem a ficar iguais.
Abordagem Axiomaética

Conforme citado em [18], o matematico Russo Andrei Kolmogorov (1903 — 1987) ¢é o
responsavel pela teoria axiomética da probabilidade moderna. Em 1933, publicou sua
monografia sobre a teoria da probabilidade Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung onde construiu a teoria da probabilidade de uma forma rigorosa a partir de axiomas
fundamentais. Segundo Kolmogorov [1], a teoria da probabilidade como disciplina mate-
mdtica pode e deve ser desenvolvida a partir de axiomas, exatamente da mesma maneira

como Geometria e Algebra.

A Teoria Axioméatica de Probabilidade de Kolmogorov trouxe um grande avanco teorico-

cientifico para esta area da Matemética.
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Axiomas (citado em [2])

Seja A um evento do espago amostral S e P(A) a probabilidades deste evento ocorrer,

P(A) devera satisfazer aos seguintes axiomas:

e 0<P(A) <1,
o P(5)=1,

e Se A e B sao mutuamente exclusivos entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

Nao existe contradigao entre as trés abordagens, pelo contrario, elas se complementam.

2.3 Definicao de Probabilidade

(baseado em [16], p.18)
A cada evento associaremos um nimero que expressa a chance do evento ocorrer.

Probabilidade é uma fungao que associa a cada evento A um ntmero P(A) tal que:

P(A) = M, onde n(A) é igual ao niimero de casos favoraveis e n(S) é igual ao

n(s)

numero de elementos do espaco amostral.

Para todo evento A, 0 < P(A) < 1.

e P(S)=1.

Se A e B sdo mutuamente exclusivos entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

Ainda nos reportando a situagao 1 vemos que se o evento nao ocorre nunca, isto é, se ele

é impossivel de ocorrer, A = @ e P(A) = 0. Nos eventos B = {cara} e C = {coroa},
1

P(A) = P(B) = 5 = 50% (uma chance de ocorrer em duas). O evento D ={cara,

coroa} ocorre sempre, isto é, 100% de chance de ocorrer, o que significa que D = S e
P(D) = P(S) =1.
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Apresentamos abaixo o primeiro teorema da Teoria das Probabilidades, enunciado

e demonstrado em [13], p.116:

Teorema 1

Se A e B sao eventos, entdo:

1.

2.

P(@)=0.

P(A) = 1— P(A).

. P(A— B) = P(A) — P(ANB).

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B).

Se A D B entio P(A) > P(B).

Demonstracao

1.

Para qualquer evento A, podemos escrever A = AU @. Como os eventos A e & sao
mutuamente exclusivos, pelo axioma 3, temos que P(A) = P(AU@) = P(A)+P(2).
Segue que P(&) = 0.

Para qualquer evento A, podemos escrever 1 = P(S) = P(AU A) = P(A) + P(A),

pois A e A sdo mutuamente exclusivos. Segue que P(A) =1 — P(A).

Para qualquer evento A, podemos escrever P(A) = P[(A— B)U(ANB)| = P(A—
B)+ P(ANB), pois (A— B) e (AN B) sao mutuamente exclusivos. Dai, P(A—B) =
P(A) — P(ANB).

P(AUB) = P[(A—B)UB] = P(A—B)+ P(B), pois (A— B) e B sao mutuamente
exclusivos. Como por 3 P(A — B) = P(A) — P(AN B), segue que P(AU B) =
P(A)+ P(B) — P(AN B).

Como P(A— B) = P(A) — P(AN B), se A D B temos que P(AN B) = P(B)
e daf resulta que P(A — B) = P(A) — P(B). Como P(A — B) > 0, temos que
P(A) > P(B).
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2.4 Probabilidade Condicional

Na situacao 3 proposta no inicio deste capitulo, vimos que foi imposta uma restricao
quando foi anunciado que a carta retirada era de cor preta. Com esta informacao houve
uma reducao do nosso espaco amostral inicial de 52 cartas. S6 temos 26 cartas de cor
preta. E neste espaco que devemos procurar quantos valetes existem. Vimos que tinhamos
2 possibilidades em 26, isto é, se chamarmos de evento A = {carta é preta} e de evento

B = {a carta é um valete} desejamos a probabilidade de B na condi¢ao de A ter ocorrido,

2
e denotamos isso por P(B/A). Concluimos intuitivamente que P(B/A) = %" Como

formalizar nosso pensamento e definir Probabilidade Condicional?

Ora, buscamos todos os valetes dentre as cartas pretas. Em linguagem de conjuntos

buscamos n(A N B) em n(A), para calcularmos nossas possibilidades de sucesso. Nossa
n(ANB) 2

n(A) % Isso nos conduz a seguinte definicao:

intuigao entao nos levaa P(B/A) =

Definicao: (de [13], p. 124)

n(AnB)
~n(AnB) () _ P(ANB)
P ==y = o)~ P

Podemos escrever ainda: P(AN B) = P(A).P(B/A).

O Teorema abaixo se encontra demonstrado, com todos os detalhes, em [22].

Teorema 2 (Teorema da Multiplicagdo de Probabilidades)
Para trés eventos quaisquer: A, Ag, A3 temos:

P(Al N A2 N Ag) = P(Al)P(AQ/Al)P(A3/A1 N Ag)

Demonstracao. De forma resumida tem-se:

P(A N Ay N Az) = P(A; N Ay).P(As /(A1 N Ay)) =

= P(A,).P(As)A)).P(As/(A; N Ay)).
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Em outras palavras, a probabilidade de que trés eventos ocorram simultaneamente é igual
a probabilidade de ocorréncia do primeiro evento vezes a probabilidade de ocorréncia do
segundo evento dado que o primeiro evento ji ocorreu, vezes a probabilidade de ocorréncia

do terceiro evento dado que o primeiro e segundo eventos ja ocorreram.

Nao é dificil perceber que podemos estender este resultado para n eventos que ocorram

simultaneamente.

Quando os eventos sao independentes a ocorréncia de um evento nao restringe o espaco

amostral para que o proximo evento ocorra. Neste caso P(B/A) — P(B). Segue que:

P(ANB) = P(A).P(B)

Como exemplo, se uma moeda for lancada duas vezes e o resultado da face voltada para
cima for observado, o resultado da segunda jogada nao depende do resultado da primeira
jogada. O espago amostral para a segunda jogada continua sendo S = {cara, coroa}. Nao

houve nenhuma restrigao.

Em muitos problemas, a determinacao da probabilidade de um evento nao apresenta difi-
culdade devida a facilidade da contagem dos casos possiveis dentro de um espago amostral
conhecido. Entretanto, em muitos outros, é praticamente impossivel essa contagem sem

a utilizacdo da Analise Combinatéria como um meio auxiliar, como menciona [22].

2.5 Andalise Combinatoéria

(adaptado de [16], p. 31 e de [22], p. 29)

Principio Fundamental da Contagem: Se um fendémeno ocorre em n etapas em que a

primeira etapa pode ser realizada de A; maneiras diferentes, a segunda de A, maneiras
diferentes,..., e a n-ésima em A,, maneiras diferentes, entao o nimero de possibilidades de

ocorréncia desse fenomeno é dado pelo produto A;.A,....A,.

No céalculo de Probabilidade é comum utilizarmos o principio fundamental da contagem
em forma de diagrama conhecido como Diagrama em Arvore devido a sua forma de

representagao.

Exemplo 1: Se temos trés calcas diferentes, quatro blusas diferentes e dois pares de san-
dalias diferentes, quantos conjuntos distintos obtemos ao escolher uma calca, uma blusa

e um par de sandalias?
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Designando por C;, B; e S;, 1 < 1 < 3, as calgas, as blusas e os pares de sandalias

respectivamente, podemos escrever:

s1
B1<_ s1 S
/ 52 Bl<sz |31<S2
B2~ 51 S1 S1
c1 <52 32<52 B2<52
C2

B3—S1 o1 c3 .
S2 B3 $2 -

B4 51 s1
\g2 B4 - B4<51
S2

Figura 4: 1° Diagrama em &arvore

O diagrama em arvore ilustra que podemos conseguir 3.4.2 = 24 conjuntos distintos

escolhendo uma calca, uma blusa e um par de sandalias.

O Principio Fundamental da Contagem é utilizado como base para o calculo dos problemas

de Anéalise Combinatoria.

Nos Arranjos Simples, dados n objetos distintos, queremos dispor de p objetos em sequén-

cia. H& n maneiras de escolher o primeiro objeto, n-1 maneiras de escolher o segundo
objeto, n-2, e finalmente n-p+1 modos de escolher o p-ésimo objeto. Segue que, do

Principio Fundamental da Contagem que,

n!

)

onde n! =n.(n —1).....1. (fatorial de n)

No caso particular em que n = p, temos o fatorial de n, que representa todas as Permutacoes
possiveis dos n objetos distintos. O ntimero de permutagoes de n objetos, dos quais n

sao do tipo A, nsy sao do tipo B, etc., é

Pn17n27~~~:np _
n

Nos casos de Arranjos Simples e de Permutacao a mudanca na ordem dos elementos de um
grupamento forma um novo grupamento. Exemplo, o grupo ABC' é diferente do grupo
ACB. Em muitos problemas, entretanto, interessa-nos apenas as escolhas dos objetos.
Sem distin¢ao da ordem em que eles aparecem. Neste tipo de problemas os grupos ABC'

e ACB sao iguais. Estas escolhas sdo chamadas Combinagoes Simples.
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O nimero de combinagoes de n objetos tomados p a p é igual ao nimero de Arranjo
Simples n de objetos tomados p a p dividido por p! pois cada grupamento de p elementos
foi contado p! vezes a mais quando faziamos distin¢ao da ordem dos elementos.

Anp n!

Cn pu— t pu—
ropl nl.(n —p)!

Exemplo 2: Uma urna contém exatamente 9 bolas: 5 azuis (A) e 4 vermelhas (V).
Retirando-se simultaneamente 3 bolas da urna, calcular a probabilidade de sairem duas

bolas azuis e uma bola vermelha. (adaptado de |20], p. 208)

Solugao: Vemos que temos um total de 9 bolas das quais escolheremos 3 quando as reti-
9!
6!.3!
de fazermos esta escolha, dos quais temos C5,.Cy1 = 10.4 = 40 modos de retirarmos 3

ramos simultaneamente. Neste caso, temos Cg3 = = 84 modos diferentes possiveis
bolas apds escolhermos 2 bolas azuis dentre as 5 e uma bola vermelha dentre as 4. Logo

a probabilidade deste evento E é

P(E) = Cs52.Can 40 10

Co3 84 21
No Ensino Médio, este problema é proposto logo apos a introducao dos conceitos inici-
ais de probabilidade e resolvido com o auxilio da anélise combinatoéria. Entretanto, este
problema pode ser resolvido como aplicacao do Teorema 2 desde que levemos em conside-
racao que, ao considerarmos os grupamentos ordenados, basta considerar todos os grupos
possiveis de retiradas de 2 bolas azuis e 1 vermelha: (AAV), (AVA) e (VAA). Claro que

) 3! e
obtivemos P§ = — = 3 grupos. Cada um destes grupos tem a mesma probabilidade de

2!
ocorrer:

544 80 10

P(AAV) = P(ANANYV) = P(A).P(AJA).P(V/ANA) = 002 = o = o
544 80 10

P(AVA) = P(ANV N A) = P(A).P(V/A).P(AJANV) = 222 = = =
4514 80 10

P(VAA)=P ANA)=PV)P(A A A —————— = —
(VAA)= PV N AN A) = P(V).P(A/V).P(A/V N A) = 5.2 2 = o =

. 10 10

Desse modo, se retirarmos simultaneamente duas bolas azuis e uma bola vermelha dentre
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nove bolas existentes em uma urna, das quais cinco eram azuis e quatro eram vermelhas, €
tqual a retirarmos sucessivamente e sem reposi¢cao duas bolas azuis e uma bola vermelha
da mesma urna desde que levemos em consideracao a ordem dos grupamentos possiveis

em que 0 evento ocorre.

Apresentamos abaixo o Teorema 3 citado em [21] e por nos demonstrado.

Teorema 3

Sejam aq, as, ..., ar elementos de um conjunto A com n elementos. A probabilidade de se
retirar simultaneamente esses k elementos do conjunto A é igual a probabilidade de se

retird-los sucessivamente e sem reposicao.

Demonstragcao: Temos apenas um caso favoravel ja que desejamos retirar exatamente este
grupo de k elementos e temos C,, , casos possiveis de retiradas simultaneas de & dentre os

n elementos de A. Logo, a probabilidade de ocorrer este evento F é:

1 1 k(=11
P = =0 ks -0kt
(= F)LA] K
Ek—1 |

=2 . = P(EyNEyN...N Ey)

onde E; = {retirar o i-ésimo elemento do grupo de k elementos} sucessivamente e sem

reposicao 1 < i < k.

Em seguida, apresentamos o Teorema 4 por n6s enunciado e demonstrado:

Teorema 4

Sejam n objetos, p objetos do tipo A e (n — p) objetos do tipo B. A probabilidade de
retirarmos simultaneamente k objetos dentre estes n, k < n, dos quais k; sao do tipo A
e (k — k1) sao do tipo B, k; < p, é igual a probabilidade de retirarmos sucessivamente
e sem reposicao estes mesmos objetos desde que levemos em consideracao a ordem dos

grupamentos possiveis em que o evento ocorre.

Demonstragcao: A probabilidade de retirarmos simultaneamente k objetos dentre estes n,
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k <n, dos quais ky sao do tipo A e (k — k1) sao do tipo B, k1 < p, € dada por:

p! (n—p)!
P(E) Cp,kl.g:;p,k_kl k)R [ - pzﬂ— (k= k)JL(k — k)l _
| (1 — K)LK!

[(n—k1) —(k—k)+1]
(n—p)—(k—k)+1

p—ki+1 n—p n—p—1

B k! pp—1
_kl‘(k‘—kl)‘pn—l """ n—k1+14'n—k1'n—k1—1 ..... (n—kl)—(k—k1)+1_
k1 t;;mos (k—F1 ;;ermos
phkk PP=l p-k+l n—p n-p-1 (n-p)—(k—k)+1_
k . e eeses . - 4 essses —
nn—1 n—k+1 n—k n—F%kF—1 n—k+1
k1 t;rrmos (k—klﬁermos
PR P(A).P(AJA).P(AJANA)...P | AJANAN...NA|.P|B/An...NA
(k1—1) termos k1 termos

P|B/ANn...NnANB | .P

(k—k1—1) termos

k1 termos k1 termos
Pod ppoih ! C A t
odemos reescrever ’ = — = = —————— que representa a
k bk — k) FR T Bk — gy 1T
escolha de ky objetos dentre os k disponiveis.
Segue que podemos reescrever a frase acima:
C k .Ch_ k—k
P E) = p,r1 n—p, 1
(E) o
= Cpx,-P(A).P(AJA).P(AJANA)...P | AJAN A n..nAl.pP B/AN...NA
k1 termos

(k1—1) termos

P|B/ANAN....NANB|.P|B/AnNAN....NnANBN...NB
k1 t;;mos k1 t;;mos (k—k1 —1,) termos
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Com esta demonstracao podemos transformar todo problema onde for pedida a probabi-
lidade de retiradas simultaneas em problema de probabilidade com retiradas sucessivas e
sem reposicao, desde que seja levada em consideracao a ordem dos elementos retirados.

Este resultado facilita em muito o calculo da probabilidade destes eventos.

3 Aplicacoes do Teorema 4

Neste capitulo resolveremos alguns problemas utilizando o Teorema /4, substituindo a pa-
lavra simultaneamente por sucessivamente e sem reposi¢ao, porém considerando a ordem

dos grupamentos possiveis para atender cada item proposto.

Tem-se como objetivo apresentar como os célculos ficam simplificados utilizando-se o Te-
orema 4 e propor algumas atividades que induzam os alunos a percepc¢ao das interligagoes

entre os diversos topicos abordados no ensino da probabilidade.

Os problemas abaixo sao classicos do ensino de Probabilidade no Ensino Médio. Os pro-
blemas 1 e 5 foram adaptados do livro: Matemdtica, Conceitos, Linguagem e Aplicacoes,
Manuel Paiva, p.199 e p.209, respectivamente. O problema 2 foi adaptado do livro: Apli-
cacoes a Estatistica, Paul Mayer, p.39. O problema 3 foi adaptado do livro: Probabilidade
e Estatistica, Murray R. Spiegel, Colegao Schaum, p.36, 1.45. O problema 4 foi adaptado
do livro: A Matemdtica do ensino Médio, vol.2, p.119, 5.

3.1 Problemas resolvidos

Em [19], as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio sao fornecidas pelo Ministério

da Educacao e Secretaria de Educagao Bésica:

(...) As idéias socioconstrutivistas da aprendizagem partem do principio de que a aprendi-
zagem se realiza pela construcao dos conceitos pelo préprio aluno, quando ele é colocado
em situagao de resolucao de problemas. Essa ideia tem como premissa que a aprendizagem
se realiza quando o aluno, ao confrontar suas concepgoes, constréi os conceitos pretendidos
pelo professor. (...)a aprendizagem de um novo conceito matematico dar-se-ia pela apre-
sentacdo de uma situacao-problema ao aluno, ficando a formalizacdo do conceito como a
tltima etapa do processo de aprendizagem. Nesse caso, caberia ao aluno a construgao do
conhecimento matematico que permite resolver o problema, tendo o professor como um
mediador e orientador do processo ensino-aprendizagem, responsével pela sistematizacao do
novo conhecimento. (...)

Fundamentados no exposto acima, apresentamos os problemas abaixo. Como metodolo-
)
gia, sugiro que eles sejam disponibilizados na pagina do colégio, em blog ou outro meio

eletronico, com posterior publicagao dos exercicios resolvidos e comentados. Os alunos
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podem discuti-los e resolvé-los em grupo e eliminar suas davidas posteriormente, numa
data previamente determinada, com o professor. No final, para reforcar e fixar melhor
a discussao destes conceitos, temos nas paginas 41 a 43 atividades propostas para um
Estudo Dirigido.

1) Uma caixa contém cinco lampadas perfeitas (P) e trés defeituosas (D). Sorteiam-se

simultaneamente trés lampadas desta caixa. Calcule a probabilidade de obtermos:
a) Todas as lampadas perfeitas (E1).
b) Uma lampada perfeita e duas defeituosas (E2).
c¢) Duas lampadas perfeitas e uma defeituosa (E3).

d) Trés lampadas defeituosas (E4).

Solugao: a) Como desejamos sortear trés lampadas perfeitas, temos um grupamento pos-
sivel, que corresponde a Pg = (33 = (U39 = 1. Para facilitar a escrita vamos usar a
seguinte notagao: (PN PN P) = (PPP). Logo a probabilidade desejada é igual a:

543 60 5

b) Temos agora trés grupamentos possiveis, todos com a mesma probabilidade de ocorrer:
(PDD), (DPD), (DDP), que corresponde a P§ = C35 = C37 = 3. Logo,

532 30 5 15
P(E,;) = P(PDD) + P(DPD) + P(DDP) = Pg.g.?.g =335 =35~ 5%

¢) Neste item, temos também trés grupamentos possiveis: (PPD), (PDP), (DPP), todos
2

com a mesma probabilidade de ocorrer, que corresponde a Py = (54 = (5, = 3. Portanto,

543
P(E3) = P(PPD) 4+ P(PDP) + P(DPP) = Pg.g.?.g _3 2 _ 32

d) Finalmente, como desejamos sortear trés lampadas defeituosas, temos um grupamento

possivel: P} = C33 = C39 = 1. Logo, a probabilidade desejada é:

P(E,) = P(DDD) — g%

2) Um lote é formado de 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com defeitos graves.
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Retirando-se dois artigos simultaneamente e sem reposicao, calcule a probabilidade de

que:
a) Ambos sejam perfeitos.
b) Ambos tenham defeitos graves.
¢) Ao menos um ser perfeito.
d) No maximo um seja perfeito
e) Exatamente um seja perfeito.
f) Nenhum deles tenha defeitos graves.
g) Nenhum deles seja perfeito.

Na resolugao deste problema usaremos a seguinte legenda: B para artigo bom, D para
artigo defeituoso, M para artigos com defeitos menores, G para artigos com defeitos
graves, B para artigos que nao sao bons e G para artigos que nao possuam defeitos

graves.

Solugio: a) Ambos sejam perfeitos.

Queremos grupamentos onde os dois artigos sejam bons, isto é grupamentos do tipo: BB.

109 3
P(BB) = Chy—.— =2
(BB) = Ca2 1615 8

b) Ambos tenham defeitos graves.

Analogamente ao item a, queremos grupamentos do tipo GG.

2 1 1
P = —_—— =
(66) = Caz1515 = 13
¢) Ao menos um ser perfeito. Nossos grupamentos podem ser do tipo BB, BM, M B, BG,GB,

isto é, s6 nao podem conter duas pecas defeituosas.

6 5 17
1—P(DD)=1—Chop—. > =1 ==L
(DD) 02’216 15 8 8

d) No maximo um seja perfeito. Neste caso, ou os dois artigos sao bons ou um deles é
defeituoso. Como P(BD) = P(DB), temos:
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1 6 1 1 5
P(DD)+P(BD)+PDB)=-+4+2.—.—=<-+-=¢
(DD) + P(BD) + P(DB) 8+ 16 15 8+2 8
e) Exatamente um seja perfeito.
10 6 1
P(BD)+ P(DB) =2.—.— = =
(BD)+ P(DB) 16 15 2

f) Nenhum deles tenha defeitos graves.

Temos dois artigos com defeitos graves dentre os dezesseis, logo temos catorze artigos sem

defeitos graves, isto ¢, n(G) = 14:

—— 14 13 91
P = —— = —
(GG) 16 15 120

g) Nenhum deles seja perfeito.

Sdo dez artigos bons dentre os dezesseis. Segue que n(B) = 6.

— 6 5 1

3) Em um jogo de poquer extraem-se simultaneamente 5 cartas de um baralho de 52.

Determine a probabilidade de:
a) A ={4 serem damas}.
b) B ={4 damas e um rei}.
¢) C ={Trés 7 e dois valetes}.
d) D = {Um 10, um valete, uma dama, um rei e um As, em qualquer ordem}.
e) E = {Trés cartas de um naipe e duas de outro naipe}.

f) F = {Pelo menos um As}.
Solugao: a) A ={4 serem damas}.

4 3 2 1 48 1
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b) B ={4 damas e um rei}.

4 3 2 1 4 1

c) C' ={Trés 7 e dois valetes}.

p2d3243 43243 1
5 525150749748 2595175074948 108290

4 4 4 4 4 64
5 e ET EA 0 1a

e) E ={Trés cartas de um naipe e duas de outro naipe}.

13 12 11 13 12 429

5 Fa'E1 ' EN A0 A0

f) F ={Pelo menos um As}.

48 47 46 45 44 35673 18472

52°51°50°49°48 54145 54145

4) Cinco dados sao jogados simultaneamente. Determine a probabilidade de se obter:
a) Um par.
b) Dois pares.
¢) Uma trinca.
d) Uma quadra.
e) Uma quina.
f) Uma sequéncia.

g) Uma trinca e um par (um full hand).

Solugdo: a) Um par.
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Para calcularmos o niimero de grupamentos possiveis com um par de dados com niimeros
iguais devemos contar de quantas formas diferentes podemos dispor este par dentre os
cinco dados: (59 = 10. Outra forma de pensar é que temos 5 posi¢oes para o primeiro
%Oj dois ntimeros iguais e 4 posicoes para o segundo, porém, como sao iguais, temos

5 = 10 posicoes possiveis para a dupla de dados iguais ja que a permutagao dos mesmos

nao muda o grupamento.
Usando a letra P para representar o numero escolhido dentre os seis nimeros do dado
para ser o numero da dupla (par) e a letra N para representar os numeros diferentes do

escolhido, uma representacao possivel para este célculo é:

P(um par) = P(PPNNN)=10.-.-.—.—.— = —

b) Dois pares.

Temos C52 = 10 posicoes possiveis para o primeiro par de dados com nimeros iguais e
(39 = 3 posigoes possiveis para o segundo par com nimeros iguais, porém diferentes da

primeira escolha. Aparentemente temos 10.3 = 30 grupamentos diferentes.

Todavia, devemos perceber que se escolhermos, por exemplo, 0 2 como o nimero do

primeiro par e o 5 como o niumero do segundo par é igual a escolhermos o 5 como o ntimero
o , 30

do primeiro par e o 2 como o niumero do segundo par. Portanto, temos 5 grupamentos

diferentes. Usando P; para representar o ntimero escolhido dentre os seis niimeros do dado

para ser o numero do primeiro par, P, para representar o ntmero escolhido dentre os cinco

ntmeros restantes do dado para ser o nimero do segundo par e a letra IN para representar

o numero diferente dos escolhidos, uma representacao possivel para este calculo é:

61514 25
P(dois pares) = P(PLPPyPo,N) = 15.—.=.—.~.— -

¢) Uma trinca.

Formamos (53 = 10 grupamentos diferentes dispondo os trés dados com nimeros iguais
dentre os cinco dados. Considerando a letra T para representar o nimero escolhido
dentre os seis nimeros do dado para ser o nimero da trinca e a letra NN para representar

os nimeros diferentes do escolhido, uma representacao possivel para este célculo é:

1154 2
P(uma trinca) = P(TTTNN) = 10_9 1154 25

d) Uma quadra.
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Formamos C5 4 = 5 grupamentos diferentes dispondo os quatro dados com niimeros iguais
dentre os cinco dados. Considerando a letra Q para representar o nimero escolhido dentre
os seis numeros do dado para ser o nimero da quadra e a letra IN para representar os

numero diferente do escolhido, uma representacao possivel para este calculo é:

P(uma quadra) = P(QQQQN) = 5‘9 1115 25

e) Uma quina.

Como os cinco niimeros sao iguais temos apenas um grupamento possivel com estes cinco
numeros. Considerando a letra Q para representar o nimero escolhido dentre os seis
numeros do dado para ser o ntimero da quina, uma representacao possivel para este

calculo é: 111 1
P(uma quina) = P(QQQQQ) =1.—.=.—.—.— _

f) Uma sequéncia.

Temos duas sequéncias possiveis: {1,2,3,4,5} e {2,3,4,5,6}. Nos dois casos, teremos

Ps = 5! = 120 grupamentos diferentes. Logo,

120 120 5
P(uma sequncia) = P(12345) + P(23456) = & + & — 162

g) Uma trinca e um par (um full hand).

Solugao. Formamos C53 = 10 grupamentos diferentes dispondo os trés dados iguais
e, como os outros dois vao formar o par s6 ha um modo de formar este par, isto é,
(C53.C22 = 10.1 = 10 grupamentos diferentes para formar o full hand. Usando a letra T
para representar o numero escolhido dentre os seis ntimeros do dado para ser o nimero
da trinca e a letra P para representar o nimero escolhido para ser o niimero do par, uma

representagao possivel para este calculo é:

61151 25
P — P(TTTPP)=10~.>-2 > = =2
(full hand) = F( )= 1055666~ 618

5) No langamento simultaneo de cinco moedas, qual é a probabilidade de se obterem:
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a) Todas caras.

b) Quatro caras e uma coroa.
c¢) Trés caras e duas coroas.
d) Duas caras e trés coroas.
e) uma cara e quatro coroas.

f) Todas coroas.

Solucao: Usaremos C' = cara e K = coroa.
a) A = {Todas caras}.

Temos 0575 =1= 0570 grupamento possivel para este evento.

11111 11111 1\° /1\" 1

cara

b) B = {Quatro caras e uma coroa}.

Temos agora Cs 4 = 5 = (5, grupamentos possiveis atendendo ao evento B.

1111 1 ' /1y 5

c) C — {trés caras e duas coroas}.

Para o evento C temos Cj 3 = 10 grupamentos possiveis.

111 11 1\? /1\?
—— =~

cara coroa

d) D = {Duas caras e trés coroas}.

Sao (59 = 10 grupamentos para o evento D.

11 111 1\? /1\° 5

cara coroa
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e) E = {uma cara e quatro coroas}.

Temos C’574 = 5 grupamentos para este evento.

P(E) = P(CKKKK) = 5.

f) F = {Todas coroas}

Temos Cs 5 = 1 grupamento possivel onde todos os elementos sao coroas.

11111 1\° 1\ /1Y’ 1
P(F) = P(KKKKK) =1.5.5.0.0.0 = Css. (5) = Css. (5) <§> = P(F) =5
—

coroa

6) Vamos refazer alguns itens do problema 5 diretamente usando a probabilidade binomial,
cujas propriedades encontram-se expostas na pagina 38. Vamos usar p = probabilidade

de sair cara(sucesso) e ¢ = probabilidade de sair coroa (fracasso).
a) Duas caras e trés coroas.

b) Uma cara e quatro coroas.

Solugdo: a) Duas caras e trés coroas.

1\* /1\* 10
P(duas caras) = Cs9.p>.¢° = Cs 5. <§) , (5) =

b) Uma cara e quatro coroas.

nN' /1\* 5
P(uma cara) = Cs1.p".q* = Cs ;. (—) . <_> -2

Para finalizar este capitulo, resolveremos um problema classico do calculo de probabilidade
dos trés modos expostos até agora com o propoésito de estabelecer as ligacoes entre varias

abordagens feitas, no ensino médio, como se fossem topicos independentes.

7) Um casal deseja ter trés filhos. Qual a probabilidade de que sejam dois meninos e uma

menina?
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Quando este problema é inicialmente proposto no ensino de probabilidade, o aluno ve-
rifica todas as possibilidades de nascimento de dois meninos e uma menina e calcula a

probabilidade deste evento utilizando a definicao Laplaciana que foi introduzida.

Solugio: S = {HHH, HHM, HMH, MHH, HMM, MHM, MMH, MMM}

1
Logo P(dois meninos e uma menina) = P(HHM)+ P(HMH)+ P(MHH) = 3 + =+

1 3

8 8

Depois de alguns dias, o aluno é apresentado a Probabilidade Condicional, e dai surge o

0|

fabuloso Teorema 2. Entao, o mesmo problema pode ser resolvido assim:

Buscamos dois meninos e uma menina, o que pode ocorrer de trés modos correspondendo a

P} = (35 = 3. Segue que a probabilidade deste evento é: P(dois meninos e uma menina) =
111

353§ j& que a probabilidade de nascer um menino é igual a probabilidade de nas-
cer uma menina e igual a 7
Decorridos mais alguns dias, o estudante ¢ apresentado a Distribuicao Binomial de Pro-

babilidades e o mesmo problema pode ser resolvido assim:

Como o sexo do primeiro filho nao interfere no sexo do segundo e este nao interfere no
sexo do terceiro filho, estes nascimentos sao eventos independentes e se enquadra como
um evento que s6 tem duas possibilidades de ocorréncia: Menino (sucesso) e menina
(fracasso), por exemplo. Fazendo p = P(menino) = S eP= P(menina) = 5 bara

calcularmos a probabilidade desejada usando o método binomial temos:

N /1y
P(dois meninos) = C35.p%.q" = C3.5. (5) , <§) _3

3.2 Consideracoes sobre os problemas Resolvidos

Uma distincao importante na aplicacao do Teorema da Multiplicacao de Probabilidades
é se os eventos do problema em questao sao ou nao eventos independentes, conceito que
nem sempre é claro para o aluno. No problema 1 fica exemplificado um caso em que pelo

fato dos eventos nao serem independentes nao temos uma Distribui¢ao Binomial.

A Probabilidade Binomial tem as seguintes particularidades: (baseado em [16], p. 77)
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e Determina a probabilidade de experimentos aleatérios realizados k vezes, sob as
mesmas condigoes com dois resultados possiveis e mutuamente exclusivos (cara ou

coroa; macho ou fémea; defeituoso ou nao defeituoso, etc.);

e Designando por (p) a probabilidade de sucesso que queremos determinar e por
(g = 1 — p) a probabilidade de fracasso, estes valores permanecem constantes de

experimento para experimento;

e E uma funcao que nos permite calcular em k£ processos a chance de ocorrerem k;

sucessos e é dada por:
P(kl) = Ck,kl .pkl.qkikl

e Cada uma das realizacoes dos experimentos é independente das restantes;
Problema 1:

Ilustrando o problema com o Diagrama em Arvore:

p P(PPP)= 233 P P(DPP)=323
P 888 5 888
/g /8
p P
5 )
8 P(PPD)= 223 ° D PODPD)=333
2 888 3 888
P 8 D 8
5 3
8 8
P P(PDP)= 535 P P(DDP)=333
5 888 5 888
/ 8 / 8
D D
3 3
8 8 \
D P(PDD)= 533 b _333
3 888 D PEDD)= 333
8 8

Figura 5: 2° Diagrama em arvore

Vemos que todas as possibilidades de ocorréncias dos eventos nos dao:

P(S) = P(PPP) + P(PDD) + P(DPD) + P(DDP) + P(PPD) + P(PDP) + P(DPP) +
—_——— N ~ RN -~ /,
P(E1) P(E2) P(E3)
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5 .5 1 10+154+30+1 56
P(DDD) = — +3.2 4+ — = _5%6_
+L,_Z 28+ 56+56 56 56

P(Ey4)

n
Observe que, escrevendo C,,, = ( ) podemos reescrever P(S):
p

3\ 543 (3532 (3\543 (3321
P =(")222 222 222 222=1
(%) <0)876+(1)876+<2)876+(3)876

Os numeros binomiais acima sao os nimeros da terceira linha do Triangulo de Pascal,
porém esta nao é ainda a chamada Distribuicao Binomial, pois estes eventos nao sao
independentes, pois nao hd reposicao das lampadas na caiza, apesar de serem eventos

chamados de sucesso e fracasso (a lampada ou é perfeita ou é defeituosa).

Os problemas 2 e 3, continuam ilustrando questoes envolvendo eventos dependentes e
suas resolucoes utilizando o Teorema 4. O problema 3 foi resolvido pelo autor utilizando

Analise Combinatoria, seguindo a defini¢cao Laplaciana de probabilidade.

O problema 4 mostra eventos independentes, mas que nao representam situacoes de su-
cesso ou fracasso e portanto, suas probabilidades nao podem ser calculadas utilizando a
Probabilidade Binomial. Este problema foi resolvido pelos autores utilizando a Anélise

Combinatoria em [15], p.180, segundo o Teorema de Laplace.

O problema 5 tem como objetivo ilustrar eventos independentes e sua Distribuicao Bino-

mial:
Observe que:

1 5 10 10 5 1 32
1= P(S)=P(A)+P(B)+P(C)+P(D)+P(E)+P(F) = §+32+32+32+3—2+3—2 35 =

QO RORVIONORUIONORBIONOR
GG+ 0)(2) (2 = 1)+ Pioroay

isto é, temos um desenvolvimento binomial que nos fornece a probabilidade do espaco
amostral. Cada uma de suas parcelas determina a probabilidade de um dos elementos

que compde 0 espago amostral.
Logo, podemos reescrever para finalizar o problema 5: 1= P(S) = (p + q)°.

O problema 6 tem o intuito de mostrar uma aplicacao direta da Probabilidade Binomial,
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fazendo uma ligagao entre o Teorema da multiplicagao de Probabilidades (Teorema 2) e

o Teorema 4.

O problema 7 tem o objetivo mostrar a resolu¢ao de uma questao classica no estudo de
probabilidade estabelecendo as conexdes de topicos abordados sobre o assunto. Estes
calculos sao desenvolvidos ao longo do estudo de probabilidade como se fossem problemas
diferentes, quando , na verdade, sao modos diferentes de resolver um mesmo problema. A
primeira resolucao utilizou a definicao Laplaciana de probabilidade. A segunda resolucao
teve como respaldo o Teorema da multiplicagdo de Probabilidades (Teorema 2) e a

terceira utilizou-se da Distribuicao Binomial de Bernoulli.

3.3 Atividades Propostas

Atividade 1

Uma caixa contém cinco lampadas perfeitas (P) e trés defeituosas (D).

a) Retirando-se uma lampada ao acaso, qual é a probabilidade desta lampada ser perfeita?

E de ser defeituosa?

b) Sorteando-se simultaneamente trés lampadas desta caixa, calcule a probabilidade de
obtermos uma lampada perfeita e duas lampadas defeituosas. (Use a defini¢ao de proba-

bilidade segundo Laplace e faga as contagens utilizando Analise Combinatoria).

¢) Retirando-se sucessivamente e sem reposigao trés lampadas desta caixa, qual a proba-
bilidade de obtermos uma lampada perfeita e duas lampadas defeituosas? (Use o Teorema
de Multiplicagdo de Probabilidades).

d) A retirada de cada uma das trés lampadas sucessivamente e sem reposi¢ao sao eventos

dependentes ou independentes?
e) E se houver reposigao?

f) Determine a probabilidade de obtermos uma lampada perfeita e duas lampadas defei-

tuosas se fizermos retiradas sucessivas e com reposicao.

g) Utilizando o Teorema 2 (Teorema da Multiplicagdo de Probabilidades), determine
P(El) + P(EQ) + P(E3) + P(E4), onde:

P(Ey) = P(todas perfeitas)

P(FEy) = P(uma lampada perfeita e duas defeituosas)
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P(E3) = P(duas lampadas perfeitas e uma defeituosa)
P(E,) = P(todas defeituosas)

h) Observando o desenvolvimento do exercicio proposto no item g, podemos afirmar que

se trata de uma distribuicao binomial? Por qué?
Atividade 2

Considere o lancamento de uma moeda e observe o resultado da face voltada para cima.
a) Qual a probabilidade de obtermos cara? E de obtermos coroa?

b) Ao lancarmos simultaneamente cinco moedas, qual a probabilidade de obtermos trés
caras e duas coroas? (Use a defini¢do de probabilidade segundo Laplace e faga as contagens

utilizando Analise Combinatoria).

¢) Ao langarmos sucessivamente cinco moedas e anotarmos o resultado, qual a proba-
bilidade de obtermos trés caras e duas coroas? (Use o Teorema de Multiplicacao de
Probabilidades)

d) No item c o resultado do langamento da primeira moeda interfere no resultado da

segunda? E no resultados das moedas subsequentes? Como podemos chamar este evento?
e) Utilizando o teorema 2 determine P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D)+ P(E)+ P(F), onde:
A = {Todas caras}

B = {Quatro caras e uma coroa}

C = {Trés caras e duas coroas}

D = {Duas caras e trés coroas}

E = {Uma cara e quatro coroas}

F = {Todas coroas}

f) Observando o desenvolvimento do exercicio proposto no item e, podemos afirmar que

se trata de uma distribuicao binomial? Por qué?
Atividade 3

Compare as resolucoes dos itens b e ¢ nos dois exercicios propostos anteriormente. Vocé
obteve os mesmos resultados se resolveu corretamente. Qual a conclusao que se pode

inferir deste fato?
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Atividade 4

Apos resolver estas duas questoes, vocé saberia distinguir eventos dependentes de even-
tos independentes? Escreva com suas palavras como distinguir eventos dependentes de

eventos independentes.

Atividade 5

Com relacao a Distribuicao Binomial, vocé saberia quando usé-la para resolver um pro-

blema? Escreva com suas palavras quando podemos usa-la.

Para a resolucao das atividades propostas, sugere-se como metodologia um Estudo Diri-
gido em grupo com posterior discussao das conclusoes dos alunos para diferenciar clara-
mente os conceitos de eventos dependentes e eventos independentes, assim como, ilustrar
a relevancia do Teorema 2 para concluir o resultado do Teorema 4. Além disso, evidenciar
o reconhecimento do uso da Distribuicao Binomial. Entretanto, o mais importante é que

o aluno perceba os varios modos de resolver um mesmo problema.

Para finalizar, uma citacao em [2|, apud [8]:

(...) E importante que o aluno mobilize diferentes concepcdes de probabilidade no estudo
das situagoes- problema pois elas, além de nao serem exclusivas, tém adequagao determinada
pela natureza do problema (...).
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Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi mostrar o uso do Teorema da Multiplicagao das Probabili-
dades (Teorema 2), como facilitador e integrador das diversas formas de tratamento do
assunto e suas conexoes. Acreditamos que, com a demonstracao do Teorema 4 e suas apli-
cagoes, exemplificadas com as resolucoes de questoes classicas do Ensino Médio, estamos
contribuindo para facilitar e desmistificar o ensino deste assunto considerado dificil . Ao
longo dos anos e, com a nossa experiéncia, temos utilizado este resultado e a integragao

das diversas formas de resolver um mesmo problema, com sucesso.

No decorrer do curso de probabilidade no Ensino Médio, um mesmo problema é resolvido
de diferentes modos, mas isso nao fica claro para os alunos. Com a nossa experiéncia de
ensino, tivemos oportunidade de perceber estas dificuldades e tentar sané-las. Desse modo,
como fechamento do curso, propomos atividades que, na etapa final da construcao de seu
conhecimento, permitam aos alunos estabelecerem as ligacoes entre as abordagens feitas,
além de discutirem e consolidarem alguns conceitos tais como eventos independentes e

distribuicao binomial.

O estudo do calculo de probabilidades acontece na maioria das escolas de Ensino Médio,
apos o estudo da Anélise Combinatoéria. Dois assuntos tidos como dificeis pelos alunos. Na
nossa proposta do ensino de Probabilidade, a Anélise Combinatoria passa a ter um papel
menor no calculo da probabilidade de eventos, com a substitui¢ao proposta e demonstrada

no Teorema 4.

O aprendizado do calculo de probabilidades é de grande importancia para os alunos devido
a sua larga utilizacao na Estatistica, na Fisica, nas Ciéncias Sociais etc. e no exercicio de
sua cidadania. De acordo com [9], p.136:
(...) O ponto de vista social nos leva, finalmente, a reforgar a necessidade de um ensino do
célculo de Probabilidades (...) que possa ser mais um instrumento de leitura da realidade

na qual estamos inseridos e a qual podemos acompanhar pelos noticidrios, repletos de dados
estatisticos. (...)

Na maioria dos livros didéaticos de Ensino Médio a abordagem da Teoria das Probabilida-
des segue o mesmo roteiro: a definicao Laplaciana, a Probabilidade Condicional e como
consequéncia, o Teorema da Multiplicagdo das Probabilidades (Teorema 2), finalizando

com a Distribuicao Binomial.

Seguindo o roteiro desses livros didaticos, constatamos em nossa pratica, que o aluno nao
percebe a ligacao entre essas abordagens. Nao sabe distinguir quando usa-las na resolugao
de uma situacao-problema proposta. Na verdade, nao existe uma tinica forma de resolver

a maioria das questoes classicas no ensino desse assunto.
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Com a demonstragao do Teorema 4, enunciamos e resolvemos algumas questoes com a
finalidade de mostrar a simplificacao dos calculos das probabilidades pedidas com o uso
desse Teorema. Temos calcado o desenvolvimento desta proposta de ensino em nossa expe-
riéncia de sala de aula em que fechamos o capitulo que trata do calculo de probabilidades
com atividades semelhantes as propostas neste trabalho. Nas avaliacoes subsequentes
percebemos que as situacoes-problema apresentadas tém diferentes formas de resolucao

pelos alunos com predominancia da utilizacao do Teorema 4.

Propusemos também algumas atividades que propiciem aos alunos a discussao desses ques-
tionamentos e favorecam um debate em sala de aula para, apos as intervengoes necessarias

do professor, dirimir suas duvidas.

Por tudo exposto, acreditamos que este trabalho contribuird para uma compreensao mais
ampla e segura desse assunto e sua utilizagao pelos discentes e que nossos colegas possam

compartilhar dessa proposta com éxito.
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