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RESUMO

RAIZ, C. E. M. Transformacoes de Mobius e projecoes na esfera de Riemann.. 2018. 123 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2018.

Nessa dissertagdo exploramos os efeitos geométricos das Transformagdes de Mobius em C
utilizando proje¢des na Esfera de Riemann. Como aplicacdo, apresentamos a a¢do de algumas
transformacoes aplicadas em conicas no plano. Uma atividade didatica voltada aos alunos do

Ensino Médio sobre Transformacdes de Mobius utilizando o Geogebra € apresentada.

Palavras-chave: Numeros Complexos, Geometria Analitica em C, Transformagdes de Mobius,

Projecdes na Esfera de Riemann.






ABSTRACT

RAIZ, C. E. M. Mobius transformations and Riemann sphere projections.. 2018. 123 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2018.

In the course of this dissertation we explore the geometric effects of the Mobius Transforms in
C using projections in the Riemann sphere. As an application, we present the action of some
transformations applied on conics in the plane. A didactic activity aimed at high school students

about Mobius Transformations using Geogebra is presented.

Keywords: Complex Numbers, Analytic Geometric in C, Mobius Transformations, Riemann

Sphere Projections.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O assunto dessa monografia esta inserido no ambiente do conjunto dos nlimeros com-
plexos, também conhecido como conjunto dos niimeros imagindrios. Nao € de se estranhar que
ao se atribuir a um nimero o nome de "imaginério", o senso comum nos leve a crer que tal
nimero € apenas fruto da criatividade do homem, uma abstracao ou mera ilusdo que de fato
ndo existe. Dizer que o nimero i € a raiz quadrada de —1 por exemplo reforca a ideia de que os
nimeros complexos ndo passam de uma conveniente convengdo matemadtica, bem diferente dos
ndmeros reais, que como a prépria nomenclatura indica, fazem parte do nosso cotidiano. O que
faz por exemplo o ndmero 5 ser facilmente aceito e considerado como um niimero que existe,
enquanto que o ndmero i seja considerado apenas como uma abstracdo, algo intangivel, uma
inven¢do da mente humana? O curioso € que o conceito de nimero muito provavelmente seja
uma das primeiras abstragdes da realidade na histdéria da humanidade. O nimero 5 por exemplo,
ndo € o simbolo 5, € na verdade uma ideia, representada pelo simbolo 5 ou pela palavra cinco.
Quando nos referimos ou escrevemos esse nimero, temos a sensacao de que se trata de algo real,
palpavel, tangivel, mas no fundo, € apenas a representagdo de um conceito. Se tomarmos como
exemplo um jogador de futebol, que ao final de 36 partidas disputadas em um campeonato, tenha
marcado 27 gols, € comum analisarmos a média de gols marcados por partida para comparar
com outros jogadores que podem nao ter disputado a mesma quantidade de jogos ou até mesmo
para tentar aferir a eficiéncia e a capacidade do jogador de decidir partidas. O nimero racional
0,75, que representa a média de gols por partida, ndo faz o menor sentido na situagio concreta,
uma vez que é impossivel marcar 0,75 gols em uma partida. Se apresentarmos esse nimero
racional na forma de fracdo, podemos interpretar esse nimero como: "Esse jogador leva em
média 4 jogos para marcar 3 gols". Ainda assim, mesmo que esse nimero faca mais sentido
nessa representacdo, € muito comum que nos primeiros anos do Ensino Fundamental, os alunos
apresentem dificuldade para compreender e aceitar fragdes como nimeros. No mundo atual o
conjunto dos niimeros complexos € um conceito amplamente utilizado em diversas dreas como

Matematica, Fisica, Quimica e Engenharia.
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Neste trabalho, o principal objetivo € estudar uma classe especial de fun¢des em uma
varidvel complexa, a saber Transformagdes de Mobius. A organizacdo do texto se dard da
seguinte forma. O Capitulo 2, se propde a rediscutir resultados classicos de Geometria Analitica
no conjunto dos nimeros complexos, C, baseado em conceitos ja conhecidos no espago vetorial
R?. Como C é um corpo algébrico, ele apresenta propriedades adicionais em relacdo a R,
tendo em vista uma nova operacdo: multiplicacdo. A partir da soma e da multiplicacdo de
nimeros complexos, podemos analisar e manipular transformagdes elementares da Geometria
como translagdo, rotacdo e homotetia. Além disso podemos também manipular e compreender
melhor as inversdes, que apresentam caracteristicas geométricas intrigantes. As Transformacdes
de Mobius sdo apresentadas no Capitulo 3 e podem ser facilmente compreendidas a partir de
projecdes e transformagdes em uma esfera apoiada no plano complexo, assunto abordado no
Capitulo 4. O Capitulo 5 € destinado a uma aplicagdo didéatica a ser desenvolvida com alunos
de Ensino Médio e em cursos de graduagao em Matematica. Vale ressaltar que pré-requisitos
basicos, bem como nota¢des, de Geometria Analitica serdo previamente assumidos (DELGADO,
2012).
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CAPITULO

GEOMETRIA ANALITICA NO PLANO
COMPLEXO

2.1 Introducao:Geometria Analitica no conjunto dos nu-

meros complexos

Inicialmente vamos discutir alguns resultados ja conhecidos de Geometria Analitica
em R? no conjunto dos nimeros complexos. As equagdes da reta e de algumas conicas serdo
apresentadas nio mais em funcio das coordenadas x e y de R? mas sim em funcdo de z e Z,

ambos pertencentes a C.

2.1.1 Equacao da reta

Vamos identificar C = R?. Considere uma reta r que passa pelo ponto Py = xo + yoi = (xo,y0)
e é perpendicular ao vetor ndo nulo v = (a,b) fixado. Desse modo, se um ponto P = x + yi = (x, y)

— . — .
pertence a reta r, entdo PPy | V., ou seja, (PP, 7> =0"! Assim,

(PR, 7) =0

alx—xo) +b(y—yo) =0

ax+by—axo—byg=0
ax+ by = axo + byy.

Definindo ¢ = axq + by, a equacio cartesiana da reta » em R? é dada por

r. ax+by=c. 2.1)

' (DELGADO, 2012) Geometria Analitica - Jorge Delgado, Katia Frensel e Lhaylla Crissaff, Capitulo 2,
pagina 40
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Para cada nimero complexo z = x + yi e seu conjugado 7 = x — yi, podemos escrever

I+Z=x+yi+x—yi=2x = x:Re(Z):¥

: . . -7 -1
z2—Z7=x+yi— (x—yi) =2yi = y:Im(z)ZTZ 5

Substituindo as identidades acima em (2.1), temos:

ax+by=c

4 z+zZ L Zi—zi .
2 2 )

az+az+bzi — bzi = 2c¢

(a—bi)z+ (a+bi)z =2c.
Assim, a equacdo da reta r nas varidveis z e 7 com coeficientes complexos se escreve como
Bz+Bz=C, (2.2)
noqual B=a+bieC="2c.

Exemplo 2.1.1. Determine a equagdo da reta no plano complexo que passa por 71 =2 e
7y =4+1.

J4 sabemos que a equacdo procurada é da forma Bz+Bz=C comBcC,CcRe
|B| # 0. Sendo B = a + bi e substituindo z por z; e zp dados, temos:

Bz+Bz=C
(a—Dbi)2+ (a+bi)2=C
da=C
e
Bz+Bz=C

(a—bi)(d+i)+ (a+bi)(d—i)=C
8a+2b=C.
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Portanto, resolvendo o sistema
4a =C
a+2b =C

= 8a-+2b=4a = b=-2a.

Desse modo B = a —2ai com a # 0. Tomando (a = 1)? , a equacdo da reta no plano

complexo que passa por zj € Z» Se escreve como

(1+42i)z+4 (1 —2i)z=4.

-3

Figura 1 — Exemplo 2.1.1

Observe que o grafico da reta no plano complexo (Figura 1) intercepta o eixo imagindrio

em z3 = —Ii. Logo, z3 satisfaz a equacdo da reta, como demonstramos a seguir substituindo z por

2 O ndmero real ndo nulo a pode ser escolhido livremente. A escolha de outro valor diferente para a

apenas gera uma equagio equivalente, que naturalmente representa a mesma reta.
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73, isto €,
(I+2))z+(1-2i)z=4
(14+2i)—i+(1-20)i=4
—i—2i+i-2i" =4
4=4.
Exemplo 2.1.2. A reta no plano complexo que passa por z1 = —2 —2i e 7p = 1 +4i intercepta

os eixos real e imagindrio em dois niimeros complexos distintos. Encontre tais niimeros.

Inicialmente, vamos escrever a equacdo da reta que passa por z; € z2 em C. Essa equacio

¢ da forma
Bz+Bz=C.

Sendo B = a + bi, temos:

Bz+Bz=C

(a—bi)(—2—2i)+ (a+bi)(—242i)=C

—2a — 2ai+ 2bi + 2bi* — 2a+ 2ai — 2bi+2bi* = C
—da—4b=C

Bz+Bz=C

(a—bi)(1+4i)+ (a+bi)(1—4i)=C
a+4ai — bi — 4bi® + a — 4bi + bi — 4bi* = C
2a+8b=C.

Logo, resolvendo o sistema

—4a—4b =C
= —4a—4b=2a+8b = a=—2b.
2a+8b» =C

Tomando b = 1, temos a equacao da reta determinada por z; e z; por
(—2—i)z+(—2+i)z=4. (2.3)

Sejam z3 € z4 0s nimeros complexos nos quais a reta intercepta os eixos real e imaginario,

respectivamente. Ja que z3 pertence ao eixo real, podemos escrever z3 = k4 0i, k € R. Como
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z3 também pertence a reta determinada por z; € z3, entdo ele deve satisfazer a identidade (2.3).

Assim,
(—2-i)zz+(2+i)z=4
(=2—Dk+(2+4+i)k=4
—2k—ki—2k+ki=4
—4k =4
k=—1.
Logo, z3 = —1.

Vamos escrever agora z4 = 0+ ki, k € R, uma vez que z4 € um imaginério puro. Como

Z4 também pertence a reta determinada por z; € 7o, temos:

(2—)zy+Q2+izm=4
(=2 —i)ki+ (—2+i)(—ki) = 4
—2ki — ki® 4 2ki — ki* = 4

2k =4

k=2.

Portanto z4 = 2i.

2.1.2 Equacao da Circunferéncia

Dados um ponto C = xo + yoi = (xp,y0) € um niimero real positivo r, o lugar geométrico
dos pontos que distam de C exatamente r € chamado de circunferéncia de centro C e raio r e serd
denotado genericamente por 7. Um ponto P = x+ yi = (x,y) pertence a circunferéncia 7 se, e

somente se, d(P,C) = r, ou seja,
(x—x0)2 4+ (y —y0)> =1~ (2.4)

A partir dessa equagdo, também conhecida com equacao reduzida da circunferéncia 7, podemos

obter a sua equagdo geral:

(x—x0)*+ (y—y0)* =1

X — 2xxg +X8 +3%—2yy0 +y(2) =r?
X% +y2 — 2x0x — 2y0y = 1> — (3 +33).

Logo, se a = —2x9, b = —2ype c = —— (x(z) + y(z)), a equacdo geral da circunferéncia 7 é dada
por

T X4y +ax+by=c. (2.5)
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Re

-4 -3

Figura 2 — Exemplo 2.1.2

Observacao 2.1.1. A equagdo geral de uma circunferéncia qualquer é da forma dx’ + a’y2 +dx+by="/,

com d # 0. Esta equagdo pode ser sempre escrita como acima, dividindo toda a equacdo por d
/ / /
a b .
efazendoa=—,b=—ec= 7 Caso d = 0, ndo teremos os termos quadrdticos, logo temos

d d

um caso degenerado que é simplesmente uma reta.

Utilizando as identificacdes anteriores

segue que

Z= (x4yi)(x—yi) = x> —y? 2 = x> + %
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Assim, podemos reescrever a identidade (2.5) do seguinte modo

X +y +ax+by=c

ta (z+2> b <Zi—zi) .
2 2 )
2 a—bi a+bi\ _
|z~ + > 7+ 5| =c

Conclusao: A equacio da circunferéncia 7 em relag@o as varidveis z e Z se escreve como

2> +Bz+Bz=c (2.6)
1 bi

noqualB:a eceR.

Vejamos agora como escrever o centro e o raio da circunferéncia 7 em funcao dos

coeficientes B e c.

1. Centro:

2. Raio:

=\/c+x+y5=\|c+ +— =+\/c+ |BJ2.

Assim, concluimos que a circunferéncia 7, cuja equagdo € dada por

m: 2>+ Bz +Bz=c,
B+B) (B—B
possuicentroemz():—( ;L ) _{ > )ieraior:\/c+|B\2.
l

Exemplo 2.1.3. Encontre a equagdo da circunferéncia my centrada em zo = 1+ i de raio unitdrio.

Podemos afirmar que essa circunferéncia intercepta os eixos real e imagindrio?

Utilizando as identificacdes obtidas acima, temos o seguinte:

Logo, a = b = —2. Assim, B= —1 —i, 0 que implica | B|> = 2. Por fim temos

=1/c+|BJ?

c=r"—|B]?
c=1-2
c=—1.

A equacio da circunferéncia 7y é dada por
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22+ (=1 +i)z+ (=1 —i)z=—1.

Queremos agora encontrar um nimero real, caso possivel, que pertenca a circunferéncia
71. Chamando tal nimero de z;, podemos escrever z; = k, para k € R. Substituindo z por z; na

equagdo anterior, temos

2P+ (=1 +i)z+ (-1 —i)z=—1
)2+ (1 4z + (=1 — i)z = —1
k> + (=14 i)k + (=1 — i)k = —1
k| —k4+ki—k—ki=—1

K —2k+1=0
(k—1)2=0
k=1.

Logo, z; = 1 € o tinico nimero real que pertence a circunferéncia ;. Analogamente, chamando

7o = ki, para k € R, temos que z; pertence a circunferéncia 7y se

o>+ (—1+i)za+(-1-i)z=—1
kil * + (=1 +i)ki+ (=1 — i) (—ki) = —1
kK> —ki+ki> +ki+ ki = —1

K—2k+1=0
(k—1)>=0
k=1.

Portanto, z = i € o unico numero imaginario puro que pertence a circunferéncia 7.

Concluimos entdo que a circunferéncia 7; passa pelos eixos real e imagindrio em z; = 1
e 7o = I, respectivamente. A partir do grafico (Figura 3), € possivel observar que z; estd uma
unidade ao sul e z; uma unidade ao leste de zp. Se tomarmos uma unidade ao norte e uma unidade
ao oeste de zp, encontramos z3 = 1 +2i e 74 = 2+ i, respectivamente. E evidente que z3 € 24

pertencem a circunferéncia 71, e de fato satisfazem sua equacdo:

2+ (=1 +i)z+ (-1 —i)z=—1

P+ (=1+i)zz+(—1-i)zm=—1
114202+ (=1 +i)(1+20) + (=1 —i)(1 = 2i) = —1
5—1—2i+i+27—142i—i+2°=—1
—1=-1
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2P+ (=1 +i)z+ (-1 —i)z=—1

2+ (—1+D)zg+ (—1— i@ = —1

242+ (—14+)2+)+(-1—))2—i)=—1

52— i4+2i4+—2+4i-2i+i*=-1
—1=-1.

254

Re
25

Figura 3 — Exemplo 2.1.3

Exemplo 2.1.4. Determine o centro e o raio da circunferéncia m cuja equagcdo em C é dada
por |z)* + (=1 =2i)z+ (=1 +2i)7=0.

Da equacio geral da circunferéncia 7, temos B= —1+2i, B= —1—2iec=0.

Entao,

C= (—<B+B),—(B_,B)) =(1,-2)er=1/c+ B = r=/0+5=V5.
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Logo, a circunferéncia m, possui centro em zg = 1 — 2i e raio V5.

E vélido observar que sempre que uma circunferéncia de equagio |z|2 +Bz+Bz=c¢
tiver ¢ = 0, o nimero complexo z = 0 pertenceré a circunferéncia, o que de fato ocorre nesse
exemplo (Figura 4). Além disso, observando o gréifico, notamos que a circunferéncia em questao
também passa pelos eixos real e imagindrio em z; = 2 e o = —4i, respectivamente. Substituindo

Z por z1 € z na equagdo geral, comprovamos que z; e zp de fato pertencem a circunferéncia, isto

7z

€
|22 4+ (=1 =2i)z+ (—1+2i)2=0
212+ (=1 —=2i)z1 + (=1 4+2i)z7 =0
2124+ (=1 =202+ (—14+2i)2=0
4-2—4i—2+4i=0
4-4=0
€

|22+ (=1 —2i)z+ (—1+2i)z=0
2+ (—1 20z + (—1+20)72 =0
| — 4>+ (=1 —2i)(—4i) + (=1+2i)4i=0
16 +4i+ 8> —4i+8i* =0
16— 16 =0.

2.1.3 Equacao da Elipse e da Hipérbole

Dados dois pontos distintos Fj e F, em C = R2 com distancia igual a 2¢, ¢ > 0, deno-
minamos o conjunto elipse & o lugar geométrico dos pontos P = x + yi = (x,y) cuja soma das

distancias a F] e F; € igual a uma constante 2a, com a > ¢ > 0, isto é
E={PcR?* d(PF)+d(PF)=2a},

no qual d(P, Q) denota a distiancia euclidiana entre dois pontos no plano.

Afim de ilustrar no plano a elipse &, por conveniéncia vamos adotar um sistema de
coordenadas ortonormal no qual o centro C, ponto médio de Fj e F;, é a origem do sistema,
o primeiro vetor formado pela reta que contém F; e F, e de sentido Iﬁ e o segundo vetor
ortogonal a Fl? , sentido positivo do sistema. Dessa forma se P = x+ yi = (x,y) pertence a

elipse &, entdo

dP.F)+d(PF)=2a = \/(X+C)2—|—y2+\/(x—c)2+y2:2a.
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Re

54

Figura 4 — Exemplo 2.1.4

Desenvolvendo essa equagio, chegamos ao que conhecemos como equacéo reduzida da elipse &

que em relacdo ao sistema de coordenadas definido anteriormente € escrita na forma

E: —+y—:1, no qual b =a®—c%.

A elipse &’ obtida a partir da translacdo da elipse & pelo vetor T = (x0,Y0) tem sua equacéo

reduzida, em relacdo ao sistema de coordenadas definido anteriormente, escrita na forma

x—xp)? —v0)?
g ( aZO) LU b2yO) _

Podemos encontrar a equagdo geral da elipse &’ a partir do desenvolvimento de sua

equacao reduzida, isto é

(x—x0)2 4 (y—yo)z —1
a? 2

X% — 2xox+x(2) y2 —2yoy —i—y% _1
a? + b? n

b*x* + a2y2 —2b%xox — 2a2y0y =d’b* — bzx% — azy%.

Entdo, a equacdo geral da elipse &’ tem a forma:
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Figura 5 — Elipse € e os focos Fj e F>

& AX*+Cy*+Dx+Ey=F

no qual A = b%, C = a?, D = —2b%xo, E = —2a’yg e F = a’b* — (b*x5 + a*y).

Reescrevendo a equagdo nas varidveis z e Z temos:
AX>+Cy* +Dx+Ey=F

7+2\? 7—z2\? 7+7 Zi—zi
AlE 2 4ap( 2 4 E —F
() () (2505
+

2
2 = 2 2 - 2 : -
+ 2727+ -2 D D Ei Ei
A (22PN (£-2E+2\ D D Ei Ei .
4 —4
C C
4

2 2 2 2

Ap A An Co C . Con (D_EN (D EN._ L
4Z 2ZZ 4Z Z 2ZZ 4Z ) 3 Z 3 ) =
A—C\ o, (A+C\ _ (A=C\, (D E\ (D E\_ __
4 )* 2 )¢ 4 )= 2 2 )T\ )T
A-C\,, . (A+C\ _ (D Ei D Ei\_
(T)(Z +Z)(T)Z +(5—?>Z+(5+?)Z—F.
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Portanto, a equagdo da elipse &’ em C € dada por

£ G(*+7)+Hz*+Bz+Bz=F, 2.7)

b —a? a® + b?
1G = JH =
no qua 1 >

,F =a’b® — (b°x5+a’y5) e B=—bxo+ —a’yol.

Exemplo 2.1.5. Encontre a equacdo da elipse & em C que passa por z; =2+ 6i e temwi = 6+ 3i

e wy = —2+ 3i como seus focos.

Com os dados fornecidos, podemos concluir que:

1. A elipse & tem centro em zop = 2 + 3i, ponto médio de wy e wy.

2. Areta focal, reta que contém os pontos w; e w», € paralela a reta real e a distancia focal é

igual a 8. Logo, c =4.

3. A reta ndo focal, reta mediatriz do segmento formado pelos pontos wi e wy, € paralela ao
eixo imagindrio, e além disso,
d(Zl,Wl) —|—d(Z1,W2) =2a
5+5=2a
a=>3.

4. Nesse caso, temos a relacao a* = b*+ 2. Portanto, bt =a*— c2, ou seja, b = 3.

Assim,
G=—4; H=17; F = -36; B=—18—-75i.

Portanto a equacdo da elipse & em C, conforme os itens apresentados é dada por
—4(22+Z) + 17)2)> + (—18 +75i)z + (—18 — 75i)7 = —36.

Vamos agora mostrar que os nimeros complexos z;1 =2+6i, 20 = —-3+3i,z3=2¢
z4 = 7+ 3i satisfazem a equagdo encontrada e, assim de fato pertencem a elipse &. Veja (Figura
6)

4P +Z) + 172> + (— 18+ 75i)z+ (— 18 — 75i)z = —36

42 +710) + 17|21 |* 4 (=18 +75i)z1 + (—18 — 75i)z7 = —36

—4(—64) + 17 -40 — 36 — 108i + 150i +450i% — 36 + 108i — 150i + 450i*> = —36
—36 = —36;
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4P+ + 172> + (— 18 +75i)z+ (—18 — 75i)7 = —36

—4(B+722) + 17|z2)> + (— 18 +75i) 20 + (— 18 — 75i)z5 = —36

—4(0) + 17 - 18 + 54 — 54i — 225i -+ 225/ + 54 + 54i 4+ 225i + 225/° = —36
—36 = —36;

—4(*+2) +17[2* + (—18 +75i)z+ (—18 — 75i)7 = —36
—4(B4732) + 17|23+ (— 18+ 750)z3 + (— 18 — 75i)753 = —36
—4(8) +17-4—36+150i — 36 — 150i = —36

—36 = —36;

—4(2+Z) +17)2)> + (—18 +75i)z + (—18 — 75i)z = —36

— M5 +T) +17|z4)* + (=18 4+ 750)z4 + (—18 — 75i) 75 = —36

—4(80) + 17 - 58 — 126 — 54i + 525i + 225> — 126+ 54i — 525i +225i> = —36
—36 = —36.

Vamos agora reescrever a equacao da hipérbole nas varidveis z e Z. Assim, considere
dois pontos distintos F; e F> em C = R2 com distancia igual a 2¢, ¢ > 0. Denominaremos por
hipérbole v o lugar geométrico dos pontos P = x+ yi = (x,y) cujo médulo da diferenga de suas

distancias a F; e F; € igual a uma constante 2a, com ¢ > a > 0, isto €

y={PeR* [d(P,F)—d(P,F,)|=2a}.

Analogamente ao que fizemos com a elipse, podemos desenvolver uma equagdo para
identificar analiticamente se um ponto P pertence a hipérbole y, isto €, obter uma equagio
reduzida em relagdo a um sistema de coordenadas escolhido a partir de F; e F,. Desse modo,
vamos adotar um sistema de coordenadas ortonormal no qual o centro C, ponto médio de Fj e F3,
€ a origem do sistema, o primeiro vetor formado pela reta que contém Fj e F; e de sentido I*ﬁ
e o segundo vetor ortogonal a Iﬁ , sentido positivo do sistema. Assim, a equacdo reduzida da

hipérbole y, em relacdo a esse sistema de coordenadas, é dada por

2 y2
—5 =1, noqual b? =c?—d°.

<
3, 4
Sy
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Figura 6 — Exemplo 2.1.5

Desse modo, a equagdo reduzida de uma hipérbole Y’ obtida a partir da translacdo da
hipérbole y por um vetor 7= (x0,¥0), em relac@o ao sistema de coordenadas anteriormente

centrado em (xg, o), é dada por

Cx)? (y—yo)?
v (x ;Co) e bzyo) _ 1L (2.8)

a

A partir dessa equagdo, podemos obter a equacdo geral da hipérbole ¥/ como

(X—x0)2 _ (y—yo)2 -1

a? p:

X — 2xox—|—x(2) y2 —2yoy +y% B
a? B b? n

b’x — azy2 —2b%xpx + 2a2yoy S bzx(z) + azy%.

1

Entdo, a equagdo geral da hipérbole W’ tem a forma:
v: AP +CY+Dx+Ey=F,

no qual A = bz, C= —az, D= —2b2xo, E = 2a2y0 el = a*b? — bzx(z) +a2y%.
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A constru¢iio acima nos mostra que a equagio geral da hipérbole W’ possui semelhanga
com a equacdo geral da elipse &’ nas varidveis cartesianas. Entretanto, a partir dos coeficientes A

e C, podemos identificar a conica representada pela equacao Ax® + Cy2 +Dx+Ey=F.

Se AC > 0, a equacao pode representar:

e uma elipse.
e um ponto.

e 0 conjunto vazio.
Se AC < 0, a equacao pode representar:
e uma hipérbole.

e um par de retas concorrentes.

Em uma varidvel complexa z € C, chegamos a equagdo da hipérbole y’'.

v G(47)+H|Z?+B:+Bz=F, (2.9)

az—f—bz’ H— b —a?
4 2

no qual G = . Fy=a’b*—b’xg+a’yg e B=(—bx0)+ (a’yo)i.

Analogamente, podemos mostrar que a equacio da hipérbole y” em C, em relacio ao
sistema de coordenadas que foi fixado anteriormente, com focos F} = xo + (yo +¢)i = (xp,y0+¢)

e F, =x0+ (yo—¢)i = (x0,y0 — ¢), é dada por

v —G(z*+72)+H|z|*>+Bz+Bz=F, (2.10)
2 b2 b2 2
com G =2 I , H= > ‘. F, = a*b* +a*x§— b*y} e B= (a’xp) + (—b*yp)i.
Exemplo 2.1.6. Encontre a equagdo da hipérbole y centrada em zo = —2 + 2i, que tangencia o
eixo real em 71 = —2 e tem wy = —2+ (24+/5)i como um de seus focos.

1. A hipérbole y tem centro em zop = —2 4 2i. Logo, xo = —2 e yg = 2.

2. O eixo focal da hipérbole y, reta que contém os focos, € paralelo ao eixo imagindrio. Logo,

¢ = Im(wy) — Im(zp), ou seja, ¢ =V/5.
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3. Uma vez que zo é ponto médio de w; e wa, podemos concluir que wy = —2 + (2 —/5)i é

o outro foco dessa hipérbole. Assim, temos que

|d(z1,w1) —d(z1,w2)| = 2a

M5-2-2-+/5|=2a
| —4|=2a
a=2.

4. A relagdo ¢ = a® 4+ b? é vilida para a hipérbole y e portanto b = 1.

I 9 27 2 ) L.

Portanto, a equagdo da hipérbole v em C é:

5 3
-1 (Z+2%) + §!z|2+ (—8+2i)z+(—8—2i)z = 16.
Vamos verificar que z; = —2 e 2o = —2 + 44, pertencentes a hipérbole y, de fato satisfa-

zem a sua equagao:

5 3
_Z( 2+22)—§\z|2+(—8+2i)z—(—8—2i)2216
5 2 2 3 2 . .
—Z((—z) +(=2) )—52 +(—842i)(=2)+(—8—-2i)(—2) =16
—10—6+16—4i+16+4i= 16
16 = 16;

5 3
=5 (@+2) = SleP + (-8 +20) 2+ (-8 -20) =16

—2 ((—2+4i)2 + (-2 —4i)?) - % ((=2)% +4%) + (—8+2i) (=2 +4i) + (-8 —2i) (-2 —4i) = 16

30—30+16—32i —4i+ 8>+ 16+32i +4i + 8> = 16

16 = 16.

2.2 Transformacdes elementares no conjunto dos nime-

ros complexos e a magica das Inversoes

Nesta secdo, trataremos de algumas transformacées no plano complexo. Podemos definir

uma func¢do de uma varidvel complexa como uma funcéo f : § — C, com § subconjunto de C,
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Figura 7 — Exemplo 2.1.6

que associa a cada nimero complexo z em S a um niimero complexo w. O conjunto S € chamado
de dominio de f e denotamos w como imagem de z € S, isto é, f(z) = w. Para que uma fungéo
esteja bem definida, € necessario exibirmos o seu dominio e sua lei de formacao. Entretanto, caso
o dominio ndo seja apresentado, vamos considerar o maior subconjunto possivel de acordo com
a lei de formacdo. E conveniente observar que, diferentemente de uma funcio de uma varidvel
real cujas propriedades podem ser facilmente exibidas através de seu grafico, uma funcido de uma
varidvel complexa ndo suporta uma representacao grafica visual adequada, justamente pelo fato
de que o gréfico pertence a CZ =2 R*. Para contornar tal situagio, vamos apresentar informagdoes
grificas de uma funcido em uma varidvel complexa indicando pares ordenados correspondentes
de nimeros complexos z (dominio) e w (imagem), desenhando separadamente os planos do
dominio e da imagem quando necessario. A esse processo, chamaremos de mapeamento ou
simplesmente, transformacdo. A fim de se obter uma informacao mais clara e concisa, exibiremos,
em alguns casos, um esbog¢o das imagens de curvas e regides do dominio, ao invés de apresentar

apenas a imagem de pontos isolados. Termos ja notoriamente conhecidos como Translagdo,
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Rotagdo e Reflexdo sao utilizados para transmitir caracteristicas geométricas importantes de
alguns mapeamentos. Nesses casos, serd mais conveniente considerar um tnico plano para o

dominio e a imagem.

Vamos apresentar abaixo algumas transformacgdes elementares com propriedades e

peculiaridades interessantes.

2.2.1 Translacao

Fixado o € C, considere a transformacdo Ty : C — C, dada por
Ta(z) =2+ 0.
Admitindo que o = xo + yoi, z =x+yi € w = u+ vi, temos:
w=Tu(z) =z+0 & u+vi=x+yi+x0+yoi < u+vi= (x+x0)+ (y+y0)i.

Assim, u = Re(w) =x+xp e v=1Im(w) =y + o.

Uma translagdo tem a propriedade de que retas no dominio sdo transformadas em
retas no contradominio e circulos sdo transformados em circulos. Vamos demonstrar tal fato

algebricamente e ilustra-lo nos Exemplos 2.2.1 e 2.2.2. Considere a reta
re Bz+Bz=C.

Denotaremos por Ty (r) a imagem de todos os complexos z que pertencem a reta r, ou seja,
To(r) = {w = Ty (z), Bz+ Bz = C}. Tome w € T(r), logo existe z € r de modo que w = T(z).
Assim, w = Ty (z) = z+ @, ou seja, z = w — . Uma vez que z € r e portanto satisfaz sua equac@o,

segue que
Bz+Bz=C
Bw—a)+B(w—a)=C
Bw—Ba+Bw—Ba=C
Bw+ Bw = C+ Boa. + Ba.
Definindo C’' := Bot + B& € R, temos que T(r) = w satisfaz
To(r): Bw+Bw=C, (2.11)
que representa uma reta.

Observacao 2.2.1. Comparando as equacdes das retas r e Ty (r), concluimos que elas apresentam
os mesmos coeficientes B e B, diferindo apenas no coeficiente independente C e C'. Note que

To(r) e r serdo coincidentes se, e somente se, C = C’, ou seja, T (r) =r< Bo.+ Ba = 0. Como
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Re

Figura 8 - Ty (z) = z+

|B| # 0, para que isto ocorra, devemos ter & = 0 (caso trivial) ou, usando a mesma notagao ja

utilizada para B e a, segue que

Ba+Ba=0
(a—bi)(xo+yoi) + (a+ bi)(xo — yoi) =0
axo+byy = 0.

Identificando B e @ em R?, isto é, B = a+ bi = (a,b) e o = xo + yoi = (x0,Y0), a observagio

acima nos mostra que:
—
axo+byy=0 < (B,o)=0 < 0?L Oa.

Como B é perpendicular a reta r, @ deve ser paralelo a r. Resumindo: Ty (r) e r s@o retas

paralelas e s6 serdo coincidentes se o = 0 ou ¢ pertence a uma reta paralela a reta r.
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Exemplo 2.2.1. Seja Ty (z) = z+a com oo =2 +1i. Calcule Ty (r), no qual r é a reta que passa
porzi =3+4+2iez =5+45i

Inicialmente vamos calcular wy = Ty (z1) € wp = Ty(z2), isto é,

wi=To(z1) =21+0=34+2i+2+i=5+3i,

wr=Ty(z2) =22+ =5+5i+2+i=T7+6i.

J4 sabemos que a equacdo da reta r se escreve na forma (2.2). Como B = a+ bi e r passa

por z; € 72, temos:

Bz+Bz=C
Bz1+Bz1=C
(a+bi)(3+2i)+ (a+bi)(3—-2i)=C
6a—+4b=C,
e
Bz+Bz=C
EZz +B7 =C
(a+bi)(5+5i)+ (a+bi)(5-5i)=C
10a+10b =C.
Logo,
6a+4b = 10a+ 10b
2a = —3b.
Tomando a = 3, temos b = —2 e C = 10. Assim, a reta r que passa por zj € zz tem
equagio:

r: (342i)z+(3—-2i)z=10.

Com a equagdo da reta r, podemos encontrar a equacdo da reta Ty(r), usando os re-
sultados obtidos nesta se¢do. A equagdo de Ty(r) se escreve na forma da equagéo (2.11), com
C' =C+Bo + Ba. Assim,

C'=C+Ba+Ba
C' =10+ (342i)(2+i)+ (3 —2i)(2—1)
C'=18.
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Portanto, a equag@o da reta Ty(r) é dada por
Toa(r): (342i)z+(3—2i)z=18.
S6 nos resta verificar que w e wy satisfazem essa equacao.
(3+2i)z+(3—-2i)z=18
B+2))wi+(3—-2i)w; =18

(3+20)(5+3) + (3 —2i)(5—3i) = 18
18 =18

(3+2i)z+(3—2i)z=18

(3+2i)ws + (3 — 2i)wz = 18
(3+2i)(7+6i) + (3 —2i) (7 — 6i) = 18
18 = 18.

Como era de se esperar, as retas r e Ty(r) sdo paralelas (ver Figura 9).

Vamos agora demonstrar que T, transforma circunferéncias em circunferéncias. Consi-

dere a circunferéncia 7, dada por
m: |z +Bz+Bz=c.

Tome w € Ty (7), entdo existe z € 7 tal que w = Ty(z). Desse modo, z = w — . Substituindo z

por w — & na equagdo da circunferéncia 7 acima, ficamos com:

lw—oa>+B(w—a)+Bw—a)=c
(w—a)(w—a)+Bw—Ba+Bw—Bd =c
WW — Wl — QW + 0@ + Bw — Ba + Bw — BO = ¢

lw]?>+ (B —-0)w+ (B—a)w = c—|a|*+Ba+ Ba.

Portanto, se w € Ty (), entdo w satisfaz a equacdo acima. Assim, concluimos que Ty () é uma

circunferéncia representada pela equacao:
To(n): |wP?+Bw+Bw=C¢, (2.12)
no qual ¢’ = ¢ — |a|* + Ba + Ba@.

Exemplo 2.2.2. Considere a transformacdo Ty como no exemplo anterior, com o0 = —2+1.

Calcule Ty () no qual @ é a circunferéncia de raio\/2 e centro em zg = 1 +i.
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Re

Figura 9 — Exemplo 2.2.1. r || Tg(r)

Inicialmente, vamos encontrar a equacgdo da circunferéncia 7 usando os resultados ja
a-+bi

obtidos na Sec¢do 2.1.2. Como B =

c=(1,1) <—B%E,—B;i§):(1,1) & <—g,—g>:(1,1).

Logo,a= -2, b= -2 e B=—1—i. Além disso,

, temos:

2
c=r—|B*=v2 —2=0.
Portanto, a equacdo da circunferéncia 7 é dada por

mo e+ (14 i)z 4 (—1—i)z=0. (2.13)

Agora que ja sabemos a equacao da circunferéncia 7, podemos calcular os coeficientes
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da equacdo de Ty (7). Dessa forma

B =B—a
B'=—1—i—(=2+i)
B =1-2i,

¢ =c—|a|*+Ba+Ba
d=0-5+2
d =-3.

Entdo, a equacdo da circunferéncia Ty () é dada por

To(m): w4+ (1+20)w+(1—2i)w=-3.

Observando a Equacdo 2.13, fica evidente que z; = 0 4 0i pertence a essa circunferéncia.
A partir disso, usando congruéncia de triangulos (veja a Figura 10), podemos afirmar que z, = 2i,
73 = 2+ 2i e 74 = 2 também estdo na circunferéncia 7, isto &, tais pontos satisfazem a equacgdo
da circunferéncia 7. Vamos entdo mostrar que w; = Ty (z;), para i = 1,2,3,4 satisfaz a equacdo
encontrada para a circunferéncia Ty (7). Assim
Iwi|?+ (1 420wy + (1 — 20wy = -3
5+(1+2i)(-2+i)+(1-2i)(-2—i)=-3
5—2+42i* 242 = -3
—3=-3,

w4 (1+2i)wa + (1 —2i)w3 = -3

13+ (142i)(=2+3i) + (1 =2i)(—2—3i) = -3
13—246i7—2+6i7=-3

—3=-3,

wsl? + (1+20) w3 + (1 —2i)w5 = —3
9+ (1+20)3i + (1 —2i)(=3i) = -3
9+ 6i* 4 6i* = -3

—3=-3,

(wa)? + (1420w + (1 — 2i)wz = =3
14 (1420)i+ (1 —2i)(—i) = =3
142 +2i* = -3

—3=-3.
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Im

Re

Figura 10 — z;, 22, z3 € z4 na circunferéncia 7 de raiov/2 e centro z

2.2.2 Multiplicacao por um niamero complexo

Dado f8 € C, considere a transformagio Mg : C — C, definida por

Mpg(z) = Bz.

Por conveniéncia podemos escrever a transformagdo acima utilizando coordenadas

polares. Escrevendo B = ppe'® e z = pe'®, no qual py,p > 0e 6y, 0 € [0,27[, temos
w=Mp(z) = Bz = ppoe %),
Desse modo, podemos observar que w € um nimero complexo cujo médulo € obtido a
partir do produto entre 0 médulo de z ¢ 0 mddulo de B (chamado fator de homotetia py), e
argumento igual ao argumento de z acrescido do argumento de 3(chamado angulo de rotacao

6p) (veja a Figura 12).
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3.5 1

T ()

-1.54

Figura 11 — Exemplo 2.2.2. As circunferéncias 7 e Ty (7)

Analisando a influencia do médulo e do argumento de 3 isoladamente, podemos escrever

a transformagao Mg (z) como uma composigdo de outras duas transformagdes definidas a seguir.

Hp, : C — C, dada por

HPO (Z) = Poz, Po € R+7

Rg, : C — C, dada por
Rg,(2) = 'z, 6o € [0,27].

Com as transformagdes Hp, (z) € Rg,(z) definidas como acima, a transformagio Mg(z) pode ser

escrita como:
Mg () = (HPO OR90) (2) = (RGO OHPO) (2),
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Im

w =M

PPg

Re

Re

Figura 12 — Homotetia pelo fator py e Rotacdo pelo dngulo 6y
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ja que
(Hp, ©Re,) (z) = Hp, (€i9°z> = poe'®z = e"®pyz = Ry, (poz) = (Re, © Hp, ) (2)-

Exemplo 2.2.3. Considere a transformagdo Mg : C — C dada por Mg(z) = Bz, com B = 217
Verifique a imagem dessa transformagdo no conjunto Ay, tridngulo formado pelos vértices 71 = 3,
22 =2V/26'% e 73 =22

Inicialmente, vamos calcular as imagens wi, w; e ws dos vértices do triangulo Aj.

wi =Mpg(z1) = 261F .3 = 6e'+
wy = Mg(22) = 21T . 2/26iT = 4/267,

w3 = Mpg(z3) = 2e1F 267 = 47

Como jd era de se esperar, a transformagao Mg (z) dobra o médulo e acrescenta um

angulo de % rad no argumento de cada complexo de seu dominio. Portanto, o triangulo A;
formado por wy, wy € w3 é semelhante a Ay, ja que seus lados correspondentes sdo proporcionais,
com constante de proporcionalidade igual a 2. Se tomarmos, por exemplo, o lado do triangulo
A, formado por wy e w3 que mede 4 e o lado do triangulo Ay, formado por z; e z3 cuja medida é

2, observamos essa relagdo.

d(z2,) =/ 2 -0 +(2-2)2 =2,

2 2
d(wa,w3) :\/(4\/5 - 2\@) + (0 - 2\f2> —4.
Além disso, fica claro nesse exemplo que essa transformagdo preservou angulos, ja que os

angulos correspondentes de A e A, sdo congruentes (Figura 14).

Vamos agora aplicar a fun¢do Mg a uma reta genérica r determinada pela equagéo
Bz+ Bz =C. Se w = Mpg(z), entdo

w WE
w=Bz = z=-=—05.
B IBI
Logo,
Bz+Bz=C

=( WP wB\ _
B<|ﬁ|2> *B(uw) =¢
BBw+ BBw =C|B|*
Bw+Bw=C,
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Re

Figura 13 — Mg(z) = (Hp, o R, ) (z) = (R, 0 Hp, ) (2)
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3m/4

Zg 2 Zy

242

Figura 14 — Exemplo 2.2.3. A| ~ A, - Angulos preservados e lados dobrados.

com B' = BB e C' = C|B|*. Como w satisfaz a equacio acima, com B' € C e C’ € R, podemos

afirmar que Mg (r) também € uma reta, ou seja, Mg (z) transforma retas em retas.

Considere agora a circunferéncia 7 cuja equacdo em C é dada por |z|2 +Bz+Bz=c.Se

w € Mg(7), entdo w = Mg(z), para algum z € 7. Assim

2>+ Bz +Bz=c

wB [ [ wB wB
BE| 5 (\BP) or (\BP) -
|W|2|E|2 ﬁB ﬁB —c
B 1B T iBR”

\w|*>+ BBw+ BBw = c|B

w]>+B'w+Bw=",
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com B' = BB e ¢’ = ¢|B|?. Portanto, w satisfaz a equagdo de uma circunferéncia, ou seja, M 5(7)

€ uma circunferéncia cuja equagdo € dada por
w>+B'w+Bw="¢, (2.14)

com os coeficientes B’ e ¢’ sendo obtidos a partir dos coeficientes B e ¢ da equacio da circunfe-

réncia 7. Logo, Mg(z) transforma circunferéncias em circunferéncias.

Exemplo 2.2.4. Considere a transformagdo Mg : C — C, dada por

Mpg(z) = Bz,

com P = %i e a reta r que passa por 71 = —1 —1i e zp = 2+ 2i. Verifique a imagem dessa

transformagdo no conjunto formado pelos pontos da reta r.

Inicialmente vamos encontrar a equacio da reta r. Chamando B = a + bi, temos:

Ezl +Bz1=C
(a—bi)(—1—i)+ (a+Dbi)(—1+i)=C
—2a+2bi* =C
—2a—-2b=C,
EZQ +B7 =C
(a—Dbi)(2+2i)(a+bi)(2—-2i)=C
4a—4bi* =C
4a+4b=C.
Assim,
—2a—2b=4a+4b
6a = —6b
a=—b.
Tomando a = 1, temos b = —1, B =1 —i e C = 0. Desse modo, a equagao da reta r é dada por

ri (I4i)z+(1—iz=0.

Agora que ji temos a equagdo da reta r, podemos encontrar a equagdo da reta Mg(r).

Para isto, vamos calcular seus coeficientes utilizando as representacdes acima. Assim,

3 3 3

C'=C|B*=o.
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Portanto, a equagdo da reta Mg(r) € dada por

Mp(r) : (%—;)w (%—{-;i)wzo.

Podemos também calcular as imagens dos pontos z; € z» que determinam a reta r.

Chamando de w; e w, as imagens de z; e 2o, respectivamente, temos

3. ~ 3 3.
w1 =Mg(z1) =Bz =Zi(-1-i) =531,
e
3
wp :MB(Zz) :ﬁzl = §l<2+21) = —3+43i.

Observando o grafico (veja a Figura 15) é facil perceber que a reta r € a bissetriz dos quadran-
tes impares e que Mp(r) € a bissetriz dos quadrantes pares. Mas vamos comprovar esse fato

algebricamente. Seja z = a+ bi € r. Logo,

Portanto, z = a-+ai, com a € R. Ou seja, Re(z) —Im(z) =0, que é equivalente a equagdo

x—y=0em R>Note que zj € 2o claramente satisfazem essa condig@o.

Analogamente, seja w = ¢ +di € Mg(r). Logo,

g_i' _|_ §_|_§ ——0
ARV A

3 3, . 3 3, N
(E—Ez)(c—l—d1)+<§+§z)(c—dz)—O
3¢—3di* =0
d=—c.

Entdo, w = ¢ — ci, com ¢ € R. Isto é, Re(z) + Im(z) = 0, que é equivalente a equagdo x+y =0

em R?. Condic¢do evidentemente atendida por wy e w.

. ~ . . . , T
Na pratica, a transformagao Mg (z) rotacionou a reta r (bissetriz dos quadrantes impares) em >

rad (argumento de 3), gerando a reta Mg (r)(bissetriz dos quadrantes pares). Além disso, a razdo

entre os segmentos wiw; € 7123 € igual a E(médulo de B).

Exemplo 2.2.5. Seja 7 a circunferéncia de raio 2 centrada em zoy = 2+ 2i e a transformagdo
Mg : C — C, dada por Mg(z) = Bz, com B = —1 —i. Determine Mg ().
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(9v/2)12

Figura 15 — Exemplo 2.2.4. r e Mg(r) - Bissetrizes dos quadrantes fmpares e pares, respectivamente.

A equacdo da circunferéncia 7 € da forma da Equagdo 2.6. Utilizando as representagdes

da se¢do anterior, temos:

b
Centro=(2,2) < (_g’_i) =(2,2) & a=—-4 e b=-4
Assim, B = —2 — 2i e portanto ¢ = r> — \B!z = —4. Logo, a equacdo da circunferéncia 7 € dada
por
m g4 (=24 20)z+ (—2—2i)z = —4 (2.15)

Analogamente, a equagio da circunferéncia Mg (7) € da forma da Equagdo 2.14. Entdo,
B =BB=(—1—i)(—2—2i) =2+2i+2i+2i* = 4,
d =|Blc=—-4.2=-8.
Portanto, a equagdo da circunferéncia Mg(7) € dada por

Mg(m):  |w|* —diw+4iw = 8. (2.16)
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Os ndmeros complexos z;1 =2, zo = 2i e z3 = 2+ 4i pertencem a circunferéncia 7. Vamos

comprovar esse fato verificando que z1, 72 e z3 satisfazem a Equagdo 2.15.

2> + (=2 +2i)z+ (-2 —2i)z = —4
21?4+ (—2+2i)z) + (-2 - 2i)zT = —4
4—444i—4—4i=—4

—4=_4,

2|2 + (=24 2i)z+ (-2 —2i)7 = —4
|2 + (=24 2i)z2 + (-2 - 207 = —4
4—4i+ 4 +4i+4i* = —4

—4=—4

Y

|2 + (=2 +2i)z+ (-2 - 2i)z= —4

a3l + (=24 2i)zs + (-2 - 207 =4
20— 4—8i+4i+8° —4+8i—4i+87%=—4
—4=—4.

Vamos agora, calcular as imagens wi, wp e ws de z1, 22 € 73, respectivamente.

w1 =Mg(z1) wa = Mg (22) w3 = Mp(z3)

wi = Bz wr = Bz w3 = fz3
wi=(—1-i)2 wy=(—1—i)2i wy = (=1 —i)(2+4i)
wp = —2-—2i, wy =2 —2i, w3 =2 —6i.

Vamos comprovar também que w1, wy e w3 estdo na circunferéncia Mg (1) e por isso satisfazem
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a Equacdo 2.16. Assim

\w|? — 4iw + 4iw = —8

wi|? —4i(—2 —2i) +4i(—2 +2i) = —8
8+8i+8i°—8i+8i°=—8

—8=-8,

\w|* — 4iw 4 4iw = —8

|wa|? — 4i(2 — 2i) +4i(2+2i) = —8
8 — 8i+8i>+8i+8i*>=—8

—8 =8,

\w|* —diw + 4iw = —8

|w3|? — 4i(2 — 6i) +4i(2+ 6i) = —8
40 — 8i+ 241> + 8i +24i* = —8
—8=-8.

A partir de zp, centro da circunferéncia 7, podemos encontrar wo = Mg(z0), que € o centro da

circunferéncia Mg (), isto é

wo = Mg(20)
wo = Bzo

wo = (—1—i)(2+2i)
wo = —2 —2i — 2i — 2

wo = —4i.

Sabemos também que o raio da circunferéncia & € igual a 2 e o raio da circunferéncia
Mg (m) é igual ao comprimento do segmento wow ou do segmento wows. Ambos medem 2V2e
a razdo entre os raios das circunferéncias Mg(7) e 7 é /2. Além disso, a corda 7573 em 7 mede
21/2, enquanto que a corda wows em M 5(7) mede 4. Logo, a razio entre a corda correspondente

na circunferéncia Mg () e uma corda na circunferéncia 77 também € igual ay/2. Isso ajuda a
. N ) . < ST
comprovar que a circunferéncia Mg (7) € gerada a partir de uma rotagdo de e rad(argumento

de B) da circunferéncia 7 e tem seu raio, didmetro e cordasy/2(médulo de B) vezes maiores que

os seus correspondentes em 7 (veja a Figura 16).

2.2.3 Inversao

Considere agora a transformagéo / : C* — C, definida por

I(z)z%, z#0.
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Figura 16 — Exemplo 2.2.5. As circunferéncias 7 e Mg(7) B=—-1—-i= W26

Escrevendo z em sua forma exponencial z = pe"9 podemos reescrever a transformag¢do como

1 L i-e
:pe"":l;e( '=p

1
1(z) = -
Z
Desse modo, se w pertence a imagem de /(z), entdo w é um niimero complexo com médulo igual

ao inverso do médulo de z e argumento oposto ao argumento de z. Diante disso, a transformacao

I(z) pode ser decomposta em duas fungdes, sendo irrelevante a ordem de aplica¢do das duas.

Uma delas € uma multiplicacdo pelo nimero real # Esta transformacgdo pode ser vista
geometricamente como uma inversiao em relac@o ao circulo unitdrio, alterando apenas o médulo
mas ndo o argumento. A outra é a conjugacdo, que faz uma reflexdo em torno do eixo real
mantendo o modulo inalterado e ajustando apenas o argumento (veja a Figura 17). Isso é

facilmente comprovado algebricamente quando escrevemos a transformagao /(z) do seguinte



2.2. Transformagoes elementares no conjunto dos niimeros complexos e a mdgica das Inversoes 57

II I-'a 6 + | Re
| \ \ B |

Figura 17 -z = peie ew= p_le_ie.
modo:
1 1z 1z 1
IZ:—:—::—_——Z
@) z 27 272 |7?

Sem didvida, um dos resultados mais interessantes em relagdo a fungdo /(z) € investigar
sua imagem quando aplicadas em retas e circunferéncias. As transformagdes apresentadas até
aqui, transformam retas em retas e circunferéncias em circunferéncias. No caso da inversao
essa relacdo pode ser alterada, isto €, retas podem ser levadas em retas ou em circunferéncias e

vice-versa. Vamos demonstrar esse resultado a seguir.

Considere a transformacéo /(z) anterior e uma reta r dada pela equagio

r: Bz+Bz=C. (2.17)

Tome w € I(r), isto é, existe z pertencente a reta r de modo que w = I(z). Assim, podemos
escrever
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. ) - 1
Como z pertence a reta r, entdo z satisfaz a Equagdo 2.17. Assim, substituindo z por — nessa
w

equagdo, temos:

Bz+Bz=C
1 1
B—+B(—>:C
w w
B B
—+==C
w w
B w B
Bw Bw_
w w w w
Bw Bw
17" _C
Wiz TP

Bw+ Bw = C|w|*.

Nesse ponto, vamos analisar a natureza da equagao acima em fun¢do do parametro C.

« [CasoC=0]

Nessa condicdo, a reta r passa pela origem 0+ 0i e podemos afirmar que w satisfaz a

equagao
Bw+Bw=0,

com B' = B, isto é, w pertence 2 uma reta que também passa pela origem 04 0i. Conclufmos

entdo que /(z) transforma retas que passam pela origem em retas que passam pela origem.

« [CoC 70

Neste caso, podemos afirmar que a reta r nao passa pela origem. Manipulando a equagdo
anterior temos:
Bw+ Bw = C|w|?

Bw Bw Clw]?

C + C C
B_ B

\w|>+B"w+B"%w =0,

B
! . . A . . .
no qual B” = - ou seja, w pertence a uma circunferéncia que passa pela origem 0+ 0i.
Portanto /(z) transforma retas que ndo passam pela origem em circunferéncias que passam

pela origem.

Agora, considere a circunferéncia 7 cuja equacdo é dada por

m: |Z?+B:+Bz=c. (2.18)
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. . N 1
Se w € I(x), entdo existe z na circunferéncia 7 tal que w = I(z). Podemos escrever z = — ¢
w

substituir na Equacgdo 2.18, ja que z satisfaz essa equacao.

2>+ Bz +Bz=c

1 1
+B—+B| — | =c
w w
1 N Bw N Bw
Wz w2 w

2

‘ w

c

14 Bw + Bw = c|w|?

clw|> = Bw—Bw=1.

Analogamente ao caso da reta, vamos analisar a natureza da equacdo acima em funcdo do

parametro c.

« [Casoc=0]

Neste caso, podemos afirmar que a circunferéncia 7 passa pela origem. Por outro lado, w
satisfaz a equacdo B"”'w + B"'w = 1, com B = —B, que representa uma reta que nio passa
pela origem. Assim, podemos concluir que /(z) transforma circunferéncias que passam

pela origem em retas que ndo passam pela origem.

« [Conoc 0]

Ja nesta situacdo, a circunferéncia 7 ndo passa pela origem e w satisfaz a equacio

c|w|2 — Bw — Bw = 1. Como ¢ # 0, essa equacio pode ser escrita assim:

clw)> ~Bw—Bw=1

. BB 1
W+ —w——w=-—
C C C

‘W‘2 +B//”W+BHHW21
C

Y

B

no qual B = —%,

0go a equacgao representa uma circunferéncia que ndo passa pela

. 1 . . .
origem, uma vez que — # 0. Logo, concluimos que /(z) transforma circunferéncias que
c

ndo passam pela origem em circunferéncias que ndo passam pela origem.
Resumindo, /(z) transforma:

(i) Retas que passam pela origem em retas que passam pela origem.

(ii) Retas que ndo passam pela origem em circunferéncias que passam pela origem.
(iii) Circunferéncias que passam pela origem em retas que ndo passam pela origem.
(iv) Circunferéncias que ndo passam pela origem em circunferéncias que nao

passam pela origem.
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Exemplo 2.2.6. Considere a reta r que passa por z1 = 14 2i e zp = —2 — 4i. Mostre que I(r) é

uma reta e que, assim como r, também passa pela origem.

Usando os resultados obtidos na Secdo 2.1.1, temos que a equagdo da reta r € da forma

Bz+ Bz = C, com B = a+ bi. Fazendo as substitui¢des por z; € zp, encontramos
B=2—i e C=0.
Logo, a equagdo da reta r € dada por
2+i)z+(2—i)z=0. (2.19)
Acabamos de mostrar que nesse caso I(r) também € uma reta cuja equacdo é da forma
B'w+Bw=0,

com B’ = B. Logo, B’ =2 +i e a equacdo da reta I(r) é

(2—i)z+(2+i)z=0. (2.20)

. 1 1.
Exemplo 2.2.7. Considere a reta r que passa por 71 = = e 20 = El e a reta s que passa por
723 = —1 e z4 = i. Represente r, s, I(r) e I(s) no plano complexo e mostre que I(r) e I1(s) se

interceptam em dois complexos distintos.

As retas r e s ndo passam pela origem, logo podemos afirmar que I(r) e I(s) sdo
circunferéncias que passam pela origem. Fazendo os célculos necessarios, encontramos as

equacgdes de r e s em C, dadas por
ro (1—=iz+(1+i)z=1 e st (I4+i)z+(1—-i)z=-2.

A partir das equagdes de r e s, podemos encontrar as equagdes de I(r) e I(s). A equagdo de I(r)

tem a forma

w]*>+B'w+Bw=0,

com B’ = —c Logo, a equagdo de I(r) é dada por
1(r): wP4(=1—iw+(=1+i)w=0. (2.21)

Usando os conceitos desenvolvidos na Sec@o 2.1.2, é possivel mostrar que /(r) intercepta os

eixos real e imagindrio em wy = I(z1) = 2 e wyp = I(z2) = —2i, respectivamente.
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Z4

Wa

Wi

z

Figura 18 — Exemplo 2.2.6. I(z) transforma a reta r na reta I(r). Ambas passam pela origem.

Analogamente, podemos concluir que a equagio de I(s) é dada por

I(s): |w]*+ (%—%i)w%— (%%—%i)W:O. (2.22)

A circunferéncia /() intercepta os eixos real e imagindrio em wz =1(z3) = —1l e wqy =I(z4) = —i.
Vale ressaltar que w3 = z3, ou seja, z3 é um ponto fixo pois /(z) o transforma nele mesmo.
Ja sabemos que I(r) e I(s) se interceptam na origem. Vamos procurar, caso possivel, um

outro complexo no qual elas também se interceptam. Um 6timo candidato é ws = I(zs), sendo zs

o complexo onde r e s se interceptam. Logo, z5 deve satisfazer o sistema:
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Somando as equacdes, temos:

2z+2z=—1
Lz 1
Ttz=—3
Re(e) =
ez)=—7-
Subtraindo as equacdes, temos:
—2iz+2iz =3
2i(—z+z2) =3
3
I =—.
m(z) =
Portanto, z5 = 1—1— J; Logo
aZS_ 4 4l' g 2
1 Zs 2 6,
ws =1(z5) = — = —— = —— — —1.

S6 nos resta confirmar que ws € I(r) N1(s), isto é, ws satisfaz as Equagoes (2.21) e (2.22). Assim

WP+ (—1—iw+(=1+)w=0
ws|*+ (=1 —i)ws+ (=1 +i)ws =0

§+(—l—i) (—%—g'>+(—l+i) (—%Jrgi) =0

8 4 12
s5t57 50
0=0,

Concluimos entdo que as circunferéncias I(r) e I(s) se interceptam em

720 =0+0i e W5 = —— — —1.
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Figura 19 — Exemplo 2.2.7. I(z) transforma retas que n@o passam pela origem em circunferéncias que
passam pela origem

Por fim, cabe observar que as retas r e s s3o perpendiculares e as retas tangentes a I(r) e
I(s) por ws também o sdo. E isso ndo acontece por acaso. Embora ndo tenha sido demonstrado,
I(z) é uma transformacdo que preserva angulos, chamada Transformagio conforme’(veja a
Figura 19) .

Exemplo 2.2.8. Considere a circunferéncia m centrada na origem com raio igual a 2 e a
transformagdo T (z) = z+ 2i. Calcule I(r) e I(T (7).

Em relacdo a circunferéncia 7, temos:
a b
C=(0,0 & ——=,—= | =(0,0).
0.0) (-5-3) =00
Logo, a =b =0, ou seja, B= 0+ 0i. Além disso,

c=r—|B}=2*-0°=4.

3 (CHURCHILL, 2009) Complex Variables and Applications - James Ward Brown and Ruel V. Churchill,
Capitulo 9
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Assim, a equagdo da circunferéncia 7 € escrita da forma
2
TT: lz|]~ =4.

A circunferéncia 7 certamente néo passa pela origem e jd sabemos que /(z) transforma circunfe-
réncias que ndo passam pela origem em circunferéncias que nao passam pela origem. Ou seja,
I(m) também é uma circunferéncia que nao passa pela origem. Usando os resultados obtidos

anteriormente, podemos deduzir que a equagio da circunferéncia /(7) é da forma

1
I(x):  wf=1.

Ja sabemos também que a translacdo T (z) leva circunferéncias em circunferéncias. Entdo,

a equacdo da circunferéncia 7' (7) se escreve na forma

T(m): |z*+Bz+B7=C,
comB =B—-2iecd =c— \21’|2 + B2i + B2i. Assim, temos B’ = —2i e ¢’ = 0. Logo, a equacio
da circunferéncia 7'() é:

T(rm): |z|? + 2iz — 2iz = 0.

Considere agora os complexos z; = 4i e zp = 2+ 2i, ambos em 7 (7). Como T (7) passa pela
origem, a inversdo leva T(7) em uma reta que ndo passa pela origem, ou seja, (7 (7)) é uma
reta que ndo passa pela origem. Para encontrar a equagao dessa reta, vamos calcular w; = I(z;) e

wy =1(22):

1 1
w) = — Wy = —
21 22
w 21 W 2
1= 2= 7 1
21| |22
1 1 1
w1 = 41, Wo = 4 l

A equacdo dareta I(T()) é da forma da Equacdo (2.2). J4 que w; e w; pertencem a essa reta,
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temos:
Bz+Bz=C
Bwi+Bw; =C
(a—bi) (—~i) +(a+bi) (L) =¢
a—bi 41 a-—+ bi 41 =
1 1 1 1
1
——b=C
2 )
Bz+Bz=C
Bwy+Bw; =C
1 1 1 1
(a z)<4 4)+(a+ l)(4—|—4z>
1 1 1 1 1 1 1 1
Za—Zm—zm+qﬁﬂ+za+zm+zm+zm2:c
1 1
Assim,
1 1 1
—a—=-b=—=b = a=0
2
Tomando b = 2, temos
b
B= bi C=——
a—+bi 5
B =2i, C=-1.

Entdo a equagdo da reta /(T (7)) pode ser escrita da forma
—2iz+2iz =—1.

Vamos procurar agora a intersec¢éo das circunferéncias 7 e T(7), isto é, um complexo z que

satisfaca o sistema:

2> =4,
2|2 42iz—2iz =0.
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Sez=x+yi € tNT(x), temos:

I2|? +2iz—2iz=0

4+2iz—-2iz=0
2iz —2iz=—4
2i%7 —2i%7 = —4i
Z—z2=-2i
—2yi = —2i
y=1,
€
2] =4
Xy =4
¥ =3
x=+4/3.

Portanto, z3 = —/3+i e z4 =V/3 + i estdo na intersec¢do de we T'(m).

Vamos mostrar também que wz = I(z3) e wq = I(z4) estdo na interseccdo de I(7) e
I(T(7)). Assim

w3 =1(z3) wa =1(z4)
1 1
w3 = — W4 = —
23 24
W Z3 w Z4
3= 4=
|23/ |24]2
V3 o1 V3 1,
w3 =———— wg = — — —I.
3 4 4> YT g

1 . . . .
Observe que |w3|? = |wa|? = =, ou seja, ws e wy satisfazem a equacio da circunferéncia (7).
q 4 ] quag

Além disso, w3 e wy também satisfazem a equacao de I(T(7)).

—2iz+2i7 = —1

—2iwz +2iwz = —1

S V31, A V31,
—2i <—Z—Zl> +21 <—Z+Zl> =—1

1 1
\/—§i+—i2—\/—§i+—i2 =—1
22 2772
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—2iz+2iz=—1
—2iwg + 2iwg = —1

(V3 1 V3 o1,
_2,<ﬂ)+2(4+1):_1
\F 1 \f
2 2 2

Assim, demonstramos que w3 e waq € I() NI(T(7)).

Como tltima observagio, o Angulo formado pelas retas tangentes a 7 e 7 (1) que passam
por z4 possuem a mesma medida que o angulo formado pela reta tangente a () que passa por
wy com a reta I(T(7)). J4 mencionado no exemplo anterior, isso ocorre porque a inversio é uma
transformacao que preserva angulos (veja a Figura 20).

Uma pergunta natural referente a funcdo inversao € a seguinte: podemos classificar a
imagem da inversdo de hipérboles e elipses? A principio, parece fazer sentido que a fungao
inversdo transforme elipses em elipses ou hipérboles e vice-versa. Entretanto, em geral, isso ndo

acontece.

Considere uma elipse & cuja equacdo € dada por
E:  G(*4+7Z2)+H|z|*>+Bz+Bz=F,

1
ew € I(£). Logo, existe z € £ tal que w = I(z), ou seja, w = —. Assim, podemos substituir z por
Z

1 .
— na equagdo de &, como a seguir.
w

G(z*+7*) +H|z|*+Bz+Bz=F

2 12 1 1
+H|~| +B—+B(~)=F
w w w

2

1 1 1 1 1
G+ ) +H—5+B—+B_=F
w2 w2 lw]
2, =2
we+w 1
G| —— H B B =F
( ol >+ W W* |w|2

G (w2 +W2) + H|w|* + Bw|w|? + Bw|w|* = F|w|*.

Assim, a inversdo transforma a elipse & em uma curva de equagio

1E):  G(W+W) +H|w|* +Bw|w|* + Bw|w|* = F|w|*. (2.23)
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-4 -3

I(T(m))

Figura 20 — Exemplo 2.2.8. (z) transforma circunferéncias em retas ou em circunferéncias.

Embora apresente certa semelhanca na aparéncia com as equacdes que definem uma
elipse ou uma hipérbole, a equagéo encontrada para a curva I(&) possui termos que a diferencia
bastante das equagdes que representam as conicas ja vistas. O mesmo processo pode ser aplicado
para a inversao de uma hipérbole. A sua equagdo terd a mesma forma da Equagdo (2.23), com
uma leve alteragc@o na estrutura dos coeficientes. Vamos explorar casos particulares de elipses e
hipérboles para desvendar melhor o comportamento das novas curvas criadas a partir da inversao

dessas duas cOnicas.

Exemplo 2.2.9. Considere uma elipse & centrada na origem com eixo focal paralelo a um dos
eixos coordenados. Determine 1(z).

Como a elipse estd centrada na origem a equagdo de & se escreve na forma:

G(Z2+7))+H|7* =F, (2.24)

o 2 b2
a a”+ 2b2

e F = a”b”. Entdo, a inversdo transforma a elipse & em uma

no qual G =
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curva cuja equacgdo € dada por
G(wW? +w*) + H|w|> = F|w|*. (2.25)

Com o intuito de compreender melhor essa curva, vamos voltar para R? e utilizar as técnicas ji
conhecidas de Geometria Analitica do plano. Para isso, vamos substituir os coeficientes G, H e

F como acima, e w por u + vi.

GwW? +w*) + H|w|> = F|w|*
b2_ 2 o 2 2
T (e vi) + (vi) )+ =

2 2 2,12
b 4a (2(u2—v2))+¥(u2+v2):a2b2 (u2+v2)2

b*u? — b3 — a?u? + a*v? + b*u? + b + dPu? + a*v? 22
=a

|u+vil|* = a®b?|u+vi*

(u2 + vz) 2

2

2 (B*u? + a*V?

( . ) — 2p? (u2+v2)2
2 2
u Y 2 2 2
;4—?:(14 —|—V)
2 2

u4+2u2v2+v4—%—%:0.

A equagdo acima apresenta termos de quarto grau, por isso vamos fazer uma mudancga de varidvel.

Seja x; = u® e y; = v*. Desse modo, a equagdo pode ser escrita por:

X

B4 2y 4+ — 5= =0 (2.26)
ac b

Assim, queremos encontrar os pontos do plano cujas coordenadas x e y satisfacam as seguintes

condigdes:

u=d=2/x; com x>0,
v==4/y1 com y; >0,
(x1,y1) satisfaz (2.26).

Vamos propor uma mudanca no sistema de coordenadas para outro sistema de modo
que a imagem da cOnica procurada seja facilmente esbogada nesse novo sistema. Inicialmente,

vamos escrever a Equacdo 2.26 na forma matricial:

X'AX +2BX =0.

1 1 1 1 X1
Nesse caso, temos A = :B= [ — —— e X=
11 Y1

O proximo passo € verificar se essa cOnica possui centro transladado, o que acontece se

. ~ . C1
existir solucdo para o sistema AC = —B', com C =
&)
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1
=L 1 1
AC=-B & c1t+e 2?2 & o= & 20> =20 & a=+b.
citer =-—37 2a 2b

Como temos a e b estritamente positivos, devemos ter a = b. Entretanto, se a = b, entdo & é uma
circunferéncia e este caso ja foi detalhado e ndo nos interessa nesse momento. Assim, concluimos
que essa conica ndo possui centro transladado, isto é ndo podemos encontrar um novo sistema de

coordenadas no qual a conica representada em (2.26) esta centrada na origem do sistema.

Nosso préximo passo é propor uma mudanga no sistema de coordenadas S = {O; 7), 7}
para §' = {O,V_f, v_f} de modo que a equag@o da cOnica em relacdo a esse novo sistema de
coordenadas ndo apresente termo misto. Para que isso ocorra, basta tomarmos v_1> e v_2> €como oS
autoversores associados aos autovalores da matriz A. Assim, vamos procurar um vetor nao nulo

U que satisfaca a equagio AW = AU/, ou seja (A — Ald) W =0, isto &,

1-4 1
=0 < (1-A)?-1=0 & A=1+1.
1 1-A

Logo, A =0 e A, = 2 sdo os autovalores da matriz A. Desse modo, u; = (1,—1) é um autovetor

associado a A} = 0 e up = (1, 1) é um autovetor associado a A, = 2.

. T T 2 2 22
Finalmente, basta tomarmos v{ = 4 e 3 = “2 Portanto, v| = i, —£ evs = £,£
Jua1 |u2 2 2 272
: — / — =
Quando mudamos o sistema de coordenadas S = {O; i, j } para §' = {O;v{,vi}, a

equacgdo da cOnica passa a ser escrita na forma:
M (x))?+(0))? +2BRX' =0,

em que R € a matriz de rotagdo, cujas colunas sao formadas pelas coordenadas dos autoversores,

isto €
V2 V2
R—= 2 2
V2 V2
2 2
Logo,
M(¥)* +22(y))* +2BRX' =0
V2 V2
222 - L L 22 | [ ) 2o
! w w )| v vE |y
2 2
2 2_b2 2 2 b2
i+ 2 A
2a%b? 2a2b?

A equag¢do acima representa uma pardbola e no sistema de coordenadas S’ sua imagem
pode ser facilmente desenhada. Nosso interesse se limita apenas aos pontos dessa pardbola
pertencentes ao 1° quadrante, ou seja, os pontos (x1,y;) tais que x; > 0 e y; > 0. Para cada par

ordenado (x1,y) satisfazendo as condi¢des citadas, tomamos os pontos (u,v) tais que:
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{ M:i_’\/x_h
v==4/y1.

Para esbocar o grafico, vamos considerar a = 1 e b = 2. Nesse caso, a equacao da pardbola no

sistema de coordenadas {O, v{, v} }, é da forma

3V2, 52
2(0)* - Tx/l - Ty,l =0.

Tragada essa pardbola, vamos considerar para cada ponto P = (u,v) do 1° quadrante que pertenca

a essa pardbola, os pontos:

Vunv),
(~Vun/v),
(i, =),
Py = (u,—/v).

Desse modo, podemos tracar o grafico da curva procurada a partir dos pontos Py, P>, P3 e Py. A

Py
P,
Ps

Figura 21 mostra o grafico da inversdo da elipse &, cujas equagdes sdo:

3 2,52 5 2
= —lz|°=4
§r @ HT) S =4
3 5
1) 5w +37) + Jfw] = 4fwl"

Exemplo 2.2.10. Esboce o grdfico da hipérbole y, cuja distancia focal é igual a 2v/2, centrada

em zo0 = 0+ 0i e que tem 71 = —1 como um de seus vértices. Em seguida, esboce o grdfico de
I().

Inicialmente, vamos analisar a hipérbole . Essa hipérbole est4 centrada na origem, logo
x0=0eyp=0.Além disso,a=1ec :\/ijé que z; € um vértice, zg € o centro e a distancia
focal é 2\/5. Desse modo, temos:

? =a*+b*
v2)2 =12 +p°
b=1
Assim, a equagdo da hipérbole v é:
1
5( 2_|_22) —1. (2.27)

Ja temos condigdes de esbogar o grafico de y mas antes, vamos analisar /(). Com as informa-

¢des encontradas, podemos concluir que a equagio da curva I(y) é:

1
5(w2+w2) = |w|*. (2.28)
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Figura 21 — Exemplo 2.2.9. Gréfico da curva I(&)

Analogamente ao que foi feito no exemplo anterior, se w = u + vi, temos que a equagdo da curva

I(y) em R? pode ser escrita da forma

1 . :
3 ((u+vi)* + (u—vi)?

| =

ut v 2B w0t = 0.

Nesse ponto, vamos fazer uma mudanca de varidveis para visualizar a quadrica. Assim, tome

x1 = u® e y; =v> e a equaciio passa a ser

X5+ Y3+ 2x1y1 —x1 +y1 =0. (2.29)

Vamos reescrever (2.29) em um novo sistema de coordenadas, caso possivel, no qual nesse novo
sistema ndo teremos os termos lineares e mistos. Vamos entdo escrever a Equagdo 2.29 na forma

matricial:
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X'AX +2BX = 0.

1 1
Nesse caso, temos A = ,B= [ —

1 Y1

O passo seguinte € verificar se essa quadrica possui centro transladado, o que acontece

L ~ . 1
se existir solu¢do para o sistema AC = —B', com C =
%)
1
cite =—3 : ‘- .
AC = —B' 12 & % = —%. Logo, o sistema AC = —B' é impossivel,
cpt+ec =5

ou seja, essa conica ndo possui centro transladado, isto € ndo podemos encontrar um novo sistema

de coordenadas no qual a cOnica representada em (2.29) esta centrada na origem do sistema.

: - =

Agora vamos propor uma mudanga no sistema de coordenadas {0, i , j } para {O,v{,v3},
de modo que a equagdo da conica em relagc@o a esse novo sistema de coordenadas ndo apresente
termo misto. Para que isso ocorra, basta tomarmos v_f e v_z> como os autoversores associados aos

autovalores da matriz A. Assim, vamos procurar um vetor nao nulo u que satisfaca a equacao
AW =AU, ouseja (A—Ald)ud =0, isto é,

1-2 1

=0 < (1-A)P%—-1=0 & A=1+1.
1 1-2

Logo, A =0 e A, = 2 sdo os autovalores da matriz A. Desse modo, u; = (1,—1) é um

autovetor associado a A; = 0 e up = (1, 1) é um autovetor associado a A, = 2.

) — — V2 V2 V2 V2
Finalmente, basta tomarmos v{ = 4. e v = 2 Portanto, v{ = [ —, —— | e v3 = | —, =
Ju1] s 2 2 272
. - 7 - = ~
Quando mudamos o sistema de coordenadas {O, i, j } para {O,v{,v;}, a equagdo da

coOnica passa a ser escrita na forma:
M(xX)?+ ()2 +2BRX' =0,

em que R € a matriz de rotacdo, cujas colunas sdo formadas pelas coordenadas dos autoversores,

isto é

V2 V2
| 27
V2 V2

2

2
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Logo,

M (612 4 Ao (31)? + 2BRX' =0
Vi o3
2042 +2( -

rI—
[\*]
N——
N
o] S
/N
S
~__—
|
(@]

2(1)* ~V2x) =0.

A equagdo acima representa uma pardbola. No sistema de coordenadas { O, v, v_2>} seu grafico
pode ser facilmente desenhado. Nosso interesse se limita apenas aos pontos dessa pardbola
pertencentes ao 1° quadrante, ou seja, os pontos (x1,y1) tais que x; > 0 e y; > 0. Para cada par

ordenado (x1,y) satisfazendo as condi¢des citadas, tomamos os pontos (u,v) tais que:

{u:j:\/x_,
v==5/y1.

Uma vez tragada essa pardabola, vamos considerar para cada ponto P = (u,v) do 1° quadrante

que pertenga a essa pardbola, os pontos:

§
5

(=vuv),
:(f, ).
= Vi, =),

Desse modo, podemos tracar o grafico da curva procurada a partir dos pontos Py, P>, P3 e Py. A

Figura 22 mostra o grafico da inversdo da hipérbole v, cujas equacgdes sao:

1
Y §(Z2+22) = 17
1
I(y) §(w2+W2) = |w[*.

2.3 Aplicacao

Vamos apresentar uma aplicac@o do estudo anterior no seguinte exercicio.
Seja n um inteiro positivo. Prove que 7'*' — 7" — 1 = 0 tem uma raiz satisfazendo |z| =1 se, e

somente se, n+ 2 é divisivel por 6.

Demonstragdo. (=)

Hipétese: "' — 7" — 1 = 0 tem uma raiz com |z| = 1.
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%
7
7
7
7
7
7
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Figura 22 — Exemplo 2.2.10. Gréfico da hipérbole y e da curva I(y)

Tese: n+ 2 ¢é divisivel por 6.

A partir da hipdtese, podemos assumir que existe z; € C, com |z;| = 1 de modo que

-7 —1=0. (2.30)
Logo,
A= =1
d@—-1)=1 (2.31)

Uma vez que |z1| = 1, temos que |Z}| = 1. Assim a Equagdo 2.31 nos garante que
]|z =1 =1,

e podemos concluir que
lz1—1|=1.

Portanto, z; deve satisfazer

|Z1‘:17
|Z1_1| = 17
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Im

-2.5

Figura 23 — As duas solugdes da equagdo (2.30) com a restrigdo |z| = 1.

. i i3 . .
ou seja, 71 = e'3 ouz; =e€'3 (veja a Figura 23).

. 2
Sez; =e'3, entdoz; — 1 = €' 3 . Como z; € solucdo da Equacgdo 2.31, temos
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5 - 4n
Sezi =e¢€'3,entdo 71 — 1 = €'3 . Logo, temos

(5”7;4)”:21“:, keZ
6k — 4
_XTt ez
n s S
n+2—=6 (kg—l) kez

Como 7 € um nimero inteiro e positivo, n+ 2 também € inteiro e positivo. Desse modo, devemos
tomar os valores de k no conjunto {4,9,14,19,...} para que isso ocorra. E assim, temos que
n+2 é um mdltiplo de 6. Portanto, podemos concluir que a Equagéo 2.30 com a restrigdo |z| = 1
apresenta apenas duas possiveis solucdes, z; = ¢’ fep=e 2%, e para que sejam de fato solucdes
temos que n + 2 deve ser divisivel por 6.

(<)

Hipdtese: n+ 2 € divisivel por 6.

n+1 __

Tese: 7 7' —1 =0 tem uma raiz com |z| = 1.

Da hipétese, podemos deduzir que
n+2 = 6k, ke Z.

Assim, a Equacgdo 2.30 pode ser escrita como

SOl 6k=2

SOk1 6k=2 g

Z6k72 (Z_ 1) — 1

1
6k—2
Z R

Queremos encontrar uma solu¢@o z; para essa equagdo com a restricdo |z;| = 1. Observe que
2%%=2| = 1 se |z| = 1. Os niimeros complexos de médulo unitario delimitam uma circunferéncia
de raio unitdrio e centro em 0+ 0i. Desse modo, tanto z quanto z%%~2 pertencem 2 essa cir-
cunferéncia. Como z — 1 é uma translagcdo horizontal, podemos concluir que z — 1 pertence a
circunferéncia de raio unitério e centro em —1 + 0i. Assim, basta aplicar a inversdo dessa circun-
feréncia para identificar a figura geométrica a qual Z% pertence. De acordo com os resultados ja
vistos nesse capitulo, a inversdo de uma circunferéncia que passa em 0+ 0i é uma reta, neste

caso, uma reta paralela ao eixo imaginario passando por —% + 01.

Logo, com a restri¢do |z| = 1, as Unicas possiveis solugdes para a equagao

ok—2 1
< =
z7—1
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Im

1/(z-1)

60°

=25

Figura 24 — z; e z; sdo as dnicas solu¢des com a restri¢do |z| = 1 para a Equagéo 2.30 com n + 2 divisivel
por 6

i
3

- Smo . . . ‘
sdo z1 = €'3 ouzp = e€'3 (veja a Figura 24). S6 nos resta conferir se pelo menos uma dessas € de

fato uma solugdo para a Equacao 2.30. Note que

Zn+1 _Zn _1= 0
6k—1 _ 6k=2 _ 4

Z
6k—2 1
Z = —
z—1
;1\ 6k—2 1
e — =
e's —1
p(km—F)i _ 1
21
e
21 21
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CAPITULO

TRANSFORMACOES DE MOBIUS

3.1 Transformacao de Mobius

As transformagdes de Mobius, também conhecidas como transformacdes lineares fracio-
ndrias, sdo funcdes racionais da forma
az+b
B cz+d’
Vamos analisar a condi¢do ad — bc # 0 em (3.1). Esta condi¢do nos garante que f(z) ndo se trata

de uma transformacao constante e que o dominio de f, denotado por D(f), é ndo vazio. Vejamos

f(z) noqual a,b,c,dcC e ad—bc#0. (3.1)

todos os casos possiveis em que ad — bc = 0.
(i) a=b=0(c#0o0ud #0). Entdo
d
f(z)=0, VzGC—{—Z}.

(i) a=c=0(d #0). Entao

(iv) ¢=d = 0. Entdo
f(z) ndo estd definida. D(f) = 0.

(v) ¢#0ead—bc=0.Entido

_az+b_az+% B aleztd)

C —_—

T z+d  cz+d  cz+d ¢

f(z)
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Essa condigdo também nos garante que f(z) € injetora. Sejam z; e zp € D(f) tais que f(z1) =

f(z2).

f(z1) = f(z2)
az1+b  azn+b
czi+d  czptd
acz1z2 +adzy +beza + bd = acziz +adzy + bezy +bd

(ad —bc)zy = (ad — be)zp

1 =22

Agora, vamos analisar o dominio e a imagem de f(z).

e ¢ =0, entdo

_azt+b a b

f(2) ¥ :3z+3, a#0ed#0.

Neste caso, temos D(f) = Im(f) = C. Assim, temos f(z) sobrejetora.

e ¢ #0, afungdo f(z) fica bem definida se, e somente se, cz+ d # 0. Logo, temos D(f) =
C—{—4}.Se w= f(z), entdo

_az+b

= cz+d

w(cz+d)=az+b
_ b—wd
 we—a’

Dessa forma, para todo w € C tal que we —a # 0, existe z € C tal que w = f(z). Portanto,

Im(f)=C— {%}

A fim de garantir que as transformacdes de Mobius sejam aplicagdes bijetoras, vamos contornar
essas restricdes nesses pontos "criticos"do dominio e da imagem de f(z). Para isto, vamos
considerar a unido do plano complexo com o ponto infinito, denotado por . Essa unido sera
denotada por C:=CU {e0}, chamado plano complexo estendido. Usando a ideia de limite,

podemos estabelecer como f(z) serd definida nesse novo ponto.

e ¢ =0, entdo

a b
f(z)—3z+2.
Logo, z — o0 = f(z) — oo.
e ¢ #0, entdo
bz
I
c—i—“z%

Logo,z — e = f(z) = <.
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De acordo com essas observagdes, vamos definir f(o0) = % se ¢ # 0, e f(o0) = oo caso contrdrio.

Agora que f(z) ja estd bem definida, ainda temos um impasse quando z = —%, ¢ # 0. Nesse
caso, podemos definir f (—%) = oo, Resumindo, vamos definir uma transformacao de Mobius

com ad — bc # 0 como uma aplicagio bijetora f : C > C dada por

oo, se ¢c=0ez=o0o,
oo, se ¢ Oez:—é,
=4 ’ C (32)

5 se ¢c#0ez=-0co,
az+b
cz+d?

se 7# —‘;l,oo.

3.2 Composicao de transformacoes elementares

Para a transformacdo de Mobius definida em (3.2), vamos considerar os dois casos a

seguir:

I. c=0
Nesse caso, temos necessariamente d # 0, uma vez que bc —ad # 0. Entdo podemos
escrever a transformacao f da seguinte forma:

b a b

a
= — 1 C.
f(2) 7+ no qua 27 €

d d
Essa transformacgdo pode ser vista como uma multiplicagdo por um complexo seguida
de uma translacdo. Basta representar f como uma transformacdo composta de outras

b
duas transformagdes g e h, definidas por g(z) = 4 e h(z) =z+ " Consequentemente,

d
f(z) = (hog)(2).

. . a .
Considerando os nimeros complexos z, 7= g(2), 7 e p em suas formas algébrica e
exponencial como a seguir, a transformacgdo f associa a cada numero complexo z a um

novo niimero complexo 7’ = f(z) = (hog)(z) = h(7') da forma:

z=re”, §G=pe, nos quais r,p,x,y,m,n € R,

7 =x+yi, §:m+ni, nos quais 0,0 € [0,27].

7=g(z)= gz = rpel®+a).

Dessa forma, 7’ é obtido a partir de z apés uma homotetia (tem seu médulo multiplicado
por p) e uma rotacdo (tem seu argumento acrescido de a). Em seguida, z’ € levado em z”

por h,
b
" =h() :z’+3 = (x+m)+ (y+n)i,
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y+n |

hiz)

(heg)(z)

a(z)

Figura 25 - f(z) = (hog)(z)

isto é, 7 é obtido a partir de z’ apds uma translagio (m unidades na horizontal e n unidades

na vertical) (veja a Figura 25).

.c#0

. _az+b
Ajustando a expressio ——, temos:
cz+d

az+b az+b ¢ acz+bc+ad—ad a-(cz+d)+bc—ad a bc—ad 1

cz+d  cz+d ¢ c-(cz+d) c-(cz+d) ¢ 2 z+d
Logo,
PR ) , a , bc—ad , 1
z)=da +b - , nosquais ¢ =—,b=——5—ec =——.
f(2) o q ; 2 "

Entdo, nesse caso uma transformacdo de Mobius também pode ser vista como uma
associacdo de transformagdes elementares: translagdo, multiplicagdo por complexo e
inversdo. Considerando os nimeros complexos z, 7', @, b’ e ¢/ em suas formas algébrica e

exponencial como a seguir, vamos encaminhar esse processo em 4 passos:
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z=x+yi,

b/ :pela

7= (x4+m)+(y+n)i=re?,
¢ =m+ni,

d = p+qi,

no qual x,y,m,n,p,q,r,p € R e o,0 € [0,2n].

a) 1° passo: Translacdo
. d
Considere a transformagio g(z) = z+ —. Essa transformag@o leva cada nimero com-
c
plexo z em um outro nimero complexo 7, transladado m unidades na horizontal e n

na vertical.

z=x+yi — Z=x+m)+(+n)i

b) 2° passo: Inversdo
. 1 .
Agora, vamos considerar a transformacao /(z) = —. Essa transformagao é aplicada
Z

z ~ / . -
logo ap6s a transformacdo g(z) levar z em 7’ e associa a cada niimero complexo 7’
~ /! . 2
um outro nimero complexo 7z, que tem o inverso de seu modulo e o oposto de seu

argumento.

. |
Z/ — rel@ Z// — ¢ 19'

c) 3° passo: Multiplicacdo por um niimero complexo
Nesse passo, vamos considerar a transformacdo j(z) =w-z que associa a cada
niimero complexo 7’ da imagem de /(z) a um outro nimero complexo 7/, com
modulo multiplicado por p (médulo de w) e argumento acrescido de o (argumento
de w).

7 = le_ie /"= Bei(—6+a)'
r r

d) 4° passo: Translacdo
Por fim, considere a transformagdo k(z) =z+ ? que leva cada nimero complexo

"

7" da imagem de j(z) em um novo niimero complexo 7"

, transladado p unidades na

horizontal e g unidades na vertical. (veja a Figura 26)
/l

z ! — x/// +y///i N ZI/// — (x/// _|_p) + (yl// +C[)l

Ap0s analisar os casos acima, fica claro que uma transformagao de Mobius pode ser vista

como uma combinacdo de transformacdes elementares ja observadas.
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9(z)

1) = (sfehog)(2)

2m-6+a 9
2m - \

h(z)

pir

Figura 26 — f(z) = (ko johog)(z)

3.3 Existéncia, unicidade e método de determinacao de

uma Transformacao de Mobius

O objetivo desta seccao € mostrar que conhecendo as imagens de trés nimeros complexos
distintos de @, existe uma unica transformagdo de Mobius que associa esses trés complexos
em suas respectivas imagens. Uma vez garantidas a existéncia e a unicidade, vamos também
apresentar um método para determinar essa transformacdo. Inicialmente, vamos definir um

conceito muito importante para a demonstracao dos resultados a seguir.
Definicao 3.3.1. Um complexo zg € C é chamado de ponto fixo da transformacgao de Mobius f
quando f(zo) = 2o

Proposicao 3.3.1. Uma transformacdo de Mobius, exceto a fung@o identidade, possui no maximo

dois pontos fixos em C.

Demonstragcdo. Considere a transformacdo de Mobius f : C — C dada por

_az+b
cz+d’

f(2)
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Para determinar os pontos fixos de f em C, basta encontrar as solu¢des da equagdo f(z) = z.

Vamos analisar as solu¢des dessa equacao nos dois casos a seguir:

1. ¢c=0
Neste caso, pela defini¢do de f em (3.2), temos f(co) = 0. L0go, o0 é um ponto fixo de f.
Se existir um outro ponto fixo de f entdo ele pertence a C, assim

f(z)=z
az+b

d =z

(a—d)z+b=0.

Em C, essa equagdo:

a) admite uma tnica solucdo, z = %, casoa #d.

b) ndo admite solucio, caso a =d e b # 0, isto €, se f é uma translagao.

¢) admite infinitas solucdes, caso a = d e b = 0 se, e somente se, f € a identidade.

2. ¢c#0
Neste caso, oo ndo é ponto fixo de f, ja que, pela defini¢do de f em (3.2), temos f(o0) = 4.

Além disso, f (—%) = o, Logo, se existirem pontos fixos de f, eles necessariamente

pertencem a C. Desse modo,

az+b B
cz+d
az+b=c?+dz

cz?+(d—a)z—b=0.

4

Segundo Teorema Fundamental da Algebra, um polindmio de grau 2 com coeficientes
complexos tem pelo menos uma raiz complexa. Assim, f tem pelo menos um ponto fixo
em C. Por outro lado, um polindmio de grau 2 em um dominio de integridade' tem no
maximo 2 raizes nesse dominio de integridade. Como C é um dominio de integridade, f

tem pelo menos um e no maximo dois pontos fixos. Assim, a proposi¢ao esta demonstrada.

]

Proposicao 3.3.2. Se duas transformacOes de Mobius possuem as mesmas imagens em trés

complexos distintos de C, entdo essas transformacdes sdo iguais.

' (VILLELA, 2012) Polindmios e Equacdes Algébricas - Abramo Hefez e Maria Licia Torres Villela,
Capitulo 4 - Proposicao 4.1
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Demonstracdo. Sejam f e g, duas transformacdes de Mobius tais que

f(z1) = g(z1), f(z2) = g(z2) e f(z3)=g(z3),

com 71, 22 € z3 € C distintos. Assim, para j = 1,2,3, temos

(ftog)(zy) = glz) = 1 (f(z) =2z

Desse modo, z;, z> € z3 sdo pontos fixos da transformagio f~! o g, que também é uma trans-
formacdo de Mobius?. Logo,de acordo com a proposigio anterior, f~! o g é a transformacio

identidade, ou seja, f e g sdo idénticas. 0

Com o resultado acima, podemos afirmar que para z;, z; € z3, distintos e wy, wy € w3
também distintos, se existir uma transformagdo de Mébius f tal que f(z;) = w;, para j =1,2,3,
essa transformagdo € Unica. Além de garantir que tal transformagdo sempre existe, vamos

apresentar um método para determina-la. Adotando w = f(z), a equag@o

(w—wi)(w2a—w3)  (z—2z1)(z2 —23)

(w—w3)wa—wi)  (z—23)(z2—2)’ (3.3)

define, implicitamente, uma transformacao de Mobius f, que mapeia os complexos z1, z2 €
za(distintos) em wy, wy e ws(distintos), respectivamente. Escrevendo a equagdo 3.3 como a

seguir, vamos verificar esse fato.
(w—wi) (w2 —w3)(z—z3)(z2—21) = (W—w3) (w2 —w1)(z—21)(22—23). (3.4)

® =2

(w—wi) (w2 —w3)(z1 —23)(z2 —21) = (W —w3) (w2 —w1)(z1 —21) (22 — 23)

(w—wi)(wy—w3)(z1 —23)(z2—21) =0
(w—wp)=0
w=Wwi.

(w—wi)(w2 —w3)(z2 —23) (22 —21) = (W—w3) (w2 —w1)(z2 — 21)(22 — 23)
(w—wp) (w2 —w3) = (w—ws3)(wz —w1)

w=Wwj.

2 A composi¢io de fungdes de Mobius é também uma fun¢do de Mobius, assim como a inversa de
transformacgdo de Mobius é de Mobius.(VILLELA, 2012) Polindmios e Equacdes Algébricas - Abramo
Hefez e Maria Lucia Torres Villela, Capitulo 2, pagina 73
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® =233

(w—wi) (w2 —w3)(z3 —23)(z2 —21) = (W—w3) (w2 —w1)(z3 —21)(22 — 23)

0=(w—w3)(wa—wi)(z3—21)(z2 —23)
O=w—wj
w = w3

Assim, desenvolvendo a equagdo 3.4, obtemos w em fungdo de z, w = f(z).

Exemplo 3.3.1. Determine a transformagdo de Mobius f tal que f(1) =i, f(i) = —1 e
f=)=1

Adotando a notac¢ao usada na equagdo 3.3, temos:

Z1:17 Z2:i> Z3:_17

W1=i, W2=—1, W3=1.

Agora, basta substituir esses valores na equacao (3.3) e efetuar o produto cruzado para obter w
em funcao de z.

w—i)(=1-1)  (-1iE-(=1))
w=1(=1=0) (z=(=1))(i-1)

w—=i)(=2)e+ (-1 =w-1)(-1=i)(z=1)(i+1)
2wz —A4wi+2w =4zi+2z7+2

(14+2i)z+1
z+(1-2i)
Entdo, a transformacio de Mobius f, dada por
(1 +2i)z+1
f(Z)_ Z+(1—2l) ’

¢ a unica transformacdo de Mobius tal que:

(1420141 242

== “2=2 "
(21 i1
MO =i~ "
Fl—1) = (1+2i)(—-1)+1  —2i _1

—1+(1-2i) =2

O método para determinagdo da transformac¢do de Mobius através da equacdo 3.3 também

pode ser usado se o for um dos pontos do dominio ou da imagem. Suponhamos que z; = oo.
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Como uma fungio linear fraciondria é continua em todo plano complexo estendido’, vamos
reescrever a equacdo (3.3) e calcular o limite quando |z; | tende para o infinito.
(z—2z1)(z2—z23) (= Dala—z) (G~ D@=2)  (5-z)

lim = lim - = — = :
ale =a3)(=a) lalbe @-n) (G -Da albe @-n)(Er-1) @-n)

Na pratica, basta omitirmos os fatores da equacao 3.3 que contenham um ponto do dominio ou

da imagem igual a infinito.

Exemplo 3.3.2. Determine a transformacdo de Mobius f tal que f(0) = —1, f(1) = e
fle) =1

Temos que:

Z]ZO, Z2:17 {3 = 9,

le—l, Wy = oo, W3:1.

Agora, basta resolver a equacdo a seguir, com w em func¢do de z.

(w—w1)  (z—2z1)
(w—w3) (z2—z1)
w—(=1)) _ (z=0)
(w—1) (1-0)
wH+l=zw—z
z+1
W=7

Assim, a transformagdo de Mobius dada por

¢ a unica transformacao de Mobius tal que:

041
=0 1"

3 (CHURCHILL, 2009) Complex Variables and Applications - James Ward Brown and Ruel V. Churchill,
Capitulo 9
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CAPITULO

TRANSFORMACOES E PROJECOES NA
ESFERA

O objetivo deste capitulo é mostrar que dada uma transformacao de Mobius

B az+b

f(Z)_cz+d’ no qual a,b,c,d € C e ad—bc+#D0,
e uma esfera dada por
S={(x,y.2) € R?/(x—x0)*+ (y—y0)* + (z—20)> = R, 20 > 0}, 4.1)

existe uma transformacio M : R — R3 tal que
f(w) = (g2 o Mo 15)(w), (4.2)

no qual 72 e 7 sdo projecOes da superficie de uma esfera em R? no plano e do plano na

superficie de uma esfera em R, respectivamente.

4.1 Projecoes na superficie Esférica e no Plano

1

Inicialmente, vamos identificar cada nimero complexo w'! a um ponto P := P(w) € R3,

de livre escolha, da seguinte maneira:

w=a+bi — P = (a,b,0).

Considere a esfera S em R3, centrada em Cy = (x0,Y0,20) com zg > 0 e raio R > 0, dada
por
S={(x,52) € R*/(x—x0)*+ (y—y0)* + (2 —20)* = R*,20 > 0}. (4.3)

A notac@o mais comum para representar um nimero complexo € a letra z, porém vamos reserva-la
nesse capitulo para a representacio do eixo vertical em R>

1
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Vamos denotar por polo norte de S o ponto N = (xg,y0,z0 + R). Evidentemente, o ponto N
satisfaz a equacdo da esfera S. Considere também a reta r que passa por N e P cuja equagdo
vetorial € dada por

Xer: X=N+AV, ALeR, (4.4)

no qual V= ]WJ Observe que como o ponto N pertence tanto a esfera S quanto a reta r, temos
que a reta r € tangente ou secante em relacdo a esfera S. Podemos afirmar que a reta r ndo é
tangente a esfera S e vamos mostrar isso por absurdo. Suponha que a reta r seja tangente a esfera
S, isto é, N € o tnico ponto de intersecc¢do entre r e S. O vetor W, vetor diretor da reta r, é
perpendicular ao vetor U = C?V . A reta que liga o centro da esfera ao ponto de tangéncia é

perpendicular com a reta tangente.
Como vV L 7, temos
(0, V)
((0,0,R),(a—x0,b—y0,—20 — R))

R(—z0—R)

0
0
0 (R#0)
0

720 = —R.

Como o raio da esfera S é por defini¢ao um nimero real maior que zero, temos que zg < 0, o que
contraria a defini¢do da esfera S. Portanto, a suposi¢ao de que a reta r € tangente a esfera S € um
absurdo. Assim, podemos afirmar que a reta r € secante a esfera S. Entao, além de N, podemos
encontrar um outro ponto, que € Unico, na interseccao da reta r com a esfera S. Denotaremos
esse ponto por projecdo do ponto P na superficie esférica de S, ou 7g(P). Além de exibir as
coordenadas desse ponto, vamos mostrar também que ele é tinico. Jd que o ponto 75 (P) pertence

areta r, ele satisfaz a equagdo paramétrica dessa reta, que € dada por
x=x9+A(a—xp),
r: y:yo—l—l(b—yo)7 A eR. 4.5)
z=z20+R—A(z0+R),
Por outro lado, esse ponto também pertence a esfera S e portanto deve satisfazer a sua equagao.

Entao,

(x=x0)>+(y—y0)* + (z—20)* =R

(A(a—x0))* + (A(b—y0))* + (R~ A(z0+R))* = R?

A%(a—x0)* + A% (b —yo)> +R* — 2ARzp + 2AR?> + A*z5 4+ 2A%Rzo + A*R* = R?
A(A(a—x0)> +A(b—y0)? +Az5+2Az0R +220R + AR* +2R*) =0

—2R(z0+R)

A=0 A= .
o (v —a)2+ (yo—b)2 + (20 + R)2
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Como era de se esperar, encontramos duas solugdes possiveis para o parimetro A, ja que a
reta r é secante a esfera S. Substituindo os valores encontrados para A na identidade (4.5),
encontramos as coordenadas, em R3, dos pontos de intersec¢do de r e S. A solugdo A =0
recupera as coordenadas do ponto N. Logo, a outra solugdo encontrada para A refere-se ao ponto
7is(P). Assim, as coordenadas do ponto 75 (P), em R, sio:

R 2R(ZO+R) (a—x )
T o—a)2+(o-b)2+ o+ R2 T
2R(z0 +R)
= + b— ;
Y=t T o bt kR )
2R +R
7=270+R— (20 +R) (z0+R).

(xo —a)?>+ (yo —b)>+ (20 +R)?

Desse modo, podemos relacionar cada ponto do plano complexo com um ponto da esfera em R,
com excecdo do seu polo norte. Como nenhum ponto do plano complexo pode ser associado
ao polo norte da esfera, vamos estender o dominio da nossa projecao para o plano complexo

estendido, (EAZ = CU{eo}, e associar o ponto o ao polo norte da esfera.

Definicao 4.1.1. Dada a esfera
S={(x,y,2) €R*/(x—x0)*+ (y—y0)* + (2 —20)> = R*,20 > 0}, (4.6)
definimos a transformacio projecdo na superficie esférica de S como

s : C

— S
% — (%0,50,20+R)
at+bi — (x,y,2)
no qual
X =0 G, e (@),
y =yo+ (XO_a)zfggZ_OZ)ﬂ(zﬁR)z (b—y0),
7z =z20+R— 2R(z0+R) (zo+R).

(xo—a)>+(yo—b)*+(z0+R)?

Definida a transformacdo 7g, cabe a pergunta: s € uma transformacgao bijetora?. A
resposta € sim e vamos demonstrar esse fato a seguir. Para isso, vamos tomar o processo inverso,
ou seja, associar cada ponto de uma esfera dada a um nimero do plano complexo. Assim, seja
Q = (x4,¥4,2¢) um ponto na superficie esférica de S, Q # N, e considere a reta s que passa por

N e Q, dada pela equagdo vetorial

Xer: X=N+AV, LeR, (4.7)
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\

Figura 27 — Proje¢@o na superficie esférica.

no qual V= I@

A reta s intercepta o plano R? 2 {(x,y,0)/x,y € R} em apenas um ponto. Caso contrério,
a reta s seria paralela ao plano R?, ou seja, seu vetor diretor seria perpendicular com o vetor
normal, (3_3> = (0,0,1). Logo,

(€5, V) =0
((0,0,1), (xg — %0,y — ¥0,2g — (20 +R))) =0
g — (z0+R)=0

Zg =20 t+R.

Chegamos a uma contradic@o jd que, se Q € S e z; = 20 + R, entdo x, = xp € y, = Yo, OU seja,

0 = N, que de fato é uma contradi¢do. Assim, denotaremos esse inico ponto de intersec¢ao de s
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com o plano R? por projecio do ponto Q da esfera S no plano R?, ou 7tz2(Q). Como esse ponto

pertence a reta s, ele satisfaz a equacdo paramétrica dessa reta, dada por

x = x0+A(xy —x0),
59 y=Yo+A(yg—Yo),
z=20+R+A(zg— (z0+R)).

Por outro lado, como esse ponto também pertence ao plano R?, devemos ter z = 0. Entdo,

20+R+A(zg—(z0+R)
Alzg—(z0+R)
A

)
)=—(20+R)
20 +R

20+R—z4

Substituindo o pardmetro A na equacdo paramétrica da reta s, encontramos as coordenadas da

projecio do ponto Q no plano R?. Escrevemos o ponto 7iz2(Q) = (x,y,z) em R como

e x4(20 +R) — X024

b

20+R—2z4
~ yq(z0+R) —yoz4
20+R—z,

z=0.

Desse modo, temos um relagdo biunivoca entre S — {N} e C. Em relagio ao ponto N, polo norte
da esfera, vamos definir a projecdo desse ponto como sendo o ponto infinito, de modo que a

transformacao da esfera no plano complexo estendido seja bijetora.

Definicdo 4.1.2. Dada a esfera S, definida em (4.6) e um ponto Q = (x4,¥4,2¢), @ €Se Q # N,

definimos a transformacgdo projecdo no plano complexo estendido como

T2 : S — C
N — oo

(Xg:Yqr2q) —>  x+yi

no qual
y = x4(z0+R)—x024
20+R—z4
_ Yq(z0+R)—yoz4
y 0+R—z4

Evidentemente, da maneira como as projecdes foram estabelecidas, a composicado entre
as transformacodes definidas em (4.1.1) e (4.1.2) resulta na identidade, ou seja, essas projecdes

sdo transformacdes inversas. Assim, paraw € C e Q € S, temos

(75 0 M2 ) (Q) = Q (4.8)
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(TR2 0 7s) (W) = w. (4.9)

Em outras palavras, se tomarmos a projecdo na superficie esférica de um certo w € C, obteremos
um ponto na esfera S, digamos Q,,. Se em seguida tomarmos a projecao de Q,, no plano complexo
estendido, obteremos novamente w. Vamos mostrar a validade da identidade 4.9 e de maneira

andloga pode ser verificado a validade da identidade 4.8.

Considere a esfera S definida em (4.6) e seu polo norte N. Para w = a + bi, temos

_ 2R(z0+R)
Yo =20 G Go-b e (4 X0):
2R(z0+R
n'S(W) = Qw = (xq7yqyzq)7 com Yg =)0 + (xo—a)z—Q—(y(()Z—ob)zl-(zo—ﬁ—R)z (b _y0)7
_ 2R(z0+R)
=R G- ey (0 HR):

Logo,

(g2 0 75) (W) = g2 (715 (W)) = 72 (Qw)

_ xq(ZO +R) — X0Zq yq(ZO +R) —yozqi
200+R—z4 20+R—z5

S6 nos resta mostrar agora que as partes real e imagindria de (7R2 o 7g) (w) sdo, respectivamente,

a e b. Fazendo as substituicdes, temos

B x(z0+R) — x0z
20+R—z

2R(z0+R)(a—xp) 2R(z0+R)*
(’“0 . (xo*a)2+?YO*b)2+(Zo+R)2> (20 +R) —xo <ZO +tR- (xo—a>2+<yo°—b>2+<zo+R>2>

Re[ g o 5] (w)

2R(z0+R)?
(20 +R) — (ZO +R— (xo—a)2+(yo(ib)2+(zo+R)2)

2R(zo+R)2(afxo)JrZR(zoJrR)zxo
(xo—a)2+(yo—b)2+(z0+R)? 2R(ZO —i—R)Z(a — X0 +xo)

2R(20+R)? B 2R(z0+ R)?
(xo—a)?>+(yo—b)>+(z0+R)?

:a,
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Im|[ g2 o 75| (w) = Y(z0 +R) —yoz

0+R—z
2R(z0+R)(b—y0) 2R(z0+R)*
(yo + (xofa)2+?yofb)2+((;o+R)2> (20+R) =0 <Z0 +R- (xo—a)2+(y00—b)2+(zo+R)2>

2R(zp+R)?
(20 +R) — (ZO tR- (Xo—a)2+(YO0—b)2+(Zo+R)2>

2R(ZQ+R)2(b—y0)+2R(Zo—|—R)2y0
(x0—a)+(0—b)+ (20 +R)2 2R(z0+R)*(b —yo + y0)

2R(z0+R)? B 2R(z0 + R)?
(xo—a)?+(yo—b)>+(z0+R)?

=b.

Assim, concluimos que 72 e g sdo transformagdes inversas. Uma vez que uma func¢io possui
inversa a direita e i esquerda se, e somente se, é bijetiva®, podemos concluir que essas duas

projecdes sdo bijetoras.

Vamos apresentar exemplos de algumas curvas do plano complexo estendido e suas
projecdes na superficie esférica de S. Nos exemplos abaixo, denominaremos os planos Oxy, Oxz
e Oyz respectivamente, por 01, 0 € 3. Além disso, para facilitar a compreensao e a visualizacgdo,
vamos considerar a esfera S tangenciando, em seu polo sul, o plano complexo estendido na

origem. Desse modo,
S={(x,5,2) € R*/x* +y* + (z—0.5)* = 0.25}.

Nesse caso, se w = ¢ + di, temos

ST
_ _ d
nS(W) - <x7y,Z), com y = W21
. P
T wE e

Exemplo 4.1.1. Retas que passam pela origem em R? sdo projetadas na esfera na forma de
circunferéncias que passam pela origem em R3 e pelo polo norte da esfera, conhecidas como
meridiano.

Uma reta que passa pela origem tem equagdo da forma

Bw+Bw=0, com B=a+bi. (4.10)

2 (LIMA, 2007)Curso de Andlise - Elon Lages Lima, Capitulo 1, pagina 22



96 Capitulo 4. Transformagcées e Projecoes na Esfera

Tome w = ¢ + di pertencente a uma reta desse tipo. Desse modo, temos que
(a—Dbi)(c+di)+ (a+Dbi)(c—di)=0
ac + adi — bci — bdi* + ac — adi + bei — bdi* = 0
2ac+2bd =0
ac+bd =0.

Observe agora o que ocorre com as coordenadas de 7ig(w) = (x,y,z) em R?, isto é

d
ax+by=a S vl T
w2 +1 lw|?+1

b ac+ bd
ax =
YT Rl
ax+by=0.

Esse resultado obtido representa um plano em R?, perpendicular ao plano o e que passa pela
origem de R? e pelo polo norte de S. Assim, 7ig(w) pertence 2 interseccdo desse plano com a
esfera S°. Na Figura 28, podemos observar esse efeito para diferentes retas que passam pela

origem de R2.

Exemplo 4.1.2. Retas que néo passam pela origem em R? sdo projetadas na esfera na forma de
circunferéncias que ndo passam pelo polo sul mas que passam pelo polo norte.

Uma reta que ndo passa pela origem tem equagdo da forma
Bw+Bw=C, com B=a+bieC+#0. 4.11)
Nesse caso, se w = ¢ + di pertence a uma reta desse tipo, temos que

(a—bi)(c+di)+ (a+bi)(c—di)=C
ac + adi — bci — bdi* + ac — adi + bci — bdi* = C

2ac+2bd =C
C

bd = —.

ac+ 5

Assim em relagio as coordenadas de 75(w) = (x,y,z) em R3, podemos observar o seguinte

fhy+ S G NP QR W o
ax —z=a\| ——— —_
YTt W2+ 1 wZ+1) "2 WP+l

C ac—l—bd—l—%|w|2
2

ax+by+ ~z= WEF1
C _ g+
b e 2 2
ax+ y+2z WwRH1

byt S, €
ax — = —.
YTET 5

A intersec¢do de um plano com uma esfera quando ndo vazia gera uma circunferéncia.

3
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Figura 28 — Retas que passam pela origem e suas projecdes na esfera(meridianos).

Analogamente ao que ocorreu no exemplo anterior, 7g(w) pertence a intersec¢do da esfera com
o plano de equagao
chy+ S =€ (4.12)
ax —z=—. .
R
Nesse caso, o plano obtido de equacdo 4.12 ndo serd perpendicular a nenhum dos planos: o, 0

e 03. A Figura 29 mostra esta situacao.

Exemplo 4.1.3. Circunferéncias centradas na origem em R?* sdo projetadas na esfera na forma
de circunferéncias contidas em planos paralelos ao plano ;. Sdo conhecidas como paralelos.

Uma circunferéncia centrada na origem tem equagao da forma
W=k, keR. (4.13)

Se w = ¢+ di pertence a uma circunferéncia dessas e se Ts(w) = (x,v,z) em R3, temos
p S 'Yy

L
CTIWEH1 T k1
© 2 2 2, 2
c d c+d k
P ty? = i _ _

(w2412 (WP~ (WP+1) (et 1)
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Figura 29 — Reta que néo passa pela origem, sua projecao na esfera(circunferéncia) gerada pela intersec¢do
da esfera com o plano de equacdo 4.12

A partir desse resultado, podemos observar que a projec¢ao na esfera é uma circunferéncia

centrada em (0, 0, X ) ) e raio ,{%, resultante da intersec¢do do plano de equacao
_k
Thkrr
e o cilindro de equacdo
k
X4y = —.
(k+1)

A Figura 30 mostra algumas circunferéncias centradas na origem de ¢¢; com diferentes raios e

suas respectivas projecdes na esfera, os paralelos.

Exemplo 4.1.4. Circunferéncia centrada em zo = k + ki, com |k| >Y2 ¢ raio igual a /2k* — 1,
é projetada na esfera S na forma de circunferéncia contida no plano perpendzcular ao plano oy

de equacgdo

1
+y=—. 4.14
Y 2k “.19
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Figura 30 — Circunferéncias centradas na origem de (; projetadas na esfera(Paralelos).

De acordo com os resultados obtidos nos capitulos anteriores, podemos escrever a equagao
dessa circunferéncia da seguinte forma:

W|? + (—k+ ki)w + (—k — ki)w = —1. (4.15)

Tome w = ¢ + di nessa circunferéncia. Assim, temos
WP+ 1= (k—ki)w+ (k+ki)w
= ke + kdi — kci — kdi* + ke — kdi + kci — kdi®

= 2k + 2kd
= 2k(c+d).

Observe que as coordenadas x e y de 75(w) em R3 sio dadas por

— C
ST
d
y

= WPt
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Figura 31 — Circunferéncias centradas em zo = k + ki, |k| > g e raiov/2k% — 1.

Logo, podemos identificar a relaco abaixo entre essas coordenadas em R?,

a b
|w|2—|—1+|w|2+1
_a+tb
w241
o a+b
~ 2k(a+b)

1
=

X+y=

Portanto, se w pertence a circunferéncia de equacédo 4.15, entdo ms(w) pertence ao plano de
equacdo 4.14. Logo, ms(w) pertence a intersec¢do desse plano com a esfera S. A Figura 31

mostra algumas circunferéncias que apresentam essa caracteristica.
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4.2 Movimentos da Esfera

Vamos propor agora algumas transformacdes em R relacionadas com as transformacdes
de Mobius. Nosso objetivo € mostrar que fixadas uma transformacdo de Mdbius f e uma
esfera S definida em (4.1), existe uma transformagdo M : S C R3 = S/ c R3, tal que se w € @
f(w) = (mp2 0 M o ) (w), isto é, inicialmente encontramos a proje¢do de w na superficie esférica
de S e em seguida aplicamos a transformagdo M em S, gerando S/, para finalmente aplicar a

proje¢do da esfera S’ no plano, resultando em w' € C, de modo que w' = f(w).

Vamos analisar inicialmente algumas transformacdes de Mobius elementares, translagdo,
multiplicacdo por complexo e inversdo. Como a esfera S deve ser escolhida de modo que a
sua equacdo tenha a forma da equagdo 4.1, com o objetivo de simplificar os resultados, vamos
considerar a esfera de diametro unitdrio apoiada sobre o plano complexo completado, de modo
que seu polo sul, o tnico ponto de tangéncia, seja a origem de R>. Desse modo, a equagio da

esfera S é dada por
S = {(x,,2) € R3/x* +y*+ (z—0.5)> = 0.25}.

Assim, definida a esfera S, se w = a+bi = pe'® € C— {0} e Q = (x4,74,24) € S, temos

- a b p?
o) = (p2+1’p2+1’p2+1)

Xq Yg .
b = ——+ —1.
RZ(QW) 11—z, 1—z,
1. Translagao.

Fixado a = xo + ypi € C, considere a transformagdo de Mobius Ty, : C — @ definida por

X
=
I

wt+a=(a+xp)+(b+y0)i, para weC, e

Considere também a transformagao My, : R3 — R3, dada por

MT(X(Q) = (xq+x0’yq+y0,ZQ) :

Observe que a transformacdo My, € uma translagdo em R3. Assim, quando aplicamos essa

transformagdo em S, temos uma nova esfera, ', apenas transladada por o, ou seja,
S =My, (S) = {(x,y,2) € R}/(x—x0)* + (y = y0)* + (:— 0.5)* = 0.25}.

Afirmacio: Ty (w) = (p2 o M7, 0 75) (W).

Definidas as transformagdes, vamos calcular (72 o Mz, o 7g) (w). Ja sabemos que

B a b p?
o) = <p2+1’p2+1’p2+1)'
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Figura 32 — Ty (W) = (g2 o Mg 0 ws) (W).

Logo,

a b p°
(Mg, o 75) (w) = Mz, (ms(w)) = <_p2 10 Ty 1) '
Entao,

(TL'R2 o MTa o 77:S) (W) = TiR2 (MTa o 7'L'§) (W)

a p’ b p’
_ p2+1 +X()—X()p2+1 n P2+1 +)’0_)’0p2+1
1— P_2 1— P_2
P2l pA+1
a—i—xopz;-xo—xopz b+yoP2;Lyo—yoP2
P41 pZ+1
=\— + 1
p+1 pr+1

= (a+x0)+ (b+y0)i=Tu(w).
Portanto, concluimos que a afirmagao € de fato verdadeira.
2. Multiplicacdo por Complexo

Fixado B = pge’® € C, considere a transformacio M, B C — C, dada por

Mg(w) = Bw = ppoe’®t®)  para weC
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Considere também a transformacdo em R3, MMﬁ, definida por
My, (Q) = (xgc08 8y — yqsen By, xysen 6y + v, c0s 0,24+ po — 1) .

A transformacdo definida acima é uma rotacio em torno do eixo-z combinada com uma
translacdo vertical. Assim, essa transformacio rotaciona um ponto Q de R® em torno
do eixo-z por um angulo 6 e o translada verticalmente pg — 1 unidades. Entdo, quando

aplicamos essa transformag@o em S, o resultado é uma esfera S’ dada por
S = {(x,3,2) € R}/ + ) + (z— po+0.5)> = 0.25}.

Afirmagéo: Mg(w) = (ﬂRz o My, © ﬂg) (w).

Como 5
a b p
TT =
S(W) <p2+17p2+17p2+1>;
temos que
acos Oy —bsenBy asenby+ bcos 6y 1
(18 75) ) =Wy () = (222 Loenh senhLheosty L)
Entao,
<7IR2 oMy, o ﬂg) (W) = g (MMﬁ 0 ng) (w)
acos 9;2;17156n 6y 0o asen ?;);—erlcos 2)) 0o

- P0_<P0_p2_1+1) ! Po—(Po—pz#H) i

= (acos By — bsen By) po + (asen By + bcos 6y) poi

= po (pcos B cos By — psen B sen By + p cos O sen Byi + p sen O cos Oyi)
= ppo(cos (6 + 6y) +sen (0 + 6p)i)
= ppoe’ %) = Mg (w).

Logo, podemos concluir que a afirmacao é verdadeira.

3. Inversdo

Considere agora a transformacao / : C— @, definida por
I(w)=—, w # 0.

Mantendo a notacdo usada até aqui, a condi¢do w # 0 implica que p # 0 e entdo podemos

escrever a transformagao /(w) do seguinte modo:

1@0:%&“”, p#0 e 6¢€l0,27]

Considere também a transformagdo em R3, My, dada por

M;(Q) = (xq, —yg,1 —zq) )
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Figura 33 — Mg(w) = <7L'R2 oM 0 ng) (w)

Em termos geométricos, essa transformacao € uma rotacdo, com angulo de 7 rad, de um
ponto Q de R3 em torno da reta que passa pelo centro de S, isto é (0,0,0.5), e é paralela ao
eixo-X. Assim, se aplicamos essa transformagio em algum ponto da esfera S, o resultado

também é um ponto da esfera S, ou seja,

M;(S) =S.

Afirmacio: I(w) = (mp2 o Mjo ms) (w).

Para mostrar que a afirmag@o acima é verdadeira, vamos calcular (7R2 0 Mjoms) (w).

Assim, temos que

(Mjoms) (w) =M (m5(w)) = (p2il’p2_+b1’pzl+ 1) '
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Figura 34 — I(W) = (TC]RZ OMI [¢) TES) (W) = %ei(fe).

Portanto,

|

(g2 o Mo mg) (W) = mrga (Mo ms) (w)

a —b
p2+1 ) n ( pZ+1 ) ;
I I
1- p2+1 1- P2+l

p? p?
p2+1 p>+1
1
= —w
p2
L ic-0)
= Ee =1(w)

Logo, podemos concluir que a afirma¢do é mesmo verdadeira.
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4.3 Transformacoes de Mobius e a Esfera

Com os resultados obtidos na se¢@o anterior, dada uma transformagao de Mobius

B aw—+b
ew+d’

f(w) a,b,c,d € C e ad—bc#0, (4.16)

ja que podemos escrever f(w) como uma combinagéo de transformagdes elementares(translagdo,
multiplicacdo por complexo e inversdo), € possivel escolher uma esfera S adequada e uma
transformacio M em R?, também combinagio de transformacdes elementares em R>(translacdo

e rotagdo) de modo que
f(w) = (g2 o Mo ms) (w).

Como a transformagao de Mobius f pode ser escrita na forma

f=faofz0fr0f1, noqual

d bc—ad
At =w S A =1 A= (5

= )w e f4(w):w+§.

basta executar o procedimento seguinte para replicar o comportamento da transformacao f(w)
através de projecdes e movimentos de uma esfera. Para isso, considere a transformagdo de

Mobius definida em (4.16) e considere também que

bc —ad . a
= poe'®, ~ =x+yi.

d .
— =x1+y11, 2
C C

Desse modo, basta executar os seguintes passos:

1° Passo:

Tomar a esfera S de didmetro unitdrio centrada em C = (—xj,—y;,0.5).

2° passo:

Projetar w = a + bi na esfera S atraves da proje¢ao ms(w), obtendo Q,, € S.

3° passo:
Transladar a esfera S pelo vetor u; = (x1,y;,0), obtendo a esfera S’ com 0 mesmo
didmetro de S, centro em C’ = (0,0,0.5) e Q/, o ponto transladado de Q,, € Sem S'.

4° passo:

Rotacionar em 7 rad a esfera S’em torno da reta r, cuja equagdo vetorial é:
Xer: X=(0,0,0.5)+4(1,0,0), A eR,

obtendo Q7.
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5° passo:
Rotacionar em 6 rad a esfera em torno do eixo-z e transladar verticalmente a esfera

pelo vetor v = (0,0,po — 1), obtendo Q).

6° passo:
Transladar a esfera pelo vetor uy = (x,y2,0), obtendo Q.

7° passo:

Aplicar a projecdo mp2 em Q,,)', obtendo f(w).

Exemplo 4.3.1. Considere a transformacdo de Mobius

w20
W)=

Aplique o procedimento descrito acima para encontrar M e em seguida observe como essa

transformag¢do mapeia a reta s que passa por wy =2 e wy = i.

De acordo com o enunciado, temos:

d bc—ad 3n
Tty =T o 2=
C C C

Assim, podemos aplicar o procedimento:

1° passo:
Tome a esfera S de didmetro unitdrio e centrada em C = (1,—1,0.5).

2° passo:
Projete w1 = 2 na esfera S, obtendo Q,,, €S,

4 22
Ow, = ﬂS(Wl) = (g,—§,§> .

3° passo:
Translade a esfera S pelo vetor u; = (—1,1,0), obtendo a esfera S', centrada em
C' =(0,0,0.5) e diametro unitdrio, e 0}, = (3,3.3) €S'.

4° passo:
Rotacione em 7 rad a esfera S’ em torno da reta r, que passa por C’ e € paralela ao

eixo real, obtendo a esfera §" e O, = (%, —%, %) es”.

5° passo:
Rotacione em % rad a esfera S” em torno do eixo-z e, em seguida, translade

verticalmente pelo vetor v = <0,0,\/§ - 1>, obtendo a esfera S’ e o ponto dessa

esfera Q) = (0,\/;,\/5— %)
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).

25 &

21.

Figura 35 — Passos 1, 2 e 3.

Figura 36 — Passo 4.
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R
. ST — 4

Figura 38 — Passos 6 e 7.
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Figura 39 — Exemplo 4.3.1. Movimentos de rotagdo e translagdo da esfera S combinados com as projecdes
Trs e T2 produzem o mesmo efeito que a transformagéo f(w).

6° passo: Translade a esfera S"” pelo vetor uy = (0, 1,0), obtendo a esfera S"”” e o

ponto Q" = <0,\§ +132— %)

7° passo: Aplique a projecio g2 em Q) obtendo f(w) = mR2(Qy)) = 2i.

A Figura 39 mostra a aplicagdo do procedimento e a reta s sendo transformada em uma circunfe-

réncia por f(w). Evidentemente, w; € s e f(w) € f(s), que é uma circunferéncia.

Observe que no procedimento descrito acima a esfera S é escolhida de acordo com a
transformacgdo de Mobius dada, ou seja, S depende de f(w). Podemos entéo levantar o seguinte
questionamento: dadas uma transformagao de Mobius f(w) e uma esfera S quaisquer, existe
uma transformagio M em R3,combinacio de movimentos elementares (rotacio e translacdo), de

modo que
f(w) = (mgz oMo ms) (w)?
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A resposta para essa pergunta é sim e vamos agora apresentar um método em que a esfera S é
totalmente independente da transformagdo de Mobius f(w). O processo pode ser aplicado para
qualquer esfera em R3, entretanto vamos nos restringir a esferas tangentes ao plano complexo
estendido em seu polo sul, com didmetro unitério. Para isso, considere a transformagdo f(w) e a

esfera S como a seguir:

B aw—+b

f(W)—m,

no qual a,b,c,d e C, ad—bc+#0,

S={(xy2) €R/(x—x0)*+ (y—y0)* + (z—0.5)* = 0.25}.

Ja sabemos, pelos resultados obtidos no capitulo anterior, que uma transformacao de Mdobius esta
bem definida se conhecemos trés pontos distintos do plano complexo estendido e suas respectivas
imagens. Dessa forma, vamos tomar wy, wp € w3 pertencentes ao plano complexo estendido de

tal forma que:
f(wy) = oo, fw) =0 e f(wsz)=1.

Como f(w) é uma fungido bijetora, certamente wy, wp e wz existem. Uma vez encontrados os 3

pontos podemos seguir o procedimento:

1. Projete wy, wp e w3 na esfera S atraves da projecdo zs(w), obtendo:
Qr=ms(w1),  Qa=ms(wz2) e Q3=ms(w3).

2. Considere o plano o definido pelos pontos Q, N = (xg,y0, 1) e C = (x0,0,0.5). Considere
também a reta r passando por C, perpendicular ao plano o e o angulo § = Q/ICTV . Rotacione
em f3 rad a esfera S em torno da reta r, no sentido de Q; para N. Com isso, Q) passa a ser

o novo polo norte da esfera S’, obtida através da rotacio da esfera S.

3. Projete Q) no plano complexo estendido atraves da proje¢do 7rR2(Q), obtendo um niimero
complexo da forma a + bi, com a,b € R. Translade a esfera S’ pelo vetor V= (—a,—b,0).
Até aqui ja conseguimos dois resultados importantes. A esfera S”, obtida através de rotagdo
e translagdo da esfera S, tem Q] como polo norte e mR2(Q5) = 0. Antes de apresentar
0 proximo passo, vamos considerar os resultados j4 realizados e os objetivos ainda nao
alcancados. Para nao estragar os resultados ja obtidos, vamos propor no passo seguinte
uma transla¢do da esfera S” por um vetor u, paralelo ao vetor OQ7, no qual O é a origem
em R3. Desse modo, apés a translagio, Q" obtido atraves de Q”, ser o polo norte da
esfera 8" e mp2(Q5') = 0. Assim, considerando Qf = (x1,y1,21) e Q% = (x3,¥3,23), vamos
tomar um ponto P = (x,,yp,z,) pertencente a reta que passa por O e por 0 de modo que
ap6s a translagdo da esfera S” pelo vetor uj = Q)/P, tenhamos g2 (Q4') = wy, no qual

lwa| = 1. Logo, P pertence a reta ri, cuja equagdo é

i PPN
P=07+A—(0Q)). 4.17)
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A reta rp que passa por P = Q' e por Q%' é paralela a reta que passa por QY e por 0%, logo

se X = (x,y,z) pertence a rp sua equacdo é

X =P+50/00. (4.18)

Se X pertence ao plano complexo estendido, devemos ter z = 0, ou seja 6 = li”z3. Assim,

as coordenadas x e y sdo:

ip
1—2z3

Zp
1—2z3

Uma vez que P satisfaz a equacdo (4.17), suas coordenadas podem ser escritas do seguinte

modo:

xp, =x1(1=2); yp=y1(1=2); p=1-21.

Portanto, as coordenadas de X sio:

imn(- T ) 5 x= o BTRS
1—Z3 1_Z3
12 ~

y=y(l=A)+1——(=y) = y=(1-)22

z=0.

Nosso objetivo € tery/x2 +y% = 1, ou seja X2+ y2 = 1. Assim, fazendo as substituicdes,

temos que:

x2_|_y2:1

2 2
<(1_l)x3__xlz3) _l_((l_k))@__)’l@) :1

1 23 1 23

2 2
. 2 X3 — X113 Y3 —Y133 _
=4 << I -2z ) +< 1 -2z )) :

+ ! —(1-2).

X3—X123 2 Y3—Y123 2
() + ()

—
Desse modo, vamos transladar a esfera S” pelo vetor = Q{P, no qual as coordenadas

de P sao:

1
X3—X123 2+ Y3—)123 2
1-z3 I—z3

Assim, a esfera S””, obtida atraves da translacio da esfera S” pelo vetor W, tem Q' como

polo norte, TR2(Q5') =0 e T2 (QF') = wa, com |wy| = 1.

xp = x1k, yp = yik, p =k, com k=
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4. Considere Qf = (x1,y1,21), Q% = (x3,¥3,23) € P = (xp,¥p,2p), cujas as coordenadas sdo

dadas por:
1

X3—X123 2 Y3—)123 2.
() + ()

xp = x1k, yp =ik, zp =k, com k=

TR
Translade a esfera S” pelo vetor @ = Q"/P.

5. Considere o angulo y formado pelo eixo real positivo do plano estendido e o médulo de
wj3. Rotacione em 7y rad a esfera S” em torno do eixo-z, no sentido de wj para o eixo real
positivo. Agora, alcangamos todos os resultados pretendidos. Temos Q" como polo norte
da esfera ", mp2 (Q)") =0 e mR2 (Q5") = 1.

Exemplo 4.3.2. Considere a transformacdo de Mobius dada por

(1=3i)w+6+2i
B—iw—6+2i’

flw) =

e a esfera S de didmetro unitdrio e centro em C = (3,—4,0.5) e aplique o procedimento descrito
acima.

Inicialmente, vamos observar o seguinte: A equagdo da esfera S € dada por:
S={(x,32) €R}/(x=3)>+(y+4)> +(z—0.5)*> = 0.25}, (4.19)

e os pontos estratégicos para a aplicacao do procedimento descrito sao tais que:

fw) =0 = w=— = w =2
c
—b

fw)=0 = wy=— = wy=-2i
a
d—>b

f(W3) =1 = w3= = w3 =23-3i.
a—c

Uma vez que temos wy, wp e w3 conhecidos e a esfera S definida, basta seguir o procedimento

descrito acima do primeiro ao quinto passo.

Confira no link abaixo o video com a animac¢ao do procedimento descrito passo a passo.

Link para o video.


https://www.youtube.com/user/AulaPraVoce/videos
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CAPITULO

APLICACAO DIDATICA

O objetivo principal desse capitulo € apresentar algumas atividades que possam ser
desenvolvidas com alunos de Ensino Médio sobre nimeros complexos. Tais atividades serao
desenvolvidas a partir do software Geogebra, versdo 6.0.414.0 que foi escolhido por ser gratuito e
ja utilizado por boa parte dos professores de Matemadtica. As atividades abordam principalmente
0s conceitos sobre nimeros complexos e as transformacdes no plano complexo mas também se

apoiam em contetidos cldssicos da Geometria como: retas e conicas.

5.1 Metodologia

As atividades foram elaboradas de modo que o uso do software Geogebra ajude na
visualizacdo e melhor compreensao dos efeitos provocados por algumas transformagdes no
plano complexo, como inversdes. Diante disso, é recomendavel que cada aluno tenha acesso
ao software e participe ativamente da constru¢ao seguindo as instrugdes passo a passo. No
decorrer das atividades, os alunos devem ter autonomia e incentivo para alterarem livremente
os parametros, criando seus proprios exemplos de aplicacdes das transformacdes trabalhadas.
A partir de seus exemplos o aluno tem a possibilidade de verificar ou confirmar propriedades

caracteristicas de cada transformacao.

5.2 Ideia Geral

As transformacdes no plano complexo definidas no Capitulo 2, a saber translagdo,
multiplicacdo por complexo e inversdo serdo aplicadas em algumas curvas. Assim, cada ponto
pertencente a essa curva serd transformado em outro ponto do plano complexo. A unido de todos
0s pontos obtidos a partir da transformacao dos pontos dessa curva serd chamada de imagem
da curva. A visualiza¢do de uma curva e de sua imagem facilitam a compreensao dos efeitos

causados por cada transformacdo. Desde casos mais simples como a translagdo de uma reta,
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€2 GeoGebra Classic — [m] X
. ? e ) bl N e =
R A~ 1 P @O & N 22D Q =
Arquivo
5 Editar
Disposicoes
y Exibir
A/ @Janela de Algebra
2
x= (Janela CAS
@ @Janela de Visualizacéo
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6
@& (OJanela de Visualizagéo 2
-2 & UJanela de Visualizacao 3D

® i1 OPlanilha

a Calculadora de
Probabilidades

Protocolo de Construcao

# Campo de Entrada

Barra de Navegacao -

e « A

Figura 40 — Em Exibir, selecione Janela de Algebra, Janela de Visualizacdo e Campo de Entrada.

até os mais complexos como a inversao de uma hipérbole podem ser facilmente percebidos e
compreendidos com o auxilio da visualizagdo grifica do software. Vale ressaltar que o estudo de
Transformagdes de C em C ndo € permitida via grafico, uma vez que o conjunto pertence a um

ambiente em R?.

5.3 Desenvolvimento

A versdo utilizada do software € a 6.0.400.0-offline e pode ser baixada gratuitamente
pelo link www.geogebra.org/download. Apos abrir o GeoGebra, clicar na aba do menu no canto
superior direito da tela e escolher a opcdo Exibir. Em seguida, selecionar apenas os itens: Janela
de Algebra, Janela de Visualizacdo e Campo de Entrada (ver Figura 40). Embora os roteiros
sejam praticamente iguais para as trés transformacoes, vamos apresenta-los separadamente e
como um guia a ser seguido. Ressaltamos uma vez que os usudrios devem ser incentivados a
interagir e escolher as curvas a serem transformadas e também os parametros que preferirem na

translagcdo e na multiplicacdo por complexo.

5.3.1 Translacao

Vamos aplicar a transformacao Translagdo, definida no Capitulo 2 como a seguir:

Fixado o € C, considere a transformacio 7y, : C — C, dada por


https://www.geogebra.org/download
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Ta(Z) :Z‘l’a.

Inicialmente, vamos implementar os nimeros complexos O = 0+ 0i e & = a + bi, no qual
a,b e C( ). Podemos fazer isso digitando diretamente no campo de entrada os
comandos "O =0+40i" e "o = a+ bi". Na implementa¢do de &, o programa automaticamente
vai sugerir a criacdo de "controles deslizantes para a,b". Com isso, podemos escolher o intervalo
de valores que a e b podem assumir e fazer animagdes, identificando a influéncia de cada um
desses parametros .| Em seguida vamos criar um vetor que representa a translacdo, clicando na
terceira ferramenta da esquerda para a direita e procurando a op¢ao Vetor. Apos selecionar essa

ferramenta, clique primeiramente em O e em seguida em o(ver Figura 41).

€2 GeoGebra Classic — O X
v AL >0 4L N2 Q =
@ o-=-o0+o0 P L 4
a=2 E
7 4
5 ®- 5 ® .(1
b=3 : I
O 5 ® 5 @
0
: 4
a+bi ' -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
C‘ 4
— 2430 »
u= Vetor{O.u)
-4 :),
2
- ()
-6
-8

Figura 41 — O vetor de translac@o u, com |u| = |a| e orientado de O para a.

O préximo passo € implementar a curva a ser transladada, por exemplo uma circunferén-
cia de centro C; = (—3,2) e raio unitdrio. Isso pode ser feito de varias maneiras, como por exem-
plo, implementar primeiro o centro, digitando no campo de entrada o comando "C; = (—3,2)"
e depois a circunferéncia, selecionando a ferramenta "Circulo dados Centro e Raio". Apds a
exibicdo da circunferéncia, vamos criar um ndmero complexo qualquer que pertenca a essa
circunferéncia, selecionando a ferramenta "Ponto" e clicando em cima dessa curva. Em seguida,
vamos mudar a representacao do ponto criado de "coordenadas cartesianas" para "nimero com-
plexo", clicando no ponto e abrindo a op¢do "Configuragdes", selecionando a op¢do desejada na

aba "Algebra". Vamos também renomear o ponto criado para "z;" de modo a facilitar a notagio.

' Nio esquecer de colocar um espago entre b e i na implementagio de @, caso contrdrio o Geogebra
entende bi como um controle deslizante a ser criado e o nimero ¢ ndo serd um nimero complexo.
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Agora podemos implementar o nimero complexo wy, imagem de z;, isto é, w; = Ty(z1 ). Para
isto, vamos digitar no campo de entrada o comando "w; = &t 4-z1", selecionar a op¢do "Exibir
rastro" em configuragdes de wi, mudar o tamanho do ponto para 2 na aba "Estilo" e mudar
a cor de visualizacdo para vermelho. Desse modo, ao selecionarmos a opcdo "animacao" em
71, podemos observar o efeito da transformagdo Ty (z) a partir do rastro deixado por w;. Para
confirmar que essa transformacdo se trata realmente de uma translacdo, podemos utilizar a
ferramenta do software "Transla¢do por um vetor", selecionar a circunferéncia e o vetor 0—(>x, e
verificar que a curva obtida € exatamente igual a curva formada pelo rastro de wy (ver Figura 42).
Ativando a opc¢do "animag¢do"para os parametros a e b, podemos observar com maior clareza os
efeitos produzidos por cada um deles. O parametro a, que corresponde a parte real do nimero
complexo a, é responsavel pela translacdo horizontal de Ty (z), enquanto que o parimetro b,

correspondente a parte imagindria de o, regula a translacao vertical dessa transformacao.

{2 GeoGebra Classic - a *
" 4IBR t e ge) » -~ = —
["'S' -A ',,' -l P (&) k'_/‘ (_' .y LE '%’ C)‘ f—

u = veror (U, aj .
v &
)
- (3 5
Q ¢=(32
4
c: Circulo(Cy, 1)
[ e
— (x+ 302+ (y-2
o z; = Ponto(c) :
— -3.89 + 1.551 @
. % N
® Wy =a+2 . -8 -6 -4 -2 0 2 1 6 .
— -1.89 + 4.551
0 c': Transladar (c.u): I
— (x+ 1)+ (y-5
»

Figura 42 — A curva formada pelo rastro de w; é exatamente uma circunferéncia obtida a partir da
translacdo da circunferéncia c.

5.3.2 Multiplicacao por complexo

Considere a transformagio Mg : C — C, definida por
Mﬁ(Z)ZﬁZ, B eC.

Vamos comegar implementando os nimeros complexos O = 0+ 0i e B = a + bi, criando os

controles deslizantes a e b. Em seguida vamos calcular o médulo e o argumento de 8, usando
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os seguintes comandos no campo de entrada, "p = abs(f)" e "0 = arg(p)". O préximo passo
¢ implementar uma curva, por exemplo, uma elipse cujos focos sdo F; = (4,4), F, = (4,2) e
um dos extremos é V = (4,1). Apés implementar esses pontos, utilizar a ferramenta "Elipse",
selecionando primeiramente os focos Fj e F; para depois incluir o vértice V. Agora vamos criar
um nimero complexo que pertenca a essa elipse, selecionando a ferramenta "Ponto" e clicando
sobre a curva. Esse ponto deve ser renomeado para z; e sua representacao deve ser alterada
de "coordenadas cartesianas" para "nimero complexo". Assim, podemos criar wy, imagem de

'

72, com o comando "wy = Bz2" no campo de entrada. Ativar a op¢do "Exibir rastro” para
w>, mudar o tamanho do ponto para 2 na aba "Estilo" em Configuracdes e escolher uma cor
com maior destaque para realcar melhor os efeitos provocados por essa transformacdo. Em
seguida, iniciar a animacao de z; e observar o desenho formado pelo rastro de w, (ver Figura

43). Para confirmar as propriedades dessa transformacao ja destacadas no Capitulo 2, aplique

{2 GeoGebra Classic — ] X

(o / -(;_‘, . : ‘%’ Q E
6= arg () @
— 63.43°

F,=1(44)
F, = (4, 2)

O
o
Q@ v-@1
@

e: Elipse (Fy,F2,V) ° 6
— 4x? + 3y?-32x- 18

H & (v
H v

0 z = Ponto (e) B
2{ @
— 572 + 3.261 @

r
=
o
@
=
]

wy =312 : Sz 0 -8 -6 -4 -2 0

— -0.81 + 14.71 -2

Figura 43 — A curva delimitada pelo rastro de w; revela os efeitos provocados pela transformacao Multi-
plicacdo por complexo.

a transformagao nos focos Fj e F, e também no vértice V, com os comandos "M; = B F}",
"My =BF" ¢e"M = BV" no campo de entrada. Construa uma elipse com focos M|, M, e um
dos vértices M e verifique que o rastro deixado por w; quando z; percorre a elipse original é
exatamente essa elipse transformada. Em seguida, utilize a ferramenta "Distancia, Comprimento
ou Perimetro" para calcular as distancias entre M, e M e F> e V. Verifique que a razdo entre
essas distancias é igual a p, médulo de . Utilize a ferramenta "Area" para calcular a drea da

elipse transformada e da elipse original. Verifique que a razdo entre essas dreas é igual a p2.
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Além disso, implemente os vetores u = FiFp e v = ATM; utilizando a ferramenta "Vetor" e
calcule o Angulo entre esses dois vetores com o auxilio da ferramenta "Angulo" . Verifique que
o Angulo entre esses vetores € igual a 6, argumento de 3. Desse modo, podemos verificar que
a transformag@o Mg realmente produziu uma ampliagdo/redugéo da elipse original com fator
de ampliagdo/reducdo igual a p, médulo de B e também uma rotagdo em torno da origem com

angulo de rotagdo igual a 6, argumento de 3 (ver Figura 44). Podemos verificar isso utilizando as

{2 GeoGebra Classic — 0 x
A . — 2\ LI - —_—
F~ ° A ,_:"' ., ~ "‘ {f/“ £ .. 8z '%’ Q —
= 1u.00
oY A&

® Textoe = "Area de " + (Nome(ej
"= 4d

Area de e' = 54.41

distidnciaM2M = Distancia (M, M)

distdnciaF2V = Disténcia (F», V)

b

Figura 44 — A multiplicacdo por complexo provoca uma amplia¢do ou reducio e também uma rotacao da
curva.

ferramentas "Homotetia" e "Rotagdo em torno de um ponto" em qualquer ordem. Por exemplo,
utilize a ferramenta "Homotetia" na elipse original, clique em seguida em O e escolha p para o
fator. O passo seguinte € utilizar a ferramenta "Rota¢do em torno de um ponto" na elipse criada

no passo anterior, clicar em O e escolher 6 para o angulo. (ver Figura 45).

5.3.3 Inversao

Considere a transformagao / : C+—— C dada por

Inicialmente, implemente a hipérbole cujos focos sdo F| = (—/2,0) e F> = (/2,0) e um dos
extremos é V = (a,0), a partir da ferramenta "Hipérbole" selecionando primeiramente os
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<
R~ D@ O &L N =2
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Figura 45 — A multiplicagdo por complexo vista como uma composi¢do de Homotetia com Rotag3o.

focos e depois o vértice. Crie o controle deslizante a, variando de 0 a 1 e em seguida crie
um ndmero complexo que pertenca a essa hipérbole, selecionando a ferramenta "Ponto" e
clicando sobre a curva. Esse ponto deve ser renomeado para z3 € sua representacao deve ser
alterada de "coordenadas cartesianas" para "nimero complexo". Desse modo, podemos criar
w3, imagem de z3, com o comando "w3 = %". Ativar a opc¢ao "Exibir rastro" para w3, mudar
o tamanho do ponto para 2 na aba "Estilo" em Configuracdes e escolher uma cor com maior
destaque para realcar melhor os efeitos provocados por essa transformacdo. Em seguida, iniciar a
animacao de z3 e observar o desenho formado pelo rastro de w3 (ver Figura 46). Variando o valor
de a podemos verificar melhor o formato da curva produzida pela inversdao de uma hipérbole
"centrada" na origem(ver Figura 47). Outros exemplos também devem ser abordados. A inversao
de circunferéncias e retas podem produzir outras circunferéncias ou retas e devem ser livremente
exploradas pelos alunos até que consigam perceber, a partir da observacdo de vérios exemplos,
que tipo de circunferéncia a inversdo transforma em outra circunferéncia e aquelas que sao
transformadas em retas. Desse modo, devem ser estimulados a implementarem diferentes retas

ou circunferéncias e em seguida, aplicarem o procedimento descrito acima.

E extremamente importante que os alunos tenham autonomia para variar livremente os

parametros de modo a verificar na prética os efeitos produzidos por essas transformacdes.



122 Capitulo 5. Aplicagdo Diddtica
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Figura 46 — O rastro deixado por w3 delimita uma cuva fechada correspondente a inversdo de uma
hipérbole.
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Figura 47 — A inversdo de diferentes hipérboles, criadas a partir da variagdo do parimetro a.
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