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RESUMO

A sociedade atualmente anseia por um ensino que se aplica ao cotidiano,
pois, ao se aprender apenas a resolver operagdes, nao se aprende com significado.
Quando o aluno constréi o conhecimento, consegue transferir o que sabe, portanto,
aprende. Diante disso, este trabalho é apresentado de uma forma diferenciada com
abordagem do contetudo “hipérbole em conicas”, de forma a conciliar o equilibrio
entre o concreto e o abstrato, para atingir a construcdo do conceito no processo
ensino-aprendizagem. O trabalho teve por objetivo contribuir com o desenvolvimento
de aulas mais praticas para despertar o interesse dos alunos. Foi desenvolvido com
um contexto historico e aplicacdes, parte tedrica com exemplos baseados em
analise de documentos. Foi feita uma investigacdo em livros didaticos, duas
atividades para aplicar em sala de aula, uma delas com o software Geogebra como

um instrumento da tecnologia auxiliando o docente e um anexo com exercicios.

Palavras-chave: Histéria da Matematica. Aplicacdes. Hipérbole.

Contextualizacdo. Atividades Diferenciadas.



ABSTRACT

Society is currently longing for a teaching that is applied in everyday life, because
learning to solve operations only means that one does not learn with meaning. When
the student builds knowledge, he can transfer what he knows, so he learns. Thus, the
work is presented in a differentiated way with the approach of the hyperbola content
in conics, to reconcile the balance between the concrete and the abstract, to reach
the construction of the concept in the teaching-learning process. The aim of the work
is to contribute to the development of more practical classes to arouse students'
interest. It is developed with a historical context and applications, theoretical part with
examples, based on analysis of documents was done a research in textbooks, two
activities to apply in the classroom and one of them owns the Geogebra software as

an instrument of technology assisting the teacher and an attachment with exercises.

Keywords: History of Mathematics. Applications. Hyperbole. Contextualization.
Differentiated Activities.
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INTRODUCAO

O estudo de conceitos de Geometria Analitica pelo PROFMAT mostrou um
tema interessante que € abordado no Ensino Meédio, porém com pouca
profundidade: As coOnicas. O professor dispde de pouco tempo em sala de aula, com
um curriculo extenso a seguir e muitas vezes os conteldos acabam nao sendo
abordados.

Infelizmente os alunos acabam sendo prejudicados, pois o conteudo sobre
cOnicas € requisitado no Enem, vestibulares e concursos.

A geometria analitica permite uma articulacdo entre a geometria e a algebra e
foi introduzida por Descartes no século XVII, a partir da criacdo de um sistema de
coordenadas que identifica um ponto P do plano com um par de nameros reais (X,
y). Em sala de aula, o professor deve explorar essa articulagdo através do
entendimento de figuras geométricas, via equacdes, bem como do entendimento de
equacodes, através de figuras geométricas.

No Banco de dissertacbes do PROFMAT, existe uma diversidade de trabalhos
que exploram os conceitos de geometria analitica e, em particular, das conicas:
alguns puramente teoricos; muitos trabalhos que utilizam softwares para ensino de
cbnicas, como € o caso do GeoGebra; alguns trabalhos dedicados exclusivamente
ao ensino do conteldo, explorando propriedades e aplicacoes.

Silva (2013) apresentou uma abordagem diferenciada para o estudo de
cbnicas no Ensino Médio, devido a grande quantidade de aplicacdes importantes
das propriedades das cbnicas no cotidiano e mais especificamente as propriedades
da hipérbole.

Santos (2014) apresentou um trabalho que visa despertar o interesse do
aluno, iniciando com uma contextualizacdo para depois fazer o tratamento algébrico
dos conceitos. Utilizou o software GeoGebra, incluindo a apresentacao e explicagao
de suas funcbes béasicas, de maneira que possa ser utilizado pelo professor como
motivagao para demonstracdes geoméetricas.

Lima (2017) realizou de forma sucinta um estudo sobre Conicas. Utilizou o
Origami, sua histéria e o sistema axiomatico de Huzita-Hatori, apresentou sua
relacdo com a Geometria Euclidiana Plana e os conceitos geométricos apresentados

por Euclides. Apresentou também algumas aplicacdes sobre diferentes tematicas,
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com resolugBes através de conceitos matematicos ou dobraduras. Finalizou o
trabalho apresentando atividades com dobraduras, que podem ser realizados com
alunos do Ensino Fundamental ao Médio.

Nascimento (2018) apresentou o problema das conicas a partir do problema
da duplicacdo do cubo, realizou um trabalho de cunho bibliografico para construir o
conceito de hipérbole de diversas formas, incluindo materiais concretos bem como
do software GeoGebra, incluindo a producao de videos.

Na atualidade, o professor se depara com muitos desafios e entre eles estao
baixos salérios, pouco investimento na educacdo e o desinteresse do aluno. Estes
ndo percebem o quanto é importante os estudos para a sua vida profissional e
social.

O professor, para enfrentar este desafio, usa da criatividade e persisténcia.
Sua visdo é de que ainda € possivel acreditar na educacdo, apesar de tantos
obstaculos. Devido ao amor e dedicacdo a profisséo, ainda consegue obter alguns
resultados positivos dentro da triste realidade escolar.

Este trabalho é uma forma de auxiliar o docente, com sugestbes e
informacdes Uteis, no sentido de tentar criar centros de interesse nos alunos a fim de

propiciar aulas mais atrativas e proximas a sua realidade.

Estamos diante de um problema sério, ndo diante de um aluno que nao sabe algo,
mas, sim, diante de um aluno que ndo quer sabé-lo, ndo tem interesse por tal
conteldo. E, certamente, depende da acao do professor — ainda que ndo dependa
apenas dela — a criacdo de centros de interesse nos alunos (SAO PAULO, 2010,
46).

Ele foi estruturado de maneira estar de acordo com o catalogo de disciplinas
do PROFMAT, isto &, deve versar sobre tema especifico pertinente ao curriculo de
Matematica do Ensino Basico e que tenha impacto na pratica didatica em sala de
aula.

Com base nesse desafio, o trabalho foi desenvolvido da seguinte maneira: no
primeiro capitulo, fez-se uma introducdo historica das cOnicas em seu contexto
econdmico e politico e algumas aplicacGes feitas ao longo dos tempos. Tentando
mostrar que tudo tem uma origem e com isso trazer mais significado no porqué de
se aprender aquele determinado conteldo e de como se deu o progresso da

civilizagdo humana.
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No segundo capitulo, foi abordada a definicdo, elementos da hipérbole e
demonstracdes, com o intuito de passar informacgfes Uteis ao docente. H& também
exemplos para um melhor entendimento do conceito.

No terceiro capitulo, foram destacados alguns documentos, com suas
recomendacgfes e orientacdes de como trabalhar os conteudos. Foram escolhidos
alguns itens para analisar livros didaticos, pois estes sdo um instrumento facilitador e
muito presente na vida do professor e do aluno, e para montar atividades dentro do
gue se espera que seja feito em sala de aula.

As atividades desenvolvidas na escola estdo no quarto capitulo. A primeira foi
realizada com alunos. A sua montagem foi pensada de acordo com os itens
mencionados nos documentos pesquisados. Foram abordadas a introducdo
historica, aplicacfes da hipérbole na atualidade, constru¢cdo com régua e barbante,
destacando seus elementos e a definicdo de sua equacgéao reduzida. Utilizaram-se as
tecnologias como uma ferramenta para facilitar sua compreensao sobre o assunto e
os relatos dos alunos sobre o projeto. A segunda foi colocada como uma sugestao
para se alcancar uma aula mais prética e de facil compreenséo pelos alunos, onde

se constréi o saber de forma gradativa e natural.
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CAPITULO 1.

HISTORIA DAS CONICAS NA MATEMATICA

No estudo da matematica, se observa que nada foi descoberto
instantaneamente, sempre houve a extensdo ou correcdo de ideias anteriores.
Assim, neste capitulo sera abordado o surgimento das cbnicas na Grécia antiga, em
um contexto de guerras por expansao territorial, epidemias, desenvolvimento politico
e econbmico e algumas aplicacfes. Todo trabalho sera desenvolvido baseado nos
estudos de Boyer (2010) e Eves (2008).

1.1 Contexto historico dos Gregos em relacdo a Filosofia e

Matematica

Por volta de 600 a.C. a Pérsia, com grande poder militar, tinha o objetivo de
expandir suas fronteiras. Sua economia era praticamente composta pela escravidao.

Esparta tinha uma populag¢édo formada por tribos déricas que se deslocaram
de suas fortalezas nas montanhas ao norte para uma regido mais promissora ao sul
da peninsula Grega. As populacdes das regides ocupadas se estabeleceram na Asia
menor ou nas llhas Jonicas no mar do Egeu onde fizeram colGnias comerciais, por
volta de 1200 a.C. No século VI a.C., nestas colbnias, foi introduzida a filosofia grega
e a geometria demonstrativa com o surgimento das escolas jonicas (fundada por
Tales de Mileto).

A Pérsia, por volta de 546 a.C., estava travando batalhas para ocupar a Asia
Menor e as cidades Jonicas. Com este fato, filosofos e matematicos importantes,
como Pitagoras e outros, abandonaram sua cidade natal para se estabelecerem em
colbnias no sul da Itdlia onde formaram escolas.

Atenas, por volta de 499 a.C., havia feito muitos progressos na area politica
com caracteristicas democraticas. Os rebeldes, com o objetivo de acabar com as
conquistas do rei Déario da Pérsia sobre as colnias da Asia Menor e as cidades
Jbnicas, conseguiram o apoio de Atenas com o fornecimento de armas. Os rebeldes

foram derrotados e o fato de Atenas ter se envolvido irritou o rei Dario, que decidiu
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ataca-la. O rei Dario ndo obteve sucesso devido as forcas da natureza e
complicagbes com a jornada terrestre, terminando o conflito 2 anos mais tarde com
sua derrota.

O filho do rei Dario, Xerxes (480 a.C.), tentou novamente invadir a Grécia,
mas fracassou. Depois deste periodo de conflitos, se estabeleceu a paz por 50 anos,
periodo em que se desenvolveu um clima democratico e intelectual, atraindo
fildsofos e matematicos do mundo grego. Foi uma época brilhante para Atenas.

Em 431 a.C., iniciou-se a guerra do Peloponeso (Atenas e Esparta). Atenas
foi acometida por uma peste (404 a.C.) que abateu um quarto de sua populagéo e
com isso, foi derrotada e ndo houve avancos na Geometria, somente em regides
mais pacificas. Em 371 a.C., com a ajuda de rebeldes, Atenas conseguiu vencer e
retomar sua lideranca cultural. Na figura 1.1.1 mostra a localizacdo das antigas

civilizacoes.

Figura 1.1.1: Mapa das Antigas Civiliza¢des
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2. Swacusa 9. Estagira 16. Bzéncio .
3. Elésa 10. Abdera 17. Rodes :
4 Crotora 11. Delos 18. Cnido
5 Tarento 12. Quio 19. Perga
6 Eks 13. Samos 20. Alexandria
7 Cirene 14 Pergamo 21, Sena

Fonte: Eves (2008, p. 130)

Em torno de 427 a.C., nasceu Platdo. Estudou filosofia com Sdécrates, logo
apos se ausentou de Atenas para dar seguimento aos seus estudos, retornando em
387 a.C., abrindo sua famosa academia, onde 0 objetivo era a investigagao cientifica

e filosofica.
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Muitos trabalhos importantes foram desenvolvidos por amigos ou discipulos
de Platdo. A academia de Platdo tinha vinculo com a matematica dos pitagoricos e
com a escola de Alexandria.

Este periodo foi denominado por “ldade Heroica da Matematica”, na qual
pessoas com tao poucos recursos fizeram descobertas de fundamental importancia

na geometria.

1.2 Origem das Conicas

Tudo comeca, por sua vez, com o0 surgimento de trés problemas que eram a
duplicacdo do cubo, trissec¢cdo do angulo e a quadratura do circulo, com apenas
uma régua nao graduada e um compasso. Na metade do século quinto antes de
Cristo, era um desafio descobrir a solucdo destes problemas e varios matematicos
tentaram.

No século XIX, ou seja, mais de 2000 anos depois, perceberam a
impossibilidade de solucionar estes problemas, de forma exata, apenas com 0s
instrumentos utilizados na época. Estes desafios propostos aos famosos
matematicos, durante este intervalo de tempo, resultaram em criacdes de novas
teorias matematicas.

O problema que deu origem as Coénicas foi o da duplicacdo do cubo. Duas
histdrias relatam o surgimento deste desafio. Uma foi a que o Rei Minos, que estava
insatisfeito com o tamanho do timulo de seu filho Glauco, queria dobra-lo e um
poeta, que ndo era matematico, persuadiu o rei a duplicar suas dimensdes e isso
resultou em um aumento de sua capacidade em oito vezes.

A outra é que os delianos foram assolados pela peste e para se salvarem, seu
oraculo os orientou a dobrar o altar de Apolo, mantendo sua forma cubica. O
problema de duplicacédo do cubo também é conhecido como problema deliano.

No problema de duplicacdo do cubo, houve varias resolucdes realizadas
pelos antigos matematicos utilizando outras maneiras de raciocinio:

O primeiro a encontrar uma possivel solugdo com outros meios foi HipOcrates
(440 a.C.), por reducdo, construindo duas médias proporcionais entre dois

segmentos de reta.
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O método de Arquitas (400 a.C.) consiste em encontrar um ponto de
intersecgéo de um cilindro circular reto, um toro de didmetro interior zero e um cone
circular reto.

Eudoxo (370 a.C.) também encontrou uma solucdo, mas ndo ha
conhecimento de seu desenvolvimento, pois foi perdida sua obra.

Menaecmo (350 a.C.) apresentou duas solugbes baseadas nas curvas das
seccOes conicas, obtendo sua origem para estudos mais profundos posteriormente
por outros matematicos. Era discipulo de Eudoxo, que estudou com Platdo. Houve
outras solugdes depois com outros matematicos e com diferentes teorias que nao

estao inseridos no tema abordado.

1.2.1 Apoldnio de Perga (262-190 a.C.)

Figura 1.2.1.1: Apolénio de Perga.

Fonte: Delgado (2017, p.98)

Por volta do primeiro século da idade helenistica (300 a 200 a.C.)
sobressairam trés grandes matematicos que deram sua grande contribuicdo a
geometria. Eram Euclides, Arquimedes e Apolonio, figura 1.2.1.1. Este periodo foi
denominado de “ldade Aurea”.

N&o se sabe muito sobre a vida de Apolénio. O que se conhece sobre ele é
gue era um excelente astrbnomo e que recebeu o titulo de “grande gedbmetra”, pois
seus trabalhos exploraram de forma quase que completa o que hoje se conhece

como geometria analitica inventada por René Descartes (1596-1650). Escreveu
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muitas obras, mas a maioria se perdeu ao passar do tempo. Das que restaram, se
destacaram as obras sobre secg¢des conicas.

Havia 400 proposi¢cdes em oito livros, superando o trabalho de Menaecmo,
Aristeu e Euclides. Tem-se acesso a apenas sete dos oito livros escritos. Os trés
primeiros sdo baseados em trabalhos anteriores a Euclides e os outros entram em
analises mais avancadas.

A denominacédo de elipse, parabola e hipérbole foi dada por Apol6nio e é
inspirada nos pitagoricos que utilizavam estes nomes para a aplicacdo de areas na
solucdo de equacdes quadréticas.

No periodo anterior a Apolénio, eram utilizados trés tipos de cones para obter
a elipse, parabola e hipérbole. Os cones variavam de acordo com o angulo de seu
vértice (agudo, obtuso ou reto) e as secc¢des planas eram perpendiculares a sua
geratriz.

Apolénio mostrou que com um Unico cone poderia se obter as trés curvas
simplesmente variando a inclinacdo do plano que o secciona. Outro fato que
mostrou foi que o cone ndo precisa, necessariamente, ser reto em relacdo a sua

base (Figura 1.2.1.2) como vemos em livros didaticos na atualidade.

Figura 1.2.1.2: Cone obliquo

Fonte: Boyer, 2010, p. 101

Inseriu 0 cone duplo, onde seus vértices se coincidiam e eram postos em

sentidos opostos e estendidos. Seus eixos estariam fixos sobre a mesma reta.
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Figura 1.2.1.3: Elipse Figura 1.2.1.4: Hipérbole Figura 1.2.1.5: Parabola

Fonte: Delgado (2017, p.98)

Com estas mudancas, a hipérbole passou a ter dois ramos. Até hoje

utilizamos a definicdo de cone circular dada por Apolénio:

Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre por um
ponto fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que ndo estd num
mesmo plano com o ponto de modo a passar sucessivamente por cada um dos
pontos dessa circunferéncia, a reta mével descrevera a superficie de um cone
duplo. (BOYER, 2010, p.100).

1.3 Algumas Extensdes e Aplicacdes de Secbes Conicas

durante os Séculos

Johann Kepler (1571-1630), nasceu na cidade de Stuttgart, era astrbnomo e
matematico. Formulou trés leis sobre o movimento planetario e a primeira lei foi a
descoberta de que a trajetéria dos planetas é eliptica, com o Sol ocupando um dos
seus focos.

Johann Kepler fez véarios estudos sobre seccdes cbnicas e denominou a
palavra foco na geometria.

Gérard Desargues (1591-1661), nasceu em Lyon, era engenheiro e arquiteto.
Fez um tratado sobre seccbOes coOnicas que foi considerado um classico no
desenvolvimento inicial da geometria sintética projetiva. Seu tratado foi perdido e
esquecido por dois séculos, quando o francés Michel Chasles (1793-1880), que
escreveu sobre a historia da geometria, encontrou 0 manuscrito escrito pelo
discipulo de Desargues, Philippe de laHire (1640-1718). Foi neste periodo que

Desargues recebeu o merecido reconhecimento de seu valioso trabalho.
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Pierre de Fermat (1601-1665), nasceu em Beaumont de Lomagne, Era
advogado e se dedicava a matematica em suas horas de lazer. Fez grandes
descobertas em varias areas da matematica. Foi considerado o maior matematico
francés do século XIll. Entre seus estudos, publicou um artigo sobre equacéo geral
da reta e da circunferéncia e fez uma discussdo sobre hipérboles, elipses e
parabolas.

Robert Boyle (1627-1691), nasceu em Lismore, Irlanda. Era fisico e quimico.
Formulou a lei de Boyle, descrevendo o comportamento do gas ideal quando sua
temperatura permanece constante (transformacao isotérmica).

A transformacao isotérmica € representada por um gréfico de pressao pelo
volume e é conhecida como hipérbole equilatera.

Laurent Cassegrain (1624-1693), astrobnomo francés, inventou um telescoépio
em que utiliza um espelho parabdlico e um hiperbdlico entre ele e seu foco. Um dos
focos do espelho hiperbdlico coincide com o do espelho parabdlico. Com isso, a
imagem que se formaria no foco F seria refletida e formada no outro foco da
hipérbole (Figura 1.3.1).

Figura 1.3.1:Esquema do Telescépio Refletor

M

Fonte: Brasil, 2004

7

Este famoso telescopio otico € utilizado nos dias de hoje. Esta invencéo é
também aplicada no telescépio espacial Hubble que orbita a Terra desde 1990 e nos

radiotelescopios.
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Figural.3.2: Telescopio espacial Hubble

Fonte:https://www.fatosdesconhecidos.com.br/7-coisas-fascinantes-que-voce-nao-sabia-

sobre-o-telescopio-espacial-hubble/

Estas sdo apenas algumas aplicacdes e extensdes dentre varias ocorridas
durante o tempo.

A Histéria da Matematica nos mostra como se deu a origem das ideias e que
seus resultados contribuiram com o processo de evolucdo e transformacdo da
sociedade e da tecnologia. E ainda, que as descobertas ocorreram com a
necessidade da humanidade buscar o progresso de acordo com as circunstancias
apresentadas naquele momento.

No proximo capitulo, sera estudado o conceito de hipérbole, com defini¢des,
demonstracdes e exemplos.
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CAPITULO 2.

HIPERBOLE

Neste capitulo serd tratada a parte tedrica do conceito Hipérbole. Sera
abordada a determinacao de seu lugar geométrico, apresentados seus elementos, a
simetria, sua equacao na forma candnica e uma noc¢ao sobre excentricidade.

A teoria e exemplos foram baseadas na apostila de MA23, disciplina de
Geometria Analitica, do curso de Pos-graduacdo do PROFMAT (DELGADO, 2017) e
nos livros didaticos, volume 3, BALESTRI (2016), GIOVANNI (2005), DANTE (2017),
IEZZI (2017).

2.1 Definicao

Uma hipérbole ' de focos F; e F, é o conjunto de todos os pontos P do
plano para os quais o médulo da diferenca entre suas distancias a F; e F, é igual a
uma constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2¢ > 0.

}[Z{Pl |d(P,F1) - d(P,Fz)l = Za}, O <a< C, d(FllFZ) = ZC

2.2 Elementos

Na Figura 2.2.1 foi representado o grafico da Hipérbole e seus elementos.
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Figura 2.2.1: Hipérbole e Seus Elementos

ssintota

Fonte: o autor (2018)

. F, e F, sao os pontos denominados focos da hipérbole H e estdo
localizados na reta focal .

. A, e A, sdo os pontos denominados vértices da hipérbole H, e sdo
obtidas pela intersecdo da hipérbole com a reta focal #.

Note que, se P € £ - F; F,, entdo P ¢ JH', como pode ser observado na Figura
2.2.1.

De fato, se o ponto P pertence a semirreta de origem F; que ndo contém F, e
d(P,F,;) = x, entdo P & H, pois
|d(P,F;)) —d(P,F,)| = |x — (x + 2¢)| = 2¢ > 2a.

Figura 2.2.2: Posigdo do ponto P em Relagédo a F;

Fonte: o autor (2018)
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E se P pertence a semirreta de origem F, que ndo contém F; e d(P,F;) =
x, entdo P ¢ H, pois:
|d(P,F;) —d(P,F,)| = |(x + 2¢) — x| = 2¢ > 2a. Veja a Figura 2.2.2.

Figura 2.2.3: Posigdo do ponto P em relacdo a F,

Fonte: o autor (2018)

Seja, entdo, A; e [ F, N H talque d(4,F;) =xe0 < x <c.

Figura 2.2.4: Posig&o dos vértices em relagéo aos focos

X X
— A
Py A Ay Fy {
A O

Fonte: o autor (2018)

Como d(Fy, F,) = 2c, temos:

|d(A1, F;) —d(A, F,)| = 2a=|x — (2c — x)| = 2a

o|2x — 2¢| = 2a

S2c —2x =2a

Sx =c—a.

Logo, o ponto A, de F, F,, distante ¢ — a de F;, pertence a hipérbole H .
Analogamente, o ponto A, de F;F,, distante ¢ —a de F,, pertence a

hipérbole H .
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J A;A, é o segmento denominado eixo focal da hipérbole e seu

comprimento é d(A; A;) = 2a (Figura 2.2.4).

Figura 2.2.5: Posicionamento dos vértices e do centro em relacéo aos focos

| X I a I a I X |
I T T 1 !
F, A C A, F £
1 1 2 2
S N & & *—o
| 1 !
I C I C 1

Fonte: o autor (2018)

. C é denominado centro da hipérbole e ponto médio do eixo focal A; 4,

e do segmento F; F, (Figura 2.2.4).

Entao:

Ai+A, F+F

2 2

Observe que d(C, F;)=d(C,F,) =ced(C,A,)=d(C,A,) = a.

o £’ é denominada reta nédo focal da hipérbole. E a reta que passa pelo
centro C e é perpendicular a reta focal £. Como podemos verificar na Figura 2.2.5, {’
é a mediatriz do segmento F; F,, sendo assim, a hipérbole néo intersecta a reta ndo
focal £’, pois, se P € £’, tem-se que:

Figura 2.2.6: Pontos da reta n&o focal ndo pertencem a H

Fonte: o autor (2018)
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. B, B, é o segmento de comprimento 2b e perpendicular ao eixo focal e
C é o seu ponto médio, onde b? = c? — a?. Este segmento é nomeado como eixo

ndo focal da hipérbole. B;e B,sdo os vértices imaginarios da hipérbole (Figura

2.2.6).

Figura 2.2.7: Relacédo dos comprimentos a, b e ¢

F A F £
o o o
P
Fonte: o autor (2018)
- . - ’ Ve C ’ .
o A excentricidade da hipérbole H é e = — e sempre sera e > 1, pois a
a

distancia focal é maior que a distancia entre seus vértices ¢ > a. A excentricidade
esta relacionada com a “abertura” da hipérbole (Figura 2.2.7). Pela excentricidade da
hipérbole, é observado se a curva é mais aberta ou mais fechada, ou seja, quanto
maior sua excentricidade maior serd a abertura de seus ramos. Quando a
excentricidade estiver proxima de um, seus ramos se aproximam de duas semirretas

opostas com Vvértices A;e A, e, quando tende ao infinito, seus ramos se aproximam

de duas retas paralelas perpendiculares a reta focal.
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Figura 2.2.8: Hipérbole com ramos mais fechados e com ramos mais abertos

\\ t':: '{;f i
\\ ‘\,\"". ;’f
\ 10/

Fonte: o autor (2018)

o Assintotas da hipérbole sdo as retas que compreendem as diagonais

do retangulo de base, cujos vértices da hipérbole A, A, e vértices imaginarios B, e

B, sdo pontos médios de seus lados (Figura 2.2.8). As assintotas intersectam o

centro da hipérbole e tem inclinacdo + — em relacdo a reta focal. As bissetrizes das
a
assintotas sdo as retas focal e ndo focal. Por Pitdgoras a distancia de C ao vértice

do retangulo de base da hipérbole é c.

Figura 2.2.9: Retangulo de base e assintotas da hipérbole

Assintotas

Retangula
de base

Fonte: o autor (2018)

e A hipérbole equilatera é a que possui eixo focal e nao focal de mesmo
tamanho, ou seja, a = b. O retangulo de base é um quadrado e suas diagonais

(assintotas) se intersectam formando um angulo reto.
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2.3 Simetria

2.3.1 Simetria da Hipérbole em Relacdo a Reta Focal e Nao

Focal

Demonstragdo da simetria da hipérbole H em relacdo a reta focal (Figura
2.3.1.1):

Seja P € H, para provar que existe simetria em relacdo a reta focal ¥,
devemos mostrar que o simétrico de P em relagdo a ¥, P’, também pertence a H. .

Observando que o lado F;Q e F,Q s&o lados comuns aos triangulos, PQF;,
PQFZ, P’QFl e P’QFZ sao angulos retos e como os pontos P e P’ sdo simétricos,

entdo, QP e QP’ possuem a mesma distancia.

Portanto, pelo caso de semelhanca de triangulos LAL, tem-se que,
AF,PQ=AF,PQ e AF,PQ=F,PQ.

Em particular,

IF,P|=|F,P| e |FP|=|FP.

Logo,

|d(P',F,) — d(P',F,)| = |d(P,F,) — d(P,F,)| = 2a = P'eH.

Figura 2.3.1.1: Simetria da hipérbole em relacdo a reta focal

Fonte: o autor (2018)

E verificado analogamente a simetria em relag&o a reta no focal.



31

2.3.2 Simetria da Hipérbole em Relacéao ao Centro

Demonstragdo da simetria da hipérbole H em relacdo ao centro (Figura
2.3.2.1):

Se P € H e P” é o simétrico de P em relagéo ao centro, entdo:

Observando que na Figura 2.3.2.1, F; PF,P” é um paralelogramo, entdo suas
diagonais se interceptam nos seus pontos médios. Assim, CP e CP”, CF; e CF,
possuem as mesmas distancias. Os angulos F,CP e F,CP", PCF, e P’CF, sao
opostos pelo vértice.

Entéo,

pelo caso de semelhanca de triangulos LAL, tem-se,

AF,CP = AF,CP" e APCF, = AP"CF;.

Em particular,

|[F,P| = |F,P"| e |FP| = |[F,P"].

Assim,

|d(P",F,) — d(P".F)| = |d(P,F,) — d(P,F,)| = 2a = P"eX.

Figura 2.3.2.1: Simetria da hipérbole em relacdo ao centro

Fonte: o autor (2018)
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2.4 Forma Canbnica da Hipérbole

Sera encontrada a equacao da hipérbole em relacdo a um sistema de eixos

ortogonais OXY nos casos em que o eixo focal é o eixo OX ou o eixo OY.

2.4.1 Hipérbole com Centro em O (origem)

2.4.1.1 Hipérbole com Centro em O e Reta Focal em OX

Neste caso,

F, = (=c0); A; = (—a0); B; = (0,-b)
F, = (c,0); A, = (a,0); B, = (0,b).
Logo,

P=(x,y)e He |d(P,F;) — d(P,F,)| = 2a

d(P,F;) — d(P,F,) = 2a (ramo direitode H)
@{ o -
d(P,F,) — d(P,F,) = —2a (ramo esquerdo de H)

J(x+c)2 + y*— J(x — ¢)? + y* = 2a (ramo direito de H)

ou

k\/(x+c)2 + y* — J(x — ¢)* + y* = —2a (ramo esquerdo de H)

Desenvolvendo a expresséo acima e lembrando que b? = c? — a?, tem-se:

P=(x,y) e X ©d(P,F,) — d(P,F,) = 2a

eJx+o)? + yP— J(x — ) + y? = 2a

eJx+0)? +y2 = 2a + (x — )% + y?

S+ 02+ y: =4a% + 4a(x — ) + ¥y + (x — ) + y?

ex?+2xc+c?+y? =4a® + 4ay(x — c)® + y*+x%—2xc+
c* + y?

& dxc = 4a? + 4a(x — )% + y?

exc—a?=a/(x — ¢)® + y?
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e(xc —a?)? =a?((x — ¢)? +y?)
© x%c? — 2a%xc + a* = a?x? — 2a%xc + a%c? + a?y?
©x2c? —a’x? —a’y? = a’c? —a*

&(c? —a?)x? —a?y? = a?(c? — a?) (substituindo (¢ — a?) por b?)

ob%x? — q?y? = a?b?

S |27 2 (Equacgao 1)

A Equacdo 1 é a forma candnica da equacgdo da hipérbole { de centro na

origem e reta focal situada no eixo OX. As assintotas passam pela origem e suas

equacoes sao:
bx —ay =0ebx +ay =0.

Figura 2.4.1.1.1: Representacdo da Equacédo 1

Grafico

Fonte: o autor (2018)
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2.4.1.2 Hipérbole com Centro em O e Reta Focal em OY

Neste outro caso, tem-se:

F, = (0,-¢c); A= (0,—-a); By = (-b0)

F, = (0,¢); A, = (0,a); B, = (b,0).

Desenvolvendo de forma anéloga ao caso anterior e observando que b? =

2

c? — a?, é obtida a forma candnica da equacdo da hipérbole H de centro na

origem e reta focal situada no eixo OY:

y X (Equacéo 2)

As assintotas da hipérbole passam pela origem (Figura 2.4.1.1.2) e possuem
as equacoes:

ax —by =0eax + by =0.

Figura 2.4.1.1.2: Representacdo da Equacéo 2
X

\_:1//

Grafico de

/ L
/ g

Fonte: o autor (2018)
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Exemplo 1:

Determine a equac&o da hipérbole equilatera com focos nos pontos (-V8, 0) e
(\/§! 0)'
Solucéo:

F, +F

Como F;= (-8, 0) e F, = (¥/8, 0), o centro da hipérbole é C = =(0,0)

e a reta focal é o eixo OX.
Sendo a hipérbole equilatera (a = b), ¢ = V8 e ¢? = a? + b?, tem-se,

(V8)2=a? + a?, entdo, 8 = 2a?,isto &, a® = 4. Logo,a =b =2 e

(2,0) séo os vértices, B;=(0,-2) e B,=(0,2) séo os vértices imaginariose y = +x

sdo as assintotas da hipérbole H .

Exemplo 2:

Mostre que a excentricidade de qualquer hipérbole equilatera é V2.
Solucéo:
Como a = b, temos que, ¢? = a? + a?. Entdo c¢? = 2a?, logo, ¢ = av/2.

av2

c
Para calcular a excentricidade, sera utilizado e = —, entdo e = —,
a a

portanto e = /2.
Exemplo 3:
Determine a equacdo da hipérbole de focos F;(6,0) e F,(—6,0) e de

3
excentricidade igual a E

Solucéo:
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Pelos dados do problema, tem-se:

c=6
3 c 3 2c 2.6
€=_$_=_:a=_=_=4
2 a 2 3 3

c*=a*+b*=36=16+b*=b* =20

Como os focos estdo sobre o eixo OX e C(0,0), entéo:
x2 2

y
}[:;_le

Logo, a equacdo da hipérbole é:

xZ 2

= 2 -1 ousx?—4y? =80
16 20

Exemplo 4:

O centro de uma hipérbole é a origem, sua reta focal € um dos eixos
coordenados e uma de suas assintotas é a reta 2x — 5y = 0. Determine a
equagao da hipérbole H, supondo que o ponto (4,6) € H.

Solucéo:

Como o centro é a origem e a reta focal (eixo OX ou eixo QY), € uma bissetriz
das assintotas, a reta 2x + 5y = 0 é a outra assintota. Vamos analisar os dois
casos possiveis:

e Reta focal no eixo OX:

x* y* b 2 ) 2
NestecasoH = — -5 =le—==,istoé, b =ca
a* b a 5 5
16 36 _
Como (4,6) € H, tem-se, Pl ad? =1, ou seja,
25

16 x4 — 25 x 36 = 4a?, o que é um absurdo, pois,
4a° >0e16x4—25x36 < 0.

e Reta focal no eixo OY:

y* x* b 5 2
Nestecaso, H = =5 -— =le— =—,istoé,a ==b.
a” b a 2 5
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36 16 _
Como (4,6) € H, tem-se, 2DZ ? =1, ou seja,

25

36 x25—16x4 = 4b>.

Logo, b2 =9 x 25 — 16 = 209 a2—83—6ef]{—y—2 S
9.0 = ST 28 ~ 856 "209 "~
25

€ a equacao da hipérbole.

2.4.2 Hipérbole com centro em 0 = (xg, y)

2.4.2.1 Hipérbole com Centro em 0 e Reta Focal Paralela a OX

Como o centro O = (xo, Vo) pertence a reta focal £, entdo sua equagéo

cartesiana é £:y = y,.

Entao:
d(F,0) =d(F,,0) =,
Onde F; e F,sao os focos da hipérbole, tem-se:
Fi=(xo — ¢, y0) e F,=(xo + ¢, ¥o).
SejaP=(x + x3, ¥ + Y,) um ponto que pertence a hipérbole, onde

X=X +xyey=7y + 1y, sdo suas coordenadas no sistema OXY, e x,y

sdo suas coordenadas no sistema OXY, obtido transladando o sistema OXY para a
origem O = (X, Vo).

Entdo, P pertence a hipérbole se, e somente se,

|d(P,F,) — d(P,F,)| = 2a

S[d((X +x0, ¥ + Yo) (X0 — €, ¥o))- A((X + X0, ¥ + Yo), (X0 + ¢,

Yo))|=2a
Substituindo na férmula da distancia entre dois pontos, tem-se,



SY[E+x0) — (xg = P+ [F + o) — yol* —

\/[(9?+x0)

— (o + )PP+ [T +y0) —yol* = 2a

Desenvolvendo, obtém-se que,

& JE+c)2+F-0)2 —J&E—c)?+ (¥ —0)?%, assim,
& |d(®,7),(=¢,0) - d((X,), (c,0)) | = 2a

=1. (Equacéo 3)
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Logo, a forma canbnica da equacdo da hipérbole com centro no ponto

(X0, Vo) € reta focal paralela ao eixo OX é:

(x = x0)* . (J/—J/o)z_

=1, onde b? = ¢? — a?

a? b?

Os elementos da hipérbole sao:

focos: Fi=(xg — ¢, Vo) € Fo=(xo + ¢, Vo);
reta focal: £:y = y,;

vértices: A;= (xo — a, Vp) € A,= (X + a, Yo);
reta ndo focal: €’: x = x,;

vértices imaginarios: B1= (xq, Yo — b) e By=(xq, Yo + b);
b
assintotas: y — yo= ig (x — Xxg), ou seja,

b(x — x%o) —a(y — ¥o) = 0eb(x — xo) +a(y — ¥,) =0.

Figura 2.4.2.1.1: Representacdo da Equacédo 3
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Fonte: o autor (2018)

2.4.2.2 Hipérbole com Centro em 0 e Reta Focal Paralela a OY

Do mesmo modo, como no caso anterior, observa-se que a forma candnica
da equagéo da hipérbole com centro no ponto (x,, y,) e reta focal paralela ao eixo

QY é:

v —y0)° _ x — %o)”
a’ b?

2

=1,ondeb® =c?—a

(Equacéo 4)

Os elementos da hipérbole sao:
e focos: Fi=(xg, Yo — C) e F,=(xq, Yo + ©);
e retafocal: £: x = xp;
o Vértices: A= (Xg, Yo — Q) € Ay=(Xg, Yo + Q);
e retando focal: €’: y = y,;
e vértices imaginarios: By= (x, — b, yo) € B,=(xq + b, yy);
b

e assintotas: x — Xxy= iZ y — yo), ou seja,

a(x — xo) =b(y — ¥o) =0ea(x — x0) +b(y — yo) =0.

Figura 2.4.2.2.1: Representacdo da Equacéo 4



40

\
Yo
A
= 0

Fonte: o autor (2018)

Exemplo 5:

Achar as coordenadas do centro, dos vértices e dos focos da hipérbole:

y*—x*+2y—2x—1=0.

Solucéo:

Transformando a equacao, tem-se:

yr—x?42y—-2x—-1=0=9y*+2y—(x*+2x+1) =0
=yi+2y+1-x*+2x+1) =1
=W+’ -(x+1)*=1

(y+1)?  (x+1)*
T 1

0=y _ (x=x0)’

bz - 1, ela representa uma

Como a equacao é do tipo
hipérbole com eixo real paralelo ao eixo y.
Logo, a® = 1, entdo,a = 1
b?>=1,entdo, b =1
b2=c2—a?=c*=1+1=c*=2,logo, c = 2.
Coordenadas do centro: C(—1,—1)
Coordenadas dos vértices: A;(—1,0) e A,(—1,—2)
Coordenadas dos focos: F;(—1,—1 +v/2) e F,(—1,—1 —v/2).
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Exemplo 6:

Encontre a equacéo da hipérbole que passa pelo ponto (6,2) e tem as retas
r:2x +y =3 es:2x —y = 1 por assintotas.

Solucéo:

O centro C = (x,y) da hipérbole é o ponto de intersecéo das assintotas, isto
é, (x,y) é a solucéo do sistema:

{2x+y=3
2x — y =1

Logo, C = (1,1) é o centro. A reta focal £ e a reta ndo focal £’ sédo as

bissetrizes das assintotas, ou seja,

(x,y)etUt'=d((x,y),¥) = d((x,y),?)
2x +y —-3| [2x —y —1]
V5§ 5
=2 +y-3 =122x-y-1)

< y=1loux=1.
Portanto, a reta focal é areta x = 1 ou areta y = 1. Vamos analisar os
dois casos possiveis.

. Caso I: Reta focal £: y = 1, paralela ao eixo — OX.

x-1* -1°
a? b?

Neste caso, H: =le 2 =2,ouseja, b = 2a.

Como b* = 4a® e (6,2) e H, temos que H: 4(x- 1)* — (y- 1)* =
4a°e4x25-1 = 99 = 44d°
Portanto, H: 4(x - 1)®> — (y - 1)® = 99, ou seja,

-1 -1
H: % " 99 =1.

o Caso II: Reta focal £: x = 1, paralela ao eixo — OY.

- 1)? (x-1)* b 1
v 2) ! 2) =le—==,ouseja,a = 2b.
a b a 2

Neste caso, H:
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Como a®* = 4b* e (6,2) e H, temos que H:(y- 1)* — 4(x- 1)* =
4b* e 4b* = 1-4x25 = —99 < 0, o que é um absurdo.

Assim, a equacao procurada corresponde ao primeiro caso:

H:4(x - 1)% — (y- 1) = 99.

Exemplo 7:

Determine a equagéo da hipérbole cujos focos sdo F; (—2,—2) e F,(2,-2),

dado que a medida do eixo nao focal é igual a 24/3.

Solucéao:
Dados os focos F;(—2,—2) e F,(2,—2), temos uma hipérbole de eixo focal

paralelo ao eixo OX, sendo sua equacgéo da forma:

(x=x0)" -0
a? b2 =1

Logo, o centro C da hipérbole é o ponto médio de F; e F,, ou seja, C(0, —2)

e a distancia focal é dada por:
2¢ = 12— (-2)| = 4] = 4

4
Se2c=4 =c= > =
De acordo com o enunciado, a medida do eixo ndo focal (2b) é igual a 2\/§,

23
Iogob=7\/_=\/§.

Substituindo ¢ por 2 e b por v/3 na relagdo b? = c? — a?, segue que:
(V3)? =22-a>*=a’=4-3=a=V1=a=1
Portanto, a equacao da hipérbole é:

x* (y+2)°

1 3
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2.5 Equacao do Segundo Graucom B =0e AC<0

No desenvolvimento da equacéo da hipérbole (x_a—fo)z — (y_b—f")z =1,
com centro no ponto 0 = (X0, Vo) € reta focal paralela ao eixo OX,

Tem-se que:

b*x* — a’y* — 2xob*x + 2y,a*y + x,°b* — a®y,* — a*bh* = 0,
do mesmo modo que

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 (Equagéo 5),

com

A=Db?> B=0 C=—a® D= —-2xyb* E =2y,a> e F =

xo°b* — a®y,® — a’b?

Em particular, B = 0 e os coeficientes A e C possuem sinais opostos.

Ocorre de forma analoga o desenvolvimento da equacao da hipérbole de reta
focal paralela ao eixo OY.

Logo, tem-se a seguinte proposicao:

Se os coeficientes A e C da equagdo 5 tém sinais opostos, entdo a equagio

representa um dos seguintes conjuntos:

. uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados;
o um par de retas concorrentes.
Demonstragéo:

Suponha-seque A > 0e C < 0. Entdo,

Ax* + Dx* — (—Cy* — Ey) = —F,

D E
@+20 0P +%)
—-C A AC
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D E
x+2) W+ F p? %

—C A AC 4A%C 4AC?*’

D E
(x+50* (+30° _ 4ACF — CD* - AE?

—C A 4A%C?

Logo, a equacgdo 5 representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos

coordenados, se 4ACF - CD? — AE* # 0, e representa o par de retas

concorrentes

2C C

se 4ACF - CD* — AE* = 0.

O caso em que a equacgdo 5, com AC < 0, representa um par de retas

concorrentes € chamado de caso degenerado da hipérbole.

Exemplo 8:

Verifigue se as equacOes abaixo representam uma hipérbole ou uma
hipérbole degenerada. Caso seja uma hipérbole, determine seus principais
elementos.

a) 9x* — 25y* — 225 = 0.

Solucéo:

Como 9x% — 25y® — 225 = 0, obtemos, dividindo por 225, a equag&o
x* y?

E - ? =1, que representa uma hipérbole com:

. a=5b=3ec=+a*+ b*=+25 + 9 =+34;
. centro: C = (0,0);

. reta focal: £ =eixo- 0X:y = 0;
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. reta ndo focal: ¢’ =eixo- OY: x = 0;

. vértices: A; = (—5,0) e 4, = (5,0);

. vértices imaginarios: B; = (0,—3) e B, = (0,3);
. focos: F;= (—V34,0) e F,= (vV34,0);

3 .
. assintotas: y = igx, ouseja, 3x + 5y = 0.

by x*—2y*+ 6x + 4y +9 = 0.
Solucéao:
Completando os quadrados, obtemos:

x> + 6x —2(y* — 2y) = -9
o+ 6x+9-20P-2y+1)=-9+9-2
S(X+3)2-2(y—1)2=-2

, (x+3)%

(y-1)°- > =1.

Logo, a equacao representa uma hipérbole com:

. a=1b=v2ec=+a® + b*=vI + 2=13;

. centro: C = (=3,1);

. reta focal: £: x = —3, paralela ao eixo — QOY;

. reta ndo focal: £: y = 1, paralela ao eixo — OX;

. vértices: A; = (—3,0) e 4, = (—3,2);

. vértices imaginarios: B; = (=3 —+v2,1) e B,=(-3+
V2,1);

. focos: F; = (—3,1 —/3) e F, = (=3,1 +/3);

. assintotas:(x + 3) = +V2(y—1), ou seja, x++V2y=
—3++V2ex—+2y=-3-+2.

¢) 9x% — 16y* + 90x- 128y - 31 = 0.

Solucéo:
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Completando os quadrados, obtemos:
9(x* + 10x) - 16(y* + 8y) = 31
&  9(x*+ 10x + 25)-16(y*+ 8y + 16) =31 +9x25-16x 16
=9(x + 52— 16(y + 4> =0
=9(x + 5)% = 16(y +4)?
3(x +5) = 4y + 4)
=3(x +5) £4y +4) =0.
Logo, a equagao representa o par de retas, 3x + 4y = —31 e 3x-4y = 1,

que se cortam no ponto (—5, —4).

Exemplo 9:

Dada & hipérbole de equagdo 5x* — 4y* — 20x — 8y — 4 = 0, determine
os focos e as equacbes das assintotas.

Solucéo:

Escrevendo a equacao de maneira convencional, tem-se:

5(x —2)2—4(y+1)*2=20

(x=2)*  (y+D*
4 5

1

Logo, o centro é C(2,—1).

Observando a equacdao, verifica-se que o eixo focal est4 na horizontal, e os
valoresde a = 2 e b = /5.

Pela relacdo b? = ¢? — a?, tem-se que c?> = 4 + 5, entdo, ¢ = 3.

Os focos sdo: F;(—1,—1) e F,(5,—1).

As assintotas sao:

(Y+1)=\/7§(x—2)=>2(Y+ 1) =V5(x—2)e;

(y+1)=—\/7§(x—2)=>2(y+1)=—\/§(X—2).
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2.6 Hipérboles e Funcdes Reciprocas

Determina-se a equacdo de uma hipérbole especial com as seguintes

caracteristicas:
e Focos F;(—m,—m) e F,(m,m), com m e R, ambos na bissetriz
dos quadrantes impares (Figura 2.6.1);

e Hipérbole equilatera, ou seja, com a = b.

Figura 2.6.1: Funcao Reciroca

Fonte: o autor (2018)

Sabe-se que a distancia focal seréa:

2c = F,F, = \/(m+m)2+ (m +m)? = 2mv2

Como ¢? = a? + b% ea = b, tem-se:

(mV2)? = a? + a®> = 2m? = 2a® = a = m (medida do semieixo focal)

Um ponto P(x,y) pertencente a essa hipérbole deve verificar a condicéo:
|PF; — PF,| = 2a

Entao:
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J(x+m)2+(y+m)2—J(x—m)2+(y—m)2=i2m=>

=\/(x+m)2+(y+m)2=iZm+\/(x—m)2+(y—m)2

Elevando os dois membros ao quadrado, tem-se:

(x + m)*+ (y + m)?

=4mzi4m\/(x—m)2+(y—m)2+(x—m)2+(y—m)2

=>4xm+4ym=4m2i4m\/(x—m)2+(y—m)z=>

=>x+y—m=i\/(x—m)z-k(y—m)2

Elevando os dois membros ao quadrado novamente e fazendo as
simplificagbes, chega-se a:
m2
V=7
que é a equacao da hipérbole.
mZ
Chamando-se a constante 7 de k, a equagdo da hipérbole sera xy = k.

Observa-se que essa equagéo pode ser considerada como y = , portanto, a

RI=

hipérbole é grafico dessa funcao.

Kl

Observe, como exemplo (Figura 2.6.2), o grafico da fungéo reciproca y =

construido com o auxilio do GeoGebra.
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Figura 2.6.2: Representacdo do Exemplo no GeoGebra

7 GeoGebra Classic 5 =N =R ]

Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda Entrar.

} Janelade Algel | ¥ Janela de Visualizagio [

[ ] f(x]:i

Entrada:

Fonte: o autor (2018)

Do estudo de fungBes tem-se que o gréafico de uma fungdo definida por y =

RI=

(com k # 0), chamada de funcéo reciproca, € uma hipérbole.

Portanto,

Se duas grandezas x e y sdo inversamente proporcionais, isto €, se xy = Kk,
o grafico da funcdo que relaciona os valores de x com os valores de y sdo os
pontos da hupérbole.

No préximo capitulo, serd realizado uma pesquisa nos documentos que
orientam e dao apoio ao docente no processo ensino-aprendizagem em busca de

critérios para uma andlise sobre a qualidade do livro didatico.
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CAPITULO 3.

ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

O livro didatico é um importante instrumento de apoio ao trabalho do docente.
Entdo foi abordada, no conceito de hipérbole, uma analise criteriosa de alguns livros
didaticos, visando obter um material adequado e de qualidade. Foram observadas
as recomendacdes sobre as estratégias metodologicas aplicadas em sala de aula
dos Parémetros Curriculares Nacionais, Orientagbes curriculares para o Ensino
Médio, Curriculo do Estado de S&o Paulo, Matriz de Avaliacdo Processual de SP,
Avaliacdo de Aprendizagem em Processo, Caderno do Professor e Aluno de Séo

Paulo, para selecionar critérios para esta analise.

3.1 PCN - Ensino Médio

E uma proposta que esta relacionada com as competéncias e habilidades da
Base Nacional Comum, cujo objetivo € a aprendizagem formativa do aluno na
disciplina e suas tecnologias. Seus elementos junto com os documentos das outras
areas € um importante referencial para o implemento das diretrizes para 0 ensino
médio. Suas referéncias direcionam e organizam o aprendizado no sentido de
conhecimento efetivo e significativo, e ndo apenas introdutério. Busca uma formacao
de cidaddos no sentido amplo e ndo somente profissional.

Uma de suas recomendacdes € que se trabalhe com a contextualizacdo para
assegurar uma aprendizagem util & vida pessoal, cultural, além de favorecer a area
profissional do educando.

Outra finalidade é inserir a comunidade escolar em um projeto pedagdgico,
com objetivos educacionais de qualificar e desenvolver os educandos. Ao
estabelecer este vinculo, o aluno sera capaz de compreender suas
responsabilidades e direitos, além de conhecimentos sobre as disciplinas.

Os objetivos educacionais abrangem a interdisciplinaridade (objeto de
atencdo do Conselho Nacional de Educacdo (CNE/98), com a perspectiva de
articulacéo e integracado dos saberes das tecnologias e suas praticidades inseridas
em cada disciplina.
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Ha a orientacdo em varios artigos da resolucdo que salienta a utilizagdo da
contextualizagdo no aprendizado, assim como a interdisciplinaridade e uma
formacdo humana universal e ndo sO especifica. Nesta construcdo de
conhecimentos cientificos que envolvem valores humanos, esta presente a relacéo
da teoria com a prética no processo de ensino-aprendizagem.

Para aprimorar o aprendizado, ha o desafio da formagdo adequada dos
professores, materiais com procedimentos propicios e até mudancas no
posicionamento da propria escola com uma nova postura metodolégica para
promover nos alunos e na comunidade novas atitudes que exigem mudancas de
hébitos utilizados durante muito tempo.

A tecnologia da informacdo nos produtos e nos servicos foi dispersa no
periodo chamado sociedade pos-industrial. E uma necessidade nos dias atuais e,
por isso, € indispenséavel incorpora-la a ciéncia e a matematica, pois € um importante
instrumento de cidadania, para fins profissionais e sociais.

Outro aspecto importante para a aprendizagem € a avaliagdo que nao deve
ser um objeto de repeticio do aluno em relacdo ao conteddo passado pelo
professor. A avaliacdo deve ser formativa e significativa, ou seja, deve favorecer o
progresso pessoal e a autonomia do aluno, além de um instrumento para controlar e
melhorar a préatica pedagodgica do docente. A avaliagdo ndo deve ser somente
aplicada, mas contar com a participacdo do aluno. Deve conter situacdes onde
percebam que os conhecimentos, valores e habilidades que aprenderam podem ser
aplicadas na vida real.

O projeto coletivo é uma importante ferramenta para aprender a exercer a
cidadania, ou seja, a aprendizagem significativa e formativa, pois € onde aplica os
conhecimentos educacionais em questbes de alcance social, como meio ambiente,
saneamento, uso de energia e outros que estao presentes na interdisciplinaridade. O
projeto propicia na vivéncia dos alunos, a trabalharem de forma coletiva e
cooperativa, utilizando-o posteriormente tanto no meio social como em seu trabalho.
Para que haja a conexao entre a aprendizagem e as questdes de alcance sociais,
devem ser aplicados projetos ou a propria historia da matematica de como se deu
seu progresso. A histéria da matematica é uma ferramenta que ultrapassa as
relacdes sociais, pois mostra o desenvolvimento e a evolugdo dos conteudos a

serem aprendidos.
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3.2 Orientac@es Curriculares para o Ensino Médio

As Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio foram produzidas através
de varias discussbes entre as equipes técnicas dos sistemas estaduais de
educacgdo, professores e alunos da rede publica de ensino e representantes da
comunidade académica (BRASIL, 2006).

A finalidade deste material é a de colaborar com a relacédo entre professor e
escola, no que diz respeito a sua pratica docente. E um instrumento de apoio a
reflexdo do professor na busca de uma aprendizagem de qualidade. Ele abrange
trés aspectos: a forma de trabalhar os contelddos; o projeto pedagdgico e a
organizacao curricular.

Baseado na Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (Lei n°
9.394/96),

O ensino médio tem como finalidades centrais ndo apenas a consolidacdo e o
aprofundamento dos conhecimentos adquiridos durante o nivel fundamental, no
intuito de garantir a continuidade de estudos, mas também a preparacdo para o
trabalho e para o exercicio da cidadania, a formacéo ética, o desenvolvimento da
autonomia intelectual e a compreensao dos processos produtivos. (Brasil, 2006, p.
69).

E observado que o docente ndo pode se restringir somente ao contetido de
livros, mas aborda-lo com uma visdo mais ampla para que o aluno se desenvolva
como um cidaddo e para oferecer possibilidades para que o mesmo busque seu
crescimento profissional em qualquer area que queira seguir.

No aspecto sobre a forma de trabalhar os conteddos em Geometria Analitica,
as orientacdes sdo de que o conteudo deve ser aplicado de forma significativa,
articulando a geometria com a algebra. As explicacdes devem ser respaldadas no
raciocinio logico e evitadas memorizagdes excessivas.

Em relacdo a metodologia aplicada, é recomendado que se utlize a
contextualizacao, pois proporciona a dindmica
contextualizacao/descontextualizacdo, que possibilita a construcdo do aprendizado
com significado, que é identificado tanto em seu convivio escolar quanto no
exercicio da cidadania. E recomendado também o uso de problemas abertos e de
situacdes problema, que conduzem a modelagem matemética e o trabalho com

7

projetos. Também é recomendado o uso da historia da matemética como uma
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ferramenta muito eficaz para a aprendizagem com significado, pois € um elemento
muito importante para a contextualizagdo dos conteudos escolares e construgdo dos
saberes durante o processo historico.

Segundo as Orienta¢Ges Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL 2006), o
projeto deve ser trabalhado com questbes relacionadas com a realidade do aluno,
de forma que desperte seu interesse, buscando a interagéo social e a reflexdo sobre
problemas de seu cotidiano. Deve ter uma visao interdisciplinar, relacionando o
conteudo curricular a ser aprendido com 0 meio social, tais como: questdes da
comunidade, meio ambiente, familia, cultura, etnia, etc.

O projeto proporciona ao aluno uma aprendizagem em matematica com
valores e, como consequéncia, aprimora o desenvolvimento de seu raciocinio, para
gue pense de forma autdbnoma na tomada de decisdes para superar as dificuldades
e ainda faz com que reveja suas concepc¢fes. Ha a sugestdo de se trabalhar em
projetos com temas complementares. Por exemplo, estudar as curvas conicas como
lugar geométrico junto com suas equacfes, se escolhida de forma adequada, sua
solucédo pode ser a mesma da equacao de 2° grau com duas variaveis (estudadas
em retas, circulos e parabolas), fazendo com que seja uma extensao do que ja foi
aprendido.

Nas orienta¢gfes curriculares é mencionada a funcéo e a importancia do livro

didatico em sala de aula:

Na auséncia de orientagcdes curriculares mais consolidadas, sistematizadas e
acessiveis a todos os professores, o livro didatico vem assumindo, h& algum
tempo, o papel de Unica referéncia sobre o saber a ser ensinado, gerando, muitas
vezes, a concepgao de que “o mais importante no ensino da matematica na escola
¢é trabalhar o livro de capa a capa”. Nesse processo, o professor termina perdendo
sua autonomia como responsavel pelo processo de transposicao didatica interna.
E importante, pois, que o livro didatico de Matematica seja visto ndo como um
substituto de orientacdes curriculares, mas como um recurso a mais (Brasil, 2006,
p. 86).

Como observado, deve-se escolher um livro didatico para servir como uma
ferramenta util para auxiliar o professor em sua pratica docente e ndo como Unica
orientacao, pois o professor acabaria perdendo sua autonomia e o autor do livro
passaria a interferir com sua opinido no que deve ser estudado. Somente o
professor, que esta em contato direto com os alunos, € qguem possui o discernimento
para fazer interferéncias no que é mais importante ou ndo naguele momento para

gue o contetdo apresentado seja melhor compreendido.
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As orientag6es curriculares para o ensino médio (BRASIL, 2006) abordam
também o uso de tecnologia e afirmam que em relacdo a matematica tem duas vias.
Uma é que no meio social de hoje em dia € necessario que se utilize a matematica
para entender as tecnologias e a outra € que as tecnologias sédo ferramentas que
auxiliam no processo de aprendizagem na matematica.

No processo da matemdtica para as tecnologias, temos os exemplos de
calculadoras e planilhas eletrénicas que séo instrumentos de trabalho comuns
atualmente. E preciso conhecimentos matematicos para conseguir manipula-las.

No caso das tecnologias para a matematica, ha o exemplo de programas de
computador (softwares). Os softwares proporcionam aos alunos um meio para
explorar e construir conhecimentos matematicos. E instigado no aluno,
naturalmente, o raciocinio matematico, criando varias possibilidades para a solucao
de problemas.

Ha programas de expressdo para o estudo de funcbes, equacbes e
desigualdades da geometria analitica que podem ser utilizadas, tanto nas
coordenadas cartesianas, como nhas polares, onde é explorada a forma algébrica e

grafica simultaneamente.

3.3 Curriculo do Estado de SP

O Curriculo do Estado de Sdo Paulo € um documento em que sé&o
apresentados conteudos, planejamento e avaliagdo no intuito de auxiliar o gestor e o
docente em suas acdes, de forma a organizar sua critica e construir uma proposta
pedagogica que representa a identidade da sua escola visando a qualidade de
ensino.

Foi criada para que todos os alunos fizessem o mesmo trajeto em relacdo a
aprendizagem das disciplinas basicas, com acesso a conhecimentos atualizados e
significativos, valorizados pelo meio social e profissional. Ele possui conteudos,
competéncias, habilidades, estratégias metodoldgicas e o que se almeja do aluno
em cada ano e possiveis estratégias para a recuperagdo dos mesmos, caso nao
consiga atingir estas metas.

A geometria deve ser abordada de forma espiral em todas as series/anos com

um grau de tratamento adequado a cada periodo em que o0 aluno se apresenta.
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Um aspecto da geometria a ser destacado, sdo suas quatro faces que se
relacionam para uma compreensdo mais ampla da natureza do espago em que
vivemos (Figura 3.3.1). Sao elas: a percep¢do, a concepcdo, a construcdo e a
representacdo. Essas quatro faces devem ser abordadas em conjunto, pois uma

completa a outra na busca de uma compreensao mais rica da geometria.

Figura 3.3.1: Quatro Faces da Geometria

= - =
@ @
. . | Representacao

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo, 2010, p. 42

O que se busca neste documento é a aprendizagem com significado, pois &
mais importante que a utilidade pratica. Um exemplo é o poema. Qual é sua
utilidade? Um poema néo se usa, ele significa algo.

A histéria € um recurso onde apresenta a compreensao mais evidente do
significado vivo dos conceitos e suas mudancas.

O professor deve conduzir sua aula de forma a criar centros de interesse nos
alunos, pois o professor encara diariamente o desafio de ensinar quem néo quer
saber algo, pois informacbes se tem a todo momento com 0s meios de
comunicacbes e principalmente com a internet. Uma boa ferramenta é a
contextualizacdo do conteudo, buscando a problematizacdo, formular as perguntas
de um problema de maneiras diferentes para discernir o que é relevante para
encontrar sua solucdo. Outra exploracdo neste contexto s&do problemas que
envolvem situacdes de otimizagao que busca a melhor solugéo dentre outras.

A contextualizacdo deve entrar em equilibrio com a competéncia de
abstracao, pois a imaginacao vai conduzir o aluno a encontrar varias possibilidades

de situacbes ndo concretas para encontrar a que solucionara o problema. Se for
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utilizada apenas uma delas, o ciclo da constru¢do do conhecimento ndo sera
completo.

Outro fator para a criacdo de centros de interesse € a interdisciplinaridade,
que esta presente no Curriculo do Estado de Sdo Paulo, no qual as diversas
disciplinas se completam em um processo de construgdo do significado nos
assuntos de maior importancia para a formacao de cidadéaos.

No Curriculo, o assunto hipérbole esta inserido em coénicas. A habilidade
proposta foi de se abordar o contetdo de forma basica, sem aprofundamento como

descrito na citagao:

Saber identificar as equacdes da circunferéncia e das cbnicas na forma reduzida e
conhecer as propriedades caracteristicas das cénicas. (Curriculo do Estado de
Séo Paulo, 2010, p. 69).

3.4 Matriz de Avaliacao Processual

Neste documento definem-se matrizes de referéncia (baseada no curriculo)
para avaliacdes processuais de todos os componentes curriculares da Educacéo
Basica. Nela ha conteddo, competéncias e habilidades que devem ser
desenvolvidos durante o ano letivo escolar dos alunos. As orientagbes nela
propostas sdo a base da AAP (Avaliacdo da Aprendizagem em Processo) e outros
instrumentos de avaliacdo. As AAPs sdo aplicadas por bimestre e servem como um
diagnéstico da aprendizagem dos alunos para professores e gestores utilizarem
como meio de intervencao pedagoégica para a melhoria do desempenho do aluno.
Esses resultados sdo encontrados em forma de relatérios na SED — Secretaria
Escolar Digital.

A Matriz de Avaliacdo Processual, traz elementos claros do que se espera do
aluno em cada componente curricular durante o ano letivo.

Os conteudos, habilidades e competéncias na Matriz de Avaliagdo Processual

sobre conicas estdo descritas na Figura 3.4.1.
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Figura 3.4.1: Matriz de Avaliacdo Processual

] 0L
3" série - 1° bimestre
Sitvagdes de Aprendizagem o N
Conteldos Avaliagdo Processual /Habilidades
Competéncia/habilidade
Geometria Analitica Situagio de Aprendizagem 1: A geometria e o método das coordenadas SA1
* Ponros: distincia, ponto Habilidades * Determinar a inclinacio de uma reta.
médio e alinhamento de rés | | Compreensio da linguagem algébrica na representacio de situagdes e problemas geométricos.
pontos 2 F.Nprms.':a de resultados grnménims por meio da |ing||.1grm nlg{'hrim. §A2
' ]{““f" equagio e estudo dos * Identificar a equagio da reta por dois pontos ou
cocficientes. problemas Situagio de Aprendizagem 2: A reta, a inclinagio constante ¢ a proporcionalidade por sua indlinagio ¢ um ponto,
lineres Habilidades

* Ponto e reta: distincia

! 1. Compreensdo da linguagem algébrica na representacio de situagdes & problemas geométricos. SA3
* Circunferéncia: equacio

- 2. Expressio de situagdes envolvendo proporcionalidade por mein de equagdes ¢ insquagdes * Resolver problemas, visando situagaes de otimi-
‘ : e : 28, viss

Rg'r:q, e :u:unl.'crem.la. envolvendo reras. ragio (mdximos e minimos)
posighes relativas l L |

* Conicas: noges, equagdes, | Situagio de Aprendizagem 3: Problemas lineares - mdximos e minimos

aplicages Habilidodes I

* Resolver problemas por melo das equagies da

1. Capacidade de recorrer } linguagem da Geomerria Analitica para enfrentar simagdes-problema em | 3 .
[wigmit I'I.fCIET.ICI..l c d.u COMICas, COm centre na

diferenres conrexros, ) . -
. . e N o afigem em situaches simples,
2. Reconhecimento da importincia da ideia de pmpun.‘Luna]JdadL- e de sua relagio direta com as 8 ¥ f

equagoes das retas.

Situagio de Aprendizagem 4: Circunferéncias ¢ chnicas: significados, equagdes, aplicagdes

Habilidades

1. Capatidade de expressar por meio da linguagem algébrica as propriedades caracteristicas de curvas
muite frequentes na natureza, como as circunferéncias e as conicas.

2. Capacidade de reconhecer, em diferentes contextos, a presenga das circunferéncias ¢ das conicas,
expressas por meio de suas equagies,

3. Capacidade de lidar com as equacaes das drcunferéncias ¢ das conicas para resalver problemas
simples, em diferentes contextos.

Fonte: Sdo Paulo (2016, p. 42)

A Matriz de Avaliacdo Processual oferece informagbes para o0
desenvolvimento de parametros que orientam as acgdes de toda a equipe envolvida
no processo para acompanhar pedagogicamente e formar continuadamente a

aprendizagem do aluno.

3.5 Caderno do Professor e do Aluno

Os cadernos foram desenvolvidos pelo programa S&o Paulo Faz Escola. Tem
como estrutura o Curriculo Oficial do Estado de S&o Paulo e tem a finalidade de
apoiar o professor em sua pratica docente, articulando o curriculo com as acdes
realizadas em sala de aula para contribuir na formacg&o de um aluno protagonista de
sua historia.

Nos cadernos, a tendéncia € destacar os principios norteadores, como a
contextualizacdo dos contetudos e as competéncias relacionadas com a leitura e a

escrita matematica, assim como 0s componentes culturais internos e externos.
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Em cada volume hé oito situacdes de aprendizagem, com orientagdes para 0s
professores, além de alguns materiais diferenciados como softwares, textos, sites,
videos e outras sugestdes para o0 enriquecimento das aulas.

O caderno apresenta algumas sugestfes sobre as avaliacdes e conteudos
importantes para atingir as competéncias necessarias.

No volume um, do caderno do professor, da terceira série do ensino médio, &

abordado cénicas na situacdo de aprendizagem quatro.

Figura 3.5.1: Situacdo de Aprendizagem4

Fonte: Sdo Paulo (2014, p.42)

Na introducdo de cbnicas do caderno do aluno, sdo exploradas as
propriedades de varias maneiras diferentes. Sdo mostradas de forma geométrica as
seccOes dos planos interceptando o cone duplo para visualizar a elipse, parabola e
hipérbole.

A Figura 3.5.2 mostra um exemplo de situacdo de aprendizagem utilizando as

cOnicas.
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Figura 3.5.2: Leitura e Andlise de Texto

ﬂ___g: Leitura e analise de texto
S

As circunferéncias e as cénicas (elipses, hipérboles e pardbolas) sio curvas que também
podem ser representadas no plano cartesiano e cuja propriedade obedecida pelos seus pon-
tos pode ser descrita por meio de uma equacio de duas varidveis.

A circunferéncia e a elipse podem ser vistas a parrir de segdes de um cilindro circular;
a elipse nio passa de uma circunferéncia alongada em uma das duas direges.

circunferincia

@ Conexda Eduarial

elipse

circunferéncia elipse

s quarro tipos de curvas podem ser vistos como segies de uma superficie conica.

pazibiola

ciscunleniatia

& Conenbo Editesial

hipértede

Também & possivel observar superficies cénicas colocando-se dgua em recipientes cilin-
dricos ou cortando-se adequadamente uma pega de salame.

Fonte: S&o Paulo (2014, p.36)

7z

A introducdo da hipérbole é representada por meio de grandezas

inversamente proporcionais de acordo com a Figura 3.5.3.
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Figura 3.5.3: Hipérbole

“ - / Leitura e anilise de texto
=,

Hipérbole
CQuando representamos graficamente pares (i y) de grandezas que sio inversamente pro-

porcionais, isto &, cujo produto x - ¥ € constante e nio nulo, a curva obtida é uma hipérbole.

¥

eixos perpendiculares’

sistema ortogonal eivos abliquos

| :I.)rl-x:.yl-x’.yl-mnstaue-k-lﬂ |

Fonte: S&o Paulo (2014, p. 42)

E brevemente citada a propriedade caracteristica da hipérbole. No ambito
geral, a hipérbole é representada como uma grandeza inversamente proporcional
(figura 3.5.4) com os eixos coordenados fazendo o papel de assintotas e o centro €
a origem.

Ha& dois exemplos contextualizados. Um € sobre a zona de audibilidade
quando o avido atinge uma velocidade maior que a do som. Esta superficie terrestre
onde se escuta o barulho do motor do avido tem formato de uma hipérbole. Outro
exemplo é o de um sistema para localizar a posicdo de um automaovel utilizando a

propriedade da hipérbole.
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Figura 3.5.4: Assintotas Coincidentes com os Eixos Coordenados

Por exemplo, as curvas formadas pelos pontos cujas coordenadas satisfazem as relages
a seguir sio hipérboles tendo como assintotas os eixos coordenados (ver figuras).

v va

=1

LS

R i

Fonte: Séao Paulo, 2014, p.43

Os exercicios também sédo abordados representando graficamente pares
(x,y) de grandezas inversamente proporcionais, ou seja, o produto de x.y é uma

constante diferente de zero e a representacdo grafica € uma curva da hipérbole

(figura 3.5.5) relacionada com seus elementos como equacdo, assintotas e etc. E

abordada a relacao fundamental nos exercicios posteriores.

Figura 3.5.5: Exercicio sobre Hipérbole

5. A equagio 4x* — 9y* = 306 pode ser vista como uma hipérbole. Fatore o primeiro membro e
obtenha X e Y tal que X - Y = 36. Em seguida, determine as assintotas e faga uma representacio

grdfica da hipérbole, obtendo (2x — 3y) - (2x + 3y) = 306, ou seja, X - Y = 36.

Fonte: S&o Paulo, 2014, p.44
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3.6 Avaliacao da Aprendizagem em Processo— AAP

A Avaliacdo da Aprendizagem em Processo sao cadernos de provas
aplicadas bimestralmente, baseadas no Curriculo do Estado de S&o Paulo, para
diagnosticar a aprendizagem do aluno.

Seu objetivo é apoiar a escola e o professor com informacdes que servirdo
como estratégias nas acoes pedagdgicas para o planejamento e replanejamento na
recuperacao continua do aluno em defasagem.

Foi iniciada em 2011 e atinge o Ensino Fundamental e Médio em Lingua
Portuguesa e Matematica.

A habilidade sobre conicas é a descrita abaixo:

MPO4 - Resolver problemas por meio das equacfes da circunferéncia e das
cbnicas, com centro na origem em situacdes simples.

O objetivo ndo é aprofundar as propriedades da circunferéncia e das conicas
e sim a resolucdo de situacdes-problema com conceitos j4 aprendidos durante o

caminho escolar do aluno.

3.7 Estudo Qualitativo de Alguns Livros Didaticos

Foi feita uma pesquisa nos documentos que orientam o0s professores sobre
suas praticas, buscando maneiras de trabalhar com o aluno de forma significativa e
interessante, sempre priorizando a aprendizagem com qualidade. Os critérios
selecionados foram baseados nestas orientacbes, que sao abordadas em
praticamente todos os documentos analisados. Como o livro didatico € uma
ferramenta de apoio ao professor, é interessante que os conteudos apresentados
fossem tratados de acordo com essas orientacdes para facilitar o seu trabalho.

Os critérios selecionados para a realizacdo da escolha do livro didatico séo:

C1 - Introducé&o historica: permite que o aluno entenda o porqué de estudar
determinado conteudo e sua importancia para a evolu¢cao da humanidade.

C2 — Aprendizagem significativa na parte tedrica: tem a fungéo de introduzir o
contetdo de forma mais concreta, evitando a memorizacdo de conteudo sem

sentido.



63

C3 - Exercicios contextualizados: busca, com situagdes-problema
relacionadas ao cotidiano do aluno e exercicio da cidadania, fazer com que se
interesse mais pelo conteudo, onde se constroi o aprendizado de forma significativa.

C4 - Exercicios abrangendo outras disciplinas (interdisciplinaridade):
apresenta a finalidade de articular e integrar as disciplinas para que se completem,
agregando significado nos assuntos de grande importancia para a formacgédo de
cidadaos criticos e reflexivos.

C5 — Atividades com recursos computacionais (tecnologias da informacéo): &
um importante instrumento de cidadania, para propésitos profissionais e sociais.

C6 —Questdes de vestibular ou Enem: tem o objetivo de preparar o aluno para
avaliacdes posteriores ao Ensino Médio.

A partir do estudo desses critérios, foi feito o quadro comparativo entre os
livros didaticos para verificar qual se adequa aos objetivos do docente para se
alcancar um instrumento de apoio pedagdgico de boa qualidade.

Quadro 1 — Analise de Livros Didaticos
Livros Didaticos Cl|C2|C3|C4|C5|C®6

Contato Matematica

Souza, Joamir e outros X X X X
FTD, 2016

Matematica Contexto e Aplicacdes

Dante, Luiz Roberto X X
Ed. Atica, 2017

Matematica Ciéncia e Aplicacéo
lezzi, Gelson e outros X X
Ed. Saraiva, 2017

Matematica Interacdo e Tecnologia
Balestri, Rodrigo Dias X X X X X
Leya, 2016

Matematica Paiva

Paiva, Manoel X X X X X
Moderna, 2015
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Conexdes com a Matematica
Leonardo, Fabio Martins de X X X
Moderna, 2013

Matemaéatica Ensino Médio
Smole, Katia Stocco X
Ed. Saraiva, 2013

Fonte: O Autor (2018)

Observacdes:

No livro Contato Matemética, no critério C5, é apresentada a atividade no
GeoGebra apenas com a elipse.

No livro Contexto e Aplicacdes, faltaram, no critério C2, exemplos
contextualizados de aplicacéo da hipérbole.

No livro Matemética Ciéncia e Aplicacdo, no critério C2, ndo foi feita a
construcdo da hipérbole com barbante e régua para obtencdo dos elementos da
hipérbole de forma concreta.

O livro Matematica Ensino Médio ndo apresenta a construcdo da hipérbole
como introducédo ao conteudo.

A introducdo historica, na maioria dos livros citados, € brevemente relatada.

Hé& apenas um exercicio contextualizado sobre hipérbole nos livros que foram
marcados.

Esta analise dos documentos pesquisados vai ser de grande importancia para
a base da montagem no desenvolvimento das atividades do conceito de hipérbole

com alunos para o préximo capitulo.
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3.8 Exercicios de Vestibulares e Enem

O conteudo sobre Hipérbole, em Cobnicas, € pouco explorado ou deixado de
lado no 3° ano do Ensino Médio, pois ndo ha tempo suficiente para que o professor o
aplique, devido ao fato do curriculo ser muito extenso. Como € observado, o
contetdo é importante, pois € cobrado em vestibulares, Enem e concursos; além
disso, tem suas utilidades em nosso cotidiano, como na Arquitetura, Quimica, Fisica,
entre outras. Por isso, deve ser trabalhado com o aluno para que este ndo seja
prejudicado.

A lista de exercicios sobre hipérbole é para a consulta do docente que
necessita de recursos para preparar seus alunos para prestarem provas no ano

seguinte.

1- (UFPI 2000) O gréfico da equacdo x* — y2 = 4 representa uma hipérbole.

Os focos dessa hipérbole séo:
05)e (02

a) (0,0)e(0,—=

) (02)e(0.5)

b) (2,0) e (-2,0)
) (2v2,0) e (-2v/2,0)
d) (02) e (0,2)

ool
e) (0!2) e (O"z)

2- (UFF 1997) As equagBes y - 2x = 0,y + x> = 0 ey?* — x> + 1 =0
representam no plano, respectivamente:
a) uma reta, uma hipérbole e uma parabola
b) uma parabola, uma hipérbole e uma reta
C) uma reta, uma parabola e uma elipse
d) uma elipse, uma parabola e uma hipérbole

€) uma reta, uma parabola e uma hipérbole
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(UNIRIO 1997) As equagbes x* — 9y* — 6x — 18y — 9 = 0, x> +
y>* —2x + 4y +1=0 e x* — 4x — 4y + 8 = Orepresentam,
respectivamente, uma:

a) hipérbole, uma elipse e uma parabola

b) hipérbole, uma circunferéncia e uma reta

c) hipérbole, uma circunferéncia e uma parabola

d) elipse, uma circunferéncia e uma parabola

e) elipse, uma circunferéncia e uma reta

(Esc. Naval 2013) A equacdo 4x*> — y* — 32x + 8y + 52 = Ono

plano xy, representa:
a) duas retas

b) uma circunferéncia
c) uma elipse

d) uma hipérbole

e) uma parabola

(Espcex — Aman 2012) A representagdo no sistema cartesiano ortogonal da
equacdo 9x* — y* = 36x + 8y — 11 é dada por:

a) duas retas concorrentes

b) uma circunferéncia

c) uma elipse

d) uma parabola

e) uma hipérbole

(UNESP 2018 - 22 fase) O grafico representa uma hipérbole, dada pela

3 I
funcdo real f(x) = x + 5— Sabe-se que ABCD é um retangulo, que ECé

diagonal do retangulo EBCF e que a area da regido indicada em rosa é igual

a4, 7cma,
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assintotas do
grafico de f(x)
e T

f" A\ iE / B

eixo de simetria dos
ramos da hipérbole

a) Determine as coordenadas (x,y) do ponto A.

b) Calcule a area da regido indicada em amarelo no grafico.

(UFPE) A hipérbole de equagdo x* —y*+ 2y = 0 e a circunferéncia de

\l
1

equacao x2+y2=4 se interceptam em trés pontos nao colineares.

Determine a area A do triangulo com vértices nestes trés pontos e indique A2.

8- (PUC - SP) A conica representada pela equacéo 3x* — 4y* + 8y — 16 = 0
é:
a) Parabola
b) Hipérbole
c) Elipse
d) Circunferéncia

e) Duas retas

9- (Cesgranrio — RJ) O valor de b para o qual areta y = x + b néo intercepta a
hipérbole x* — y* = 1 é:
a) 2
b) V2
c) 1
d O
e) -1
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CAPITULO 4.

DESENVOLVIMENTO DO CONCEITO HIPERBOLE

Fundamentados pelos documentos analisados no capitulo anterior, buscando
direcionar e organizar de forma significativa o conceito de hipérbole, foram aplicadas
algumas atividades para os alunos com a finalidade de despertar seu interesse e
desenvolver a aprendizagem de forma concreta.

O publico alvo foram os alunos do 3° ano do Ensino Médio da escola E. E.”
Prof2 Yone Dias de Aguiar’, da cidade de Penapolis-SP. A Direcédo da escola deu
apoio ao projeto e o primeiro encontro seria no sabado as 8h, como descrito no
convite, mas havia alguns alunos que trabalhavam neste periodo, entao foi realizado
em horario extra aula, ou seja, no horario de ATPC - Aula de Trabalho Pedagdgico
Coletivo — no horéario das 18:00h as 19:40h. Foram convidados trés terceiros anos

para participarem das atividades (figura 4.1) e, no entanto, compareceram apenas

cinco alunos.

Figura 4.1: Convite de Participacdo do Projeto

Fonte: o autor (2018)



69

A aplicacdo das atividades foi feita em conjunto com a professora Maria Ap.
Cesario de Miranda (Cidinha), que apresentou o conceito de elipse utilizando os
mesmos recursos didaticos.

O desenvolvimento da aula foi iniciado com uma roda de conversa e exposto
aos alunos que este projeto fazia parte de uma dissertacdo de mestrado e que as
aulas seriam introduzidas utilizando métodos diferenciados. As aulas seriam
importantes para eles, pois esse conteudo geralmente ndo € desenvolvido em sala
de aula devido ao curto espaco de tempo e a grande quantidade de conteudo
curricular. Além disso, € requisitado no Enem e em Vestibulares.

Foi questionado sobre o que j& haviam visto em Geometria Analitica e suas
dificuldades.

No momento estavam na fase avaliativa sobre o conteddo de circunferéncia.

A introducéo histérica e suas aplica¢cdes abordou a origem das cbnicas e sua

importancia nos dias atuais.

4.1 Introducéo Histérica e Algumas Aplicacdes

Um resumo sobre a Histéria das Conicas foi apresentado através de slides,
com énfase na hipérbole e suas aplicacbes (Figura 4.1.1).

Havia um resumo sobre o contexto social, politico e econémico da Grécia
antiga e os matematicos que viviam naquela época, destacando Menaecmo e
Apolbnio, com suas obras geniais e as dificuldades que enfrentavam com poucos
recursos na matematica.

Mostrou-se como a evolucdo da matematica e suas invencdes se deram com
0 passar do tempo, através de ideias ja concebidas por outros matematicos. Com
esta atividade, foi vista a importancia da matematica como uma poderosa ferramenta

para a ciéncia e, com isso, a evolugcédo da humanidade.
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Figura 4.1.1: Contetdo em Slides
\, )

Histéria das Conicas

Fonte: o autor (2018)

Nas Figuras 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4 e 4.1.5 séo elencados os exemplos de
hipérbole e sua utilizacdo. Esses exemplos foram apresentados aos alunos, durante
a aula, em forma de slides.

O renomado arquiteto Oscar Niemeyer, conhecido no mundo inteiro por sua
arquitetura moderna na projecao de varias edificaces, utilizou a curva hiperbdlica
na famosa Catedral Metropolitana de Brasilia.

S&o dezesseis pilares ao redor de um circulo. Os contornos desses pilares

lembram uma hipérbole, como pode ser visto na Figura 4.1.2.
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Figura 4.1.2: Catedral Metropolitana de Brasilia

Fonte: http://parquedaciencia.blogspot.com/2013/04/conicas-nocoes-intuitivas-e-aplicacoes.html
(2018)

Na Figura 4.1.3 tem-se a torre de refrigeracdo de uma usina nuclear. O
hiperboloide (sélido gerado pela rotacao da hipérbole) € utilizado na engenharia civil.
As caracteristicas do hiperboloide mantém a integridade estrutural da torre com o
minimo de materiais de construcdo e, com isso, mais eficiéncia na divisdo do peso
estrutural com menor custo desta obra, beneficiando também o meio ambiente, pois,

€ extraido menos recurso da natureza.


http://parquedaciencia.blogspot.com/2013/04/conicas-nocoes-intuitivas-e-aplicacoes.html
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Figura 4.1.3: Torre de Refrigerac@o de Usinas Nucleares

Fonte:http://parquedaciencia.blogspot.com/2013/04/conicas-nocoes-intuitivas-e-aplicacoes.html
(2018)

O telescopio refletor (Figura 4.1.4) criado pelo astronomo francés Cassegrain
no século XVII utiliza o espelho hiperbdlico.

Figura 4.1.4: Telescopio Refletor

Fonte: http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/modulo4/prob aplicas2.html (2018)



http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/modulo4/prob_aplicas2.html
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O telescopio possui um espelho primério parabdlico e um secundario
hiperbalico.

E utilizado o foco do espelho secundario coincidindo com o foco do espelho
primario conforme mostra a Figura 4.1.5. Seu objetivo é fazer com que a imagem,
apos ser refletida pelo espelho hiperbdlico, seja formada na posicdo do foco da outra

folha da hipérbole.

Figura 4.1.5: Esquema do Telescépio

TEAERCO'Y0 SECUNDARIC
RLR0R )
f

fok i
shCUNRY
,

Fonte: http://www.sato.prof.ufu.br/Conicas/nodel6.html| (2018)

Este mecanismo de Cassegrain € utilizado nos dias atuais tanto por

telescopios, quanto por radiotelescépios.


http://www.sato.prof.ufu.br/Conicas/node16.html
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4.2 Atividade: Curvas Luminosas

Para confeccionar os cones, foi utilizado barbante, placa de acrilico, barra de
rosca, 4 porcas, base de madeira, 1 folha de papel cartdo e retroprojetor.

Nesta atividade, buscou-se simular as curvas da hipérbole no cone duplo de
forma concreta na figura. A intencdo foi a de mostrar a sua origem e despertar 0
interesse do aluno pelo conteudo fazendo com que aprenda de forma mais
prazerosa.

A seccdo plana que corta o cone foi representada pelo feixe de luz do
retroprojetor, utilizando o papel cartdo com uma fenda de 3 mm. O feixe de luz, ao
passar pelos barbantes, é refletido evidenciando as curvas.

Figura 4.2.1: Curvas Luminosas

Fonte: o autor (2018)
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4.3 Construcéo da Hipérbole e seus Elementos

Utilizando uma base retangular de MDF, papel cartdo para forrar, dois pregos
pequenos sem a “cabega”, régua, barbante e canetinha colorida, foi confeccionada
uma prancha para construir na pratica a curva da hipérbole e mostrar seus

elementos como na figura 4.3.1.

Figura 4.3.1:Construcéo da Hipérbole com régua e barbante

Fonte: o autor (2018)

Procedimento: fixou-se no foco F;(representada pelos pregos) uma régua,
através de um de seus furos localizados nas extremidades. No outro furo da régua

(na outra extremidade), foi amarrado um barbante com o comprimento menor que a
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régua (a diferenca entre o tamanho da régua e o barbante deve ser menor que a

distancia entre os focos 2c) e a outra ponta € amarrada no foco F.

s

Com o auxilio da canetinha colorida € tracado um ramo da hipérbole,
lembrando que o barbante deve ser mantido esticado. De forma anéloga, € tracado o
outro ramo.

A partir da construcéo, foram mostrados os elementos da hipérbole, a relacao
fundamental, hipérbole como lugar geométrico, e a partir desta propriedade chegou-

se na equacao reduzida.

Figura 4.3.2: Demonstracdo da Equa¢éo Reduzida

Fonte: o autor (2018)

Apés a construcdo da hipérbole e seus elementos, foram propostos dois
exemplos contextualizados.

1° Exemplo: Considere que uma praca foi construida de forma que os
gramados séo separados do caminho de passeio por dois ramos de uma hipérbole,

conforme o0 esquema abaixo:
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passeio

Considere ainda que, de acordo com a origem do sistema de coordenadas

adotado pelo arquiteto responsavel pela obra, a equacdo dessa hipérbole seja

(x=50)* (y —30)°

= 1. A menor largura do passeio dessa praga, em metros, é:

400 225
a) 20. c) 30. e) 40.
b) 25 d) 35.

2° Exemplo: O mapa de uma cidade é localizado sobre um sistema

cartesiano, em que o centro da cidade estd na origem. Se um avido voa sobre essa
x2 2
cidade obedecendo a equacédo 2—5 - E = 1, qual a distancia minima em relacédo ao

centro da cidade a que esse avido chega?

4.4 Construcédo de Graficos no GeoGebra

O software matematico GeoGebra, criado por Markus Hohenwarter, retne
Algebra e Geometria. Pode ser usado em diversos niveis de ensino e ja recebeu
varios prémios na Europa e Estados Unidos. E gratuito e pode ser baixado no

computador ou utilizado online pelo site www.geogebra.org.

Na aula foram dadas algumas instrucdes de como utilizar o software
GeoGebra, para poder prosseguir a atividade de construcdo da hipérbole

graficamente e demonstrar a sua propriedade.


http://www.geogebra.org/

- 7
§
L .
' % 5

Figura 4.4.1:Atividade no GeoGebra

Fonte: o autor (2018)
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Roteiro para construcdo da hipérbole no GeoGebra:

Construir a hipérbole de focos F;(2,2) e F,(6,2) que passa pelo ponto P(6,5).

1° passo: No menu Opc¢oes, clique em Arredondamento e, em seguida, em 2
Casas Decimais. No menu Exibir, marque as opgbes Malha e Eixos.

2° passo: Para construir a hipérbole de focos F; (2,2) e F,(6,2) que passa pelo
ponto P(6,5), digite no campo Entrada, em sequéncia, os comandos F_1=(2,2),

F 2=(6,2) e P=(6,5). Em seguida, selecione a ferramenta Hipérbole e clique nos

pontosF;, F, e P, nessa ordem.

3° passo: Na janela de Algebra, aparecerad a equacio —3x% + y2 +
24x - 4y = 41. Para representa-la na forma reduzida, clique com o botédo direito

sobre essa equagao e selecione Equagdo(x - m)* /a* + (y- n)* / b* = 1.
4° passo: Oculte o ponto P.

5° passo: Crie um ponto A qualquer sobre a hipérbole.

6° passo: Trace os segmentos AF;e AF,. Para o rétulo desses segmentos,

escolha a opcéo Valor na janela Propriedades.

7° passo: Digite o comando S = abs(a- b) no campo Entrada.

8° passo: Com a ferramenta Mover selecionada, mova o ponto A sobre a
hipérbole e verifigue que, a cada ponto da hipérbole, as distancias AF; e AF, se

alteram, mas a diferenca entre o modulo desses valores é constante.

Considerando a hipérbole construida, qual a:
J distancia focal?
o medida do eixo real?

o medida do eixo imaginario?
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A atividade tem como finalidade fazer com que o aluno utilize o software
GeoGebra para que identifique, construa e explore a hipérbole e seus elementos
representada no plano cartesiano. Com isso, esta sendo utilizada a tecnologia como
ferramenta, instigando o raciocinio matematico e criando outra maneira de

solucionar o problema envolvendo a forma algébrica e gréfica simultaneamente.

4.5 Questdes do Enem, Vestibular e Concurso

Foram abordadas 3 questdes sobre Concurso, Enem e Vestibular. A questéao
do Enem explorou a hipérbole como grandeza inversamente proporcional. As
guestBes de vestibular e concurso abordaram os elementos da hipérbole, porém a
de vestibular estava com o nivel de dificuldade mais complexo.

Estas questbes foram propostas para obter maior adesdo de alunos
interessados para o projeto com o intuito de prepara-los para a realizacao de provas
no ano seguinte.

A guestdo abaixo é do concurso da Petrobras do ano de 2010, feita pela
banca da CESGRANRIO.

Figura: 4.5.1: Questédo de Concurso

Os vértices imaginarios da hipérbole de equacdo (X=1)
r

i
ur

2 53
(y—1f 54

al (2,1)e(2,3)
b) (2,0)e(2,2)
)  (2,0)e(1,2)
d) (1,1)e(1,2)

el (1,0)e(1,2)

Fonte:https://www.gconcursos.com/questoes-de-concursos/questao/e90fba42-da (2018)



https://www.qconcursos.com/questoes-de-concursos/questao/e90fba42-da
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A Figura 4.5.2 mostra a questdo 160 do Enem da prova amarela do ano 2017

sobre hipérbole.

inversamente proporcional.

Figura: 4.5.2: Questédo do Enem

QUESTAOD 160

O lisivlogisla nglés Acchibald  Vivian Hill propos,
em seus estudos, que a velocidade v de contragdo de
um musculo ao ser submetido a um peso p & dada pela
equacio (p+ a) (v+ b) = K, com a, b e K constantes.

Um fisioterapeuta, com o intuito de maximizar o efeito
benéfico dos exercicios que recomendaria a um de seus
pacientes, guis estudar essa equagio e a classificou
desta forma:

Tipo de curva
Semirreta obliqua
Semirreta horizontal
Ramo de parabola
Arco de circunferéncia
Ramo de hipérbole

O fisioterapeuta analisou a dependéncia entre v & p
na equagao de Hill e a classificou de acordo com sua
representacio geométrica no plano cartesiano, utilizando
o par de coordenadas (p ; v). Admita que K = 0.

Disponivel em: hitp.0rsph.royalsocketypublshing ceg. Acesso emc 14 jul. 2045 (adapiada)
O grafico da equacio gue o fisioterapeuta utilizou para
maximizar o efeito dos exercicios & do tipo
semirreta obligua.
sémirréta honzontal.
ramo de parabola.
arco de circunferéncia.
ramo de hipérbole.

Qe oe

Nesta questdo, € explorada a hipérbole como grandeza

Fonte:http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2017/cad_5_prova_amarelo_12112

A proxima questéo aborda o tema no vestibular da Universidade Federal da

Paraiba.

017.pdf (2018)



Figura: 4.5.3: Questéo de Vestibular

‘0raio do circulo.
Fonte: Balestri (2016)
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As questdes foram escolhidas de forma a atender as expectativas dos alunos
interessados em continuar seus estudos apo6s o Ensino Médio. Foram escolhidas
questbes que abordam a contextualizacdo e o raciocinio l6gico, de forma a fazer
com que o aluno pense e discuta de maneira critica e reflexiva, abordando o seu

lado protagonista.

4.6 Resultados

As atividades propostas foram desenvolvidas em 6 aulas de 50 minutos e
despertaram no aluno o interesse e a curiosidade, motivando-os na busca pelo
conhecimento. Com isso, gradativamente, foi construido o conceito e as aplicacdes
do conteudo abordado de forma mais atraente.

Os alunos aprenderam o contetdo com significado, compreendendo a origem,
as aplicacBes e suas tecnologias que € muito importante na &rea profissional.

Houve uma interacdo mais proxima professor-aluno, que fez com que
proporcionasse o desenvolvimento do conteddo com mais fluidez. O professor fez o
papel de mediador e o aluno o protagonista de seu préprio conhecimento.

Os alunos foram avaliados através da observacdo de sua participacéo e foi
verificado globalmente que foram muito proveitosas as atividades desenvolvidas.

Houve algumas dificuldades notadas no desenvolvimento do projeto, mas
foram sanadas com uma recuperacao continua durante as aulas.

Abaixo estéo os relatos de alguns alunos no questionario realizado no final do
projeto sobre a avaliacdo das aulas diferenciadas e o depoimento da direcdo e
coordenacdo da escola sobre a aplicacdo da atividade extraclasse e seus

resultados.



Figura: 4.6.1: Relato do Aluno sobre a Atividade

Fonte: o autor (2018)




Figura 4.6.2: Relato do Aluno sobre a Atividade

Fonte: o autor (2018)




Figura 4.6.3: Depoimento da Coordenagéo e Direcdo da Escola

Fonte: o autor (2018)
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4.7 Outra Atividade para Hipérbole

Com o intuito de auxiliar o professor em sua pratica docente, € apresentada a
seguir, como sugestdo, outra atividade diferenciada sobre hipérbole para que
desperte no aluno o interesse pela matematica. Esta atividade foi proposta pela
equipe do Laboratério de Ensino de Matemética da UNICAMP, de autoria de
SOARES, M.Z.M.C.; SANTINHO, M.S.; MACHADO, R.M.; RODRIGUEZ, W.R.

Oficina: Que curva é esta chamada hipérbole?

Objetivos:

* Identificar e representar uma hipérbole a partir de uma se¢éo de um cone.

* |dentificar os elementos da hipérbole — centro, vértices, focos, eixo real e
eixo imaginario.

« Definir hipérbole.

» Obter a equacgao reduzida de uma hipérbole.

Etapa 1: Cortando um cone e obtendo uma hipérbole, identificando seu eixo e

vértice.

Material necesséario: papel cartdo (ou um funil), massa para modelar,
barbante, papel manteiga ou vegetal, caneta de ponta porosa, cola, régua e tesoura.

Tempo necessario: 4 aulas aproximadamente.

Figura: 4.7.1: Material para a Realizagdo da Atividade

Q% @o:
Q

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

la. modelar um cone com o molde (de papel cartdo ou funil) utilizando a
massa de modelar (Figura 4.7.2). Retirar da forma (Figura 4.7.3) e colocar sobre

uma superficie.


https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
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Figura 4.7.2: Modelando a Massa em Formato de Cone

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Figura: 4.7.3: Desenformando o Cone

N ™ Wl
1 )

h 4
. |

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Observacao importante: os cones com abertura maior produzirdo resultados
mais precisos e mais facilidade na obtencdo dos elementos da hipérbole e
observacéo das propriedades.

1b. Com o barbante ou uma placa, cortar o cone segundo um plano
perpendicular a sua base, que contenha seu eixo, dividindo-o em duas partes iguais
(Figuras 4.7.4 e 4.7.5).


https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
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Figura 4.7.4: Corte da Massa ao Meio

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Figura 4.7.5: Massa com Formato _da Metade de dois Cones

f

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

1c. Posicionar as duas partes obtidas, com as sec¢fes planas apoiadas numa

superficie, de modo que os vértices e o eixo coincidam (Figura 4.7.6).

Figura 4.7.6: Cone de Duas Folhas

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)



https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
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1d. Com uma linha (ou barbante) bem esticada, fazer um corte na massa, de
modo a atingir as duas sec¢0es do cone. Retirar cuidadosamente a linha, mantendo

as partes do cone na mesma posicao (Figura 4.7.7).

Figura 4.7.7: Corte com Barbante

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

le. Inserir cuidadosamente um cartdo no corte feito pela linha e marcar com
uma caneta de ponta porosa o contorno da interse¢do da superficie conica com o
cartdo (Figuras 4.7.8,4.7.9 e 4.7.10).

Figura 4.7.8: Posicionamento da Massa Cortada no Papel Cartéo

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)



https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
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Figura 4.7.9: Marcacédo da Curva no Papel Cartédo

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Figura 4.7.10: Curva da Hipérbole no Papel Cartao

b

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf
(2018)

As curvas obtidas nesse procedimento sdo partes dos ramos de uma
hipérbole.

1f. Transferir as curvas obtidas para uma folha de papel transparente.
Dobrando essa folha, inserir o cartdo com os ramos da hipérbole desenhados

(Figura 4.7.11) e transferir esses arcos para o papel transparente.


https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
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Figura 4.7.11: Transferéncia da Curva em Papel Transparente

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

1g. Retirar o cartdo do interior do papel e transferir as linhas obtidas para a
outra metade da dobra, obtendo assim, ao abrir o papel, uma hipérbole cujo eixo é a
dobra do papel (Figura 4.7.12).

Figura 4.7.12: Desenho da Hipérbole

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

1h. Para obter a direcdo do outro eixo da hipérbole, sobreponha os dois
ramos obtidos e faca um vinco na dobra do papel. Destacar os eixos, tragcando retas

sobre os vincos (Figura 4.7.13).


https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
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Figura 4.7.13: Eixos da Hipérbole

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Etapa 2: Obtendo os focos da hipérbole.
Para obter os focos da hipérbole, os alunos deverdo seguir o roteiro abaixo,

utilizando os ramos de hipérbole obtidos ao cortar o cone:

2a. identifiqgue na hipérbole os pontos V1 e V2, denominados Vértices e o

ponto O, denominado centro da hipérbole (Figura 4.7.14).

Figura 4.7.14: Vértice da Hipérbole

y2 0 Vi

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

O eixo que contém os pontos V1 e V2 é denominado eixo real da hipérbole. A
hipérbole tem ainda um outro eixo, cuja direcdo é perpendicular a do eixo real e que

passa pelo ponto O, denominado eixo imaginario.


https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole_experimento.pdf

94

2b. Trace por V1 uma perpendicular ao eixo real e marque o ponto A tal que
OV, =V, A , obtendo o segmento 04, de medida OV, x V2, Figura 4.7.15.

Seja OV, = V,A = a, tem-se:

0A = a? + a?
0A =+/2a?
0A = a2

Figura 4.7.15:Etapa 1 na Constru¢éo para Encontrar o Foco

V2 Vi

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

2c. Marque no eixo real um ponto B, tal que OB = OA = a+/2. Por B trace

uma perpendicular ao eixo real, que interceptara a hipérbole em P(a\/Z y), (Figura

4.7.16).

xZ 2

Para encontrar y, substitui-se P na equagé&o reduzida E — 139]_2 =1
Assim,
(aﬁ)z y?
I

2
Yy
b_z =2—1
y2 — b2

y=b>b
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Logo, P(av/'2, b)

Figura 4.7.16: Etapa 2 na Construgdo para Encontrar o Foco

e

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

2d. Marcar em V; A o ponto C, tal que V;C = PB = b. Com centro em O e
raio 0C = ¢ tracar uma circunferéncia que interceptara o eixo real nos pontos F;e

F, que sao os focos da hipérbole.

Figura 4.7.17: Etapa 3 na Construcdo para Encontrar o Foco

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)
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Etapa 3: Definindo a hipérbole.
Para compreender a condicdo que define a hipérbole, siga o0s seguintes

passos:

3a. escolher um ponto P qualquer da hipérbole e medir a distancia do ponto P
a cada um dos focos. Utilizar para isto um barbante (Figuras 4.7.18 e 4.7.19) ou o

compasso (Figura 4.7.20).

Figura 4.7.18: Medida da Distancia do Ponto ao Foco 1 com Barbante

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Figura 4.7.19: Medida da Distancia do Ponto ao Foco 2 com Barbante

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)
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Figura 4.7.20: Medindo com Compasso

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Anotar os valores obtidos pelos alunos em uma tabela.

Pedir aos alunos que comparem os valores obtidos nas colunas |PF; —

P_F'2| e V1V2.

3b. sobrepor as medidas obtidas, verificando que a diferenca entre elas
corresponde a distancia entre os vértices (Figuras 4.7.21 a 4.7.24).

Figura 4.7.21: Sobreposicao das Medidas com Barbante

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)
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Figura 4.7.22: Medindo com Compasso a Distancia do Ponto ao Foco 1

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Figura 4.7.23: Medindo com Compasso a Distancia do Ponto ao Foco2

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)
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Figura 4.7.24: Verificando que a Diferenca € igual a 2a

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Repetir o procedimento em alguns pontos da hipérbole até que se

evidencie que a diferenca é constante.

3c. fazer o mesmo com uma régua graduada para verificar numericamente
que a diferenca é uma constante.
Com isso, verificar a definicdo de hipérbole:
“Hipérbole é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja diferenca entre

as distancias a dois pontos fixos, denominados focos, € constante.”

Etapa 4: Equacéo reduzida da hipérbole
Material necessario: Papel quadriculado, lapis, borracha, régua e compasso.

4a. inserir na hipérbole obtida um sistema de eixos cartesianos com origem
no centro da hipérbole e os focos no eixo x. ldentificar as coordenadas dos focos e
dos vértices, conforme o exemplo abaixo. Escolher na hipérbole um ponto P
qualquer, de coordenadas (X, Y).
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Figura 4.7.25:Gréficos com Valores das Coordenadas dos Pontos

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

4b. Obter a equacdo, partindo da definicdo da hipérbole: distancia |P_F1 —
PF,| = 4.

Aplicando a formula da distancia entre dois pontos:

|\/(x+3)2 + 92 — J(x — 3)2 + y*|=4

Desenvolvendo a expressao se obtém:

Y
5

— =1
4

Etapa 5: Constatacdo importante:

Na construcao gréfica dos focos da hipérbole, foi iniciada do segmento OV e
se obteve os segmentos V,C e ocC gue formam um tridngulo retangulo. Os
segmentos foram representados pelas letras a,b e ¢, de acordo com a Figura
4.7.26. Assim, a distancia entre o centro e o foco da hipérbole é a medida da

hipotenusa desse triangulo, indicada por c.
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Figura 4.7.26: Encontro da Equacéo pela Propriedade

Fonte:https://www.ime.unicamp.br/~lem/material-de-apoio/Hiperbole experimento.pdf (2018)

Os alunos devem voltar a Figura 4.7.17 e medir os valores de:

OV;, que denominamos a:

V;C, que denominamos b:

OC, que denominamos c:

Com uso de uma calculadora, obter os valores de

a’: e b?:

Relacionar a equacao da hipérbole obtida na etapa 4 com os valores de a2 e
b2 obtidos, verificando que, descontadas as imprecisdes de construcdo, esses
valores correspondem aos denominadores dos termos em x e y da equacao da
hipérbole, respectivamente.

Assim, a equacédo reduzida de uma hipérbole, com centro na origem do

sistema cartesiano, sera dada por:

2

N

X

aZ

SIS
I
=

Os parametros a,b e ¢ sdo, portanto, muito importantes no estudo da
hipérbole e tém as seguintes denominagdes:

a— medida do semi-eixo real da hipérbole
b — medida do semi-eixo imaginario da hipérbole

¢ — medida da semi-distancia focal da hipérbole.
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7

Uma consequéncia imediata dessa observacdo é a relacdo entre esses
parametros, dada pelo teorema de Pitdgoras:

a’ + b? = c2.

Para desenvolver esta atividade, € necessario que o0 aluno tenha
conhecimentos prévios da representacdo de pontos no plano cartesiano e do calculo
da distancia entre dois pontos.

A atividade néo foi aplicada na escola, mas foi testada na forma de oficina
(Figura 4.7.27) com um grupo de alunos do Curso de Licenciatura em Matematica do
Campus de Trés Lagoas da UFMS, buscando verificar o tempo que seria necessario
para desenvolver a atividade, as dificuldades encontradas e a necessidade de fazer

adaptacdes para seu uso em sala de aula.

Fonte: o autor (2018)

Na Figura 4.7.28 houve o depoimento, de um dos alunos do curso de

Licenciatura Plena de Matematica da UFMS, sobre a oficina.
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Figura 4.7.28: Avaliagéo da Oficina

Fonte: o autor (2018)
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CONSIDERACOES FINAIS

A elaboracdo do trabalho foi realizada com o objetivo de proporcionar uma
ferramenta para facilitar o trabalho do docente, com sugestdes, para criar aulas mais
ricas e interessantes visando o0 progresso do aluno no processo ensino-
aprendizagem.

Observou-se que a histéria da matematica sobre o tema, exemplos e
exercicios contextualizados e as tecnologias sdo muito importantes para se adquirir
uma aprendizagem com significado.

As atividades realizadas com os alunos foram excelentes, pois 0 professor se
sentiu mais motivado vendo o resultado positivo de seu trabalho e os alunos mais
interessados em aprender com qualidade. Na atividade, puderam ser acrescentados
exercicios de aplicac&o, pois deve haver o equilibrio entre o concreto e o abstrato. E
com a abstracdo que o aluno imagina varias solucbes e decide qual é a mais
adequada para aplicar na resolucao de situacdes-problema.

O software GeoGebra é uma otima ferramenta com muitos recursos para
trabalhar com o aluno, ndo s6 com hipérbole, mas com varios outros conteudos,
como geometria plana ou espacial, funcdes, entre outros.

O ponto negativo da atividade foi que somente 9 alunos participaram do
projeto, do total de 3 salas convidadas, evidenciando a falta de perspectiva de futuro
gue os jovens desta geracdo apresentam.

Infelizmente, o assunto sobre cbnicas ndo é ensinado no Ensino Médio,
devido a falta de tempo, pois o curriculo é muito extenso e o professor, para
prosseguir o conteudo, volta assuntos de séries anteriores para recuperar as

dificuldades dos alunos submetidos ao sistema da aprovacao automatica.
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APENDICE

Resolucdo Dos Exercicios De Vestibular e ENEM
1) Solugéo:

x?> —y* = 4 dividindo por 4, tem-se,
xZ yz
— — — =1, logo,

4 4 g

a’ =4 e b? = 4, entio,

c* = a® + b?

?=4+4
c=+/8
c=2V2

Como a hipérbole tem centro em O e eixo focal em OX, seus focos séo:
F,=(,0)=F =(2V2,0) e
F, = (=c,0) = F, = (—=2+/2,0), portanto, alternativa c.

2) Solugéo:

y — 2x = 0 isolando y, tem-se,

y = 2x logo, a fungdo representa uma reta.

y + x* = 0 isolando y, tem-se,

y = —x? logo, a funcédo representa uma parabola.

y* —x?*+ 1 = 0 subtraindo 1 nos dois membros, tem-se,
y* — x* = —1 multiplicando por -1
x% — y2 = 1 logo, a equacdo reduzida representa uma hipérbole com centro na

origem e reta focal em OX.

Portanto, alternativa e.



109

3) Solugéao:

x> =9y —6x—18y—9=0

x> —6x—9y*—18y =9

x> —6x+9—-9-9(y*—2y+1-1)=9
(x—3)2—9(y—-1)?=9+9—-9

(x — 3)? — 9(y — 1)? = 9 dividindo os dois membros por 9

(x—3)
9

—(y —1)*> =1 logo, a equagéo representa uma hipérbole.

x> +y*—2x+4y+1=0

x*=2x+y*+4y=-1

x> =2x+1—-1+y*+4y+4—-4=-1
(x—1)*+(@y+2)?2=—-1+1+4

(x —1)*+ (v + 2)®> = 4 logo, a equagdo representa uma circunferéncia de

raio 2.

x*—4x—4y+8=0

x*—4x+4—-4—-4y+8=0

(x—2)—4—-4y+8=0

(x—2)*—4(y—1)=0

(x —2)?2 =4(y — 1) logo, a equagao representa uma parabola.

Portanto, alternativa c.
4) Solucao:

4x* —y* —32x +8y+52=0
4(x*—8x) — (y*—8y)+52=0
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4(x* —8x + 16— 16) — (y> — 8y + 16 — 16) + 52 = 0
4(x —4)*—64—(y—4)*+16+52=0
4(x —4)* — (y — 4)* = —4 dividindo os dois membros por —4-.

(y—4)?
4

- (x — 4)2 = 1 logo, a equacéo representa uma hipérbole.

Portanto, alternativa d.
5) Solugéo:

9x* —y* = 36x + 8y — 11

9x* —36x —y* — 8y = —11

9% —4x +4—4)— (2 + 8y + 16 — 16) = —11

9(x —2)>—36— (y +4)> + 16 = —11

9(x — 2)* — (y + 4)?> = —11 + 20 dividindo os dois membros por 9.

2
(x —2)*— w = 1 logo, a equacao representa uma hipérbole.

Portanto, alternativa e.
6) Solugao:

a) Sendo A o ponto de interseccdo do grafico de f(x) com o eixo das

abscissas, tem-se que f(x) = 0, logo,

3
X+ﬂ—0

x> —2x—-3=0
x=-—1oux=3
Como A possui abscissa negativa, tem-se que x = —1.

Portanto, A possui coordenadas (-1, 0)
Resposta: A = (-1, 0).
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b) Considere a figura abaixo:

assintotas do

grafico de f(x)
Y4 /T GEERR e S ¥
4
L /
/

/\ A %E/ B -

elxo de simetria dos
ramos da hipérbole

A éarea da regido indicada em amarelo serd a diferenca entre a area do
triangulo BCE e a area S indicada no gréafico acima.

Como os ramos da hipérbole sao simétricos, tem-se que a area S indicada no
gréafico acima é igual a area indicada em rosa, ou seja, S = 4,7 cmz,

Tem-se, da figura, que o ponto C possui ordenada y = 4.

Sendo f(x) = 4, tem-se:

3
X + ﬂ_4

3
E =4 —x
3=0A4-x)(2—x)
x*—6x+5=0
x=1oux=5
Portanto, da figura, tem-se que C(5, 4)
A abscissa dos pontos B e C sédo iguais.
ComoAO=1,0B=5e AE =EB, entaio OE=2e EB = 3.
A area do triangulo BCE sera dada por:

3.4
— =6 cm?
2

Portanto, a area indicada em amarelo sera 6 — 4,7 = 1,3 cm2.

Resposta: 1,3 cm?2.
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7) Solucéo:

Obtendo os pontos de interseccao entre a circunferéncia e a hipérbole:

{xz—y2+2y=0

5 2 multiplicando por —1 a segunda equacédo e somando as
x“+y =4

duas tem-se,

—2y°+ 2y =—4

—2y* + 2y + 4 = 0 dividindo a equacéo por —2,
yP—y—-2=0

Aplicando a formula de Baskara, tem-se,
y1=-1ley,=2

Substituindo y; = —1 em x* + y* = 4, tem-se,
x*+(-1)*=4

x =13

Substituindo y, = 2 em x* + y* = 4, tem-se,
x*+22=4

x=0

Portanto os pontos de interseccdo sdo: A(v/3,—1), B(—V3,—1) e €(0,2)

Calculando a area:

1
A=5.|D|
A= 5 -vV3 -1 1 calculando a determinante, entéo,
0 2 1
A=1 |-6v3]
5 -

A = 33, logo, A% = (3v/3)?
Portanto, A% = 27.
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8) Solucéo:

3x* —4y*+8y—16 =0

352 —4(y2 =2y +1—1)— 16 = 0

3x* —4(y—1)>+4—-16=0

3x* — 4(y — 1)? = 12 dividindo a equagao por 12, tem-se,
x*  (y-1)°

4 3

= 1 logo, é uma hipérbole,

Portanto, alternativa b.

9) Solucao:

y=x+b o 5 5
{ substituindo o valorde y em x“ —y“ =1

x2_y2=1
x>—(x+b)*=1
b*>+2xb =1

_1-b?
X ="2p

Portanto, para nédo haver solugéo b = 0.

Resolucdo dos Exemplos e Questdes da Atividade: Curvas

Luminosas

Exemplo 1:

A menor largura € a distancia entre os vértices da hipérbole, ou seja, é 2a.

(x=50)° (y=30)° (x—x0)° _ (r—y0)*
— =1com > - > =1,
400 225 a b

Comparando

Tem-se,
a’? =400 = a =20m

Entdo, a menor largura é 2a = 40m.
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Portanto, alternativa e.

Exemplo 2:

xZ 2

— — — =1 é a equacdo de uma hipérbole,emquea =5e b = 9.
25 81

Como a = 5 é a distancia entre o centro da hipérbole e qualquer um de seus
vértices, entdo a menor distancia a que o avido chega do centro dessa cidade é
5km.

Questéao 1:
2
e CRRV
O primeiro passo € identificar as informagcfes contidas na equacdo da
hipérbole:
Ocentro é (1,1)
a=2eb=1

Com as informacdes acima, podemos desenhar a seguinte hipérbole:

Nele é possivel observar que os eixos imaginarios B; e B, sao,
respectivamente, (1,2) e (1,0).

Portanto, alternativa e.
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Questéao 2:

(p+a)(v+b)=k,coma, b, e k constantes. Vamos isolar v em funcdo de

k

v+b=—>

p+a

k

p+a_b

V e p sao inversamente proporcionais, quanto maior o p menor v. Se trata de

um ramo de hipérbole.

Questao 3:

Analisando cada alternativa, segue que:

a)

b)

Verdadeira, pois dado que uma das assintotas da hipérbole passa pelos
pontos A(—20,10) e €(20,10), tem-se:

1 R . ~ a
y=5x. Logo, como o ponto (a, b) pertence a assintota, entdo b = >

Assim, se ¢ = 65, tem-se:
cZ=a2+b2=>(6\/§)2=a2+(%)2 =a=12
Portanto, a distancia entre o circulo de centro 0(0,0) e o vértice da

hipérbole é de 12m.

Verdadeira, pois seja AB = 40m e BC = 20m, segue que a area da
quadra é:
40.20 = 800 = 800m?

Falsa, pois seja a hipérbole centrada na origem, cujos focos pertencem ao
. a

eixox.Dadoa =12eb = 5= 6, segue que:

xZ y2 xZ y2

a’? b? 144 36
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d) Falsa, pois dado ¢ = 65 e a = 12, tem-se:
. 6V5 _ /5

— 12 T 2
e) Verdadeira, pois b = 6 = 2b = 12 = 4.3, sendo o raio do circulo igual
a 3.



