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Resumo

O uso de recursos tecnolégicos vem ajudando a melhorar de forma significativa o processo
de ensino e aprendizagem de geometria. Este trabalho apresenta uma abordagem dos
poligonos inscritiveis e circunscritiveis em especial, os quadrilateros e triangulos, como
também sugestoes de atividades envolvendo esses contetdos. Apresentamos um método
de ensino-aprendizagem de geometria dinamica utilizando o GeoGebra, mostrando os re-
cursos disponiveis para criar um ambiente interativo que pode ser usado como auxilio
didatico, ocasionando assim, um dinamismo nos conteiidos trabalhados em sala de aula.
A metodologia sugerida nas atividades consiste em apresentar um passo a passo das
construcoes dos elementos, a saber, poligonos, pontos notaveis e circulos associados aos
poligonos, de modo que seja possivel, através da manipulacao e investigacao dos ele-
mentos das figuras, explorando o aspecto dinamico do GeoGebra, fazer com que o aluno

deduza as principais propriedades que envolvem os poligonos inscritiveis e circunscritiveis.

Palavras-chave: GeoGebra. Geometria. Poligonos inscritiveis e circunscritiveis.



Abstract

The use of technological resources has helped to significantly improve the teaching and
learning process of geometry. This work presents an approach of the inscribable and
circumscribable polygons in particular, the quadrilaterals and triangles, as well as sug-
gestions of activities involving these contents. We present a teaching-learning method of
dynamic geometry using GeoGebra, showing the available resources to create an interac-
tive environment that can be used as a didactic aid, thus generating a dynamism in the
contents worked in the classroom. The methodology suggested in the activities consists in
presenting a step-by-step of the constructions of the elements, namely polygons, notable
points and circles associated with the polygons, so that it is possible, through manipu-
lation and investigation of the elements of the figures, exploring the dynamic aspect of
GeoGebra, to cause the student deduce the main properties that involve the inscribable

and circumscribable polygons.

Keywords: GeoGebra. Geometry. Inscribable and circumscribable polygons.
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Capitulo 1

Introducao

Pensando no importante papel que tem as tecnologias de informagoes e comu-
nicagoes no processo educativo, tivemos desde 1997 a ideia de trabalhar com as novas tec-
nologias no ensino de Matematica, onde utilizamos nessa época o software Cabri-Géometre
como uma ferramenta no auxilio didatico para o ensino e aprendizagem de geometria nas
escolas publicas do Sertao Pernambucano, nos anos de 2000 a 2002. Conseguimos através
do Nucleo de Tecnologia Educacional de Salgueiro-PE, formar um grupo de estudo com
os professores de Matematica, onde tivemos a oportunidade de discutir varios temas. Em
especial, conhecemos e estudamos os recursos que o software Cabri-Géometre disponibili-
zava para auxiliar no ensino de geometria.

Diante disso, sentimos a necessidade de avangar com o uso destas tecnologias na
area educacional e, para este trabalho, escolhemos o GeoGebra como ferramenta, com o
objetivo de sugerir maneiras de ensinar utilizando os recursos disponiveis nesse software.

No momento atual, espera-se dos professores uma contribuicao no sentido de ajudar
os alunos a viver nesta era tecnolégica. Registros oficiais sugerem a utilizagao de softwares
nas aulas de Matematica como forma de facilitar o processo de ensino e aprendizagem e
para a insercao dos estudantes na sociedade tecnoldgica.

As Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (Brasil, 2013, p.167)
afirmam que afirmam que

o desenvolvimento cientifico e tecnolégico acelerado impoe a escola um novo
posicionamento de vivéncia e convivéncia com os conhecimentos capaz de
acompanhar sua producao acelerada. A apropriacao de conhecimentos ci-
entificos se efetiva por préaticas experimentais, com contextualizagdo que
relacione os conhecimentos com a vida, em oposicao a metodologias pouco
ou nada ativas e sem significado para os estudantes. Por outro lado, tecno-
logias da informacao e comunicagao modificaram e continuam modificando
o comportamento das pessoas e essas mudangas devem ser incorporadas e
processadas pela escola para evitar uma nova forma de exclusao, a digital.
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Conforme os Parametros Curriculares Nacionais—PCNs (BRASIL, 1998, p.43).

As tecnologias, em suas diferentes formas e usos, constituem em um dos
principais agentes de transformacao da sociedade, pelas modificagoes que
exercem nos meios de produgao e por suas consequéncias no cotidiano das
pessoas. Os PCNs valorizam assim, as tecnologias como um dos principais
agentes de transformagao da sociedade.

Portanto, a utilizagao de recursos tecnolégicos nas aulas de Matematica, vem para
estreitar a relacao dos estudantes com as tecnologias digitais, tornando-as mais atrati-
vas, potencializando a eficiéncia da aprendizagem dos contetidos. Nesse sentido, faz-se
necessario a insercao dessas ferramentas tecnoldgicas em nossa pratica pedagdgica, con-

forme recomendam as Orientac¢oes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006, p.

87).

Nao se pode negar o impacto provocado pela tecnologia de informacao e
comunicagao na configuragao da sociedade atual. Por um lado, tem-se a
insergao dessa tecnologia no dia-a-dia da sociedade, a exigir individuos com
capacitagao para bem usé-la; por outro lado, tem-se nessa mesma tecnologia
um recurso que pode subsidiar o processo de aprendizagem da Matematica.
E importante contemplar uma formacao escolar nesses dois sentidos, ou seja,
a Matematica como ferramenta para entender a tecnologia, e a tecnologia
como ferramenta para entender a Matematica.

De acordo com Lopes (2004), o principal objetivo, ao adaptar a informética ao
curriculo escolar, esta na utilizacao do computador como ferramenta de apoio as matérias
e aos conteidos lecionados. Além da funcao de inserir os alunos numa sociedade informati-
zada. Conforme Valério e Souza (2013, p. 16), ndo podemos deixar de usar as ferramentas
tecnologicas de ensino, ja que hd uma grande disponibilidade de softwares educacionais,
tornando o ensino mais interessante e colaborando para a mudanca da relagao entre aluno
e professor.

De um modo geral, o nosso trabalho diz respeito a preocupagao com o ensino
da Geometria, onde propomos atividades para incorporar, as aulas de matematica, uma
ferramenta auxiliar com intuito de tornar as aulas mais dinamicas e atrativas aos olhos
dos alunos.

Escolhemos o GeoGebra por ser um software de geometria dinamica que pode
facilitar a compreensao de muitos conceitos matematicos. Além disso, trata-se de um
software com muitas ferramentas tteis e simples de serem utilizadas, oferecendo aos alu-
nos a possibilidade de levantarem hipdteses e de desenvolverem a capacidade de argu-
mentagao através da manipulagao das figuras planas, representantes graficos dos objetos

geométricos.
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O uso de softwares de geometria dinamica é um recurso didatico que pode e deve
ser utilizado como ferramenta complementar pelo professor. Se utilizado de forma co-
erente, ajuda a motivar o aluno, auxiliando no entendimento do contetido. Entende-se
por geometria dinamica um ambiente que permite simular construgoes geométricas par-
tindo de entes matematicos chamados de objetos-base, que atualizam automaticamente
as construgoes sempre que houver alteragao num desses objetos.

De acordo com Durva (2009) a utilizagdo do software GeoGebra nao é apenas mais
um recurso tecnolégico, mas também um recurso que colabora no desenvolvimento de
conceitos matematicos, uma vez que, por si s, o software nao faz matematica.

Como sugere Bona (2009), o GeoGebra é um software que atende as necessidades
dos alunos e professores, pois, podem ser utilizados em varias situagoes. Em relacao
aos aspectos pedagogicos e técnicos, esse software favorece a capacidade de elaboragao e
criacao do conhecimento a partir da acao-reflexao-acao, além de, ser iterativo.

Segundo Pereira (2012), os softwares de geometria dinamica favorecem a agilidade
na investigacao, pois construgoes geométricas que tomariam certo tempo para serem rea-
lizadas no papel sao obtidas em segundos na tela do computador.

Assim, o uso de softwares no ensino da matematica estd associado, em grande
parte, a aspectos motivacionais, principalmente para os alunos. Contudo, é preciso que o
professor esteja bem preparado para desenvolver aulas com este recurso. Nesse sentido,
recomenda-se o uso do software GeoGebra que possibilita a pensar, refletir e criar solugoes.

O GeoGebra é um software que possibilita trabalhar a geometria dinamica e possui
vantagens didaticas significativas, pois é composto por uma janela de geometria plana,
uma de geometria espacial e outra algébrica. Essas representagoes diferentes interagem
entre si: as janelas geométricas e a janela algébrica. Temos como exemplo na janela da ge-
ometria plana, local destinado a construcao de objetos, a possibilidade de modificar os ob-
jetos, fazendo diversas alteragoes, como: construir retas, medir angulos, medir distancias,
exibir calculos, entre outras fungoes, também temos varios recursos que podemos utilizar
na janela de geometria espacial. Ja a janela de algebra exibe toda representagao algébrica
dos objetos construidos nas geometrias. O software apresenta ainda um campo de en-
trada de texto, que serve para escrever coordenadas, equacoes, comandos e funcgoes, que
sao exibidos na janela geométrica e algébrica.

O GeoGebra foi desenvolvido utilizando-se a linguagem de programacao Java, que
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hoje é considerada uma das principais linguagens do mercado, em virtude principalmente
de sua qualidade e devido ao quesito multiplataforma, o que possibilita que programas
desenvolvidos em Java possam ser executados em praticamente qualquer dispositivo e
sistema operacional sem grandes dificuldades. Atualmente temos os aplicativos GeoGebra
gratuitos para i0S, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux, além de funcionar
online diretamente via navegador de Internet, recurso possibilitado pela linguagem Java.

O Geogebra é um software que pode ser adquirido gratuitamente na Internet.
Encontra-se disponivel para download no site http://www.geogebra.org/download, para
instalagao em tablets e nos diversos sistemas operacionais como foi citado. Além dos
sistemas operacionais, tem-se disponivel no Google Play Store as versoes para android.
No nosso trabalho, estamos utilizando a versao 6.0.481.0 do GeoGebra Classic 6 que foi
instalado no sistema operacional Windows.

O nosso trabalho apresenta algumas atividades envolvendo poligonos inscritiveis
e circunscritiveis utilizando a geometria dinamica com o GeoGebra, levando o aluno a
compreender os conceitos envolvidos. Além disso, a proposta didatica sugerida consiste
em apresentar para o professor trabalhar com o aluno um passo a passo das construcoes
de cada atividade, de modo que seja possivel, através da animacao e investigacao dos
elementos das figuras, explorando o aspecto dinamico do GeoGebra, fazer com que o
aluno observe e deduza as principais propriedades que envolvem os poligonos inscritiveis

e circunscritiveis.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

Apresentar uma proposta diddtica através de atividades que abordam os contetudos
envolvendo poligonos inscritiveis e circunscritiveis. Explorando geometricamente, através

da dinamica do GeoGebra, as propriedades relacionadas a esses poligonos.

1.1.2 Objetivos especificos

e Apresentar a fundamentacao tedrica preliminar referente aos conteudos de triangulos

e quadrilateros;

e Elaborar atividades envolvendo os conteidos de triangulos e quadrilateros inscritiveis
e circunscritiveis que estimulem o aluno a deduzir os resultados antes de serem apre-

sentadas as propriedades formalmente;

e Sensibilizar os professores de matematica para a importancia das novas tecnologias

como subsidio nas praticas pedagogicas;

e Mostrar aos professores de matematica possibilidades de utilizar o GeoGebra como

recurso didatico no ensino-aprendizagem dos poligonos inscritiveis e circunscritiveis.

1.2 Organizacao do trabalho

Neste trabalho, apresentamos uma proposta didatica que aborda poligonos ins-
critiveis e circunscritiveis utilizando o GeoGebra como ferramenta no ensino-aprendizagem.
O trabalho esta organizado na seguinte estrutura: no Capitulo 1, temos a introducao com
uma visao geral do trabalho, justificando as escolhas do tema, como também apresenta
os objetivos; na sequéncia do trabalho, temos no Capitulo 2, os contelidos preliminares
para dar suporte ao entendimento dos conteuidos trabalhados; nos Capitulos 3, 4 e 5 apre-
sentamos sugestoes de atividades sobre circulos inscritos e circunscritos aos triangulos,
quadrilateros e poligonos quaisquer utilizando o GeoGebra para investigar os resultados
observados nas atividades abordadas; finalizamos com as consideracoes finais do trabalho,

referéncias bibliogréaficas e o apéndice.
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Capitulo 2

Teoria preliminar

Neste capitulo apresentamos alguns resultados envolvendo triangulos e quadrilateros
que serao importantes para compreensao dos capitulos posteriores. Os resultados aqui
abordados, bem como algumas demonstragoes que nao foram expostas podem ser encon-
tradas em Barbosa(2004) e Neto(2012). E de suma importancia para um bom entendi-
mento deste trabalho, que o leitor tenha o conhecimento prévio dos conceitos e axiomas
basicos da geometria plana, bem como dos resultados envolvendo paralelismo, perpendi-
cularismo de retas, angulos e distancias. Pois o objetivo deste capitulo nao é fazer um
estudo aprofundado da teoria da geometria plana, mas apenas apresentar o essencial para

a compreensao dos capitulos posteriores.

2.1 Notacoes

A seguir apresentamos algumas notacoes que serao utilizadas ao decorrer deste

trabalho.
1. A, B, C',...: pontos no plano;
2. r, s, t,...: retas no plano;
3. a, B, 7,.... planos;
4. AB: segmento com extremos A e B;
5. AB: medida do segmento com extremos A e B;

6. z@: reta que contém os pontos A e B;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

A§: semirreta que contém os pontos A e B, com origem em A;

LG": abreviatura de lugar geométrico;

. I'(O; r): circulo I' de centro O e raio r;

L: perpendicular;

Z AOB: angulo com vértice O;

Z A: angulo com vértice A;

ABC: medida do angulo com vértice B;
B: medida do angulo com vértice B;

I': circulo gama;

AABC': triangulo com vértices A, B e C,
=: congruéncia;

v semelhanca;

AAB: arco AB de um circulo;

AB: medida do arco AB de um circulo.

2.2 Poligonos

Vejamos a seguir, a definicao de poligonos, seus elementos e a nomenclatura dos

principais poligonos.

Definicao 2.1. Sejam n > 3 um numero natural e Ay, A, ..., A, pontos distintos do

plano e A, 1=A;. Dizemos que A1As ... A, € um poligono (convexo) de géneron se,

. S . . .
para 1 < i < n , areta A;A;11 ndo contém nenhum outro ponto Aj;, mas deira todos

eles em um mesmo semiplano, dentre os quais ela determina (Figura 2.1).
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Figura 2.1: Poligono convexo com cinco vértices (e lados).
Fonte: Autor.

Seguem alguns elementos de um poligono de género n:
e Os pontos Ay, As,..., A, sao os vértices;
e Os segmentos A Ay, AsAs, ..., A,_1A,, A,A; sdo os lados;
e A soma das medidas dos lados é o perimetro, denotado por 2p;
o L Ay, L Ay, ..., L A, s@0 os angulos internos;

e Um angulo externo de um poligono convexo é formado por um lado e pelo pro-

longamento de um lado adjacente;

e Uma diagonal de um poligono é qualquer um dos segmentos A;A; que nao ¢ um

lado do mesmo, por exemplo, na Figura 2.1, temos como diagonais A;As, A;Ay,

A2A4, A2A5 e A3A5.

Um poligono de género n é chamado de n-agono, que faz referéncia ao seu nimero
de vértices (ou lados), a nomenclatura de alguns casos particulares sao descritos na Tabela

2.1 a seguir.
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Nimeros de lados | Nome do poligono

3 Triangulo

4 Quadrilatero
5 Pentagono

6 Hexagono

7 Heptagono

8 Octégono

9 Eneagono

10 Decéagono

11 Undecégono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono
20 [cosagono

Tabela 2.1: n-agonos
Fonte: Autor.

Teorema 2.1. A soma dos angulos internos de um poligono convexo qualquer de género

n € dada por:
S =(n—2)-180°.

Demonstragao: Ver demonstracao em Dolce e Pompeu (1997, p.138). [

2.3 Triangulos

Como visto na secao anterior, um poligono com trés vértices é chamado de trian-

gulo, o qual denotamos por AABC' (Figura 2.2).

C

Figura 2.2: Triangulo ABC.
Fonte: Autor.
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Seguem os elementos de um triangulo ABC.

e Os pontos A, B e (' sao os vértices;

e Os segmentos AB, AC e BC sao os lados e é usual denotar as medidas dos lados

por AB = ¢, BC

ae AC = b,

° CAB, ABC e BCA sio as medidas dos angulos internos, ou simplesmente 121, Be

A

&
e 2p = a+ b+ c é o perimetro do triangulo ABC.

No triangulo, uma altura h, é um segmento que parte de um vértice do triangulo

e é perpendicular ao lado oposto a esse vértice (Figura 2.3).

Figura 2.3: Triangulo ABC com altura h.
Fonte: Autor.

Classificagao dos tridngulos quanto a medida de seus lados

Um triangulo ABC' é denominado

e Equilatero, se AB = AC = BC

e Isésceles, se ao menos dois dentre AB, AC' e BC forem iguais;

e Escaleno, se AB # AC # BC # AB.

Classificagao dos triangulos quanto a medida de seus angulos

Os triangulos podem ainda ser classificados a partir da medida dos seus angulos

mternos.
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e Acutangulo: é caracterizado pela presenca de trés angulos internos com medidas

menores do que 90° sendo, portanto, todos angulos agudos;

e Obtusangulo: apresenta um dos angulos internos com medida maior do que 90°,

sendo, portanto, um angulo obtuso;

e Retangulo: apresenta um de seus angulos reto.

2.3.1 Congruéncia de triangulos

Apresentamos a seguir, os casos de congruéncia de triangulos e duas aplicacoes

importantes envolvendo congruéncia de triangulos.

Definicao 2.2. Dizemos que dois triangulos sao congruentes se for possivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre seus respectivos vértices, de modo que angulos de
vértices correspondentes tenham as mesmas medidas, e segmentos com extremidades cor-

respondentes tenham as mesmas medidas. Denotamos a congruéncia de dois triangulos

ABC e A'B'C" por:
ABC = A'B'C'

A

wy

B'

Figura 2.4: Triangulos congruentes.
Fonte: Autor.

1. Caso de congruéncia Lado-Angulo-Lado (LAL): Se dois triangulos tiverem
dois lados respectivamente congruentes, formando angulos congruentes, entao eles

sao congruentes (Figura 2.5).

C /e/é}\\
. : £ >

Figura 2.5: Triangulos congruentes pelo caso LAL.
Fonte: Autor.

25



Em simbolos,

AC=AC, CB=CB e(C =C" = ABC = A'B'C".

2. Caso de congruéncia Angulo-Lado-Angulo (ALA): Se dois triangulos possuem
dois angulos respectivamente congruentes com lados comuns congruentes, entao eles

sao congruentes (Figura 2.6).

/«é\ //\
A B A 2

Figura 2.6: Triangulos congruentes pelo caso ALA.
Fonte: Autor.

Ou seja,

A=A, C=CeAC = AC' = ABC = A'B'C".

3. Caso de congruéncia Lado-Lado-Lado (LLL): Se dois triangulos possuem os

trés lados respectivamente congruentes, entao eles sdo congruentes (Figura 2.7).
o
HH HH

L4 T e

A B A

os

Figura 2.7: Triangulos congruentes pelo caso LLL.
Fonte: Autor.

Em simbolo,

AC = A'C", AB = A'B'"e BC = B'C" = ABC = A'B'C".

4. Caso de congruéncia Cateto-Hipotenusa (CH): Se dois triangulos retangulos
tem ordenadamente congruentes um cateto e a hipotenusa, entao esses triangulos

sao congruentes (Figura 2.8).
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Figura 2.8: Triangulos congruentes pelo caso C'H.
Fonte: Autor.

5. Caso de congruéncia Lado-Angulo-Angulo oposto (LAA,): Sedois angulos de
um triangulo e o lado oposto a um desses angulos forem respectivamente de mesma
medida a dois angulos de outro triangulo e ao lado oposto ao angulo correspondente

nesse outro triangulo, entao os dois triangulos sao congruentes (Figura 2.9).

K. I ‘é.

>4
o

Figura 2.9: Triangulos congruentes pelo caso LAA,.
Fonte: Autor.

Ou seja,
AB=AB, A=A eC =C" = ABC = AB(C".
A seguir, seguem duas aplicagoes importantes envolvendo congruéncia de triangulos.

A A

Proposicao 2.1. ABC' ¢ um triangulo isosceles de base BC, se e somente se, B = C.

Demonstracao: Seja M o ponto médio do lado BC. Como BM = CM, AB = AC e
AM é lado comum dos triangulos AM B e AMC, segue do caso de congruéncia LLL que
tais triangulos sdo congruentes, logo ABM = ACM (Figura 2.10).
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B M C
Figura 2.10: Triangulo ABC isésceles = B = (.
Fonte: Autor.
Reciprocamente, seja AM tal que BAM = CAM. Como B = C, BAM = CAM e AM
¢ lado comum dos triangulos AMB e AMC, segue do caso de congruéncia LAA, que
tais triangulos sdo congruentes. Logo, AB = AC. Portanto o tridangulo ABC ¢ isésceles

(Figura 2.11).

w4
=
el

Figura 2.11: B = C' = tridngulo ABC isdsceles.
Fonte: Autor.

Teorema 2.2. (Teorema do dngulo externo) Em todo triangulo, a medida de um
angulo externo € igual a soma das medidas dos dois angulos internos nao adjacentes a

ele.

sl
(@1

Figura 2.12: Triangulo ABC' e um angulo externo.
Fonte: Autor.

Demonstracao: Seja ABC' um triangulo e /7 ACX um angulo externo, como ilustrado
na Figura 2.12. Dai temos que ACX + C = 180°, como 180° = A+ B+C , segue que
ACX + C =A + B + C. Logo, ACX =A + B, concluindo a demonstracio. ]
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2.3.2 Desigualdade triangular

O objetivo principal desta subsecao é provar que, em todo triangulo, os compri-
mentos dos lados guardam uma certa relagao (ver Teorema 2.3). Comecemos, contudo,
estabelecendo uma relagao entre os comprimentos dos lados e as medidas dos angulos a

eles opostos, a qual tem interesse independente.
Proposicao 2.2. Se ABC' ¢ um triangulo tal que B > C’, entdo AC > AB.

Demonstragao: Com B>C , podemos tracar a semirreta BT% , intersectando o interior
de ABC e tal que CBX = 3 (B — C) (Figura 2.13). Sendo P o ponto de intersecao de

l?)_() com o lado AC, segue do teorema do angulo externo que

~

APB=CBP + BCP =L (B-C)+C=1(B+0).

Mas como ABP = B — 3 (B — C)=1 (B + (), segue que o tridngulo

r o=

X

B® *C

Figura 2.13: Ordem dos lados e angulos de um triangulo.
Fonte: Autor.

ABP ¢ isésceles de base BP. Portanto,

AB = AP < AC.
]

Teorema 2.3. (Desigualdade triangular) Em todo triangulo a medida de qualquer

lado € menor do que a soma das medidas dos outros dois lados.

Demonstragao: Seja um triangulo ABC. Veremos que

AC < AB + BC.

Como ilustrado na Figura 2.14, seja D um ponto na semirreta 1@ tal que B esta entre
Ae D e BC = BD. Entéo o triangulo BCD é isésceles de base C'D com BDC = BCD.
Mas BCD < ACD e portanto BDC < ACD. Assim, aplicando a Proposicao 2.2 no
triangulo ADC temos, que AD > AC. Mas
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AD = AB + BD = AB + BC.

Dali, tem-se

AC < AB + BC.

Figura 2.14: Desigualdade triangular.
Fonte: Autor.

As outras desigualdades sao provadas de forma andloga. ]

2.4 Lugares geométricos basicos

Nesta secao, comecamos estudando os conceitos de lugares geométricos basicos e
nas subsecoes apresentamos as defini¢oes de circulos, mediatrizes e bissetrizes. De posse
de tal nogao, estaremos aptos a discutir varias propriedades dos poligonos inscritiveis e

circunscritiveis.

Definicao 2.3. Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico
(abreviamos LG ) dos pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto L do plano

que satisfaz as duas condi¢des a sequir:
(a) Todo ponto de L possui a propriedade P;
(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L .

Em outras palavras, L é o LG da propriedade P se L for constituido exatamente
pelos pontos do plano que tém a propriedade P, nem mais nem menos. No que segue,
vamos estudar alguns lugares geométricos elementares, assim como algumas aplicagoes

dos mesmos.
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2.4.1 Circulo

A seguir, aplicamos o conceito de lugar geométrico para definir o circulo. Também

apresentamos os elementos de um circulo.

Definicao 2.4. Dados um niumero real positivo r e um ponto O do plano, o LG dos
pontos do plano que estao a distancia r do ponto O € o circulo de centro O e raio r,

denotado por I'(O, ).

Figura 2.15: Circulo como lugar geométrico.
Fonte: Autor.

Seguem os elementos de um circulo I' (Figura 2.16).

e Um raio r é qualquer segmento de reta que une um ponto do circulo ao centro,

como exemplo, OA, OB, OC e OP;

e Uma corda de I' é um segmento que une dois pontos quaisquer do circulo, como

exemplo, AB e CD;
e Um diametro de I' é uma corda que passa pelo centro, como exemplo, AB;
e Um arco de um circulo I' é a porgao do circulo entre dois de seus pontos;
° CAD denota o arco menor do circulo I’
° CIBD denota o arco maior do circulo I’

O arco AB é um semicirculo do circulo T.
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Figura 2.16: Elementos de um circulo.
Fonte: Autor.

2.4.1.1 Posigoes relativas de retas e circulo

Nesta parte estudamos as posicoes relativas entre retas e circulos.

Definicao 2.5. Uma reta t e um circulo I' sao tangentes, set e I' tiverem um nico

ponto P em comum. Nesse caso, P é o ponto de tangéncia det eT'.

Observacao 2.1. Todo ponto P € ' admite uma unica retat tangente a I' em P e além

disso, OP L t.

Figura 2.17: Reta tangente a um circulo.
Fonte: Autor.

Proposigao 2.3. Sejam I um circulo de centro O e P um ponto exterior ao mesmo. Se

_> I —_
A, B € T sao tais que PA e ﬁ sao tangentes a I', entdo PA = PB (Figura 2.18).

Demonstracao: Como OA = OB, PAO = PBO = 90° ¢ o segmento da hipotenusa
OP é comum aos triangulos POA e POB, temos que os triangulos POA e POB sao con-
gruentes pelo caso especial Cateto e Hipotenusa de congruéncia de triangulos retangulos;

em particular, PA = PB.
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Figura 2.18: Segmentos tangentes a um circulo.
Fonte: Autor.

Definicao 2.6. Uma reta secante a um circulo é uma reta que intercepta o circulo em

dois pontos distintos.

Figura 2.19: Reta secante.
Fonte: Autor.

2.4.1.2 Angulos no circulo

Neste espaco pretendemos relacionar a medida de determinados angulos com arcos

determinados por eles no circulo.

Definicao 2.7. Um angulo € dito central em um circulo se o seu vértice for o centro
do circulo.

Os lados de um angulo central intersectam o circulo em dois pontos. FEstes dois
pontos dividem o circulo em duas partes: uma contida no interior do angulo e a outra no
seu exterior.

A medida do dngulo central AOB ¢ igual & medida do arco AB.
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AB = AOB.

Figura 2.20: Angulo central.
Fonte: Autor.

Definicao 2.8. Um angulo é dito inscrito em um circulo se o seu vértice pertence a

esse circulo e seus lados forem cordas do mesmo.

Figura 2.21: Angulo inscrito.
Fonte: Autor.

Proposigao 2.4. Se AB e AC sdo cordas de um circulo de centro O, entao a medida do

angulo inscrito BAC ¢ 1qual a metade da medida do angulo central correspondente BOC.

Demonstracao: Nesta demonstracao vamos considerar que o angulo Z BAC contém
o centro O em seu interior: como os triangulos OAC' e OAB sao isésceles de bases
respectivamente AC' e AB, temos OAC = OCA = a e OAB = OBA = 3, digamos.
Segue, pois, do teorema do angulo externo que COA = 2a e BOA' = 20 e, dai,

BOC = BOA' + COA' = 2(a+ ) = 2 BAC.
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Figura 2.22: Angulo inscrito quando o centro pertence ao mesmo.
Fonte: Autor.

Portanto, BAC = BTOC.

2.4.1.3 Arco Capaz

A seguir, apresentamos o conceito de arco capaz e, também usamos a definicdo de

LG para fazer a demonstracao da Proposicao 2.5 a seguir.

Proposicao 2.5. Dados um segmento AB e um angulo o, com 0° < o < 90°, o lugar
geométrico dos pontos P do plano tais que APB = «a € a reunido de dois arcos de circulo,
simétricos em relacao a reta @ e tendo os pontos A e B em comum. Tais arcos sao

denominados arcos capazes de o em relagao AB.

Demonstragao: Se P’ é o simétrico de P em relacao a reta j@, é claro que APB =

AP'B (Figura 2.23).

Pl

Figura 2.23: APB = AP'B.
Fonte: Autor.
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Portanto para estudar o lugar geométrico podemos nos restringir somente aos pon-
tos P situados em um dos semiplanos que a reta ZE determina; digamos, aquele acima
de ﬁ (Figura 2.24). Em tal semiplano, seja O o ponto tal que AOB é um triangulo
isosceles de base AB, com AOB = 2a. Sendo A0 = OB = r, considere o arco do circulo
I' de centro O e raio r, situado acima de @ )

Sendo P um ponto qualquer de I" (Figura 2.24), temos pela Proposi¢ao 2.4 que

AﬁB:%:a,

A B

Figura 2.24: Arco capaz de « sobre AB (superior).
Fonte: Autor.

de modo que P pertence ao LG procurado. Seja P’ um ponto do semiplano superior, tal
que P’ ¢ T'; mostremos que P’ nao pertence ao LG procurado. Ha duas possibilidades:
P’ esta no interior ou no exterior de I'. Analisemos o caso em que P’ esta no interior de
I’ (o outro caso é anélogo). Nas notagoes da Figura 2.24, segue do Teorema do angulo

externo que
AP'B = APB + PAP' > APB = q,

e assim, P’ nao pertence ao LG procurado. [ ]

2.4.2 Mediatriz

Esta subsecao apresenta a definicao de mediatriz e a sua caracterizacao como lugar

geométrico.
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Definicao 2.9. A mediatriz de um segmento € a reta que passa pelo ponto médio do

segmento e é perpendicular a ele.

L Y]

Figura 2.25: Mediatriz do segmento AB.
Fonte: Autor.

A proposicao a seguir caracteriza a mediatriz de um segmento como lugar geométrico.

Proposicao 2.6. Dados os pontos A e B no plano, a mediatriz do segmento AB € o

lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de A e de B.

Demonstracao: Considere o segmento AB e seja P um ponto qualquer de sua mediatriz.
Seja M o ponto médio de AB. Se P for o ponto M, entdao PA = PB. Se P for distinto

de M, entao APM e BPM sao dois triangulos retangulos com

AMP = BMP = 90°,

Figura 2.26: P é um ponto da mediatriz de AB = PA = PB.
Fonte: Autor.
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tais que AM = BM e PM é o cateto comum. Pelo critério (LAL) de congruéncia de

triangulos tem-se que
AMP = BMP.
Logo,
PA = PB.

Suponha agora que P seja um ponto qualquer do plano equidistante de A e de B.
Vamos provar que P estd na mediatriz de AB.
Novamente, se P for M, entdao P estd na mediatriz de AB, Se P # M, entao

considere os triangulos APM e BPM. Pelo critério de congruéncia (LLL) tem-se que

APM = BPM.
Segue-se que
AMP = BMP = 90°.
Portanto,
PM 1 AB.

Logo, P esta na mediatriz de AB.

P

Figura 2.27: PA = PB = P € (mediatriz de AB).
Fonte: Autor.
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2.4.3 Bissetriz

Comecamos esta subsecao estudando a definicao de bissetriz de um angulo e, em

seguida, apresentamos a sua caracterizagao como lugar geométrico.

Definigao 2.10. A bissetriz de um angulo £ AOB € a semirreta O?, com C' no interior
de / AOB, tal que

AOC = BOC.
Admitiremos aqui que todo angulo possui uma bissetriz. Que essa bissetriz € unica, € um

fato decorrente da medida e da comparagao de angulos. Note que, se (ﬁ € bissetriz de

/ AOB, entado

AOC = BOC =498,

Figura 2.28: Bissetriz de £ AOB.
Fonte: Autor.

A bissetriz de um angulo como lugar geométrico estd essencialmente contido na

proposigao a seguir.

Proposicao 2.7. A bissetriz de um angulo € o lugar geométrico dos pontos no interior

desse angulo equidistantes de seus lados.

Demonstragao: Suponha que P pertence a bissetriz de £ AOB (Figura 2.29) e sejam
M e N, respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de P as retas j@ e %
Como MOP = NOP, OMP = ONP = 90° e OP é lado comum, segue que os triangulos
OMP e ONP sio congruentes, pelo caso LAAo. Dai, PM = PN , ou seja, d(P,@) =
d(P,BO).
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Figura 2.29: P € (bissetriz de £ AOB) =d(P,A0) = d(P,BO).

Reciprocamente, seja P um ponto no interior do angulo £ AOB, tal que PM = PN,
onde M e N sao os pés das perpendiculares baixadas de P, respectivamente, as retas j@
e % Entao, os triangulos MOP e NOP sao novamente congruentes, agora pelo caso
Cateto e Hipotenusa, haja vista termos OP como hipotenusa comum e PM = PN. Mas

al, MOP = NOP, de forma que P pertence a bissetriz de £ AOB.
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Capitulo 3

Atividades: Os circulos inscritos e

circunscritos ao triangulo

Neste capitulo apresentamos propostas de atividades ao professor como sugestoes
para ensino e aprendizagem de poligonos inscritiveis e circunscritiveis. Em cada uma delas
vamos utilizar o software GeoGebra, onde o aluno encontrara um ambiente dinamico para
investigar e observar as propriedades dos circulos inscritos e circunscritos ao triangulo.
Também vamos propor ao aluno que realize algumas animacoes para observar o compor-
tamento das figuras construidas e concluir a validacao de alguns resultados ao desenvolver
essa dinamica da atividade utilizando o GeoGebra.

Nesse contexto, vamos apresentar uma sequéncia didatica em todas as atividades
usando o GeoGebra, onde o professor pode trabalhar com os alunos o passo a passo.

O estudo da geometria, tanto neste trabalho como de maneira geral, atrelado ao uso
do software de geometria dinamica GeoGebra vem sendo enriquecido metodologicamente.
A principal vantagem com relacao ao uso dessa ferramenta consiste no fato de que as
figuras deixam de ser estaticas, o que ocorre quando se trabalha apenas usando recursos
didéticos como: quadro negro (ou branco), lapis, régua e papel. Com o uso do software de
geometria dinamica as figuras podem ser apresentadas na forma de animacgoes, o que nos
permitem observa-las de diferentes pontos de vista, além de podermos interagir com elas
ao modificar certas condigoes e analisar as propriedades que ocorrem com essa dinamica.

O nosso trabalho tem um breve tutorial apresentando a funcao de cada icone do

GeoGebra que pode ser encontrado no Apéndice A.
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3.1 Atividade 1: Circuncentro de um triangulo

O objetivo desta atividade é construir o circuncentro de um triangulo e identificar

as suas propriedades.

1. Abra o software GeoGebra e escolha a opgao da janela de visualizagao plana (Figura

31).
¥ GeoGebra Classic ) E‘E‘g
(R] A~ L D00 LN Se Q=
+ =N L)e e i
@
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Figura 3.1: GeoGebra na janela de visualizagao plana.
Fonte: Autor.

2. Ative o icone poligono , clique em trés vértices e, por fim, no vértice inicial

para criar um triangulo qualquer (Figura 3.2).

£} GeoGebra Classic E@u
¥ A (DO O ooQ =
N C [[]— a a2 cq
@®
A B Q

Poligono

Selecione todos os vértices e, entao, o vértice
inicial novamente

Figura 3.2: Triangulo qualquer.
Fonte: Autor.
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3. Na sequeéncia dessa atividade, ative icone mediatriz e clique nos dois pontos

extremos de cada segmento para criar as mediatrizes.

{7 GeoGebra Classic o | |

¥ oA (X004 Q

|
|
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Figura 3.3: Ponto comum das mediatrizes de um triangulo.
Fonte: Autor.

ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Sugerimos que o aluno ative o icone mover e movimente os vértices do

triangulo ABC' para formar um triangulo qualquer e observar o comportamento dos ele-
mentos da figura que variam conforme ocorre a mudanca dos vértices. Depois de realizar
essas movimentacgoes, sugerimos que o aluno responda o que aconteceu em comum com
as trés mediatrizes do triangulo ABC.

Nesta atividade o aluno deve tirar a conclusao que, em um triangulo qualquer, as
mediatrizes dos seus lados passam todas por um mesmo ponto. Tal resultado observado

estd de acordo com a Proposicao a seguir:

Proposicao 3.1. FEm todo triangulo, as mediatrizes dos lados passam todas por um

mesmo ponto, o circuncentro do mesmo.

Demonstragao: Sejam ABC um triangulo qualquer, r, s e t, respectivamente, as
mediatrizes dos lados BC, CA e AB, e O o ponto de intersecao das retas r e s (Figura

3.4).
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Figura 3.4: O circuncentro de um triangulo.
Fonte: Autor.

Pela caracterizacao da mediatriz de um segmento como lugar geométrico (ver Proposigao
2.6), temos OB = OC (pois O € 1) e OC = OA (pois O € s). Portanto, OB = OA e

segue, novamente da caracterizacao da mediatriz como lugar geométrico, que O € t. m

3.2 Atividade 2: O circulo circunscrito ao triangulo

O objetivo desta atividade é observar que todo triangulo admite um circulo cir-
cunscrito.
Nesta atividade orientamos que o professor utilize o triangulo da Figura 3.3, pois

estamos considerado que esta atividade é uma sequéncia da anterior.

1. Ative o {icone esconder rétulo e oculte e clique nas mediatrizes deixando ocultas

todas elas (Figura 3.5).

¥ GeoGebra Classic =
OO &L N ° SoQ =
o
C
A B

® 0 ™

oY

Q

[ z22:: | < - 1/30 »» 0w m 2 sk

Figura 3.5: Circuncentro do triangulo ABC.
Fonte: Autor.
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2. Na sequeéncia, ative o icone distancia, comprimento ou perimetro e clique no

ponto O e nos vértices (Figura 3.6) para medir a distancia do ponto O a cada vértice
do triangulo ABC.
€3 GeoGebra Classic EERAE

POOFIN e HooQ =

Disténcia, Comprimento ou Perimetro
Selecione dois pontos, um segmento, um
poligono ou um circulo

Figura 3.6: Ponto equidistante aos vértices do triangulo ABC.
Fonte: Autor.

ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Neste momento, o aluno podera mover os vértices do triangulo ABC' para formar
um triangulo qualquer e observar o comportamento das figuras. Depois de realizar essas
movimentagoes, também sugerimos que o aluno, através do icone circulo dado centro
, construa um circulo, com o centro no ponto de intersecao das mediatrizes dos lados do
triangulo ABC e raio com medida igual a OA. Por fim, pedimos que o aluno responda o
que ele observou com as medidas entre o ponto de encontro das mediatrizes em relagao

aos vértices do triangulo ABC.
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Figura 3.7: Circunscrito ao triangulo ABC.
Fonte: Autor.

Nesta atividade o aluno deve tirar a conclusao que o circuncentro equidista dos vértices
do triangulo, como também, todo triangulo esta inscrito em um circulo. Tal resultado

observado esta de acordo com a Proposicao 3.2, que segue.

Proposicao 3.2. Todo triangulo admite um tunico circulo passando por seus vértices.

Tal circulo € dito circunscrito ao triangulo e seu centro é o circuncentro do mesmo.

Demonstragao: Seja ABC um triangulo de circuncentro O (Figura 3.8). Como O é o

ponto de intersecao das mediatrizes dos lados do triangulo, temos

Figura 3.8: Circuncentro e circulo circunscrito a um triangulo.
Fonte: Autor.

OA =0B =0C.

Denotando por R tal distancia comum, segue que o circulo de centro O e raio R

passa por A, B, C. Existe, portanto, um circulo passando pelos vértices de ABC.

46



Reciprocamente, o centro de um circulo que passe pelos vértices de ABC' deve
equidistar dos mesmos. Portanto, o centro pertence as mediatrizes dos lados de ABC),
donde coincide com o ponto de intersecao das mesmas, que é o circuncentro O. Por fim,

o raio do circulo, sendo a distancia de O aos vértices, é igual a R. [ ]

3.3 Atividade 3: Localizacao do circuncentro
Nesta atividade iremos observar a localizacao do circuncentro conforme o tipo do
triangulo. Para isto, faremos os seguintes passos:

1. Movimente os vértices do triangulo ABC' formando triangulos acutangulo, retangulo

ou obtusangulo (ver Figura 3.9, 3.10 e 3.11).

£ GeoGebra Classic = | B ||

B]el~ X004 N2 e S5 Q
\ I’ @

Angulo ABC' do tridngulo acuténgulo:

&t 78.18
Angulo B AC do tridngulo acutingulo:

3 = 45.47°

Angulo C'BA do tridngulo acutangulo:

L _ I
E M4 € 22/22 p wH m 2 s -

Figura 3.9: Circunscrito ao triangulo acutangulo ABC'.
Fonte: Autor.

£ GeoGebra Classic SN0 X
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Figura 3.10: Circunscrito ao triangulo retangulo ABC.
Fonte: Autor.
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Figura 3.11: Circunscrito ao triangulo obtusangulo ABC.
Fonte: Autor.

ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Neste ponto, o aluno poderd responder o que acontece com o circuncentro no
momento que o triangulo ABC' é acutangulo (Figura 3.9), retangulo (Figura 3.10) ou
quando é obtusangulo (Figura 3.11).

Nesta atividade o aluno deve concluir que o circuncentro de um triangulo acutangulo
estd localizando na parte interna do triangulo (Figura 3.9), no caso do tridngulo ob-
tusangulo o ponto estd externo ao triangulo (Figura 3.11) e no retangulo o circuncentro
coincide com um ponto da hipotenusa do triangulo (Figura 3.10). Tal resultado observado

esta de acordo com a Proposicao 3.3, apresentada a seguir.
Proposicao 3.3. Seja ABC' ¢é um triangulo de circuncentro O. Entao:

e se O estd no interior de ABC', este triangulo € acutangulo;
e se O estd sobre um lado de ABC, este triangulo é retangulo,

e se O estd no exterior de ABC, este triangulo € obtusangulo.

Demonstracgao: Seja I' o circulo circunscrito a ABC e M, o ponto médio de AB. Ha

trés casos a considerar:

e O no interior de ABC (Figura 3.12): no triangulo OAB temos AOB = 2ACB.
Por outro lado, 0° < AOB < 180°, donde 2AC'B < 180° ou, ainda, ACB < 90°.
Analogamente, ABC < 90° ¢ BAC < 90°, donde ABC' é acutangulo.
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Figura 3.12: O esta no interior do ABC.
Fonte: Autor.

e O estd sobre um lado de ABC' (Figura 3.13): suponha, sem perda de generalidade,
que O € BC. Nesse caso, BC é diametro de I' e O é o ponto médio de BC de

maneira que

BAC = B9C = 180° — g(p,

Figura 3.13: O estd sobre um lado de ABC'.
Fonte: Autor.

e O esta no exterior de ABC (Figura 3.14): suponha, sem perda de generalidade, que
O e A estao em semiplanos opostos em relacao a reta % Como a medida do arco

BC, que nao contém A, é claramente maior que 180°, temos
A — BOC  180° _ qno
e ABC é obtusangulo em A.
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Figura 3.14: O esta no exterior de ABC.
Fonte: Autor.

3.4 Atividade 4: Incentro de um triangulo

O objetivo dessa atividade é construir o incentro de um triangulo e identificar as

propriedades do incentro com o auxilio da dinamica do GeoGebra.

1. Abra o software GeoGebra, depois escolha a opcao da janela de visualizacao plana

e crie um triangulo qualquer (ver Figura 3.2).

2. Ative o icone bissetriz , clique em trés vértices ou em dois dos lados do

triangulo ABC' para obter as bissetrizes, fazendo esse processo trés vezes, também
ative o icone intersecao entre dois objetos e clique em duas bissetrizes para deter-

minar o ponto comum entre elas (Figura 3.15)
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Figura 3.15: Ponto comum das bissetrizes de um triangulo.
Fonte: Autor.

ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Orientamos ao professor que estimule o aluno a mover os vértices do triangulo ABC
para formar um triangulo qualquer e observar o comportamento das figuras. Depois de
realizar essas movimentagcoes, sugerimos que o aluno responda o que aconteceu em comum
com as trés bissetrizes do triangulo ABC'.

Nesta atividade o aluno deve concluir que as bissetrizes dos angulos de um triangulo
qualquer passam todas por um mesmo ponto, tal resultado observado esta de acordo com

a Proposicao 3.4 a seguir.

Proposicao 3.4. As bissetrizes internas de todo triangulo concorrem em um unico ponto,

o incentro do triangulo.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo. Trace as bissetrizes dos angulos £ A e £ B.
Estas se encontram em um ponto P. Sejam F, F' e G os pés das perpendiculares baixadas
de P aos lados AB, BC e C'A, respectivamente. Pela Proposicdo 2.7 temos que PE =
PG (pois P esté na bissetriz do angulo Z A) e PE = PF (pois P estd na bissetriz do
angulo Z B). Logo, PF = PG e pela Proposicao 2.7, segue-se que P pertence a bissetriz
do angulo £ C.
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Figura 3.16: Bissetrizes de um triangulo.
Fonte: Autor.

3.5 Atividade 5: O circulo inscrito ao triangulo

Nesta atividade o nosso objetivo ¢é identificar as propriedades do circulo inscrito
ao triangulo. Também orientamos que o professor utilize o triangulo da Figura 3.15
como ponto de partida, pois estamos considerado que esta atividade é uma sequéencia da

anterior.

1. Abra o arquivo da Figura 3.15 e oculte as bissetrizes do triangulo ABC' (Figura

3.17).
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Figura 3.17: Incentro de um triangulo.
Fonte: Autor.
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2. Ative o icone reta perpendicular , clique em um lado do triangulo, depois no

incentro. Repita este processo com os demais lados do triangulo para encontrarmos

as perpendiculares de cada lado do triangulo passando pelo incentro (Figura 3.18).

£} GeoGebra Classic = | B eS|

Em«ﬂlﬁ»w @2 s

Figura 3.18: Incentro e retas perpendiculares.
Fonte: Autor.

3. Ative o icone intersecao de dois objetos , clique em um lado do triangulo e, depois,

na reta perpendicular a esse lado. Repita o processo para os outros dois lados. Isso
determinara os pontos comuns entre as retas perpendiculares e os lados do triangulo

(Figura 3.19).
£} GeoGebra Classic EM

& .

Figura 3.19: Retas perpendiculares passando no incentro de um triangulo ABC.
Fonte: Autor.
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4. Na sequéncia, oculte as retas perpendiculares, depois ative o icone segmento

e clique no incentro e em cada ponto intersecao, gerado no passo anterior, formando
segmentos com extremidades nesses pontos. Feito isto, meca os comprimentos dos

segmentos criados (Figura 3.20).

A H" O\

B « 38/38 » ) 2 s -

Figura 3.20: Segmentos do incentro aos lados do triangulo ABC'.
Fonte: Autor.

ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Neste momento, o aluno poderd mover os vértices do triangulo ABC' para formar
um triangulo qualquer e observar o comportamento das figuras. Depois de realizar essas
movimentagoes, também sugerimos que se crie um circulo de centro I e raio /H. Por
fim, pedimos que o aluno responda o que ele observou com o comprimento dos segmentos
perpendiculares entre o ponto de encontro das bissetrizes e os lados do triangulo ABC'.

Nesta atividade o aluno deve concluir que o incentro equidista dos lados do triangulo,
e também, que todo triangulo possui um circulo inscrito. Tal resultado observado esta de

acordo com a Proposi¢ao 3.5 a seguir (Figura 3.21).

54



£} GeoGebra Classic l = | E éj

(k)]s ~ A > O oScQ=

~
A

\ -

A @
”
-7 ! B S8
/’ ! N
-,r r \‘ ra
. La
@m <« 31/31 » .@.} 2 s s,

Figura 3.21: Circulo inscrito num triangulo ABC.
Fonte: Autor.

Proposicao 3.5. Todo triangulo admite um wunico circulo no seu interior e tangente a

seus lados. Tal circulo € dito tnscrito no triangulo e seu centro é o incentro do triangulo.

Demonstracao: Seja I o incentro de um triangulo ABC' (Figura 3.22). Como [ é o
ponto de intersecao das bissetrizes dos angulos internos de ABC', temos que I equidista
dos lados de ABC'. Sendo 7 tal distancia comum aos lados, segue que o circulo de centro

I e raio r que esta no interior de ABC' e tangencia seus lados.

A B

Figura 3.22: Circulo inscrito ao triangulo.
Fonte: Autor.

A unicidade do circulo inscrito pode ser estabelecida mediante um argumento anédlogo ao

da unicidade do circulo circunscrito.
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Capitulo 4

Atividades: Os circulos inscritos e

circunscritos ao quadrilatero

Neste capitulo, apresentamos propostas de atividades ao professor como sugestoes
para o ensino e aprendizagem dos circulos inscritos e circunscritos ao quadrilateros onde,
em cada uma das atividades vamos utilizar o GeoGebra para investigar e observar os
resultados envolvendo os circulos inscritos e circunscritos ao quadrilateros.

Contrariamente aos triangulos, nem todo quadrildtero (convexo) admite um circulo
passando por seus vértices. Por outro lado, dizemos que um quadrilatero é inscritivel se
existir um circulo que contenha seus vértices.

E imediato a partir da unicidade do circulo circunscrito a um triangulo que, se
um quadrilatero for inscritivel, entao o circulo que passa por seus vértices é tinico e sera
doravante denominado o circulo circunscrito ao quadrilatero.

Também ¢ possivel mostrar que nem todo quadrilatero admite um circulo tangen-
ciando os seus quatro lados. Neste caso, dizemos que um quadrilatero é circunscritivel
quando os seus lados sao tangentes a um mesmo circulo, denominado o circulo inscrito ao

quadrilatero.

4.1 Atividade 6: O circulo circunscrito ao quadrilatero

O objetivo dessa atividade é construir quadrildteros inscritiveis no circulo e iden-
tificar suas propriedades. Também vamos apresentar a seguinte sequéncia didatica para

orientar o professor:
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1. Abra o software GeoGebra; escolha a opcao janela de visualizagdo plana; ative

o icone circulo definido por trés pontos @ e; crie o circulo (Figura 4.1).
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Figura 4.1: Circulo definido por trés pontos.
Fonte: Autor.

2. Crie um quadrildtero com vértices comuns a esses pontos vinculados ao circulo e

um ponto qualquer nao pertencente ao circulo (Figura 4.2).
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Figura 4.2: Quadrilatero nao inscritivel.
Fonte: Autor.
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3. Na sequéncia, ative o icone mediatriz e clique em cada lado do quadrilatero ABC' D

criando suas mediatrizes (Figura 4.3).

- .
¢} GeoGebra Classic ESAREl "

=

Figura 4.3: Quadrilatero e as mediatrizes de seus lados.
Fonte: Autor.

4. Ative o icone angulo e clique em cada trés vértices consecutivos medido cada

angulo interno do quadrildtero ABC'D (Figura 4.4).
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Figura 4.4: Quadrilatero nao inscritiveis e seus angulos.
Fonte: Autor.

5. Na sequencia, ative o icone segmento e crie as diagonais AC' e BD do quadrilatero
ABCD. Em seguida, ative o icone angulo e mega os angulos £ BAC e £ BDC
(Figura 4.5).
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Figura 4.5: Quadrilatero e suas diagonais.
Fonte: Autor.

ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Sugerimos que o professor estimule que o aluno movimente o vértice B do qua-
drilatero ABC'D até formar um quadrilatero inscritivel. Depois de realizar essas movi-
mentacoes, pedimos que o aluno responda o que acontece com as mediatrizes; com angulos
que subtendem o mesmo arco e; com a soma dos angulos opostos quando o quadrilatero
ABCD fica inscritivel ao circulo.

Nesta atividade o aluno deve concluir que se um denominado circuncentro ins-
critivel entao, as mediatrizes de seus lados se intersectam em um tnico ponto. O aluno
também ele pode concluir que os angulos opostos sao suplementares e os angulos inscri-
tos, associados ao mesmo arco capaz, sao iguais quando o quadrilatero ¢ inscritivel. Tal

resultado esta de acordo com a Proposicao 4.1, apresenta a seguir (Figuras 4.6 e 4.7).
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Figura 4.6: Quadrilatero inscrito ao circulo.
Fonte: Autor.
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Figura 4.7: Quadrilatero nao inscrito.
Fonte: Autor.

Proposicao 4.1. Um quadrildtero convexro ABCD, de lados AB, BC, CD e DA, ¢

iscritivel se, e so se, uma qualquer das condig¢oes a sequir for satisfeita:
(a) DAB + BC'D = 180° ;
(b) BAC = BDC.

Demonstragao: Suponhamos, inicialmente, que ABCD seja inscritivel (Figura 4.8).

Entao, pela Proposicao 2.4, de angulo inscrito, temos BAC = BDC e

DAB + BCD = P9B 1 BOD — 1g(°,
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D

Figura 4.8: ABCD inscritivel == DAB + BC'D = 180° ¢ BAC = BDC.
Fonte: Autor.

D

Figura 4.9: BAC = BDC = ABCD inscritivel.
Fonte: Autor.

Reciprocamente (Figura 4.9), suponhamos primeiro que BAC = BDC. Como
ABCD é convexo e os vértices de ABC'D estao nomeados consecutivamente, segue que A
e D estao situados de um mesmo lado da reta % . Sendo 0 o valor comum dos angulos
BAC e BDC, temos que A e D estao ambos sobre o arco capaz de 6 sobre BC'. Logo, o
circulo desse arco capaz é circunscrito a ABCD.

Suponhamos, agora, que DAB + BCD = 180° (Figura 4.10) e considere o circulo
«, circunscrito a BAD. Se C' estiver no interior do mesmo, seja % N «a = F. Pelo item

(a), temos
DAB + BFD = 180° = DAB + BCD,
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e, dai, BFD=B éD, uma contradicao ao teorema do angulo externo aplicado ao triangulo

CFD.

A

Figura 4.10: BAC + BDC = 180° = ABCD inscritivel.
Fonte: Autor.

Se C' for exterior ao circulo chegamos a uma contradicao analoga. [ ]

4.2 Atividade 7: O circulo inscrito ao quadrilatero

O objetivo desta atividade é observar o comportamento das figuras ao desenvolver
animagoes com o GeoGebra para identificar algumas propriedades do circulo inscrito a

um quadrilatero.

1. Abra o software GeoGebra; escolha a opgao da janela de visualizacao plana; ative
o icone poligono e; crie um quadrilatero ABC'D. Também crie as bissetrizes dos

angulos £ A, £ B, £ C e Z D (Figura 4.11).
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Figura 4.11: Quadrilateros e suas bissetrizes.
Fonte: Autor.

62



2. Seja O o ponto de interse¢ao das bissetrizes dos angulos de £ A e Z B. A distancia
desse ponto O aos lados AD, AB, e BC' é constante igual a r, digamos. Por fim,
crie um circulo tangente aos segmentos AD, AB e BC, isto é, de centro O e raio r

(Figura 4.12).
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Figura 4.12: Circulo tangente.
Fonte: Autor.

3. Na sequéncia, ative o icone ocultar objetos e oculte as retas perpendiculares. Em
seguida ative o icone distancia, comprimento; e meca os lados desse quadrilatero.
Depois ative caiza de entrada e some as medidas dos lados opostos do quadrilatero

(Figura 4.13).
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Figura 4.13: Quadrilatero e circulo.
Fonte: Autor.
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ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Neste momento, o aluno podera ativar o icone mover e movimentar um dos
vértices do quadrilatero ABC D até formar um quadrilatero circunscritivel e observar
o comportamento das figuras. Depois de realizar essas movimentacoes, sugerimos
que o aluno responda o que aconteceu em comum com as somas das medidas dos

lados opostos quando o quadrilatero é circunscritivel.

Nesta atividade o aluno deve concluir que um quadrildtero é circunscritivel
quando a soma das medidas dos lados opostos sao iguais. Tal resultado observado

esta de acordo com a Teorema 4.1, conhecido como Teorema de Pitot.

[71GeoBebra Classi - - [ ——,)

DREEREREEES Q

AB + CD = 839

AD+ BC =8.39

Figura 4.14: Soma dos lados opostos iguais = ABC'D circunscritivel.
Fonte: Autor.

Teorema 4.1. (Pitot). Um quadrildtero convero ABCD, de lados AB, BC, CD e DA,

€ circunscritivel se, e so se,

AB +CD = AD + BC.

Demonstracao: Suponha, primeiro, que ABC D, seja circunscritivel e sejam M, N, P,

(@ respectivamente os pontos de tangéncia de AB, BC, C'D e DA com o circulo inscrito

em ABCD.
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Figura 4.15: Soma iguais dos lados opostos = ABC'D circunscritivel.
Fonte: Autor.

Segue da Proposicao 2.3 que

AB+CD = (AM + MB)+ (CP + PD)

= AQ + BN+ CN + DQ

= (AQ + DQ) + (BN + CN) = AD + BC. (4.1)

Reciprocamente, suponhamos que AB + CD = AD + BC. Se ABCD nao for
circunscritivel, o circulo I', tangente aos lados AD, AB e BC de ABCD, nao tangencia
o lado CD. A

(o4

Figura 4.16: ABCD circunscritivel = somas iguais dos lados opostos.
Fonte: Autor.

Seja E o ponto sobre a semirreta E tal que C'E tangencia o circulo inscrito

(Figura 4.16). Estamos considerando o caso em que E estd situado entre A e D. O outro

caso é totalmente andlogo. Pelo que fizemos acima, segue que AB + CE = AE + BC.
Como AB + CD=AD + BC, segue que

CD-CFE=AD-AFE =DFE

ou, ainda, que CD = CE + DEFE, contradizendo a desigualdade triangular no triangulo

CDEFE. ]
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Capitulo 5

Atividades: Os circulos inscritos e

circunscritos ao poligono

Neste capitulo, finalizamos as sugestoes de atividades com os circulos inscritos
e circunscritos ao poligono, onde vamos continuar apresentando as sequéncias didaticas
para orientar o professor trabalhar com os alunos o passo a passo de cada atividade, como
também, sugerimos animacoes das figuras para observar e identificar alguns propriedades

ao realizar essa dinamica utilizando o GeoGebra.

5.1 Atividade 8: O circulo circunscrito ao poligono

O objetivo desta atividade é utilizar a dinamica do GeoGebra para investigar e

identificar as propriedades nos circulos circunscritos a um poligono qualquer.

1. Abra o software GeoGebra; escolha a opcao poligono e; construa um poligono qual-

quer (Figura 5.1).

(> GeoGebra Classic L2 [ B jm |
3 A X[BoO L o Q=
A1 EES
Ag A,

Poligono
Selecione todos os vértices e, entao, o vértice inicial
novamente

Figura 5.1: Poligono qualquer.
Fonte: Autor.
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2. Na sequencia, ative o icone mediatriz e crie algumas mediatrizes dos lados do

poligono (Figura 5.2).

ol
) GeoGebra Classic { =HC] g

..j Tt — L A2
_____________ v _: -
h S
L.
o}
Mediatriz
Selecione dois pontos ou segmento AJUDA Q
= 1

Figura 5.2: Mediatrizes de um poligono qualquer.
Fonte: Autor.

3. Ative o icone circulo definido por trés pontos @ e clique nos vértices Ay, As e Ag

do poligono criando um circulo definido por estes trés pontos (Figura 5.3).

7 GeoGebra Classic =R
¥ AL DQO 4L ©e Q=
"9 ALK il",V RES

Figura 5.3: Poligono qualquer e um circulo.
Fonte: Autor.
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ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Sugerimos que o aluno ative o icone mover e faca a movimentagao dos vértices do
poligono até cada vértice pertencer ao circulo. Também pedimos que o aluno movimente
os vértices do poligono tentando deixar as mediatrizes passando por um tnico ponto. Por
fim, pedimos que o aluno responda o que ele observou quando as mediatrizes dos lados
do poligono A;As ... A, passam por um unico ponto. Em seguida, pedimos que o aluno
responda o que ele observou nas mediatrizes com essas duas dinamicas de movimentos.

Nesta atividade o aluno deve tirar a conclusao que, se as mediatrizes dos lados de
um poligono ocorrem em um unico ponto, existe o circulo circunscrito ao poligono e, se
existir o circulo circunscrito ao poligono, as mediatrizes tem um unico ponto comum. Tal

resultado observado esta de acordo com a Proposicao 5.1, que segue.

Proposicao 5.1. Um poligono convezxo é inscritivel se, e so se, as mediatrizes de seus

lados concorrem em 1nico ponto, o circuncentro.

Demonstragao: Sejam A;As...A, um poligono qualquer e, m; (i € 1,...,n) as medi-

atrizes dos lados A;A;;1 (Figura 5.4).

my Ay

Figura 5.4: Poligono e suas mediatrizes.
Fonte: Autor.

Suponha que os vértices Ay, As, ..., A, pertencem a um circulo de centro I e raio R.

Entao
1A, =1A,=---=1T1A, = R.
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Isto implica que I pertence a m;, para todo i.

Reciprocamente, suponha que I pertence a m;, para todo i. Entao,

Chamando de R este valor comum, temos que o circulo de centro I e raio R contém todos

os vértices do poligono.

5.2 Atividade 9: O circulo inscrito ao poligono

Nesta atividade, apresentamos uma sequéncia didatica para trabalhar com o circulo
inscrito ao poligono. Neste contexto, segue um passo a passo para o professor explorar
as figuras construidas nas atividades com o aluno, dando-lhe oportunidade para observar,
investigar e identificar as propriedades deste conteido. Também vamos considerar a

Figura 5.1 da atividade anterior como ponto de partida desta atividade.

1. Na sequéncia, ative o icone bissetriz e crie as bissetrizes dos angulos internos do
poligono. Em seguida ative o icone intersecao de dois objetos e clique em duas
bissetrizes criando um ponto comum entre entre elas. Na Figura 5.5, uma das

bissetrizes consideradas foi a do angulo / A;.

-
¢ GeoGebra Classic o B &8

] ~ 4 @0 4N Q =

Figura 5.5: Bissetrizes e um ponto comum.
Fonte: Autor.
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2. Ative o icone reta perpendicular e crie uma reta perpendicular ao lado A;A, do
poligono passando pelo ponto I. Em seguida faga a intersecao do lado A; A, com a

reta perpendicular criando o ponto comum B (Figura 5.6).

'v;} GeoGebra Classic = | B [
(R]> ~ 4 > 0O 4N S Q=

e
4 =

Figura 5.6: Bissetrizes de um poligono e um ponto comum.
Fonte: Autor.

3. Na sequencia, ative o icone circulo dado centro e crie um circulo com o centro comum
ao ponto de intersecao das bissetrizes e raio igual a medida do segmento I B, gerado
pela perpendicular do ponto comum das duas bissetrizes em relacao a um lado do

poligono (Figura 5.7).

¢} GeoGebra Classic Elﬂlﬂ
(] A~ > OO 4L\ B Q=

1 g
”, —

Figura 5.7: Bissetrizes e circulo de um poligono qualquer.
Fonte: Autor.
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ANALISE E INVESTIGACAO DAS FIGURAS CONSTRUIDAS

Sugerimos que o aluno ative o icone mover e movimente os vértices do poligono ten-
tando deixar as bissetrizes passando por um tunico ponto I. Por fim, pedimos que o aluno
responda o que ele observou quando as bissetrizes dos angulos do poligono A4, ... A,
concorrem em um Unico ponto.

Nesta atividade o aluno deve tirar a conclusao que se as bissetrizes dos angulos
de um poligono concorrem em um unico ponto, existe o circulo inscrito ao poligono e,
se existir o circulo inscrito ao poligono as bissetrizes tém um unico ponto comum. Tal

resultado observado esta de acordo com a Proposicao 5.2, que segue.

Proposicao 5.2. Um poligono convexo é circunscritivel se, e so se, as bissetrizes de seus

angulos concorrem em unico ponto, denominado incentro do poligono.

Demonstracgao: Sejam A;As ... A, um poligono qualquer e m; as bissetrizes dos angulos

internos £ A;, para todo i = 1,2,...,n, (Figura 5.8).

Figura 5.8: Poligono e suas bissetrizes.
Fonte: Autor.

Suponha que By,..., B, sao os pontos de tangéncia do circulo de centro O e raio R,

inscrito ao poligono. Entao

OBy =0B, =---=0B, =
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isto implica que O pertence a m;, para todo i, 1 = 1,2,...,n.

Reciprocamente, suponha que O pertence a m;, para todo 7, ¢ = 1,2,...,n. Sejam
By, ..., B,, as distancias de O aos lados do poligono. Entao,
OB, =0By, =---=0B,.

Chamando de R este valor comum, temos que o circulo de centro O e raio R contém

By, ..., B, e tangencia todos os lados do poligono.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, buscamos inicialmente compreender a relevancia do uso das tecno-
logias para o ensino de matematica. Com a utilizacao do software GeoGebra como auxilio
didatico, possibilitando novos recursos para a pratica dos professores de matematica no
processo de ensino e aprendizagem. O professor e os alunos tém a oportunidade de fazer
investigagoes dos contetidos de geometria de forma agil e mais eficiente, pois o movimento
das figuras favorece a visualizacao de propriedades. Em seguida apresentamos uma pro-
posta didatica que aborda poligonos inscritiveis e circunscritiveis utilizando o GeoGebra
como ferramenta no ensino-aprendizagem.

Diante dos diversos recursos computacionais que fazem parte do dia a dia do aluno,
acredita-se que o GeoGebra possa contribuir significativamente para melhoria no processo
de ensino-aprendizagem da educacao basica. Tendo como foco principal o ensino de
matematica, dadas as conhecidas deficiéncias encontradas em seu aprendizado.

Neste contexto, queremos deixar claro que na proposta apresentada pretendeu-se
explorar o aspecto dinamico do GeoGebra para fazer com que o aluno deduza algumas
propriedades envolvendo os circulos inscritos e circunscritos aos triangulos, quadrilateros
e poligonos de maneira geral.

No nosso trabalho, nao desenvolvemos as atividades em sala de aula propostas
para os alunos. Porém, o estudo realizado nos permite vislumbrar a importancia do uso
do GeoGebra no ensino de geometria e esperamos, com esse trabalho, contribuir para
o desenvolvimento das aulas de Geometria nas quais os alunos se ponham a investigar
propriedades dos objetos matemaéticos.

Finalizando este trabalho, temos a certeza de ter contribuido para uma possivel

agao dos professores e alunos em sala de aula. Resta-nos o desejo de estar com os alu-
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nos realizando as atividades e analisando os resultados desses contetidos pesquisados em
geometria. Esperamos também, que o professor de matematica de educagao bésico, abra
novos caminhos em sua pratica docente e se sinta motivado a utilizar as novas tecnologias

como ferramentas didaticas no processo de aprendizagem.
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Apeéendice A

GeoGebra

Neste apéndice descrevemos as funcoes basicas do software GeoGebra, um software
de matematica dinamica que reune recursos de algebra, geometria, planilha eletronica,
graficos, probabilidade e estatistica em um tinico ambiente. Criado pelo austriaco Markus
Hohenwarter, no ano de 2001, como tese de doutorado na Universidade de Salzburgo -

Austria, o GeoGebra foi desenvolvido para o ensino e a aprendizagem da matematica do

ensino bésico ao superior.

O GeoGebra é um software que pode ser adquirido gratuitamente na Internet.
Encontra-se disponivel para download no site http://www.geogebra.org/download (Figura

A.1), para instalacao em tablets e nos diversos sistemas operacionais. Além dos sistemas

operacionais temos disponivel no Google Play Store.

€2 Bainar Aplicativos - Gect X

€>clo wenwgeogebraorg

= GeeGebra

o)l @ -

o ENTRARNOSISTEMA

Baixar Aplicativos GeoGebra

Aplicativos GeoGebra gratuitos para iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux

N Calculadora Gréfica Calculadora Grafica 3D

Aplicativos méveis Mais informagdes

GeoGebra Apps Materiais

Figura A.1: Site do GeoGebra .
Fonte: Autor.
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No nosso trabalhamos estamos utilizando a versao 6.0.481.0 do GeoGebra Classic
6 instalado no sistema operacional Windows, onde temos disponivel neste software a

interface (Figura A.2).

Janela
Algébrica

«
* Visualizagio Visualizagio ¢
s : da janela 3D dajanela 2D a6
5 5 & 8
Caixa de - <

entrada

Figura A.2: Interface - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.

Também, temos disponivel no GeoGebra além das ferramentas que foram exibidas na
Figura A.2: Planilha a janela Cdlculo Simbdlico (CAS) , o Protocolo de Construgio e a
Calculadora de Probabilidades .

Janela de visualizagao para geometria plana

No Menu de Ferramentas, da versao 6.0 do GeoGebra Classic 6, para trabalharmos
em duas dimensoes, contamos com onze botdes como vemos na Figura A.3. Dando dois
cliques em qualquer um desses botoes aparecera uma cortina como vemos da Figura A.3
até a A.12.

No primeiro botao da esquerda (Figura A.3), aparecem as opgdes: mover, fun¢ao

a mao livre e caneta.

DN o PANIEILE Q =
l% Mover 4 ‘_‘ ﬁ @
k‘-/ Fung&o & Mo Livre

3
/ Caneta
2
S5 2 h e 1 2 3 1 5 ®
- Q
-2 S
] - =

Figura A.3: Visualizagdo do primeiro botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.
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Apresentamos, a seguir, algumas finalidades destes botoes, entretanto uns tém suas

funcoes obvias.

Mover: Botao que serve para arrastar e mover objetos livres com o mouse;

Funcao a mao Livre: Com este botao pode-se tracar objetos a mao livre na

Janela de Visualizagao e, quando o software reconhece seu traco ele dd uma

aproximacao do objeto ou define a func¢ao, no caso do traco do seu grafico;

Caneta: Com essa ferramenta pode-se escrever livremente destacando ou deta-

lhando suas construcgoes.

No segundo botao da esquerda (Figura A.4), aparecem as opgoes: Ponto, Ponto
em Objeto, Vincular/Desvincular Ponto, Intersecao de Dois Objetos, Ponto Médio ou

Centro, Numero Complexo, Otimizagao e Raizes.

¢t GeoGebra Classic

[ = e e e
. o . = —
\//,'g/‘w@@-’i\ii'%' o Q=
+ A oo . WMo ~ & 3 : &
I.’R\\ Ponto em Objeto 5
‘;/ Vincular / Desvincular Ponto
2
>-\/ IntersegZo de Dois Objetos
.
.* Ponto Médio ou Centro
.Z Nimero Complexo 1) 1 0 1 2 3 4 5 ® -
/\',’[ Otimizacio - @
{\,J Raizes - Q
ra
73 La
(=]

Figura A.4: Visualizacao do segundo botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.

Ponto: Com essa ferramenta marcam-se pontos quaisquer. Para marcar pontos
especificos pode-se exibir a malha clicando com o botao direito do mouse na

Janela de Visualizagao ou, para ser mais preciso, digitar no campo de Entrada

as coordenadas do ponto;
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Ponto em Objeto: Ferramenta para se marcar um ponto em um objeto (seg-

mento, reta, semirreta, poligonos, circunferéncia, etc...);

Vincular /Desvincular Ponto: Considerando um ponto qualquer em um ob-

jeto, ao clicar nessa ferramenta, no objeto e, depois, no ponto, vincula-se esse

2 R R =

T
<_

—
-
e

ponto ao objeto, ou seja, faz com que esse ponto passe a pertencer a tal objeto.

Para desvinculéd-lo basta executar esses mesmos passos;

Intersecao de Dois Objetos: Pode-se obter a intersecao de dois objetos cli-
cando nessa ferramenta, no primeiro objeto e no segundo ou, quando a interse¢ao
lhes é visivel, os dois objetos ficam selecionados; basta clicar que o programa no-

meia a intersecao;

Ponto Médio ou Centro: Botao que tem a funcao de dar o ponto médio de

um segmento. Para isto, basta clicar nos pontos extremos do segmento;

Numero Complexo: Com esse botao marcam-se pontos que representam
nimeros complexos quaisquer. Para marcar precisamente o complexo desejado
¢ necessario digitar, no campo de Entrada, o nimero na sua forma algébrica

2z = a+ bi, com a e b sendo ntimeros reais;

Otimizacao: Para obter pontos de maximos e minimos locais ou absolutos de
uma funcao clique nesse botao e, em seguida, no traco do grafico da funcao, ou

na prépria lei da funcao apresentada na Janela de Algebra;

Raizes: Para obter raizes de uma funcao clique nesse botao e, em seguida, no
trago do grafico da fungao, ou na prépria lei da funcao apresentada na Janela de

Algebra.

No terceiro botao, aparecem as opgoes: Reta, Segmento, Segmento com Compri-

mento Fizo, Semirreta, Caminho Poligonal, Vetor e Vetor a Partir de um Ponto.

Reta: Botao com a finalidade de se determinar uma reta passando por dois
pontos. Para isto basta clicar nos dois pontos pelos quais se deseja que essa reta

passe;
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Segmento: Acionando esse botao e clicando em dois pontos determina-se um

segmento com extremidades nesses pontos;

Segmento com Comprimento Fixo: Para determinar um segmento com um

determinado comprimento, clica-se nesse botao, depois num ponto que sera a pri-

meira extremidade do segmento e, em seguida, aparecerd uma caixa de dialogo
onde voce digitarda o comprimento desejado para tal segmento. Assim, o pro-

grama ird exibi-lo na posi¢ao horizontal e o nomeara;

Semirreta: Para obter uma semirreta clica-se primeiro no ponto que sera a sua

origem e, depois, em outro ponto na direcao desejada;

Caminho Poligonal: Ferramenta que cria uma linha poligonal aberta. Para

tal, determinar os segmentos da linha poligonal e clicar no ponto inicial;

| 7 | Vetor: Botao para criar um vetor selecionando primeiro a origem e, depois, a

outra extremidade;

|rf Vetor a Partir de um Ponto: Dados um vetor e um ponto, clique primeiro

no ponto e, posteriormente, no vetor.

No quarto botao (Figura A.5), aparecem as opgoes: Reta Perpendicular, Reta
Paralela, Mediatriz, Bissetriz, Reta Tangente, Reta Polar ou Diametral, Reta de Regressao

Linear e Lugar Geométrico.
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Figura A.5: Visualizacdo do quatro botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.

Reta Perpendicular: Para determinar uma reta perpendicular a uma outra
reta, semirreta, segmento de reta ou vetor clica-se primeiro em um ponto (no

objeto ou fora dele) e, depois, em tal objeto;

Reta Paralela: Determina-se uma reta paralela a uma outra reta, semirreta,
segmento de reta ou vetor clicando-se primeiro em um ponto e, depois, em tal

objeto;

Mediatriz: Clica-se nos dois pontos extremos desse segmento de reta. Usando-
se o campo de Entrada pode-se digitar a palavra Mediatriz e, entre colchetes,
colocar o nome do segmento ou os dois pontos (separando-os por virgula) ou os

dois pontos e a direcao;

Bissetriz: Para obter a bissetriz clica-se em trés pontos ou em duas retas que

se intersectam;

Reta Tangente: Para obter uma reta tangente seleciona-se um ponto e, depois,

uma circunferéncia, uma conica ou uma funcao;

Reta Polar ou Diametral: Tracga-se a reta polar ou diametral a uma conica

selecionando-se um ponto ou uma reta e, depois, um circulo ou uma conica;
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Reta de Regressao Linear: Para obter a reta de regressao linear seleciona-se

os pontos usando o retangulo de selecao ou seleciona-se uma lista de pontos;

Lugar Geométrico: Seleciona-se o ponto do lugar geométrico e, em seguida, o

ponto sobre o objeto ou o controle deslizante.

No quinto botao (Figura A.6), aparecem as opgoes: Poligono, Poligono Regular,

Poligono Rigido e Poligono Semideformduvel.
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Figura A.6: Visualiza¢ao do quinto botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.

| Poligono: Clica-se em cada vértice e, por fim, no vértice inicial,

Poligono Regular: Clica-se em dois pontos, obtendo o primeiro lado do

e
.-

poligono regular desejado e, em seguida, surgird uma caixa de didlogo onde deves-

se digitar a quantidade de lados;

" rd rd . . 7’ . ’ . . . .
., Poligono Rigido: Seleciona-se todos os vértice e, por fim, o vértice inicial, ou

entao, seleciona-se um poligono;

Poligono Semideformavel: Seleciona-se todos os vértice e, por fim, o vértice

inicial.
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No sexto botao (Figura A.4), aparecem as opgoes: Circulo dados Centro e Um de

seus Pontos, Circulo dados Centro e Raio, Compasso, Circulo definido por Trés Pontos,

Semirculo Definido por Dois Pontos Pontos, Arco Circular, Arco Circuncircular, Setor

Circular e Setor Circuncircular.
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Figura A.7: Visualizacdo do sexto botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: Seleciona-se o centro e, depois,

um ponto do circulo;

Circulo dados Centro e Raio: Seleciona-se o centro e, em seguida, digita-se

a medida do raio;

Compasso: Selecione um segmento ou dois pontos para especificar o raio. De-

pois, clique num ponto que sera o centro da circunferéncia;

Circulo definido por trés pontos: Clica-se nos trés pontos do circulo;

Semicirculo definido por dois pontos: Selecione dois pontos para criar um

semicirculo de extremos de dois pontos;
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Arco circular: Primeiro, selecione o centro do arco circular. Depois, seleci-
one o ponto inicial do arco e, finalmente, selecione um ponto que especifica o
comprimento do arco.

Arco circuncircular: Selecionando trés pontos A, B e C' cria um arco passando

por esses pontos. O ponto A é o ponto inicial do arco, B pertence ao arco e C' é

o ponto final do arco;
one o ponto inicial A do setor e, finalmente, selecione um ponto B que especifica
o comprimento do arco do setor.

Setor circuncircular: Selecionando trés pontos A, B e C' cria um setor circular

@ Setor circular: Primeiro, selecione o centro M do setor circular. Depois, seleci-

passando por esses pontos. O ponto A é o ponto inicial do arco do setor, B

pertence ao arco e C' é o ponto final do arco;

No sétimo botao (Figura A.8), aparecem as opgoes: FElipse, Hipérbole, Pardbola, e

Conica por Cinco Pontos.
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+ ez £ elose S
[ L% Hipérbole
‘\f-jara'bua

‘ol I -
Cénica por Cinco Pontos
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Figura A.8: Visualizagao do sétimo botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.

Elipse: Escolhe-se os dois focos e, depois, um ponto da elipse;
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Hipérbole: Seleciona-se os dois focos e, depois, um ponto da hipérbole;

Parabola: Clica-se primeiro no foco e, em seguida, na diretriz;

i J| Cénica por Cinco Pontos: Clica-se nos cinco pontos da conica.

No oitavo botao (Figura A.9), aparecem as opgoes: /ingulo, Angulo com Amplitude

Fiza, Distancia, Comprimento ou Perimetro, Area, Inclinagao, Lista, Relacao e Inspetor

de Funcoes.
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Figura A.9: Visualizagao do oitavo botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.

Angulo: Escolhe-se um ponto, um vértice e uma amplitude para o angulo;

Angulo com Amplitude Fixa: Escolhe-se um ponto, um vértice e uma am-

plitude para o angulo;
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Distancia, Comprimento ou Perimetro: Seleciona-se dois pontos, um seg-

mento, um poligono ou um circulo;

Area: Seleciona-se um poligono, um circulo ou uma elipse; poligono ou um

circulo;

Inclinagao: Clica-se em uma reta (ou segmento ou semirreta);

Lista: Cria-se uma lista digitando-se, no campo de Entrada, o nome da lista, o
simbolo = e a lista de objetos entre chaves separados por virgula(s). Ficando,

entao, assim: Nome da lista=elementoy, elementoy, elementos, . .., elemento,.

Relacao: Clica-se em dois objetos;

Inspetor de Fungoes: Seleciona-se uma fungao. A parecerd uma janela con-
tendo informacgoes como: pontos de maximo, pontos de minimo, raizes, integral,

area, média e comprimento para um determinado intervalo.

No nono botao (Figura A.10), aparecem as opgoes: Reflexao em Relagdo a uma

Reta, Reflexao em Relagcao a um Ponto, Inversao, Rotacdo em Torno de um Ponto,

Translagao por um Vetor e Homotetia.
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Figura A.10: Visualizacao do nono botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.
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Reflexao em Relagao a uma Reta: Seleciona-se o objeto que se quer refletir

e, em seguida, a reta de reflexao;

Reflexao em Relagao a um Ponto: Seleciona-se o objeto que se quer refletir

e, em seguida, o ponto que sera o centro da reflexao;

Inversao: Seleciona-se primeiro o objeto e, depois, o circulo;

Rotagao em Torno de um Ponto: Seleciona-se primeiro objeto que se quer

rotacionar, depois o centro e, por fim, o angulo de rotacao;

Translagao por um Vetor: Clica-se primeiro no objeto que se quer transladar

e, depois, no vetor;

Homotetia: Clica-se primeiro no objeto, depois no centro e, por fim, digita-se

a razao da homotetia.

No décimo botao (Figura A.11), aparecem as op¢oes: Controle Deslizante, Texto,

Inserir Imagem, Botdo, Caiza para Ezibir / Esconder Objetos e Campo de Entrada.

ko L0 @ Q8 e e Q=
+ . _:N 222 controle Deslizante @
ABC Texto
nserir Imagem
Botdo
72 Caixa para Exibir / Esconder Objetos
a=1| Campo de Entrada @
¥
L]

Figura A.11: Visualizacao do décimo botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.
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Controle Deslizante: Para criar um controle deslizante , com essa ferramenta

a=2 | selecionada, clica-se na Janela de Visualizacao e, em seguida, surgird uma caixa
de didlogo onde digita-se o nome, o tipo: se é nuimero ou angulo, os valores
minimo e maximo, o incremento e o sentido: horizontal ou vertical;

ABC| Texto: Para criar um texto clica-se na Janela de Visualizacao ou em um ponto;

Botao: Para criar um Botao clica-se na Janela de Visualizacao; aparecera uma

caixa de didlogo onde deve-se nomear o botao e digitar o Codigo GeoGebra;

Caixa para Exibir / Esconder Objetos: Clica-se na Janela de Visualizagao
onde ficard a caixa que, quando marcada, mostrarda os objetos e, quando des-
i

marcada, esconderad os objetos. Ao clicar na Janela de Visualizagao surgirda uma

janela na qual escolhe-se um nome para a caixa e o(s) objeto(s) que se quer

Exibir/Esconder;

a=1| Campo de Entrada: Clica-se na Janela de Visualizacao para inserir um campo

de texto.

No décimo primeiro botao (Figura A.12), aparecem as opgoes: Mover Janela de
Visualizagao, Ampliar, Reduzir, Exibir / Esconder Objeto, Ezibir / Esconder Rdtulo,
Copiar Estilo Visual e Apagar.
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Figura A.12: Visualizacao do décimo primeiro botao - GeoGebra Classic 6.
Fonte: Autor.
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Mover Janela de Visualizagao: Botao que serve para arrastar a Janela de

Visualizagao ou para mudar a escala dos eixos;

Ampliar: Clica-se na Janela de Visualizacao para amplia-la ;

Reduzir: Clica-se na Janela de Visualizacao para reduzi-la;

Exibir / Esconder Objeto: Seleciona-se o(s) objeto(s) que se deseja esconder
e, depois, clica-se em outra ferramenta qualquer. Para que o(s) objeto(s) rea-
pareca(m), basta clicar novamente no botao Exibir / Esconder Objeto. Outra
forma de se esconder um objeto é clicando com o botao direito do mouse sobre

esse objeto e marcar a opcao Exibir Objeto;

Exibir / Esconder Rétulo: Seleciona-se o objeto que se deseja exibir ou
esconder o rotulo. Outra forma de se exibir ou esconder o rétulo é clicando com

o botao direito do mouse sobre esse objeto e marcar a opgao Exibir Rétulo;

Copiar Estilo Visual: Seleciona-se primeiro o objeto modelo e, depois,

aquele(s) cujo estilo se pretende copiar;

Apagar: Clica-se no objeto que se deseja apagar. Outra maneira de apagar um
objeto é clicando com o botao direito do mouse sobre esse objeto e marcar a

opcao Apagar.
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