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Resumo

Neste trabalho, apds apresentarmos uma breve exposicao ao estudo das sequéncias
e séries foi feita uma introducao as funcoes geradoras ordinarias. Uma fungao geradora
G(z) é uma série de poténcia associada a um problema de combinatéria. Nosso objetivo
principal foi aplicar as func¢oes geradoras para resolver problemas de combinatoria com

restricoes em que a ordem dos objetos nao seja relevante.

Palavras-chave: Funcgoes geradoras, Séries numéricas, Recorréncias.



Abstract

In this work, after introducing a brief exposition to the study of the sequences and
series, an introduction was made to the ordinary generating functions. A generating
function G(x) is a power series associated with a combinatorial problem. Our main
aim was to apply the generating functions to solve some combinatorial problems with

constraints in which the order of the objects is not relevant.

Keywords: Generating functions, Numerical series, Recorrence.
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Introducao

Neste trabalho faremos uma introducao ao estudo das funcoes geradoras. FEsta
técnica surgiu no século XV I nos trabalhos de Abraham De Moivre. Os matematicos
Leonhard Euler, Laplace e N. Bernoulli usaram para resolver problemas na teoria de
particoes, estudo de probabilidade e permutagoes cadticas respectivamente.

O Principio Fundamental da Contagem é uma ferramenta poderosa na resolucao de
problemas de andlise combinatéria, mas, torna-se praticamente impossivel aplicé-lo a
problemas com restri¢oes . Por isso, o principal objetivo desta dissertagao é apresentar
solugoes via fungoes geradoras ordinarias. Mais especificamente, nos concentramos nos
problemas de contagem do ntimero de elementos de um conjunto nos quais a ordem
nao importe e que a repeticao seja permitida.

No Capitulo 1, apresenta-se uma breve introducao as sequéncias e séries. Os tépicos
abordados sao muito importantes no desenvolvimento do capitulo , pois uma funcgao
geradora é uma série de poténcia cujos coeficientes estao associados a um problema de
combinatéria.

No Capitulo 2, defini-se funcao geradora ordinaria e apresenta-se os principais re-
sultados para a determinacao dos coeficientes. Temos também, a solugao de recorréncia
via fungoes geratrizes.

No Capitulo 3, estao as aplicacoes das fungoes geradoras na resolucao de problemas
de contagem e na resolucao de recorréncias.

Completando o trabalho, adicionamos trés apéndices. O Apéndice A traz os métodos
basico de contagem e binomio de Newton. No Apéndice B, faz-se uma introducao a
teoria das recorréncia lineares de primeira e segunda ordem. Finalmente, no Apéndice

C trata-se do teorema dos intervalos encaixados.
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Capitulo 1
Sequéncias e Séries

Neste capitulo apresentamos os resultados essenciais sobre sequéncias e séries, o
minimo, para estudar as fungoes geratrizes. Para escrever este capitulo consultou-se os

seguintes livros [8, 10] e [15].

1.1 Nocoes de Sequéncias

Neste trabalho, denota-se a sequéncia (aq, ag, as, ..., ay,...) por (a,), com n € N,

1.1.1 Definicoes

Definicao 1.1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcao x : N — R que associa
cada nimero natural n a um nimero real z(n). O valor xz(n), para todo n € N serd

representado por z,, e denominado n—ésimo termo da sequeéncia.

Defini¢ao 1.2. Uma sequéncia (a,), chama-se crescente, se para qualquer nimero

natural n vale a desigualdade

Qpy1 > Gp, V' 1 € N,

27l
Exemplo 1.1. Mostraremos que a sequéncia (a,), com termo geral a, = 1 é
n

uma sequencia crescente.

Para todo n € N temos 4n + 2 > 2n + 3. Equivalentemente

2 - 1
2n+3 2n+1

e portanto
2n+1 on

n == > =
Gnt1 2n+3 2n+1

an

13



1. Sequéncias e Séries

para todo n € N.

Defini¢ao 1.3. Uma sequéncia (a,), chama-se decrescente, se para qualquer nimero

natural n vale a desigualdade
apr1 < @,V n €N

Exemplo 1.2. Mostraremos que sequéncia (a,), com termo geral a, = — é uma
n
sequéncia decrescente.

1 1 1
_ L ° 0. Destaf i1 < Q.
n+1 - n(n+10) €sta Iorma Qg1 Qa

Note que a1 — ay,

Definigao 1.4. Uma sequéncia (a,), chama-se nao-decrescente, se para qualquer

numero natural n vale a desigualdade
Gpi1 > ¥V 1 €N,

Definig¢ao 1.5. Uma sequéncia (a,,), chama-se nao-crescente, se para qualquer nimero

natural n vale a desigualdade
pi1 < ap,Vn eN.

As sequéncias definidas em 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5 sao geralmente chamadas de sequéncias

mondtonas.

Definicao 1.6. Seja (x,, )ken uma sequéncia. Entdo, a sequéncia (z,, )reny chama-se

subsequéncia da sequéncia (z,)nen-

1.1.2 Limites de Sequéncias

Definigao 1.7. O nimero real a sera dito limite da sequéncia (), de nimeros reais
se, para cada € > 0, for possivel encontrar um natural ny € N tal que |z, —a| < ¢

sempre que n > ng. Simbolicamente:

lim z,, = a se e somnete se, dado € > 0, I3 ng € N tal que n > ng = |z, —a| <e.

Teorema 1.1 (Unicidade do limite). Seja (x,,), uma sequéncia convergente. Selimz,, =

a elimzx, =b, entdo a = b.

Demonstracao. Seja x, uma sequéncia convergente. Suponhamos, por contradicao,

que limzx,, = a e limx, = b, com a # b. Suponha, sem perda de generalidade, que

14



1. Sequéncias e Séries

a—>b
a > b. Sendo assim, podemos tomar € = 5 > (. Neste caso existiriam N; e Ny em
N tais que
|z, —a] <e,Vn>N (1.1)

|z, — b <&,V n> N, (1.2)

Assim, se n > max{Nj, N2}, de (1.1), temos

|z, —a| <e=>—e<x,—a<c¢

—b
ou seja, a — e < x, < a+¢. Mas por hipétese € = GT, logo,
a—(a_b) <z <a+(a_b) Latb o 3ath
2 " 2 2 " 2
b 3a—b
Portanto, z, € (a—; , a2 ) E de forma andloga, desenvolvendo (1.2), temos
3b—a a+0 , 3b—a a+b a+b 3a—0>
xne( 5 g ),ouseja,xne( 5 g )ﬁ( 55 >—(Z),absurdo.
Portanto, o limite de (), é tnico. O

Teorema 1.2. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao. Seja (a,), uma sequéncia convergente para L. Considerando ¢ = 1

temos que existe N € N tal que |a,, — L| < 1, para todo n > N. Note que,
|an| = lan = L+ L] < |an — L] + [L]
entao, para todo n > N temos |a,| < 1+ |L|. Tomando
M = max{|a|,|az|,...,|lan—1|,1+|L|},
obtemos |a,| < M,V n € N, demonstrando que (a,), ¢ limitada. O

1.1.3 Operagoes com Limites de Sequéncias

Teorema 1.3. Sejam (ay), € (by)n duas sequéncias convergentes, com limites a e b,
respectivamente. Entao, (a,~+bp)n, (anbn)n € (kay),, onde k € uma constante qualquer,

sa0 sequéncias convergentes e
(i) lim(a, + b,) = lima, + limb, = a + b;

(i) lim(ka,) = klima,, = ka;,

15



1. Sequéncias e Séries

(111) lim(a,b,) = (lima,) - (limb,) = ab;

Qp Lo,
(iv) se, além das hipdteses acima, b # 0, entdo existe o limite de 7 e este limite €

X I a
wqqgquat a —.
g b

Demonstragao. (i) Seja € > 0 e suponhamos que lima, = a e limb, = b. Assim,

existem n; e ny pertencentes a N tais que

\an—a|<%sen2n1

|bn—b|<§sen2n2.

Escolhendo ng = max{n;,ns}, usando a desigualdade triangular,

](an+bn)—(a+b)\:](an—a)Jr(bn—b)]§|an—a\+\bn—b|§§+g:5

para todo n > ng, por defini¢ao (a, + b,), converge e lim(a,, + b,) = a+ b =lima, +
lim b,,.
(77) Considere k € R e lima, = a. Seja € > 0. Pela Defini¢ao 1.7, existe ny € N tal

que para todo n > ny,

Portanto,
||e

k| +1

|kan, — ka| = |k||a, —a| < <€

sempre que n > ng. Por definicao, lim ka,, = ka = klim a,,.
(741) Suponhamos que lima, = a e limb,, = b. Primeiro, fagamos uma estimativa de

|a,,b, — ab|.Temos que

|a,b, —ab] = layb, — ab, + ab, — ab|
< |apb, — ab,| + |ab, — ab|

= |bn||an - a| + ’aan - bl'

Como, por hipétese, (b,),, é convergente, temos pelo Teorema 1.2, que existe um M > 0
tal que |b,| < M para todon € N. Assim , dado ¢ > 0, desde que lima,, = aelimb, = b

existem n; e ny nimeros naturais tais que

€
|an_a|<ma sen > ny

16



1. Sequéncias e Séries

e
£
by, — b < —————, se n > ns.
| | 2(|a] + 1) =
Seja n > ng = max{ny, ny}, entao
€ £ e €
nbn — abl < |bylla, — b, — b <M <-4+ -=c

Portando, segue o resultado.
(1v) Suponha que limb,, = b com b > 0. Existe ng € N tal que b,, > g para todo n > ng.

Para n > ng

2

11 b -0l
b

B2

Dado € > 0 conseguimos n; € N tal que n > n; implica em |b, — b| < . Assim,

para n > max {ng, n; }

1 1 2

— < b, - b <e
b b‘<b2’ | <€

Em resumo provamos que, neste caso, lim bi = % Analogamente ao que foi demons-
trado, se limb,, = b com b < 0, teremos lim i = % Pelo item (i),
lim & 1 I ! 1 a
im— =lima, - — =lima, - lim— =a- - = —.
by, " b, " b, b b

Portanto, segue o resultado. O

1.1.4 Teorema do Bolzano-Weierstrass e Sequéncias de Cau-

chy

Teorema 1.4 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia

convergente.

Demonstragao. Seja (x,), uma sequéncia limitada. Assim, existem a,b € R tais que
a<z,<b VneN<e {z,;neN}Cla,b

Vamos dividir o intervalo [a, b] em dois intervalos iguais, e suponhamos que um deles,
digamos [aq, b;] contenha infinitos termos da sequéncia. A seguir dividimos novamente
o intervalo [ai,b;] em dois intervalos iguais, e suponhamos que um deles, digamos
[az, by] contenha infinitos termos da sequéncia. Continuando com este processo, vamos

obter uma sequéncia de intervalos encaixantes

[a,b] D) [al,bl] D) [&Q,bg] D...

17



1. Sequéncias e Séries

|b—al

Assim, temos que |b, — a,| = 5w ou seja, nhj& b, — a,| = 0. Do Teorema C.3,
temos RQN[an, b,] # 0, ou seja, existe ¢ € [ay, by),Vn € N. Para cada sequéncia crescente
(xk, )n existe uma subsequéncia (x,,, ), com xy, € [ay,,by,], pois em cada intervalo [a,,, by
temos infinitos termos da sequéncia. Portanto, como |zy, — ¢| < |b, — a,| — 0, segue

que lim z, =c. ]
n—oo

Definicao 1.8. A sequéncia numérica (z,), ¢ dita de Cauchy se satisfaz a seguinte

condicao: dado € > 0, existe ng tal que
|z — x| < &,Yn,m > ng.

Teorema 1.5 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia é convergente se, e somente se,

for uma sequéncia de Cauchy.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (z,), seja uma sequéncia convergente para a € R.

Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que
€
|z, — al <3 sen>ng
Assim, se m,n > ng, temos que
e €
| T — 0| < |2, — al + |2, — a| <;tg=e¢

o que implica que (z,), é uma sequéncia de Cauchy.
Reciprocamente, suponhamos que (z,), seja uma sequéncia de Cauchy. Mostrare-
mos que ela é convergente. Primeiro, mostraremos que (z,), é limitada. Assim, para

e = 1, existe n; € N tal que
|zy, — xm| < 1, se myn >mny
e, assim, |z, — x,,| < 1, se n > ny. Note que,
0| = |0 — py + @0y | < |@p — @y | + |20y | <1+ |20y], s€ 1> n4.
Isso significa que o conjunto {Z,,, Tn, 11, Tny12, - - -} € limitado. Tomando
M = max{|z1], |22l ..., |Tn_1]},

concluimos que |z,,| < max{M,1+ |z,,|},V n € N. Portanto a sequéncia ¢é limitada.

Pelo Teorema 1.4, a sequéncia (z,), possui uma subsequéncia (z,,); que converge para

18



1. Sequéncias e Séries

a € R. Mostraremos que a propria sequéncia também converge para a. Para todo

termo z,,; da sequeéncia, temos

|Tn —a| = |Tn — 2y, + 20, — a] < |zy — 20| + |20, — al. (1.3)

Dado £ > 0. Assim, como (z,), é uma sequéncia de Cauchy, entao existe ny € N tal
que

£
|'Tn_1:m| < 57 se m7n2n2

€ como (:L’nj) converge para a, entao existe ng € N tal que
€
[Tn, —al < 3 e > ng
Tomando nj, > max{ny,ns} e usando (1.3) com n; = n;,, temos que

e ¢
|xn—a]§|xn—xnj0|+|a:nj0—a]<§—|—§:£, se n > ng

Portanto, segue que (z,), converge para a. O]

1.2 Nocgoes sobre Séries de Poténcia

1.2.1 Definicoes e Exemplos

Definigao 1.9. Uma série infinita, ou simplesmente série, é um par de sequéncias (a, ),

e (sp)n cujos termos estao ligados pelas relagoes

n
Sp = E ar = a1+ a2 +az3+...+ay
k=1

cada s, é chamado de n-ésima soma parcial da série e a,, é seu termo geral da série.

o0
Definicao 1.10. Dada uma série E a,, se a sequéncia das somas parciais (s,), con-

n=1
Vergir para s diremos que a série converge e escrevemaos

9]
S = E Ap, -
n=1

Caso a sequéncia das somas parciais nao convirja, diremos que a série diverge.

Defini¢ao 1.11. Seja (a,)n>0, uma sequéncia numérica dada, e seja zo um nimero



1. Sequéncias e Séries

real dado. A série

Zan(x—xo)" =ag+ a1 (z — o) + ag(x — 20)? + ...+ an(x — 20)" + ...
n=0

denomina-se série de poténcia, com coeficientes a,,, centrada em x.

1.2.2 Convergéncia das Séries de Poténcias

O Teorema 1.6 a seguir nos fornece uma condigao necessaria para que uma série

convirja.
o0
Teorema 1.6. Se uma série g a, converge, entao lima, = 0.

n=1

o
Demonstrag¢ao. Como a série E a, € convergente, considerando

n=1

Sp = Q1+ Qg+ as + ...+ Q.

Existe S = lims,,. Da mesma forma, S = lims, ;. Como a, = s, — s,_1, segue que
lima,, = 0. ]

Note que a reciproca do Teorema 1.6 nao é verdadeira. Pois, por exemplo a série
+oo

g — (série harmonica) é divergente, veja a demonstragao em [14] , mesmo tendo
n

n=1
lima, = 0.

Da mesma forma que operamos com nimeros reais (operagoes algébricas em R),
operamos com séries convergentes. O Teorema 1.7 a seguir nos permite relacionar séries

convergentes como se fossem somas finitas.

o0 o
Teorema 1.7. Sejam E a, e E b, séries convergentes, e k um numero real qualquer.

n=1 n=1
Entao sao vdlidas

oo (0.) o
(i) a série g ka,, converge e g ka, = k E s
n=1 n=1 n=1

oo oo o0 [e.9]
(i1) a série Z(an +by,) converge e Z(an +b,) = Z a, + Z by,
n=1 n=1 n=1 n=1
o0
Demonstragao. (i) Por hipétese, a série Zan é convergente. Assim, seja s, a soma
n=1

o0
parcial de E a,, Ou seja,

n=1

Sp,=a1+as+az+...+a,
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1. Sequéncias e Séries

e existe lims,, = S.
Seja t, a soma parcial da série > ka,, onde k um nitmero real qualquer. Assim,
temos que

tn:ka1+ka2+ka3+~--+kan:ksn

e por isso, temos

limt, = limks, = klims, = limt, = kS.

Portanto, segue o resultado.

(#7) De forma andloga ao item (7). O

Teorema 1.8 (Teste de Comparagao). Sejam Zan 2 an séries de termos nao
n=1 n=1

negativos (a, > 0 e b, > 0). Se existe ¢ > 0, tal que a, < c¢-b,, ¥Yn € N, podemos

afirmar que

o0 (o ¢]
(i) Se E b, converge, entao E a, converge;
n=1 n=1

(ii) Se Z a, diverge, entdo Z b, diverge.

n=1 n=1

o o
Demonstragao. Sejam (s,), € (t,), as sequéncias das somas parciais de E ay, € E by,.

n=1 n=1

a; < cb; para todo j € N, implica que s, < ct,, para todo n € N. Temos:
o0

(i) se Z b, converge, entao (t,), ¢ limitada e como ¢ > 0 temos que (s,) ¢ limitada.
n=1
Por hipétese a,, > 0, isto garante que (s,), é ndo-decrescente. Pelo Teorema 4, p. 25
o

de [8], a série g a, converge.

n=1
9]

(17) Se Zan diverge, como a, > 0 a sequéncia (s,), ¢ nao decrescente, entdo pelo
n=1
Teorema 4, p. 25 de [8], a sequéncia (s,), nao é limitada. Pela desigualdade s,, < ct, e
¢ > 0 concluimos que (t,), nao é limitada e portanto nao pode ser convergente. Segue
o0
que Z b, diverge. O]
n=1
No Teorema 1.8, podemos substituir a hipdtese de a,, < c¢b, para todo n € N por
a, < cb, para n suficientemente grande. A demonstracao do teorema considerando
esta nova hipdtese é analoga a demonstracao feita.

o0
Teorema 1.9 (Teste da Razao). Seja Zan uma Ssequéncia de termos positivos, tal

n=1
Ap+1

que exista lim e que esse limite seja L. Entao,

n
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1. Sequéncias e Séries

(i) se L <1, entdo a série converge;

(ii) se L >1 ou L = +o00, entdo a série diverge.

Ap+1
Qn,

Demonstracao. (i) Se lim = L < 1, entao dada uma constante ¢, com L < ¢ < 1,

Ap+1

existe um nimero ng, tal que <c¢, Vn eN,n>ng Assim, temos que :

n

2 3
Apotr1 < Clpg, Apgt2 < Clpgil < C lpg, Apgt3 < Clpgio < C Qpg, - - -

desse modo, em geral, an,+; < dan,, para j = 1,2,3,.... Pelo Teorema 1.8 (compa-

rando com uma série geométrica convergente), a série y  a,, converge.

. . Qpg1 ~ .
(i) Se lim — = L > 1, entdo dada uma constante ¢, com 1 < ¢ < L, existe um
n

’ An41
nimero ng, tal que

an

>c, Vn € N,n>ng. Assim, temos que :

2 3
Ano+1 > Clpgy Apg+2 > Clpg+1 >cC Angs Ano+3 > Clpy+2 > C Apgy -y

desse modo, em geral, a,,.; > /a,,, para j = 1,2,3,.... Pelo Teorema 1.8 (compa-

rando com uma série geométrica divergente), a série > a,, diverge. O

Teorema 1.10 (Teste da Raiz). Sejang € N e Z a, uma série, tal que a, > 0, Yn €
n=1

N,n > ng. Suponha que lim /a,, = L. Entao:
(i) se L <1, entdo a série converge;

(i) se L >1 ou L = +o00, entdo a série diverge.

Demonstragao. (i) Se lim /a,, = L < 1, ent@o existe uma constante ¢, real positiva,

tal que {/a, < ¢ < 1, para todo n suficientemente grande. Logo, a, < ¢", para todo

n suficientemente grande. Comparando com a série geométrica > ¢/, que converge
o

porque ¢ < 1, pelo Teorema 1.8, a série Z a, converge.

n=0
(74) Se lim </a, = L > 1, entao existe uma constante c, real positiva, tal que /a, >
n——+00

¢ > 1, para todo n suficientemente grande. Logo, a,, > ¢, para todo n suficientemente
o

grande. Pelo Teorema 1.8, a série Z a, diverge. [

n=0
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Capitulo 2
Funcoes Geradoras

Neste capitulo definiremos as fungoes geradoras ordinarias e apresentaremos suas
principais propriedades na Secao 2.1. E na Se¢ao 2.2 apresentamos solugoes de re-
corréncias lineares via funcoes geradoras. Os resultados deste capitulo sao baseados
nos livros [6], [11] e [16].

2.1 Funcoes Geradoras Ordinarias

Nesta se¢ao definiremos as fungoes geradoras ordinarias. Esta é a principal ferra-
menta para a resolucao de problemas de contagem em que a ordem dos elementos nao

¢ relevante, ou seja, problemas de combinagoes simples e combinagoes completas.

o0
Definigao 2.1. Seja (a,), uma sequéncia de nimeros reais. A série G(z) = E ax" é
n=0

chamada de funcao geradora ordindria e os coeficientes da fungao geradora nos fornece

a solugao de um problema de contagem.

Exemplo 2.1. Considere n como um numero inteiro positivo. Considere a, = (’Z),

parar =20,1,2,3,...,r . Qual a funcao geradora da sequéncia ag, a, ..., a,?

A fungao geradora ordinaria para essa sequéncia é a seguinte

fa) = (3) + (T)“ @“*“* (Z)x

que do Teorema A.4 sabemos que é o desenvolvimento de (1 + z)”. Também é equi-
valente ao problema de encontrar o nimero de maneiras de retirarmos r objetos de
um conjunto de n objetos distintos. O coeficiente (g) que estd associado a 2 significa
que nao foi retirado nenhum objeto, o coeficiente (’11) que esta associado a x significa
que foi retirado um objeto e continuando com este raciocinio, o coeficiente (Z) " esta

associado a x™ significa que foram retirados n objetos.
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2. Fungoes Geradoras

Exemplo 2.2. Neste exemplo encontraremos a fun¢ao geradora ordindria f(x) para

sequéncia de Lucas F, o = Fj,.1 + F,,, com F; =1e F;, = 3.

Os primeiros termos da sequéncia de Lucas sao : 1,3,4,7,11,18,.... Temos, entao

que a funcao geradora ordindria para essa sequéncia é

f(z) =2+ 32% + 4% + 7o* + 112° + 182% 4 - - - .

2.1.1 Determinacao dos Coeficientes

Nesta secao, discutiremos as principais formas de calcularmos os coeficientes de
uma funcao geradora. Note que, da Definicao 2.1, temos que uma funcao geradora
ordinaria é uma funcao polinomial de grau n. Do cédlculo diferencial e integral temos

que fungoes polinomiais sao derivaveis e integraveis.

Teorema 2.1. Sendo f(x) e g(z) as funcoes geradoras das sequéncias (a,), e (b),

respectivamente, e A, B € R, temos:

(i) Af(x)+ Bg(x) € a fungdo geradora para a sequéncia (Aa, + Bb,.),;

(ii) f(2)-g(x) = (kabn_k))

n=0 \k=0

(iii) A fungdo geradora para (ag+ay + -+ a,), € igual (1 +z + 2>+ ---) f(x).

(iv) A funcao geradora para (ra,), € igual a xf'(x), onde f'(x) é a derivada de f com

relacao a x;

(v) /f(x)dxzznczlx"“, n# —1.
n=0

Demonstracao. Sejam f(x) = Zakajk e g(x) = Zbkxk funcoes geradoras para as
k=0 k=0
sequeéncias (a,) e (b,), respectivamente, temos ()

Af(z) + Bg(x) A(ag + a1 + agz® + - -+ ) + B(by + byx + box® + - - -)

= (Aag + Bby) + (Aa; + Bby)x + (Aay + Bby)a® + - - -

= Z(Aak + Bby)x*.

k=0
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2. Fungoes Geradoras

Portanto, Af(z) + Bg(x) é uma funcao geradora para a sequéncia (Aa, + Bb,).
(7i) Note que

f(.l’)g(l’) = (aobo) —+ (a0b1 + (llbo)[L’ + -4 (aobn —+ Cl,lbn_l + -+ anbg)x” —+ ..

( (akbn_k)> ",

(7ii) Fazendo b, = 1, do item (i), temos

WE

Il
=)

n

flx)g(x) = Y (Z(m«ﬂ) "

n=0 \k=0

Portanto, segue o resultado.

(1v) Sendo f'(z) = Zmras’"_l, segue que
r=1

zf'(z) = f: ra,z’

r=1

Logo, segue o resultado.

(v) E imediato, da integracio de funcdes polinomiais. O

O Teorema 2.2 a seguir, que é uma generalizacao do Teorema A.4, é muito util na

determinacao de coeficientes de fungoes geradoras.

Teorema 2.2 (Teorema Binomial Generalizado). Seja u um nimero real qualquer.

Assim, temos

(14 2)" = (§>+(Qf>w+ (Z>x2+...+(2)xk+...:; (Z)xk

onde

Demonstragao. Ver [14]. O
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2. Fungoes Geradoras

Exemplo 2.3. Usaremos o Teorema 2.2 a sequéncia cuja funcao geradora é dada por:

1

g(x) = 1—a)*
Note que g(x) = ﬁ = (1 —2)~*. Aplicando o Teorema 2.2, temos
(1-a) = 1 () () + TR D e IS ;'12><_4 —2 oyt

ou seja,
(1 —2)™* =1+ 4z + 102* + 202" + 352" + 562° + 842° 4+ 12027 + - - - .

Portanto, g(z) é a fungao geradora da sequéncia (a,) = (1,4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, . . .).

Teorema 2.3. (i) Seja a, o coeficiente de x" na fungdo geradora ordindria

glx)=1+z+2*+2°+---)",

r+n—1) .

entao a, = ( . )

(“) (1 - xm)n =1- (T)$m + (;L);EQm — 4 (_1)nxnm

(iii) (1+x+22+2>+--+2m ) =01 —-a™)"(1+z+2°+---)".

o0
Demonstragao. (i) Suponha que |z| < 1. Entao, temos que Zwk =
k=0

T ou seja,

1 n
(l+z4+2*+2°+..)" = (1—:1:) =(1—2)™

Agora, no Teorema 2.2 substituindo x por —x e u por —n, temos

- =3 (e =3 () 21

r=0
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2. Fungoes Geradoras

onde

(—n) (—n)(—n—1)(-n—=2)...(—n—r+1)
7!
n)n+1)(n+2)...(n+r—1)
r!
,(n+r—1)...(n+1)n(n—1)!
S s

_ (_1>T<n+:—1)

Substituindo em (2.1), temos

-

- +r—1
=(1 2443 n:§ " r
gx)y=1+z+a2"+2°+--) r:o< . )x

n+r71) )

Portando, a, = ( .

(74) No desenvolvimento ,

o= (0 (e G e )

Faca t = (—a™),

Portanto, segue o resultado.
(iii) Note que 1 +z+2? + 23+ +2m 1 = (1 —2™)(1+z+ 2% +23+--+). Elevando,

ambos os membros, a n temos,
I+z+a?+2°+ 2™ ) =1-2™)"Q+z+2"+2°+--)"

Portanto, segue o resultado. [
Exemplo 2.4. Encontraremos o coeficiente de 27 em (23 + 2% + 2% + - -+ )5.

Note que
@+t +2°+ ) = +r+27+27+),
ou seja, (23 +at + 25+ .. )0 =28 . (1 4+ 2+ 22+ ...)% Considerando |z| < 1, temos
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2. Fungoes Geradoras

que l+z+224+234+... = . Assim,

11—z
(Pt +2%+. . ) =2 (1 —2)°

Como queremos o coeficiente de 227, temos que o fator (1—z)~% deve contribuir com
2°. Nesse exemplo, nao é viavel aplicarmos o Teorema 2.2, pois sdo necessarios muitos
célculos para encontrarmos o coeficiente de z°. Usando o Teorema 2.3-(i), teremos o

coeficiente de forma mais rdapida. Assim, temos

<r+n—1)
a, =
r
(9461
B 9
14
— (9):»%:2002.

Logo, o coeficiente de 227 é 2002.

2.2 Resolucao de Relagoes de Recorréncia Usando

Funcoes (GGeradoras

Nesta secao apresentarmos um algoritmo que nos possibilitara resolvermos relagoes
de recorréncias usando fungoes geradoras ordinarias. Para mais detalhes consultem
[16].

oo
Sejam (ay,), e G(x) = g a,x" a sequéncia que gera os coeficientes e a fungao

n=0
geratriz, respectivamente. A resolucao por funcoes geradoras é feita em quatro passos.

Seguem 0s passos:

1. Escreva uma unica equagao que expresse a, em termos de outros elementos da

sequéncia. Esta equacao deve ser valida para todos os inteiros n;

2. Multiplique ambos os lados da equacao por z”. Somando-se todas as equagoes
e fazendo as manipulagoes necessarias para obtemos alguma outra expressao en-

volvendo G(x);
3. Resolva a equagao resultante, obtendo uma forma fechada para G(x).

4. Expanda G(x) em uma série de poténcias e leia os coeficientes de z™; esta é uma

forma fechada para a,,.
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2. Fungoes Geradoras

Exemplo 2.5. Resolveremos, usando fungoes geradoras, a seguinte recorréncia

Fop =2F, +1, F; =2, n> L. (2.2)
Seja G(x) = By + For+ Fya® +- -+ Fpa" '+ = Z Fz"~1 uma funcio geratriz
k=1

para a recorréncia (2.2), e suponha |z| < 1. Assim, temos

n=1= Fr = 2Fix+x
n=2= Fa? = 2FRa*+2°

n=3= F® = 2F2® +2°

Fopx" = 2Fx" 4+ 2"

Somando ordenadamente as equagoes, temos

P+ Fr*+ o =2(Fo+Fa* + - ) +a(l+z+2°+---),

ou seja, apdés todas as manipulacoes algébricas e simplifica¢oes

2 T
G(x) = ) 2.3
(z) 1—2x+(1—x)(1—2x) (2:3)
A decomposicao em fragoes parciais para a segunda parcela é a seguinte,
x —1 1
= +
l-z)(1—22) 1—2 1-2
Substituindo em (2.3), temos
3 1
G(r) = — . 2.4
S e T s (2.4)
Agora, usando as formas expandidas determinaremos os coeficientes. Note que
] =l4+az+224+22+-- = Zxk, ou seja, o n-ésimo coeficiente é 1. E que
-
k=0
15z = 1+ 2x)+ 222+ 22)3 +--- = ; 2k 2k ou seja, o n-ésimo coeficiente é 2.

Substituindo os coeficientes em (2.4), temos

Fopr=3-2"-1=F,=3-2""1-1
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Portanto, a solucao é Fj, =3-2"1 —1 com F| = 2.
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Capitulo 3

Aplicacoes das Funcoes (Geradoras

Ordinarias

Neste capitulo apresentamos a resolucao de alguns problemas de contagem que pos-
suem alguma restricao em seu enunciado. Na Se¢ao 3.1 estao os problemas resolvidos
com aplicacao direta das fungoes geratrizes. E na Secao 3.2 temos os problemas de

recorréncias resolvidos via fungoes geradoras.

3.1 Resolucao de Problemas de Combinatéria via

Funcoes Geradoras Ordinarias

Os problemas desta segdo podem ser encontrados em [2] e [3].

Problema 3.1. (a) Qual a funcao generalizada para (ax);, em que a; é o nimero
de solugoes de x1 + x5 + 3 = k quando x1, x5 e x3 forem ntimeros inteiros com

r1>2, 0<29<3e2<x3<5?
(b) Utilize sua resposta do item (a) para encontrar ag.

Seja fi(r) = 22 + 2® + 2* + .-+ a fungao geradora que a associa a monomio z? a
v, =2, 2°ax; =3ea"aa, Paraacondicao 0 < x5 < 3 temos fa(x) = 14+x+22+23,
e para condigao 2 < w3 < 5 seja f3(z) = 22 + 2® + ' + 2° a fungao geradora. Logo,

pelo Principio A.2, temos

fil@) fo(z)fs(z) = (@@ +2>+2'+-) L+a+2>+2°) (®+2° + 2" +2°)
= 2?(I4+o+22+--)-(I+z+22+2°) 221+ + 22 +2°)
= *(l+z+2°+---)- (I+z+2°+2%2%
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3. Aplicagoes das Fungoes Geradoras Ordindrias

(1 + x + 2% 4 2%)?
1—x

Logo, G(z) =

¢ uma funcao geradora para o problema.
4

Para o item (b) note que 1+ x + 22 + 23 = . Reescrevendo G(z), temos

— X

G(z) = (v* — 228 + 2% - (1 — 2) 73,

Observe que (1 — )~ contribui com x?. Assim, basta determinarmos o coeficiente

3+2-1
a6:(+ ):6:>CL6:6.

de 22. Temos,

2

Problema 3.2. Encontrar o nimero de maneiras de se obter um total de 15 pontos

ao se jogar, simultaneamente, quatro dados diferentes.

Seja f(z) = x+ 2?4+ 2* +x* 4+ 2° + 25 a fungao geradora para os possiveis resultados
do lancamento de um dado. A possibilidade de dar 1 no lancamento de um dado esta

associado a x, como dar 2 estd associado a z2. Pelo Principio A.2, temos

G(z) = (v+2°+2° +2" +2° +2%)*
= [z(1+2+2* +2° +2* + 2°)]*
= 2t (1+z+22+ 2% 2t +2°)°
- (1—a%*
(1— )t
= 2 (1-25" 1 -2
= 2% (1 — 42 + 622 —42™® 42 - (1 — )74,

ou seja,
G(z) = (* — 42" + 620 — 42* + 2%) . (1 — ). (3.1)

5 1

Em (3.1) o fator (1 — x)™* contribui com z° e z'!. Assim, aplicando o Teorema

2.3-(7), temos

e a=("37) = () = 56;

e« an = (") = () = 364

Portanto, ha 1-364 — 4 - 56 = 140 maneiras de se obter um total de 15 pontos ao

se lancar quatro dados.

Problema 3.3. Um florista pretende compor um jarro de tulipas sujeito a certas

restricoes:
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3. Aplicagoes das Fungoes Geradoras Ordindrias

(i) tulipas amarelas em nimero nao superior a 3;
(i) tulipas vermelhas em nimero par;
(iii) no maximo uma tulipa preta;
(iv) tulipas brancas em nimero arbitrério,
(v) tulipas azuis em ntimero miltiplo de 4.
Determinar de quantas maneiras pode o arranjo ser feito com n tulipas?

Seja T, a sequéncia que conta os nimeros das diversas variedades de tulipas, sendo
n o numero de tulipas por jarro. Assim, paran = 1, ou seja, quando o jarro tem apenas
um tulipa temos as seguintes possibilidades: ou uma tulipa amarela ou uma preta ou
branca. Logo, ha T} = 3 maneiras de arrumar um jarro com uma tulipa. Para n = 2,

quando o jarro tiver duas tulipas temos as seguintes possibilidades:

e 2 tulipas amarelas;

2 tulipas vermelhas;

2 tulipas brancas;

1 tulipa preta e 1 amarela;

1 tulipa preta e 1 branca;
e 1 tulipa amarela e 1 branca.

Logo, para compor uma jarro com duas tulipas ha 6 possibilidades. Note que listar
as possibilidades quando n aumenta é uma tarefa bastante complicada, devido as res-
tricoes impostas. Usaremos as funcoes geradoras ordinarias para encontrarmos um
equacao fechada para este problema.

Sejam A(z),V(z), P(z), B(x) e A,(z) fungdes geradoras para o nimero de tulipas

amarelas, vermelhas , pretas, brancas e azuis, respectivamente, temos

,

Alr)= 1+ao+2>+23
V)= 1+a®+at+---

) 1+

B(z)= l14+zx+2*+23+--
Afr)= 1+a* +a28+---.

\

Note que, supondo |z| < 1, as fung¢des podem ser reescritas da seguinte forma,
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3. Aplicagoes das Fungoes Geradoras Ordindrias

( 11—t
Alr)= 1+ax+22+2°=
b
Vv 1 2 4. =
(r)= 14z°+2*+ T
Plz)= 1+=x
1
B(x) = 1+x+x2+$3—|—~-:1
-z
1
A, 1+at+28 4. = .
\ ()= 1+a*+2°+ i
Assim, pelo Principio A.2, temos
1—at 1 1 1
G = : (1 . o
(z) l—z 1—2a? (1+2) l—xz 1—2
1
R

1

a(r) = — 3.2
Agora, precisamos determinar o coeficiente de (3.2). Do Teorema 2.3-(7) temos que
1 =~ [(3+r—1 1 2
60 = g = 2 (11T onsein = ) o, =

r=0
Portanto, ha

(n+1)(n+2)
2

maneiras diferentes de arranjar um jarro com n tulipas.

T, =

Problema 3.4. De quantas formas diferentes se pode selar uma encomenda com o
valor total de n euros sabendo que se tem a disposicao selos de 1 euro e selos de 2
euros? Depois de obter a expressao para o caso geral, indique o valor para o caso

particular de 8 euros.

Seja S, o numero de formas de se selar uma encomenda com n euros. Com 1
pode-se selar apenas uma encomenda, logo S; = 1. Com 2 euros podemos selar uma
encomenda de 2 euros, e 2 encomendas de um euro, ou seja, Sy = 2.

Com 3 euros podemos selar:
(i) 3 encomendas de 1 euro (uma forma);

(ii) 1 encomenda de 1 euro e 1 encomenda de 2 euros (uma forma).
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3. Aplicagoes das Fungoes Geradoras Ordindrias

Logo, S5 = 2.

Usaremos a técnica das funcoes geradoras para determinarmos uma férmula para
esse problema. Assim, sejam Ey(z) = 1+x+22+a3+- -+ e Fy(x) = 1+2?+at+ab+- -
as fungoes geradores para os selos de 1 e 2 euros, respectivamente. Assim, pelo Principio
A.2, temos

E\z) Eyr)=Q+o+22+2+---) - L+2+2* +2°4--+) (3.3)

Suponha que |z| < 1, assim

- 1
1 2 3 . — k:
+r+x°+a”+ kgzox T — 2
o
1
Lot at =) o™= bstituind 3.3), t
el+z*+2"+2° + kiox [ Substituin o em (3.3), temos
1 1
E.(x) - E — i

1(7) - Ba(7) 1—2 1—2?2

1 1

(1—2) (1—2)1+x)

ou seja,

1

E - E = : 3.4
1(7) - Ex(z) 1+2)(1 - 2)2 (3.4)
Escrevendo as fragoes parciais para (3.4), temos
1 A n B C
I+a)1-2)? (Q+z) (I-2) (1-z)?
1 1 1 )
resolvendo, encontramos A = 7 B = 1°© C= 5 assim
1 1 1 1 1 1 1
= - + - + = .
I+2)(1—2)2 4(1+z) 4(1-2) 2(1-—2)
Substituindo em (3.4), temos
1 1 1 1 1 1
E - E == - = . 3.5
() Balw) 10+2) 10=n) 20=2p (35)

1 o
= Z(—l)kxk, isso significa que o coeficiente de 2" é (—1)". E para o
x
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termo = z¥, ou seja, o coeficiente é 1. Para o termo (1 — x)~2 aplicaremos o
—
k=0
Teorema 2.3-(4), assim a, = (*77') = (*I') = @, = k + 1. Note que
LSk
(1—x)?

k=0

e o coeficiente de z,, é (n + 1). Substituindo todos os coeficientes em (3.5), temos

1 1 1 1 1 1
E - B = - - —
@) Br) = gyt iy T
_ f Ly tas ]
4 4
B *2” _(—1)”+1+2(n+1)] o
B 4
n=0 &
B f (=1)" +2n+31 -
B 4
n=0 "
Portanto, a expressao
5 - (=)™ +2n+3
4
nos da a quantidade de formas diferentes que se pode selar uma encomenda com n
(-1®¥+2-8+3

euros. Em particular para 8 euros, temos Sg = = 5 maneiras.

4

Problema 3.5. Numa competicao, cada um dos quatro juizes deve atribuir notas de
1 a 6 para cada participante. Para ser finalista, um participante deve ter no minimo
22 pontos. Encontrar o nimero de maneiras que os juizes tém para atribuir notas de

modo que um participante seja finalista.

Sejam j1(z), ja(2), j3(z) e ja(z) a fungdes geradoras para as notas que juizes devem
atribuir. Cada fungao geradora ¢é da forma j;(z) = z + 2% + 2% + 2* + 2° + 25. Seja

G(z) a fungado que modela o problema. Pelo Principio A.2, temos
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G(x) = ji(®)-j2(x) - ja(z) - ja(2)
= (z+22+ 2%+ 2t +2° +25)*
— [m-(1+x+x2+x3+x4+x5)}4
= o' (I+a+2*+2° + 2 +2°)*

4
1—x /)’

ou seja,

G)=2*(1-2%* (1 —2)" (3.6)

Note que (1 — 2%)* = 2?4 — 4218 + 62'2 — 425 + 1, substituindo em (3.6) , temos

G(r) = (2% — 42* + 62" — 420 +2") - (1 —2)™% (3.7)

Com quatro juizes atribuindo notas de 1 a 6, temos que um participante podera
ter no maximo 24, e como para ser finalista deve ter no minimo 22 pontos temos trés
casos para analisar: o nimero de maneiras que os juizes tem para atribuir notas de
modo que o participante tenha 22,23 e 24 pontos.

12 Caso: O numero de maneiras de um candidato obter 22 pontos

Neste caso, o fator (1 —z)~* contribui com os seguintes termos z°, x'? e x'8. Agora,

precisamos determinar os coeficientes para estes termos, para isso usaremos o Teorema
2.3-(4). Temos

_(4+12-1
¢ a2 = ( 12 )

(13) = 455;
o ag = ("1571) = (35) = 1330.

Logo, ha —4+6-84—4-455+1330 = 10 maneiras para o candidato obter 22 pontos.
2° Caso: O numero de maneiras de um candidato obter 23 pontos
Para os participantes que fizeram 23 o fator (1 — z)~* contribui com os temos

z, 27, 1% e 2. Assim, os coeficientes sao,
t+1-1)

car=(")=0) =4

o o= (V) = (1) =120
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e a3 = (My57) = (i) = 560;

4+1971)

o ap= (") = (?3) = 1540.

Logo, —4-4+46-120 — 4 - 560 + 1540 = 4 maneiras para o candidato obter 23 pontos.

3% Caso: O nimero de maneiras de um candidato obter 24 pontos

8

O fator (1 — x)~* contribui com 22, 2% 2! e 2%, Assim,

ar = ("5 = () = 10

(57) = (1) = 165

o = () = () = 650

a0 = (4+§8_1) = @g) = 1771.

ag

Logo, ha —4 - 10+ 6 - 165 —4 - 680 + 1771 = 1 maneira para o candidato obter 24
pontos.

Portanto, ha 10 + 4 + 1 = 15 maneiras dos quatro juizes distribuirem as notas.

3.2 Resolvendo Recorréncias Lineares via Funcoes

Geradoras

3.2.1 Fortaleza x Ceara

O Problema 3.6 a seguir foi proposto pela professora Valdenize Lopes do Nasci-
mento como atividade complementar para disciplina MA33-Introducao a Algebra Li-
near. Apresentaremos duas solugoes para a recorréncia (3.8), a primeira usando o

Teorema B.1 , e a segunda via fungoes geradoras.

Problema 3.6 (Fortaleza x Ceara). Certo bairro da cidade de Fortaleza tem um total
de 10.000 torcedores. Atualmente, 4.000 deles torcem pelo Fortaleza e 6.000 torcem
pelo Ceara. A cada ano, 10% dos torcedores do Fortaleza passam a torcer pelo
Ceara e 20% dos torcedores do Ceara passam a torcer pelo Fortaleza. Supondo que
a quantidade de torcedores neste bairro permaneca constante, encontre a quantidade

de torcedores do Ceara e do Fortaleza daqui a:
(a) 1 ano;
(b) 2 anos;
(c) m anos;
(d) m anos, com n infinitamente grande.
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Figura 3.1: Fortaleza x Ceara

Solucao via Recorréncias Lineares

Sejam F),, C), as quantidades de torcedores do Fortaleza e Ceara, respectiva-

mente.

(a) As quantidades iniciais de torcedores do Fortaleza e Ceara sdo, respectiva-

mente, Fy = 4.000 e Cy = 6.000. Assim, daqui a um ano teremos,

¢y = 0,1-4.000+0,8-6.000 = 5.200
Fy, = 0,2-6.000+0,9-4.000 = 4.800

Portanto, apés um ano o Ceara tera 5.200 torcedores e o Fortaleza 4.800.

(b) Apds um ano temos F; = 4.800 e C; = 5.200. Apds 2 anos, temos

Cy = 0,1-4.800+0,8-5.200 = 4.640
F, = 0,2-5.200+0,9-4.800 = 5.360

Portanto, apds dois anos o Ceara tera 4.640 torcedores e o Fortaleza 5.360.

(c) Dos itens (a) e (b) podemos conjecturar que a quantidade de torcedores do For-

taleza e do Ceara é dada pelo seguinte sistema de recorréncias lineares,
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Cn+1 1_10Fn+§cn
Fn—i-l:%'on"i_%'Fn

com Fy = 4.000 e Cy = 6.000. Note que a quantidade de torcedores é constante,

ou seja, C, + F,, = 10.000, isolando (), e substituindo na segunda recorréncia

temos,
F _ ! (10.000 F)—i—g F
n+l — 5 . n 10 n
1 9
= 2000—-<-F,+—"-F,.
5 + 10
Que resulta em, .
F,1 = —F, +2.000. (3.8)

10

A recorréncia (3.8) é de primeira ordem nao homogénea. Podemos transformé-la
em homogénea através da seguinte substituicao F,, = A, - X,,, onde A, é uma

solugao particular da recorréncia homogénea.

7
Fo1=—F,. 3.9
=1 (39)

Precisamos escrever os primeiros termos para descobrimos um padrao. Assim,temos

7

Fy = E-FO
7

F, = E.Fl
7

F3 = E.FQ

Fn == anfl.
10

77 7 7\"
F =F <_ ....... ) F, = F <_>
" \10 10 0/~ ? " \10

n fatores

Faca Fy = 1, na tltima equagao, e teremos uma solucao da homogénea. Usaremos
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a seguinte transformacao F,, = A, - X,,, onde A, =1 - (l> . Dal,

F, = (1—70)" X, (3.10)
e -
Fot = <E> Xt (3.11)

Agora, substituindo (3.10) e (3.11) em (3.8) , temos

7\ n+l 7 T\
N X, = —(—> X, +2.
(10) i 10\10 2000
TN X, 42,000
n+1
ou seja, X,+1 = X, + 2.000 - <1—70) . Logo, ficamos com a seguinte recorréncia

n+1
Xni1 = X, +2.000 - (7> , que é de facil solucao. Basta escrever os primeiros

termos e encontrar o padrao,

104 1
X, = X0+2.00()~(7>;
104 2
X, = X;+2.000- (7> :
103
Xy = X2+2.000-<7>;
10
X, = Xn_1+2.000-<7> .

Somando, membro a membro, temos

X, = X, +2.000 - [(1—70)1 n (1—70)2+

-~
n parcelas

+ (?)n] (3.12)

J/

Em (3.12) precisamos de X e calcular a soma. A soma ¢ uma soma dos termos

de uma progressao geométrica de primeiro termo a; = % e razao q = 1—70. Dali,

)+ () s (2 -2 - )

e para encontramos o X, basta fazer n = 0 em (3.10) e teremos X, = 4.000.
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Substituindo,

7 10>n+1 _
7

= 4.000 +2.000- ¢ [<—

7))

- 2.000-{2+;[(170>"+1—$]}
— 2,000 [2+§(170)n+1—%
— 2.000- E ?)nﬂ }

Agora, substituindo a tltima equagao em (3.10), temos

Logo, a quantidade de torcedores do Fortaleza apdés n anos é dado por

Falta determinarmos C,,, para isso usaremos C,, + F;,, = 10.000. Entao,

F, =

Cr

()" -2 [Ty 4]
2000- ()" [5(2)" ()" 4]
o (1) [(0) " () -]
200- |32 -3+ ()]

oo [2-3- ()

4.000

3 {5_2<1_70)n]

4.000

7
. 5_2.<_
3 { 10

)n} , com Fy = 4.000.

_ 10.000—{4L?)()(). [5_2, (%)n}}
~ 10.000 — [20'??00 - 8'(;)00 . (1_70>"}

20.000  8.000 /7\"
= 10000~ (_)
0.000 — ==+ == (5

~10.000 n 8.000 ( 7 >"
3 3 10

2.000 7\"
- B0
3 {+ 10}
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Portanto, a quantidade de torcedores do Ceara apds n anos é dado por

2.000 7\n
Co = =5 [5 n 4(5) ] . com Cy = 6.000.

(d) Precisamos determinar o que acontece com F), e C, quando n — oo. Assim,

temos que
4. n
lim 7, = 1im =220 {5 9. (1>
3 10
2\" L 20.000
Note que quando n — oo temos que (E) tende a zero, ou seja, lim F), = —

Agora, calculemos lim C),,

2.000 7\"™ 10.000
lim G, = lim 22 4(-) lim €, =
im C, im 3 {5—% 0 ] = limC 5

Portando, a quantidade de torcedores do Ceara e do Fortaleza quando n é

. . _10.000  20.000 )
infinitamente grade sao 3 e 3 respectivamente.

Solucao via Fungoes Geradoras

Nesta segao, usaremos a teoria das fungoes geradoras para determinarmos uma
férmula fechada para o nimero de torcedores do Fortaleza (recorréncia (3.8) ).
Seja G(z) = Fy + Fox + F32® + -+ + F,2" ! a fungao geratriz para a relagao de

recorréncia 3.8. Assim, temos

7
7
n=2= Fa? = 1—0ng2 + 200022

7
n=3= Fua® = 1—0ng3 + 200023

7
F,x" = 1—0an“+2000$"

Somando, ordenadamente, temos

7
Fox + Fya® + -+ F, 2" = 1—0<F1$+F2$2+F3.T3—|—"‘)+

2000(x +2® + 2% + ).

Ap6s todas as manipulagoes algébricas ficamos com a seguinte funcao,
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10F1 T
— 2 1 20000 3.13
-7 VAT 0= 72) (3:13)

G(x)

Precisamos determinar as fragoes parciais de (3.13),

x A n B
(1—-2)(10-72)  1—z 10—Tx
r = A(10—Tz)+ B(l —z),

1 10 10
ou seja, para x = 1 temos 1 = A(10—-7) = A = g eparar=— = B = 3 Logo,

T 13 N ~10/3
(1-2)(10-72)  1—-2 10-Tx

Agora, substituindo em (3.13), temos que

10F, 1 1 10 1
Glz) = ————— 420000+ |z —— — — ——
(@) 101 = 72/10) {3 1—z 3 10(1—7z/10)

Fy 20000 L 20000 1

(I—72/10) 3 1=z 3  (=7z/10)

1 =1 1 =
Note que m = nz:% Wxn e TR nz:%xn’ ou seja, os coeficientes sao

(1—70> e 1. Como F; = 4800, temos

7\" 20000 20000 /7 \"
Fpq = 4800 | — - — .
i 800(10) T3 3 (10)

Portanto, fazendo todas as simplificacoes possiveis temos a formula fechada que é

dada por

800 7n
Fopr = — (25 — 14
EEE ( > 1on> (3.14)

3.2.2 Jogo dos Anéis Chineses

Em [4] (dissertagao do PROFMAT) o professor Freitas pesquisou sobre o jogo dos
anéis chineses (veja Figura 3.2). Neste trabalho é conjecturado, apresentado e de-
monstrada uma solu¢ao por inducao matematica que dependia da paridade de n. No
Problema 3.7 temos o resultado desta pesquisa, e apresentamos uma férmula fechada

para a recorréncia (3.15), ou seja, uma expressao que dependa epenas de n (quantidade
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de anéis).

Figura 3.2: Jogo dos anéis chineses

Fonte : [4]

Problema 3.7. Seja (), a quantidade total de movimentos a serem realizados com n

anéis de um artefato (Jogo dos Anéis Chineses) da retirada de uma haste. Entao,

2Q,-1, se n épar,n > 2

Qn = Qn—l + 2Qn—2 +1= { (315)

2Q,-1+1, se néimpar,n >3
para todo n > 2, em particular se n =0 e n =1, tem-se que Qy =0 e @, = 1.

Seja G(x) = Qo+ Q1o+ Qx® + Q323 + -+ - + Q2" + - - - uma funcao geradora para

a recorréncia (3.15). Temos que

n=2= Qx’ = Qa°+2Qux*+ 2%
n=3= Q31 = Q2 +2Q:2° + 1%
n=4= Qu' = Qsz*+2Q.z* + z*;

Qnr" = Qn1a" +2Qn 22" + 2"

Agora, somando ordenadamente, temos

Qr® 4+ Qua™ = (Qu® + -+ Quo12™) +2(Qox® + - + Qu_oz™) +
(2® 4+ 2 4 -+ 2").

Apos fazermos todas as manipulacoes algébricas e como Qg = 0,1 = 1 e supondo
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que|x!<1,temosl+x+x2+x3+~-~:1 , isto é,

x x?

:1—x—2x2+(1—x)(1—x—2x2)'

G(x)

A forma fatorada do polinémio é 1 — x — 22% = (—=2x + 1)(x + 1), ou seja,

i ZEQ

G(z) = 4 . 3.16
@) = e T 0o e D) (3.16)
Agora, precisamos determinar as fracoes parciais.
x A B
= 3.17
(—2z+1)(z+1) —2x+1+x+1 (8:17)

1 1
ou seja, r = A(x + 1) + B(—2z + 1). Assim, para B = —3 ¢ A= 3 Substituindo em
(3.17), temos

x 1 1 1 1

- .- . 3.18
(—2z+1)(x+1) 3 —2z+1 3 x+1 (3.18)
Para a segunda fracao, apos a decomposicao em fracoes parciais, temos
x? 1 1 1 1 1 1

1—z)(—2z+1)(x+1) 2 1—z 3 —2z+1 6 z+1

substituindo (3.18) e (3.19) em (3.16), temos

=3 Tor+1 3 241 2 1-273 224176 221

ou seja, 2 1 11 11
Gr)=2.—— — 2. — . (3.20)

O coeficiente para o termo

_ 2 3., k k
1_2x—1+2x+4x + 8z° + —;Qx

é 2™.0s demais coeficientes ja foram calculados na resolucao do Prolema 3.4, que sao
(—1)™ e 1. Logo, substituindo em (3.20), temos
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2 1 1
Ly (R
Q 3 L A

2n+1 1 1

Portanto, a formula fechada para determinarmos a quantidade de movimentos a serem

realizados com n anéis é a seguinte

2+ _ (—1)" — 3

3.2.3 O Problema do Queijo de Steiner

O Problema 3.8 a seguir foi resolvido, via recorréncias lineares, em [5]. Nesta
secao apresentamos uma solucao alternativa usando a técnica das fungoes geradoras

ordinérias.

Problema 3.8. Seja P, o nimero de regides determinadas no espacgo tridimensional
por n planos (equivalente, o maior niimero de partes em que um queijo pode ser dividido

por n cortes planos). Entao,

2 (3.21)
Py=1.

Seja G(x) = Py + Pywv + Pyx* + -+ + P,a™ + - -+ a fungao geradora da recorréncia
(3.21) . Temos

Px = FPyx+0- -2+
Pyr? = Pa?+ 2?4 2%
Pz = Pox® 4 323 + 23
Pt = Py + 62" + 2t
Pix® = Pua® 4+ 102° + 2°;
Psz® = P;z% 4 152% + 25,

n(n—1)

"+ 2"
5 +

Pn.il?n = Pn,1$n +
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Somando, membro a membros as igualdades, vem

Px+Pa*+-- = x(Pp+Pa+-)+2*(1+3x+62>+-- ) +a(l+a+a®+--)
-1
G(z)— Py = 2G(x)+ 2*(1 + 3z + 62> + 102° + 152 + - - + Mx"_2 +

2
nn+1)(n+2) , x
2 x)+1—x

Expandindo (3.22) em fragoes parciais ficamos,

1 1 1
(1-z)2 2(1 — )3 - 1—ao)t (3.23)

Para calcular os coeficientes usaremos o Teorema 2.3-(7). Logo,

1 = [247r—1 (147
e T: 7':> n — 17
. (e :0( . )x Z( . )x a (n+1)

G(x) =2

. (1_1x)3:io(3+r—1) r%<2jr)$r:>an(n+1)2(n+2);
. (1_1x)4:g(4+r—1)f:g<3ir)xr$an: (n+3)(n2:2)(n+1)'

Substituindo estes valores em (3.23) e fazendo as simplificagoes necessérias, temos
que
(n+1)(n* —n+6)
6

P, =

¢ o nimero de regioes.
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Neste trabalho foi possivel apresentar a importancia das fungoes geradoras na re-
solucao de problemas de analise combinatoéria com restricoes. E como aplicacao a
resolucao de recorréncias lineares de primeira e segunda ordem.

A analise combinatoéria é a area da matematica que possui uma grande diversidade
de problemas. Nesta dissertacao nos dedicamos em estudar os problemas contagem que
a ordem dos objetos ndo importava, ou seja, as combinagoes completas (ou combinagdes
com repeticao).

Em relagao ao uso das fungoes geradoras na resolucao recorréncias lineares, a técnica
mostrou-se bastante eficiente na resolucao de recorréncias lineares nao homogéneas de
primeiro ordem. Pois, reduz significativamente os calculo em relacao a aplicacao do
Teorema B.1.

Como trabalhos a serem desenvolvidos a partir deste, podemos destacar: a pre-
paracao de um minicurso sobre as funcoes geradoras ordindrias e o uso das funcoes
geradoras (fungdes geradoras exponenciais ) na resolugao de problemas de contagem

onde a ordem dos objetos deve ser considerada.
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Apeéendice A

Métodos Basicos de Contagem e

Binomio de Newton

Neste capitulo, apresentamos os métodos basicos de contagem. Utilizamos como

referéncias os seguintes livros [1], [6], [7], [11], [12] e [13].

A.1 Principio Fundamental da Contagem

Nesta secao enunciamos o Principio Fundamental da Contagem, ou Principio Mul-
tiplicativo. Este principio ¢ a base para a resolucao de problemas de contagem que

possuam no maximo duas restrigoes.

Principio A.1 (Principio Fundamental da Contagem). Se um evento A pode
ocorrer de m maneiras diferentes e, se outro evento B pode ocorrer de n maneiras
diferentes, entao o nimero de maneiras de ocorrer o evento A seguido do evento
Bém-n.

Principio A.2 (Extensao do Principio Multiplicativo). Se um evento A; pode
ocorrer de m; maneiras diferentes, para ¢ =,1,2,...,n, entao esses n eventos

podem ocorrer, em sucessao, de my - ms - mg - ... - m, maneiras diferentes.

A.2 Permutacoes sem Elementos Repetidos

Definigao A.1. Dado um conjunto A = {ay,as,as,...,a,}, chamamos de per-
mutagao simples dos n elementos de A(n € N), a qualquer conjunto ordenado com

esses n elementos.

Indica-se P,, o nimero de permutacoes com n elementos.
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A.2.1 Célculo do Nimero de Permutacgoes (F,)

Seja A um conjunto com n elementos A = {ay, as,as, ..., a,}. Vamos distribuir os

n elementos na n-uplas da figura abaixo

-

(pl P2 ‘ P3 ‘ Pn

Figura A.1: n-uplas

Observe que temos n objetos para colocar na posi¢ao p;, colocado-se um dos
objetos na primeira posicao restam n — 1 objetos para serem colocados na n — 1
posicoes restantes. Assim, temos n — 1 possibilidades de ocupar a posicao n — 1.
Continuando com esse raciocinio teremos apenas um objeto para colocar em p,,.

Logo, por A.2, temos
P,=n-n—-1)-n—-2)-(n—3)-...-3-2- 1.

Logo, o numero de permutacoes simples é dado pela expressao P, = n!.

Exemplo A.1. De quantos modos ¢é possivel sentar 7 pessoas em cadeiras em fila

de modo que duas determinadas pessoas dessas 7 nao fiquem juntas?

Sejam A, B,C, D, E,F e GG as sete pessoas . Suponha que as pessoas A e B nao
possam ficar juntas. Resolveremos esta questao de forma indireta, ou seja, contare-
mos de quantas formas as sete pessoas podem sentar numa fila e depois contaremos
em quantas destas filas A e B ficam juntas. A diferenca entre estes nimeros nos
dard o nimero de filas em A e B nao sentam juntas. Assim, ha P = 7! = 5040
maneiras de por 7 pessoas numa fila. Nas filas em que A e B ficam juntas temos
2 possibilidades ou AB ou BA. Note que contaremos as pessoas A e B como um
unico bloco; pelo principio A.1 ha 2 - P; = 1440 modos destas pessoas ficarem
juntas. Portanto, ha 5040 — 1440 = 3600 modos de duas pessoas nao sentarem

juntas.

A.3 Arranjos e Combinacoes

Nesta se¢ao estudaremos os arranjos simples as combinacoes simples.
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A.3.1 Arranjos

Definicao A.2. Consideremos n objetos e p um inteiro positivo tal que 0 <
p < n. Um arranjo simples de classe p dos n objetos dados é uma selecao de p
objetos distintos dentre estes que diferem entre si pela ordem de colocagao ou pela
natureza de cada um, isto é, o que importa é quem participa ou o lugar que ocupa.

Denotaremos por AP o numero de arranjos simples de classe p de n objetos.
n

Proposicao A.1. Se n > 1, entao o numero total de arranjos simples de classe p

de n objetos A = {ay,as,as,...,a,} é dado por

A= "M (A1)

" (n—p)
Demonstracao. Seja AP o numero de arranjos de n elementos, tomados p a p.
Em geral, se devemos selecionar, em alguma ordem, p objetos de um conjunto de
n objetos(n > p) distintos, temos n maneiras de preencher a primeira posicao,
seguido de n — 1 maneiras de preencher a segunda posicao, seguido de n — 2
maneiras de preencher a terceira posi¢ao, e assim por diante. Na p—ésima posicao,

teremos n — p + 1 possibilidades de preenchimento. Assim, pelo Principio A.2,

temos
Al =n-(n—1)-(n—2)...(n—p+1).

Observe que

n-m—1)...n—p+1)-(n—p)-(n—p—1)...3-2-1

n-(n—=1)... (n—p+1) = (n—p) n—p—1)...3-2-1 ’

ou seja,
n-n—1-(n—-2)...n—p+1) =

(n—p)!

Portanto, a férmula (A.1) fica demonstrada O

A.3.2 Combinacoes

Definicao A.3. Combinacoes simples de n elementos tomados p a p, onde p > 1
e p é um numero natural tal que p < n, sao todas as escolhas nao ordenadas
de p desses n elementos. Denotaremos por C? ou por (;) (lé-se: combinacao de n

tomados p a p).
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Proposicao A.2. Seja n > 1. O numero total de combinagoes simples de classe

p de n objetos A = {ay,a9,as,...,a,} é dado por

@ N (n—n—;!a)!p!' (A.2)

Demonstragao. Seja (Z) o nimero de combinacoes simples de n elementos, toma-
dos p a p. Considere um conjunto A = {ay,as,...,a,} com n elementos. Cada
combinacgao de p elementos é uma escolha de p elementos, sem importar a ordem.
Cada arranjo de p elementos é uma escolha de p elementos, mas com uma ordem.
Portanto, podemos relacionar o nimero de combinagoes de n elementos tomados
p a p com o numero de arranjos de n objetos tomados p a p da seguinte maneira:
cada combinacao corresponde a p! arranjos. Isto é, temos p! arranjos para cada

combinacao de p elementos. Portanto,

()= ()4
D P P!

substituindo (A.1), temos

o que prova (A.2). O

A.4 Combinacoes com Elementos Repetidos

Nesta se¢ao apresentamos as combinagoes completas(ou com repetigao). Dados n
objetos e escolhendo p objetos, n > p, estamos interessados em saber em quan-
tas combinagoes os p objetos a serem escolhidos podem ser repetidos. A maior
parte do exposto nesta secao pode ser encontrado em [1]. Sejam x1, T2, 3, . . ., Tp,
as respectivas quantidades de objetos aj, as, ..., a,. O problema de determinar o
numero de combinagoes completas é equivalente ao de determinar o nimeros de

solugbes inteiras nao-negativas da equagao (A.3) a seguir.

95



A. Métodos Bésicos de Contagem e Bindémio de Newton

A.4.1 Solucoes Inteiras Positivas

Definicao A.4. Seja a equacao
T1+xo+a3+...+x,=n, n,peN (A.3)

Chama-se solucao inteira dessa equacao a toda p-upla de numeros inteiros
(oq,ag,...,qp) tal que

a;+ar+...+a,=n. (A.4)

Para estudarmos o problema do célculo do nimero de solugoes inteiras positivas
analisaremos a seguinte equagao:

T1+ To+ X3 = 10 (A5)

Agora, escreva em fila 10 pontos , de quantos modos podemos separar estes pon-
tos em 3 grupos, de forma que em cada grupo tenhamos pelo menos um ponto.

Usaremos barras verticais para separar os pontos.

Figura A.2: Solugao inteiro positiva (2,6, 2)

Na figura temos uma representacdo para a solugao (2,6,2). Observe que cada
solucao inteira positiva da equacao corresponde a um modo de se colocar as 2

barras em 2 dos 9 espacos. Observe a préxima figura,

Figura A.3: Solugao inteiro positiva (4, 2,4)

Esta figura corresponde a representacao da solucao (4,2,4). Logo, percebe-se que
o numero de solugbes inteiras positivas da equagao (A.5) é igual ao nimero de
modos de se escolher 2 dos 9 espacos, para se colocar as 2 barras verticais. Assim,
ha (g) modos de se fazer isso, ou seja, a equagao (A.5) possui 36 solugoes inteiras

positivas .

Observe que se ha n = 10 pontos, entao existem 10 — 1 = 9 espagos, e se temos

dividir em 3 grupos temos 3 — 1 = 2 barras verticais para isso.
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Podemos generalizar este raciocinio para a equagao A.3. Portanto, o niimero de

solugbes inteiras positivas da equacao (A.3) é dado por (Zj)

A.4.2 Solucgoes Inteiras Nao-negativas

Nesta secao vamos desenvolver um método para determinarmos o numero de

solugbes inteiras nao negativas da equagao (A.5).

Primeiro, vamos listar algumas solugdes inteiras nao-negativas da equagao (A.5)
em uma mesma coluna, e somar uma unidade a cada inteiro dessas solucoes. Assim,

obtemos solugoes inteiras positivas de uma nova equacao. Vejamos,

(10,0,0) < (11,1,1)
(1,7,2) <= (2,8,3)
(0,2,8) <= (1,3,9)

Assim, ficamos com y; = x; + 1,7 = 1,2, 3, que substituindo na equagao (A.5) nos

dar a seguinte equagao

Bty +ys =13 (A.6)

Observe que desse modo, a cada solugdo inteira nao negativa da equacao (A.5)

corresponde uma unica soluc¢do inteira positiva da equacao (A.6) e vice-versa.
. N o . 13-1\ _ 12\ _

Logo, o nimero de solugoes inteiras positivas é dado por ( 3_1) = (2) = 66, ou

seja, a equacao (A.5) possui 66 solugoes inteiras nao negativas.

No caso geral, temos que somando 1 a cada uma das p variaveis, ficamos com

.I1+1 Z 0
z,+1 > 0
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Fazendo y; =z, + 1= 2; =y; — 1, it = 1,2...,p e substituindo em (A.3), temos

W=D+ +-D+.. . +-1) = n

y1+92+y3+.--—|—yp—|—£—1—1—1—...—1) =n
ppa;:elas

NW+Y+tyst+...+YyYy—p = n.

Assim , ficamos com a seguinte equagao

ntyetys+...+yp=n+p. (A7)

Como y; =x; +1, i =1,2...,p temos que cada y; > 1, ou seja, a equagao (A.7)
s6 possui solucoes inteiras e positivas. Portanto, o nimero de solugoes inteiras nao
negativas da equagao A.3 é igual ao nimero de solugdes inteiras e positivas da

equagcao (A.7) e isto pode ser calculado pela seguinte expressao (n;f Il) Portanto,

n+p—1) )

o niumero de combinagoes completas de n objetos é dado por ( M)

Exemplo A.2. Uma loja vende bombons de 5 sabores: chocolate branco, choco-

late preto, coco, morango e nozes. Eles sao vendidos em caixas com 12 unidades.

(a) Supondo que seja possivel o cliente escolher o sabor de cada uma das 12

unidades, quantas sao as escolhas possiveis para uma caixa?

(b) Se um cliente quiser colocar na caixa pelo menos um bombom de cada sabor,

quantas sao as escolhas possiveis?

Sejam x1, x9, T3, T4 € T5 as quantidades de bombons de chocolate branco, chocolate

preto, coco, morango e nozes , respectivamente. Assim,

(a) Temos x; + xo + x3 + x4 + x5 = 12, onde n = 12 e p = 5. Perceba que
para compor uma caixa com 12 unidades podemos escolher 6 bombons de
coco, 6 de nozes e nenhum dos demais bombons, ou seja, a quantidade de
escolhas possiveis para uma caixa é igual a quantidade de solugoes inteiras
nao-negativas da equagao. Assim (”+p—1) = (12+5_1) = (16) = 1820. Logo

: v\ p—1 5-1 4 : ’
hé 1820 maneiras de se escolher 5 tipos de bombons para compor uma caixa

com 12 unidades.

(b) Com a restrigao de colocar na caixa pelo menos um bombom de cada sabor
temos: x1 > 1,29 > 1,23 > 1,24 > 1 e x5 > 1. Fazendo a mudanca de

variavel x; = y; + 1,4 =1,...,5 ficamos com y; + ¥ + y3 + ys + y5 = 7,onde
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n—l) o 5—1

n =7ep = 5. Assim,temos (p,1 ] = (6) = 15 solugoes inteiras e

4
positivas. Logo, ha 15 maneiras de se colocar pelo menos um bombom de

cada sabor numa caixa de 12 unidades.

A.5 Binomio de Newton
Damos o nome de Binomio de Newton as poténcias de binomios da forma
(x+a)”

onde x e a sao nimeros reais quaisquer e n é um ntmero natural.

Observe o desenvolvimento de (z + a)", quando n = 0,1,2,3 e 4:

a+b)? =1
a+b' = a+b

(a+0)

(a+b)

(a+b)? = a®+2ab+ b
(a+b)® = a®+3a*b+ 3ab® +b°
(a+0)

a+b)?* = a*+ 4a3b + 640 + 4ab® + b*.

Perceba que os coeficientes sao exatamente os nimeros binomiais do triangulo

aritmético de Pascal. Assim, podemos escrever:

(a+b)° = (8)
(a+b) = (é) a't’ + G) a®p*
(a+b)? = <(2)> a’b’ + G) a'bt + @) a’b?

continuando com este raciocinio, temos que a formula de Newton para o desenvol-

vimento de (a + b)", qualquer que seja n € N:

(a+b)" = <g) a"b° + <T) A S (Z) ", (A.8)

Observacao A.1. Note que:

(i) Os coeficientes do desenvolvimento de (z + a)™ sao os elementos da linha de

ordem n do triangulo de Pascal;
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(ii) Os expoentes de x decrescem de n até 0 e os de a crescem de 0 até n. Note

que, em cada termo, a soma dos expoentes de x e de a é sempre igual a n;
(iii) O desenvolvimento de (z 4 a)" tem n + 1 termos;

(iv) Poténcia da diferenca (x — a)™ basta fazer (zr — a)" = [z + (—a)]"™.

A Proposicao A.3 serd importante para a demonstragao do Teorema A.4. Segue a

proposicgao.

Proposicao A.3 (Relagao de Stifel). Se n,p € N, entao

(Z) " <p11) - <Zi i) (A.9)

Demonstra¢ao. Se n = p temos 1 = 04 1. Suponhamos entao n > p. Assim, temos

n B n! n!

(p>+ p 1) T —pp  —p-Dlp+ 1)

n n! n!

p - p+1) (n—p)(n—p—l)!p!+(n—p—1)!(p+1)p!

n! 1 1

~ (n—p-1)p! ((n—p) i (p+1))

n! n—p+p+1
(n—p—1)p! <(n—p)(p+1))

3

7~ N/ N7 N7 N -7 N
\/\/U\/\/

+
/\/\g_\/_\/_\/\

3
+

=
+ 3+ 3 +3 +3 + 3 + 3
—_

—_
N N N
| | I

n\ nl(n+1)
p p+1 (n=p)(n—p—1Dp+1)p!
ny nl(n+1)
p p+1 (n—p!(p+ 1!
Portanto, segue o resultado O

Teorema A.4 (Binémio de Newton). Para todo a,b € R en € N vale

n __ n n10 n n—171 n n—1 n Orn
(a+b)—<0)ab+<1>a b+...+(n_1)ab +<n>ab (A.10)

Demonstracao. Faremos a demonstracao por indugao sobre n.

Para n = 1, temos

(a+b) = (é)al—l— G)al—lb;» (@40 —atb

Portando, a proposicao é verdadeira para n = 1. Suponhamos que a proposicao

seja verdeira para algum n = k, k > 1. Assim, temos que
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(a+b)F = (g) a* + (T) a" b+ (g) a" I+ (k; ﬁ 1) abt (Z) bE. (A1)

Precisamos mostrar que a proposicao também é vélida para n = k + 1. Note que
(a+b)f " =(a+b)" (a+b)=(a+b)" a+(a+b)" b

aplicando A.11(hipdtese de indugao) na ultima expressao, temos que

(a+b)*a+ (a+b)"b=

. ((’5) o+ (’1“ a1 + (’;’) FHR gL (k i 1)abk1 ¥ (Z) bk) -
b (@ ot + @ a1y + (’“) FHE L (k g 1)abk‘1 ¥ (i) bk) .

aplicando a propriedade distributiva,

\)

(a+b)Fa+ (a+b)kb=

K\ ki LA AP k 27 k—1 LAg
b b+ ... b b
(0)a —|—(1>a + 9 a +..+ k1 a + I ab” +
LA K\ ko1p0 K\ ko3 k ke R\
<O)ab+<1>a b° + 5 )@ b>+ ...+ b1 ab” + I b

associando os termos semelhantes,

(a+b)¥a+ (a+b)*b=

e () () v+ ()« () (e

usando a Proposicao A.3, temos

(a+b)¥a+ (a+b)*b =

A kE+1\ 4 E+1\ 11,0 k+1 & A
<0)a —i—( 1 )ab+ 5 a” b+ .+ I ab® + I b,
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Note que (§) = (') e ane (5) = (451, on scja.

(a+b)fa+ (a+b)kb=

E4+1\ 11 E+1\ 4 E+1\ 1 1,9 k+1 & E+1\, 1
<0>a + ) a”b + 5 a” bt 4.+ I ab+k+1b )

Portanto , a proposicao é verdadeira para n = k + 1, e pelo principio de inducao
é valida para todo n € N. O
A.5.1 Termo Geral do Desenvolvimento (z + a)”

Chamando de 77 o primeiro termo do desenvolvimento, de T3 o segundo termo e

assim por diante até 7},.1, temos

(a+0b)" = (g) a"b’ + (T) a” (n> a"PH 4.+ (Z) a®b™ .
—— N—— L,_/ ——

T T2 Tpt1 Tt

Desse modo, chamaremos de termo geral do desenvolvimento de (z+a)™ ao termo:

R
p

termo de ordem p + 1.
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Apeéendice B
Nocoes de Recorréncias Lineares

Neste apéndice apresentaremos as principais definicoes sobre as relagoes de re-

corréncia com coeficientes constantes. Para mais detalhes consultem [2], [4].

B.1 Definicoes e Exemplos

Nesta secao definiremos recorréncias lineares

Definicao B.1. Uma relacao de recorréncia linear de ordem k com coeficientes

constantes é uma relacao de recorréncia da forma

Ap = C1ap_1 + C20p_2+ ... + Cpap_r + g(n), cx # 0. (B.1)

Observagao B.1. (i) Se g(n) = 0, dizemos que a recorréncia ¢ homogénea,;

(ii) Uma relagao de recorréncia homogénea linear de ordem k com coeficientes

constantes junto com k condigoes especiais,
ap = Cp, @1 = C15 -+ -, Q-1 = Cp—1

define de maneira inica uma sucessao ag, a; . . ..

Exemplo B.1. A relacao de recorréncia
Qp = San—l *Qp—2

nao ¢ uma relagao de recorréncia linear com coeficientes constantes. Este tipo de

relagoes de recorréncias nao sao lineares, pois temos o produto a,_1 - a,_».

63



B. Nocoes de Recorréncias Lineares

Exemplo B.2. A relacao de recorréncia

Ay — Ap—1 = 20

nao ¢ uma relacao de recorréncia homogénea por que a expressao do lado direito

da equacao nao é zero.

Exemplo B.3. A relacao de recorréncia

Ap = 3N+ Ap_1

nao é uma relacao de recorréncia com coeficientes constantes porque 3n nao é cons-
tante. Trata-se de uma relacao de recorréncia homogénea linear com coeficientes

nao constantes.

Definicao B.2. Resolver uma relacao de recorréncia ou equagao de recorréncia,
significa encontrar uma féormula fechada para a recorréncia, ou seja, uma expressao
que forneca cada termo em funcao de n e nao dos termos anteriores. Tal expressao

¢ chamada solugao da recorréncia.

Exemplo B.4. A relacao de recorréncia

Tp = Tp_1+ Tpn_2

que define a sequéncia de Fibonacci, com as condicoes iniciais 1 = 1 e x5 = 2

tem a seguinte férmula fechada,

RS CE E R CANNE R G E AN
" 10 2 10 2

ou seja, se precisarmos de um termo k qualquer basta fazer n igual a k e saberemos

o valor de x.

B.2 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Nesta secao estudaremos as recorréncia lineares de primeira ordem. Uma relacao
de recorréncia é dita de primeira ordem quando cada termo da sequéncia é obtido
a partir do termo imediatamente anterior a ele, os seja, quando a,, esta e funcao

de a,,_1.
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B.2.1 Resolucao de Recorréncias Lineares Homogéneas de

Primeira Ordem

Resolver uma recorréncia linear de primeira ordem homogénea ¢é tarefa simples,
basta escrever os primeiros termos e encontrar um padrao. Apés alguns calculos

podemos encontrar a féormula fechada.

No exemplo B.5, apesar da relacao de recorréncia nao ser homogénea, a resolucao

segue a descrigao acima.

Exemplo B.5 (CESCEA). A sequéncia (y,)n>1 ¢ tal que y, — y,—1 = 2n, para

todo n > 2. Sabendo-se que y; = —1, determinemos s .

Primeiro, escreveremos os primeiros temos da sequeéncia,

Yy—y = 4
Ys—Y2 = 6
Ya—Yys = 8

Yn—1 — Yn—2 = 2(7’L - 1)
Yn — Yn—1 = 2n

Somando, ordenadamente, as n — 1 equagoes, tem-se

Yo =1 =4+6+8+ ... +2(n—1)+2n. (B.2)

(n—1) parcelas

Note que o lado direito de (B.2) é a soma dos termos da sequéncia (a,) =
(4,6,8,...,2n), que é uma progressao aritmética de a; = 4 e razao igual a 2

e que tem n — 1 temos. Assim, a soma serd

(4+2n)(n—1)

4464 ... +2n= =(n+2)(n—-1)

(n—1) parcelas

ou seja, 4+ 6+ ...+ 2n = n® + n — 2, substituindo em (B.2), temos

(n—1) parcelas
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Yp—11 = nP+mn—2ecomoy =—1

Yo — (=1) = n*+n-—2.

Logo, a férmula fechada da sequéncia é y, = n®> + n — 3. Assim, temos ys; =

B.3 Resolucao de Recorréncias Lineares nao Ho-

mogéneas de Primeira Ordem

Nesta secao nos dedicaremos a resolver recorréncias lineares de primeira ordem
nao homogénea. O Teorema B.1 a seguir nos dard uma algoritmo para resolver

tais relagoes de recorréncias.

Teorema B.1. Se a,, é uma solu¢ao nao nula da recorréncia T,y = g(n)x,, com

g(n) #0,Vn € N, entdo a substituicio x,, = a, -y, transforma a recorréncia

Tt = g(n)n + h(n) (B.3)
_ h(n)
Ynt1 = Yn + g -an (B.4)

Demonstracao. Por hipétese temos que a,, ¢ uma solucao particular da recorréncia
homogénea z,11 = g(n)x,. Assim, da substituicao =, = a, * Yp = Tpi1 = Gpi -

Ynt1. Substituindo as duas tltimas rela¢oes em (B.3), temos

Tpp1 = g(n)w, + h(n)
Up+1° Ynt+1 = g(n) “Qp  Yp T h(”)
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D4 hipdtese temos a, 1 = g(n) - a,, ou seja,

Uni1* Yny1 = G(N) - A Yo + h(n)
g(n) *Qpc Yn1 = g(n) “ Oy Yp T h(n)

Portanto, segue o resultado. O

No Exemplo B.6 a seguir apresentamos uma aplicagao do Teorema B.1 e o que foi

descrito na Secao B.2.1.

Exemplo B.6. Sheila e Helena disputam uma série de partidas. Cada partida é
iniciada por quem venceu a partida anterior. Em cada partida, quem iniciou tem
probabilidade 0,6 de ganhé-la e probabilidade 0,4 de perde-la. Se Helena iniciou

a primeira partida, qual a probabilidade de Sheila ganhar a n—ésima partida ?

Seja x, a probabilidade de Helena ganhar a n—ésima partida. Assim, 1 — z,, é a

probabilidade dela perder. Assim, temos z, 11 = 0,6z, + 0,4 - (1 — x,), ou seja,

2
Tnt1 = —Tp + 5 (B5)

A equagao (B.5) é uma recorréncia de primeira ordem nao linear. Assim, primeiro

determinemos a solugao homogénea,

1
To — gIl
1
r3 = g.fQ
1
Ty = 51’3
1
Tpn = —Tp_
5 n-1
Multiplicando, ordenadamente, temos
1 1
Lo X3 Ty e.o. Xy =1 T2 T3 Ty ... " Tp-1" < gg )
——
n—1 fatores

. n—1
ou seja, Ty = Ty - (%) s tomando I = %, temos
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T, = (%)n (B.6)

A seguinte substituigao transformard (B.5) em uma recorréncia linear homogénea,

e () e

1 n+1
Tpt1 = (g) “Yn+1 (B'8)

Agora, substituindo (B.7) e (B.8) em (B.5), temos

Assim, de (B.9), temos

yo = y1+2-5"
ys = Y2 +2-5°
ys = ys+2-5

Yn = Yn-1+ 2 5n—1

Somando, ordenadamente, temos

Yo = i +2-(5"+5+...+5")

N

-~

n—1 parcelas

5t —1
. = 2.5. [ — ~—
Y Y1+ ( 51 >

Logo,
)

2

Como estamos determinando a probabilidade de Sheila vencer, e ela nao comegou

4 2 1
jogando, temos z; = 10 substituindo em (B.7), temos c= s = 1y = 2.

Assim, substituindo y; = 2 em (B.10), temos y,, = 5 Portanto , substituindo

n
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1\" 5" -1
o tltimo resultado em (B.7), temos que z,, = (g) 5

que nos dar a probabilidade de Sheila vencer a n—ésima partida.

¢ a formula fechada

B.4 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

B.4.1 Recorréncias lineares de Segunda Ordem Ho-

mogeéneas

Teorema B.2. Se as raizes de r> + pr +q = 0 sdo ry e ro,com 11 # 1o, entdo
a, = 117 + cory € solugao da recorréncia Tyio + prni1 + qr, = 0, quaisquer que

sejam os valores das constantes ¢y e cs.

Demonstracio. Se a, = 17 + corl, entdo any = crtt + cord e anyy =

et cory 2. Assim, substituindo na recorréncia, temos

Tnio + PTns1 +qT, = carf 4+ crd™ +p (617"?Jrl + 027“3“) +q(erry + cary)
= I 4 corIr + peiri T 4 pearar 4 qeir? + qeary
= o] (rf 4+ pri+q) + corf (3 +pr2 +q)

= carf-0+cory -0

Portanto, segue o resultado. O

Teorema B.3. Se as raizes de v* + pr + q = 0 sdo iguais r1 = ro = 7, entdo
an = 17"+ conr™ € solucao da recorréncia Tpio+ prpi1 +qr, =0, quaisquer que

sejam os valores das constantes ¢y e cs.

Demonstracao. Se a, = cir™ + conr™, entdo a,.1 = cir"tt 4 ca(n + 1)7“"+1 e

Upyo = "2 4 ca(n + 2)r”+2. Assim, substituindo na recorréncia, temos

Tn+42 + PLy+1 + qr, = Cl,r,n-‘rQ + Cg(n + 2)7,,71-"-2 + p (Cl,,,,n—i-l + Cz(n + 1)Tn+1) +
q (1™ + conr™)

= cr"(r? +pr+q) + conr™(r? + pr 4+ q) + cor™(2r® + pr)
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o S p .
como a equagao r° + pr + ¢ = 0 possui raizes iguais temos que r = —=. Assim,

Tpio + PTpp1 + qrn = ar™(r? + pr+4q) + conr™(r® 4 pr + q) + cor™ (20 + pr)

= cr" -0+ conr™ -0+ cer™ - 0

Logo, segue o resultado. O]

B.5 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

nao Homogéneas

O préximo resultado nos diz como resolver algumas recorréncias nao homogéneas.

Teorema B.4. Se a,, ¢ uma solugao da equagao

Tnt2 + PTnt1 + qT, = f(n) (B.11)
entao a substituicao
Ty = Ap + Yn (B.12)
transforma a equacdo em
Yn+2 + DYnt+1 + qyn =0 (B.13)
Demonstragao. Ver [2]. O

Exemplo B.7. Considere as sequéncias nao vazias formadas com os digitos 0, 1, 2
e tais que nunca aparecam dois 0’s consecutivos. Dé a formula de recorréncia para

o numero das sequéncias de comprimento n?

Primeiro vamos escrever os dois primeiros termos. Se a sequéncia possui apenas
um termo temos 3 possibilidades, dai z; = 3. Para as sequéncias de dois termos,

temos

Do diagrama, temos dois termos que comecam por zero, trés que comecam por 1
e, trés que comecam por 3, dai x5 = 8, ou seja, exitem 8 sequéncias de dois termos

que nao possuem dois zeros consecutivos.
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0 2p
1 3p
2 3p

Figura B.1: Sequéncias de dois termos

Seja x, o niumero de sequéncias de n termos que nao possuem dois zeros consecu-

tivos. Dividiremos a solucao em trés casos:

12 Caso: Sequeéncias de n termos que comecam por 0

Figura B.2: Sequéncias de n termos comecadas por 0

Nas sequéncias que comecam por zero devemos ter cuidado com o segundo termo,
pois nao podemos ter dois zeros consecutivos. Assim, temos duas possibilidades
para a segunda posi¢ao, ou 1 ou 2. Dai, do principio fundamental da contagem,
temos 2 - x,,_o sequéncias que comegam por zero e nao possuem dois zeros conse-

cutivos.

22 Caso: Sequéncias de n termos que comegam por 1

Figura B.3: Sequéncias de n termos comegadas por 1

Do diagrama, temos x,_; sequéncias que comegam por um e nao possuem dois

zeros consecutivos.
32 Caso: Sequéncias de n termos que comeg¢am por 2

Do diagrama, temos x,,_; sequéncias que comecam por dois e nao possuem dois

zeros consecutivos.

71



B. Nocoes de Recorréncias Lineares

Figura B.4: Sequéncias de n termos comecgadas por 2

Portanto, temos x,, = 2-x,,_1+2-x,,_2, com x; = 3 e T9 = 8, que é uma recorréncia
de segunda ordem homogénea de equacao caracteristica r> — 2r — 2 = 0. Logo,
Ty, =c1(1 — \/3)” + (14 3) com z1 =2 e 25 = 8.
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Apéndice C

Teorema dos Intervalos

Encaixados

Apresentamos neste apéndice o Teorema dos Intervalos Encaixados. Primeiro
enunciaremos dois resultados sobre o infimo e o supremo de conjuntos. Todo este

apéndice baseia-se em [9)].

C.1 Teorema dos Intervalos Encaixados

Teorema C.1. Seja A um subconjunto nao vazio de R limitado inferiormente,

entao inf A existe.

Demonstracao. Se A for formado apenas por niimeros positivos, a conclusao segue
diretamente do Postulado de Dedekind e nao temos nada a fazer. Suponha que A
possua elementos nao positivos. Como A é limitado inferiormente, por definigao,

existe um nimero real [ < 0, tal que a > [, para todo a € A. Seja
B=A-l={a—1:a¢€ A},

entao os elementos de B sao positivos. Logo, B é um subconjunto nao vazio de R,
cujos elementos sao positivos, pelo Postulado de Dedekind, ele possui um infimo.
Seja L = inf B, afirmamos que inf A = L+1(. Para todo a € A, a—1 € B, portanto

a — 1> L, pois L é uma cota inferior para B, ou seja, O]

Teorema C.2. Seja A um subconjunto nao vazio de R limitado superiormente.
Entao,

sup A = —inf(—A)
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onde —A ={—z:x € A}.

Demonstracao. Como A é limitado superiormente, existe k € R, tal que a < k,
para todo a € A. Assim, —a > —k, para todo a € A, portanto —A é limitado
inferiormente por —k e pelo Teorema C.1, temos que existe [ € R, tal que [ =
inf(—A). Como | = inf(—A), entao [ é uma cota inferior para —A, logo —a > I,
para todo a € A, ou seja, a < —[ para todo a € A e concluimos que —[ é uma

cota superior para A.

Agora, suponha que [’ seja uma cota superior para A, entao para todo a € A, temos
a <!’, portanto —a > —I’ e concluimos que —!’ é uma cota inferior para —A. Como
[ é a maior das cotas inferiores de —A, segue que —I’ < [, ou seja, I’ > —I. Logo,

—[ é a menor das cotas superiores de —A. Portanto, sup A = —[ = inf(—A). O

Teorema C.3 (Teorema dos Intervalos Encaixados). Dado a sequéncia decres-
cente [y DI, D I3 D ... D I, D...deintervalos limitados e fechados I,, = [ay, by),

entao
ﬂfjfn # 0

ou seja, existe pelo menos um real ¢, tal que ¢ € I,,, para todo n € N.

Demonstracao. Note que dizer que existe um numero L, tal que L € I, , para

todo n, significa que a, < L < b,,, para todo n. Das inclusces I,, D I,,.1, temos

a1§a2<<an§§bn§§b2§b1

Como a, < by, para todo n segue que o conjunto

A=A{a,ag,...,ay,...}

é limitado superiormente e, pelo Teorema C.2, existe sup A, o qual denotaremos
por L. Sendo L uma cota superior para A, temos a,, < L, para todo n. Além disso,
como cada b, é uma cota superior para A e L a menor das cotas superiores para

A, temos L < b,,, para todo n. Portanto, a, < L < b,, para todo n. O
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