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Resumo

Nesta dissertagao utilizamos o Teorema de Contagem de Burnside (TCB) para determinar
a quantidade de coloragoes distintas existentes na pintura de objetos, levando-se em conta
suas simetrias. O TCB é um resultado da teoria de grupos que fornece o niimero de 6rbitas
de uma ac¢ao de um grupo em um conjunto. Portanto, esse teorema se constitui em uma
ferramenta til na andlise combinatoria a fim calcular, por exemplo, o nimero de maneiras
de se pintar as faces de um cubo, dispondo-se de m cores distintas, sendo que, neste caso,
duas pinturas sao consideradas idénticas se uma pode ser obtida da outra por uma rotagao

do cubo.

Palavras chave: Problemas de Contagem, Simetrias, Permutacoes, Orbitas.
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Abstract

In this master’s thesis, we used Burnside’s Counting Theorem (BCT) to determine the
number of distinct colorings in the painting of objects, considering their symmetries. BCT
is a result of group theory by which it is possible to obtain the number of orbits for the
action of a group on a set. Therefore, this theorem is a useful tool in combinatorial
analysis to calculate, for example, the number of ways that’s possible to paint the faces
of a cube, having m distinct colors, in which case, two paintings are considered identical

if one can be obtained from the other by a rotation of the cube.

Keywords: Counting Problems, Symmetries, Permutations, Orbits.
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Introducao

“A dlgebra é generosa: frequentemente ela da
mais do que se lhe pediu.”
(Jean Le Rond d’Alembert)

Este trabalho se propoe a resolver alguns problemas que fazem uso do Teorema
de Contagem de Burnside (TCB), cujo resultado permite calcular o niimero de érbitas de
uma agao de grupos sobre um conjunto X. O matemaético inglés William Burnside (1852-
1927) fez importantes contribuigoes & Teoria de Grupos Finitos e, em 1897, publicou
o primeiro livro em inglés a tratar sobre teoria de grupos. O Teorema de Contagem
de Burnside, também conhecido como Lema de Burnside, Lema de Cauchy-Frobenius
ou Teorema da Contagem de 0rbz’tas, ¢ um resultado da teoria de grupos e tem como
aplicagao a contagem de coloragoes de objetos ao levar em consideracao suas simetrias.
Na primeira edi¢ao de seu livro, Burnside atribuiu o teorema a Frobenius, que o havia
provado em 1887 (antes de Frobenius, aparentemente esse teorema ja era conhecido por
Cauchy). Mas a segunda edicao do seu livro, cuja divulgacao foi mais expressiva, nao
continha a atribuicao a Frobenius, fazendo com que se atribuisse o teorema a Burnside.

A aplicagao do TCB na andlise combinatéria permite, por exemplo, determinar
(i) o nimero de maneiras de pintar as faces de um cubo dispondo de m cores, se duas
pinturas sao consideradas iguais quando uma puder ser obtida da outra por uma rotacao;
(ii) a quantidade de formas distintas de se pintar os vértices de um hexdgono regular
dispondo de m cores, se duas pinturas sao consideradas iguais quando uma puder ser
obtida da outra por alguma simetria.

Com o objetivo de desenvolver os conceitos necessarios a compreensao das aplicagoes
apresentadas, o texto foi estruturado em quatro capitulos, sendo que no capitulo 1 apre-
sentamos os pré-requisitos: relacoes de equivaléncia, grupos, subgrupos e classes laterais;

no capitulo 2 estudamos grupos de permutacoes, grupos de simetrias e grupos diedrais;



no capitulo 3 abordamos topicos mais proximos das aplicacoes: acao de grupos, érbitas,
estabilizadores, pontos fixos e o Teorema de Contagem de Burnside (TCB); no capitulo 4

resolvemos alguns problemas de contagem aplicando o TCB.



Capitulo 1
Pré-Requisitos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos necessarios ao desenvolvimento
deste trabalho. As secGes abordam nogoes de relagoes de equivaléncia, grupos, subgrupos

e classes laterais.

1.1 Relacoes de Equivaléncia

Definicao 1.1 Dados dois conjuntos quaisquer A e B, ndo wvazios, chama-se relagao

bindria de A em B todo subconjunto R de A x B (Domingues e Iezzi, 2003).

Quando A = B e R é uma relagao de A em B, dizemos que R é uma relacao em

A ou, ainda, R é uma relacao sobre A.

Definicao 1.2 Uma rela¢ao bindria ~ em um conjunto X € considerada uma relagao
de equivaléncia se as sequintes propriedades forem vdlidas para todos os elementos a,

becemX.
1. Reflexiva: a ~ a;
1. Simétrica: Se a ~ b, entdo b ~ a;
115. Transitiva: Se a ~ b e b~ ¢, entdo a ~ c.

Quando dois elementos a,b € X e a se relaciona com b por uma relacao de

equivaléncia, dizemos que a e b sao equivalentes.

Exemplo 1 Seja A o conjunto de todas as retas de um plano. A relagao de paralelismo

entre duas retas €¢ uma relacao de equivaléncia. Com efeito,



o Toda reta r € A € paralela a si mesma. (Propriedade Refleziva)
o Ser es sio duas retas de A e ser || s, entdo s || r. (Propriedade simétrica)

o Ser,s et sio retas de A eser || s es| t, entior | t. (Propriedade transitiva)

Definicao 1.3 Seja ~ uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto A. Dado a € A,
chama-se classe de equivaléncia determinada por a, o subconjunto |a] de A que contém

os elementos x que se relacionam com a. Em simbolos:
la| ={z € A|x~a}

Proposicao 1.1 Seja ~ uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto A. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(1) a~b;

Demonstracao:

(i) = (ii): Suponha que a ~ b e que ¢ € [a], ou seja, a ~ ¢. Da hipétese, a ~ b, e
da simetria da relacao de equivaléncia ~, conclui-se que b ~ a. E pelo fato de b ~ a e
a ~ ¢, segue pela propriedade transitiva que b ~ ¢, resultando que ¢ € [b]. Portanto, todo
elemento ¢ de [a] é também elemento de [b], ou seja, [a] C [b]. Analogamente se prova que

[b] C [a], o que conduz a conclusdo de que a ~ b implica [a] = [b].

(ii) = (iii): Suponha que [a] = [b]. Segue-se que [a] N [b] = [a]. Como a € [a], temos

que [a] é nao vazio, resultando que [a] N [b] # 0.

(iii) = (i): Suponha que [a] N [b] # 0. Portanto, existe ¢ € [a] N [b], isto é, ¢ € [a] e
¢ € [b], ou ainda, a ~ ¢ e b ~ ¢. Por simetria, temos que ¢ ~ b. Como a ~ ¢ e ¢ ~ b,

resulta da transitividade que a ~ b. ]

Até agora temos usado a notacao ~ para nos referirmos a uma relagao de equi-
valéncia. Essa notagao nao é tnica e na definicao a seguir representaremos uma relagao

de equivaléncia por R.



Definicao 1.4 Sejam A um conjunto nao vazio e R uma relacdo de equivaléncia em A.
Definimos o conjunto-quociente de A por R, denotado por A/R, como o conjunto de

todas as classes de equivaléncia sequndo a relacao R, isto €,

A/R = {[z],Vz € A}

Exemplo 2 Considere o conjunto A = {x € Z|0 < x < 6} e sobre ele a relagao de

equivaléncia R de congruéncia modulo 4, isto €,
R ={(0,0),(0,4),(1,1),(1,5),(2,2),(2,6),(3,3),(4,0), (4,4),(5,1),(5,5)(6,2), (6,6)}

Para determinar o conjunto-quociente A/R vamos descrever cada uma das classes de

equivaléncia de R:

0] = 10,4} = [4]
[1] = {15} =[]
2] = {2,6} = [6]
3] = {3}

Portanto, A/R = {[0], [1], [2], [3]}-

Definigao 1.5 Uma partigio de um conjunto A é uma familia de conjuntos nao vazios

Ay, As, ..., A, tais que

Proposigao 1.2 Seja ~ uma relagao de equivaléncia em um conjunto A. Entdo as classes

de equivaléncia definidas por ~ formam uma particao de A.

Demonstragao:

Todo elemento de A pertence a uma classe de equivaléncia e nao ha nessas classes nenhum
elemento que nao pertenca a A. Portanto, a unidao das classes de equivaléncia resulta em
A, ou seja, UL A; = A. Por fim, do item (i7i) da Proposi¢ao 1.1, segue que quaisquer

duas classes de equivaléncia sao disjuntas, isto é, ;N A; =0, se i # j. [ ]



1.2 Grupos

Definicao 1.6 Uma operacao bindria x em um conjunto nao vazio G é entendida como
uma fungao

x:GxGE—=G
(a,b) — axb

Portanto, uma operacao binaria em G associa a cada par de elementos de G, um tnico

elemento de G.

Definicao 1.7 Chama-se grupo um conjunto nao vazio G munido de uma operacao

bindria * que possui as sequintes propriedades:
(1) FEzisténcia de elemento neutro: Existe e € G tal que Va € G = axe=exa=a;
(i) Eristéncia de Inversos: Ya € G, eviste a™' € G tal queaxa ™' =a ' xa=¢;

(i13) Associativa: Va,b,c € G, temos a* (b c) = (a*b) *c.

Costuma-se usar a notagao (G,#) para indicar um grupo G munido de uma

operacao * (Alencar Fo., 1985).
Defini¢ao 1.8 Se em um grupo (G,*) a operacao * é comutativa, isto €,
(iv) axb=bx*a,Va,be G

diz-se que (G,*) é um grupo comutativo ou grupo abeliano (homenagem ao ma-

temdtico noruequés Niels Henrik Abel (1802-1829)).

A proposicao a seguir apresenta algumas propriedades inerentes a todo grupo

(Garcia e Lequain, 2013).
Proposicao 1.3 Seja (G, *) um grupo:

(a) Unicidade do elemento neutro

Existe um dnico elemento neutro em G.

(b) Unicidade do inverso de um elemento

Para cada elemento a € G existe um unico inverso de a em G.



(c)

O inverso do inverso

1

Sea € Gea ' €G éoinverso dea, entio o inverso dea™ " €a, isto é, (a™')"" = a.

(d) Inverso de um composto de dois elementos

(e)

Se a,b € G ea',b7' € G sdo, respectivamente, os inversos de a e b, entdo o

inverso de axb é bt xat, isto €, (axb) P =b"txa "l

Lei do cancelamento a direita e a esquerda

Sempre que a,b,c € G ebxa=cx*xa ouax*xb=axc, seque-se que b = c.

Demonstragao:

(a)

Suponhamos que e e e; sejam elementos neutros de (G, *). Como e é elemento
neutro e e; € G, temos e; x e = e;. Mas e; também é elemento neutro e e € G, o
que leva a e = ey x e. Dessas duas igualdades, obtém-se, e = e; x e = ey, ou seja,

e = €.

Suponhamos que a™ ' e b~' sejam elementos de (G, *) e ambos inversos de a € G.
Como o~ ! é inverso de a, temos a 'xa = e. Além disso, como b~ também é inverso
de a, temos axb™ ! =e. Portanto, a ' =a 'xe=a""x(axbV) = (a xa)xb ! =

exb ' =b"1 ouseja, at =bL.

1

Como a~ ! é o inverso de a, temos a * a™' = e = a~ ! * a, donde tiramos que a é o

inverso de a™ ', ou seja, a = (a= 1)

Para mostrar que b~ % = é o inverso de a * b, devemos mostrar que

(b txa N x(axb)=e

e
(axb)x (b txa ) =e
Com efeito,
(b txaHDx(axb)=bt*(atxa)xb=blxexb=b"'xb=c¢
e

(axb)x (b xa ) =ax(bxbxa'=axexa=axa'=c¢

Portanto, (axb) ™' =b"' xa .



1

(e) Sejam a e b elementos quaisquer de G, tais que b a = c* a e seja a0 inverso

1 1 1

de a. Entao, operando a direita, por a” -, segue que (b*a)*a ~ = (c*xa)*xa .

Da associatividade, temos b * (a * a™') = c* (a* a™'). Assim, b* e = c* e, logo,

1

b = ¢, como desejavamos. Analogamente, operando a”~ a esquerda obtém-se que

a*xb=ax*cimplica b = c. [ ]

Definigao 1.9 A ordem de um grupo (G,*) € o numero de elementos do conjunto G,
indicada por | G | ou por #(G). Quando G é um grupo infinito escrevemos | G |= oo e

no caso de G ser finito escrevemos | G |< oo.
A seguir, apresentamos alguns exemplos de grupos (Herstein, 1970).

Exemplo 3 (Z,+), (Q,+), (R,4) e (C,+) sdo grupos abelianos aditivos. De fato, pois a
adicao € uma operacao sobre cada um dos conjuntos, nos quais existem a associatividade, a
comutatividade, um elemento neutro (zero), e todo elemento do conjunto tem um inverso,

também pertencente ao conjunto.

Exemplo 4 De modo andlogo ao exemplo anterior, temos que (Q*,-), (R*,-) e (C*,-)
sao grupos abelianos multiplicativos, pois nesses conjuntos valem a associatividade e a
comutatividade, o numero 1 € o elemento neutro e existe um inverso para cada elemento

do conjunto, também pertencente ao conjunto.

Exemplo 5 (Z*,-) ndo € grupo, visto que apenas os elementos 1 e —1 possuem inversos

no conjunto.

Exemplo 6 (Z,,+) é um grupo abeliano finito de ordem n, onde Z, = {0,1,--- ;n — 1}
¢ o conjunto das classes de restos mddulo n. Deveras, uma vez que 0 é o elemento neutro
do grupo e para cada k € 7Z, exviste um inverso (n —k) € Z,. A associatividade e a

comutatividade sao consequéncias das mesmas propriedades validas em 7.

1.3 Subgrupos

Alguns subconjuntos de um grupo se comportam como um grupo, pois satisfazem
a todos os axiomas de grupo. A esses subconjuntos, dotados da operacao considerada no
grupo, chamamos de subgrupo. Tendo em vista que a associatividade é valida para todos
os elementos do grupo, entao ela vale para qualquer subconjunto do grupo. Desse modo,

pode-se definir subgrupo da seguinte forma:



Defini¢ao 1.10 Seja (G, *) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que

H é um subgrupo de G se:
(1) H € fechado em relagao a operagao *, isto €, Va,b € H tem-se axb € H;
(i1) H contém o elemento neutro e de G;

(i3i) H contém inversos, isto é, Ya € H temos a™' € H.

Para indicar que H é subgrupo de G, escrevemos H < G.
Se H ¢é um subgrupo de G, segue que o elemento neutro de H é o mesmo elemento
neutro de G. Ademais, o inverso de um elemento qualquer de H serd o mesmo em G.

Ambas as afirmacoes serao provadas a seguir.

Proposicao 1.4 O elemento neutro e de um grupo (G, ) também € elemento neutro de

todos os seus subgrupos.

Demonstragao:
Seja (H, *) um subgrupo qualquer de (G, %) e sejam e € G e ey € H, respectivamente, 0s

elementos neutros de (G, x) e (H,*). Como ey € G, temos:

ey ke =ey (I)
Por outro lado, como ey é o elemento neutro de (H, ), temos:

ey xeg = ey (I1)
Pela lei do cancelamento, temos, de (1) e (I1), que:

eg*xe—=egxeyg = e=efg

Corolario 1.1 O inverso de qualquer elemento a € H no subgrupo (H,*) coincide com

o inverso de a € G no grupo (G, *).

Demonstracao: Seja e o elemento neutro de (G, *) e, portanto, de (H, ). Denotando

por ag' e aj os inversos respectivos de a em (G, *) e (H, *), temos:
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-1 _ , _ -1 -1 _ -1
AxQ, =e=axayg = a5 =dg u

A proposicao a seguir caracteriza um subgrupo por meio de uma forma alternativa

a Definicao 1.10, além de ser mais concisa.

Proposicao 1.5 Seja H um subconjunto nao vazio de um grupo G. Sao equivalentes:
(1) H<G;
(ii) a,b€ H = axb '€ H, em queb " é o inverso de b.

Demonstragao:
(i) = (ii): Sejam a,b € H. Como H é subgrupo de G e b € H, existe b~' € H. Assim,

a, b~ € H implica a xb~' € H, pois H é fechado em relacio & operacio .

(ii) = (i): Reciprocamente, suponha que H é um subconjunto nao vazio de G tal que
a*b ' € H para quaisquer a,b € H.

Como H # (), existe a € H e, portanto, Ya,b = a € H temos que axa ' = e € H, ou
seja, o elemento neutro pertence a H.

Dado b € H, temos que e,b € H. Por (ii), segue que e xb~' = b~' € H, ou seja, cada
elemento de H possui um inverso em H.

Dados a,b € H, temos que a,b~' € H. Por (ii), segue que a* (b"')™" =axb € H, ou
seja, H é fechado para a operacao de GG. Por fim, como a propriedade associativa em H

é herdada de (G, nao precisamos demonstra-la. Logo, concluimos que H < G. [ ]

Exemplo 7 Todo grupo (G,*) possui no minimo dois subgrupos: ({e},x) e (G,*). Tais
subgrupos sao ditos subgrupos triviais ou itmproprios. Se eristem outros subgrupos

de G, estes sao chamados subgrupos proprios.
Exemplo 8 E imediato que

e (Z,+) < (@+) <R +) < (C +);

e (@) <(RY) < (C);

e ({#+1},) < (Q").

Exemplo 9 Para cada inteiro m, o conjunto mZ = {mx | x € Z} € um subgrupo de
(Z,+). Com efeito, Ya,b € mZ, existem x,y € Z tais que a = mx e b = my. Assim,

a—0b=mz—my=m(x—y) €mZL. Pela proposi¢io 1.5 vem que (mZ,+) < (Z,+).
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Exemplo 10 O grupo (Zg,+), onde Zg = {0, 1,2, 3,4,5} contém dois subgrupos proprios:
Hy = <{673}7 +) e Hy = <{67 221}7 +)'

1.4 Classes Laterais

Definicao 1.11 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Para cada g € G, definimos

a classe lateral gH como sendo o conjunto:
gH ={g*xh|he H}

Daqui em diante usaremos a notagao gh para indicar g * h.
Note que o conjunto gH ¢é formado apenas por elementos de (G, entao toda classe

lateral gH é um subconjunto de G.

Lema 1.1 Sea,be G e H € um subgrupo de G, entdo
aH =bH b lac H

Demonstragao:

(=) Suponha que aH = bH. Como o elemento neutro e € H < G, temos
aec =a € (aH)=a € (bH)

Logo, existe h € H tal que a = bh, o que equivale a b'a = h. E como h € H, entdo
blac H.

(<) Reciprocamente, suponha que (b"'a) € H. Entdo existe h € H, tal que b 'a = h,
ou seja, a = bh. Para provar que aH C bH, consideremos x € aH, isto é, x = ahy, para
algum hy; € H. Temos que z = ahy = (bh)hy = b(hhy) = bhy com hy € H, pois H < G.
Assim, x € bH e, portanto, aH C bH.

Para provar que bH C aH, considere o fato de que H < G implica que h™' € H, donde
segue que a = bh = ah™' = b(hh™') = ah™' = be = ah™ = b, ou melhor, b = ah™'.
Entdo, para y € bH, existe hs € H tal que y = bhy = (ah™")hs = a(h™'hs) = ahy com
hy € H, pois H < G. Assim, y € aH e, portanto bH C aH.

Como aH C bH e bH C aH, entao aH = bH. [
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Lema 1.2 Se H é um subgrupo de G entdo quaisquer classes laterais de H ou sdo

wdénticas, ou sao disjuntas. Em simbolos:

Va,b € G, temos exclusivamente que aH = bH ou aH NbH = ().

Demonstragao:

Suponha que aH NbH # 0 e seja v € aH NbH. Entao existem hy,hy € H tais que
x = ah; = bhy. Donde ah; = bhy = b '(ahy)hi' = b (bhy)hi' = b la(hihy!) =
(b '0)hohit = b la = hohyt. Mas hoh' € H, pois H < G, implicando que b~ 'a € H e,

pelo Lema 1.1, temos aH = bH. [ ]

Definicao 1.12 Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G. Chamamos de indice
de H em G o numero de diferentes classes laterais de H em G, o qual denotamos por
(G : H]. Em simbolos,

G: H|=+#{aH | a € G}

Proposicao 1.6 (Teorema de Lagrange) Se H é um subgrupo de um grupo finito G,
entao | G |=| H | -[G : H]. Em particular, a ordem de H divide a ordem de G.

Demonstragao:

Seja e o elemento neutro de G. Como H é subgrupo de G, entao e € H, de modo que
Va € G, temos a = ae € aH, ou seja, cada elemento de G esta em alguma classe lateral de
H em G. Mostramos agora que cada classe lateral de H em G possui ordem igual a ordem
de H. Como H é subgrupo de um grupo finito GG, entao H também ¢ finito. Considere
H = {hy,--- ,hy} com os h; todos distintos, isto é, H possui m elementos. Afirmamos
que para todo a € GG, aH possui m elementos distintos, ou seja, a mesma cardinalidade
de H. Com efeito, se tivéssemos ah; = ahy com j # k, poderiamos cancelar a a esquerda
e obter h; = hy. Mas isso contrariaria a hipétese de que h; # hy. Assim, concluimos
que para qualquer classe lateral aH temos | aH |=| H |. Ademais, do Lema 1.2, temos
que as diferentes classes laterais de H em G particionam G em [G : H] conjuntos de
cardinalidade | H |, ou seja, | G |=| H | -[G : H]. Finalmente, como H e G sdo grupos
finitos, entdo | G |, | H | e [G : H] sdo nimeros inteiros positivos, implicando que a ordem

de H divide a ordem de G. ]
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Exemplo 11 Consideremos o grupo aditivo (Zg¢,+) das classes residuais modulo 6 e seu

subgrupo (H = {0,2,4},+). Pelo Teorema de Lagrange, temos:

De fato, as classes laterais distintas de (H,+) em (Zg,+) sdo:
0+ H=1{0,2,4 e 1+ H=/1{1,3,5}

pois as demais classes laterais coincidem com uma dessas duas. Portanto, [Z¢ : H] =

#{0+HT+H} =2

Exemplo 12 Seja (G, *) um grupo de ordem 12. Como 12 = 2% - 3, as tnicas possiveis
ordens para subgrupos de (G,x*) sdo 1, 2, 3, 4, 6, 12, divisores positivos de 12. Assim,

este grupo nao possui, por exemplo, subgrupo de ordem 5.
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Capitulo 2

Grupos de Permutacoes, de

Simetrias e Diedrais

2.1 Grupos de Permutacoes

Nesta segao apresentamos algumas definicoes e resultados acerca das permutagoes
dos elementos de um conjunto e mostramos que o conjunto das permutagdes com a

operacao de composi¢ao constitui um grupo.

2.1.1 Permutacao de um conjunto

Informalmente, uma permutacao de um conjunto nao vazio ¢ um rearranjo de seus
elementos. Para exemplificar, considere X = {1,2,3} o conjunto de trés livros dispostos
lado a lado numa prateleira de uma estante. Suponha que esses livros estao etiquetados
em certa ordem, por exemplo, (2,1,3). Da andlise combinatéria, sabemos que existem
seis possiveis permutagoes para os elementos de X, a saber: (1,2,3); (1,3,2); (2,1,3);
(2,3,1); (3,1,2) e (3,2,1).

Observemos que, cada uma dessas permutacoes determina uma funcao bijetiva de X em
X. Por exemplo, a sequéncia (2,3, 1), determina a funcao bijetiva f : X — X, cuja regra
é f(1) =2, f(2) =3 e f(3) =1, pois o primeiro elemento da sequéncia é 2, o segundo é
3, e o terceiro é 1. De outro ponto de vista, reparemos que cada funcao bijetiva de X em
X define uma permutacao dos elementos 1, 2 e 3. A seguir, expomos formalmente, esse

conceito.
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Definicao 2.1 Dado um conjunto nao vazio X, uma funcao bijetiva f : X — X é

denominada uma permutacao do conjunto X.

Note que se X tem um numero finito de elementos, entao toda funcao injetiva ou sobre-
jetiva f: X — X sera bijetiva e, consequentemente, uma permutacao de X.
Utilizaremos a notagao S(X) para nos referirmos ao conjunto de todas as permutagoes
de um conjunto nao vazio X, ou seja, ao conjunto de todas as bijecoes de X em X. Em
simbolos:

S(X)={f: X=X, f é bijetiva}

Se o conjunto X ¢é finito, tal que | X |= n, ou seja, X = {x1, -+ ,x,}, entdo
existem n! permutagoes dos elementos de X, isto é, | S(X) |= nl.
Como nosso interesse estd no estudo de permutacoes de X = {1,2,--- ,n}, usaremos
a notagao S, para designar o conjunto das permutagoes S(X). Seja a € S, e j €
{1,2,--- ,n}, a notacdo a(j) da o valor da funcdo bijetiva a no ponto j. Portanto, uma
maneira de representar a permutacgao «, exibindo o seu dominio e contradominio, é dada

pela seguinte notacao matricial:

1234567 ,
Por exemplo, em o = € S; observamos que os nimeros 2 e 5

32175 46
se mantém fixos.

Uma notacgao particularmente importante neste trabalho é a notacao ciclica,
através da qual a permutacao fica explicita e representada mais sucintamente. Antes,

porém, visando favorecer a compreensao, exprimimos « € S; por diagramas de setas:

1—-3—1
2—2
4 —-7—6—4

5—5

Exibindo a na notagao ciclica temos (13)(2)(476)(5). Note que a notagao ciclica esta-

belece, por exemplo, que a(a(a(4))) = a(a(7))) = a(6) = 4, ou seja, ao aplicar certo
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nimero de vezes a composicao na funcao a de um elemento j obtém-se o préprio j. A

proposicao a seguir estabelece esse resultado.

Proposigao 2.1 Se a € S, entdo para todo j € {1,2,--- ,n}, existe [; € {1,2,--- ,n}
tal que

oi(j) = (a0 (a0 (---0a(j)--) = J

N Vv
l; aplicagdes

Demonstragao:

Suponha que nao exista [; tal que ali(j) = 4, ou que l; > n+ 1, entao apds a n-
ésima iteracdo terfamos que o' (j) ¢ {1,2,---,n}, o que é impossivel, uma vez que «
é uma bijecao definida em {1,2,--- ,n}. Portanto, temos um ciclo de «, determinado por
(4, a(5),@*(5),- -+ ,a"=1(j)), de comprimento I;. No caso de (4, a(5),a*(5), -+ ,a"=1(5))
nao conter todos os elementos de {1,2,--- ,n}, escolhemos qualquer elemento k que nao
tenha aparecido no ciclo anterior e continuamos a criar um novo ciclo, como antes. Ou
seja, encontraremos [, de tal modo que (k, a(k), a?(k),--- ,a'*1(k)) seja um ciclo de com-
primento [;. Seguindo este mesmo processo até que todos os membros de {1,2,--- n}
sejam utilizados, obteremos uma representacao da permutacao « por meio de ciclos dis-

juntos. ]

Denominamos um ciclo de comprimento k& simplesmente de k-ciclo; se k = 1

dizemos que o 1-ciclo é um ponto fixo e se k = 2 dizemos que o 2-ciclo é uma transposicao.

1 2345
Exemplo 13 A permutagao pode ser representada na notagao de

21 3 5 4
ciclos disjuntos por (12)(3)(45). Cada um dos ciclos (12) e (45) € uma transposicdo e o

ciclo (3) € um ponto fixo da permutagao.

123456789 , ,
Exemplo 14 A permutacdo escrita na notacao de ciclos

312785496
disjuntos é: (132)(47)(5896), em que (132) é um 3-ciclo, (47) é uma transposicdo e (5896)

€ um 4-ciclo.

O ciclo (132) também pode ser representado como (321) ou (213). Além disso,
poderfamos permutar os blocos de ciclos da permutagao (132)(47)(5896) de 3! maneiras

diferentes, sem alterar seu significado. De modo geral, a menos de permutagoes dos ciclos
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e de permutacoes ciclicas dos elementos internos de cada ciclo, a representacao por ciclos
disjuntos ¢é tnica.
Por praticidade, omitiremos o simbolo o da composicao de permutacoes. Assim,

«a o 3 sera denotada por a3, onde entendemos que primeiro aplicamos 3 e depois a.

Exemplo 15 Considere as sequintes permutacoes de Sy:

(@B)(1) = a(B(1)) = a(1) = 3,
(@B)(3) = a(B(3)) = a(4) = 4,
(@B)(4) = a(B(4)) = a(3) = 2,
(@B)(2) = a(B(2)) = a(2) = 1,

Portanto, af leval em 3,3 em4,4 em2 e2 em 1. Ou seja, aff = (1342). Analogamente,
obtém-se fa = (1432).

Observe que a operagao de composicao de permutagoes nem sempre é comutativa,

pois af = (1342) e fa = (1432).

2.1.2 Grupos das permutacoes de um conjunto

O lema e a proposigao seguintes estabelecem que o conjunto S(X) de todas as
permutacoes dos elementos de um conjunto nao vazio X, com a operacao de composicao,

¢ um grupo.

Lema 2.1 O conjunto S(X) € fechado por composi¢cao de permutacoes, isto €,
a,f € S(X)=af € S(X)

Demonstragao:

Sejam «, 5 € S(X). Devemos provar que aff € S(X).

e aff ¢é injetiva.

Sejam x1,x9 € X, tais que af(x1) = af(x2). Entao a(B(x1)) = a(B(x2)).
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Como « é injetiva, temos [(x1) = B(z2) e, do fato de [ ser injetiva, temos 1 = 5.

Donde, af(x;) = af(x2) = x1 = 2, 0 que prova que af5 é injetiva.

e af} é sobrejetiva
Seja z um elemento qualquer de X. Como « é sobrejetiva, existe um elemento y de
X tal que a(y) = z.
Como [ também é sobrejetiva, existe um elemento = de X tal que f(z) = v.
Assim, existe um elemento = de X tal que af(z) = a(f(x)) = a(y) = 2. Isso prova

que af é sobrejetiva

Portanto, af é bijetiva, donde segue que aff € S(X), ou seja, o conjunto S(X) é fechado

por composi¢ao de permutagoes. [

Proposicao 2.2 Se X é um conjunto nao vazio, entio (S(X),0) € um grupo com a

operacdo de composicao de funcoes.
Demonstragao:

e Elemento Neutro.
A permutagao identidade e, definida por e(x) = z, para todo z € X, é bijetiva e

funciona como o elemento neutro de S(X), isto é,
Va € S(X), temos ae = e = ex

e Inversos
Como toda funcao bijetiva o : X — X possui inversa a~ ! : X — X, que também ¢é

bijetiva, segue que ! € S(X), de modo que aa™' =e = a ta.

e Associatividade

Tendo em vista que a composicao de funcoes é associativa, entao para todo o, 5,7 €

S(X), temos a(By) = (aB)y-

Portanto, o conjunto das permutagoes S(X) com a operagao de composigao de fungoes é

um grupo. ]

Todo grupo formado pelo conjunto das permutacoes S(X), com a operagao de

composi¢ao de fungoes, é denominado grupo de permutacgoes. Em particular, se X =
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{1,2,--- ,n} temos que S(X), ja definido como S,, é chamado grupo simétrico de
grau n.
E possivel provar que se X tem mais que dois elementos, entao todo grupo S(X)

¢ nao abeliano. Uma demonstragao desse fato pode ser encontrada em [1], p. 145.

2.2 Grupos de Simetrias

Nesta segao definimos simetria, apresentamos as simetrias de algumas figuras
planas e espaciais e mostramos que o conjunto das simetrias de uma figura, com a operagao

de composicao, é um grupo.

Definigao 2.2 Seja F' C R". Uma fungio g : F — F diz-se uma isometria se preservar
distancia, isto €, se d(A, B) indica a distancia entre os pontos A, B € F', entdo d(A, B) =
d(g(A), 9(B)).

Definicao 2.3 Dada um conjunto F C R", uma simetria de F' € uma aplicacdao f : F —

F' com as sequintes propriedades:
(1) f € uma isometria;
(ii) f é sobrejetiva.

Portanto, uma simetria é uma aplicacao que leva um conjunto nele mesmo e que
preserva distancias.

A seguir ilustraremos as simetrias do retangulo, do triangulo equilatero e do
quadrado, associando nimeros a seus vértices, o que possibilita a relagao entre grupos
de simetrias e grupos de permutacoes. Porém, poderiamos também associar ntimeros a
lados, diagonais, etc. Indicaremos ainda, sucintamente, as simetrias do tetraedro regular
e do cubo. Apds esses exemplos, provaremos que o conjunto de todas as simetrias de uma

figura, com a operacao de composicao de fungoes, forma um grupo.

2.2.1 Simetrias do Retangulo
O retangulo possui 4 simetrias:

(7) A identidade, que mantém fixos todos os vértices, que é equivalente a uma rotagao

de 0°;
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(#7) Uma rotagao anti-hordria de 180°, em torno do seu centro;

(737) Duas reflexdes em torno das retas que passam pelo centro do retangulo e que sao

paralelas aos lados.

A figura abaixo apresenta as simetrias e as permutacoes correspondentes dos vértices do

retangulo.

Simetrias Resultado Permutacdo

/e_\

3 2 3 2
- (W(2)(3)4)
4 1 4 1
180°
3 2 1 4
— (13)(24)
4 1 2 3
3 2 4 1
WO — I (12)(34)
4 1 3 2
N
3 : 2 2 3
; — (14)(23)
4— 1 1 4

Figura 2.1: Simetrias do retangulo.

2.2.2 Simetrias do Triangulo Equilatero

O triangulo equilatero possui 6 simetrias:
(1) A identidade;
(7i) Duas rotagoes anti-horérias de 120° e 240° em torno do baricentro;
(7i7) Trés reflexdes através das medianas.

A figura a seguir apresenta as simetrias e as permutagoes correspondentes dos

vértices do triangulo equilatero.
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Simetrias Resultado Permutacao

(1)2)(3)

(123)

(1)(23)
(13)(2)

(12)(3)

A\

A
— A -

A\

A\

A\

Figura 2.2: Simetrias do triangulo equilatero.
2.2.3 Simetrias do Quadrado
O quadrado possui 8 simetrias:
(7) A identidade;
(17) Trés rotagbes anti-horarias de 90°, 180° e 270°, em torno de seu centro;
(737) Duas reflexoes através das mediatrizes;

(iv) Duas reflexoes através das diagonais.
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A figura seguinte apresenta as simetrias e as permutagoes correspondentes dos

vértices do quadrado.

Simetrias Resultado Permutacdo
e
‘/\
3 2 3 2
_— (1)(2)(3)(8)
4 1 4 1
90°
‘/\
3 2 2 1
, (1234)
4 1 3 4
180°
‘/\
3 2 1 4
—_— (13)(24)
4 1 2 3
270°
‘/\
3 2 4 3
, (1432)
4 1 1 2
'f-:\ 2 3 4
. — (1)(24)(3)
4 . 1 2 1
3 ‘;\ 1 2
o - (13)(2)(4)
‘ 1 4 3
3 2 4 1
_6__ R P (12)(34)
4 1 3 2
i\
3——2 2 3
! —_— (14)(23)
a——" 1 4
1

Figura 2.3: Simetrias do quadrado.

2.2.4 Simetrias do Tetraedro Regular

As quatro faces do tetraedro regular sao triangulos equildteros. Existem 2 tipos

diferentes de eixos de rotagao para um tetraedro regular:

(a) Um eixo que passa por cada um de seus vértices e o centro da face oposta;
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(b) Um eixo que passa pelos pontos médios de arestas opostas.

/ 180° O1zo°, 240°

Figura 2.4: Eixos de simetria do tetraedro regular.
Assim, ha 12 simetrias rotacionais de um tetraedro regular:
(7) A identidade;
(7i) 4 rotagdes de um angulo de 120° pelo eixo indicado em (a);
(71) 4 rotagoes de um angulo de 240° pelo eixo indicado em (a);

(iv) 3 rotagdes de um angulo de 180° pelo eixo indicado em (b).

2.2.5 Simetrias do Cubo

No cubo existem trés tipos diferentes de eixos de rotacao e o niimero das simetrias

obtidas por essas rotagoes é dado pela contagem das rotagoes que existem em cada um

b o

desses tipos.

(a) (b) (c)

Figura 2.5: Eixos de simetria do cubo.
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(a) Rotagao em torno de um eixo que passa pelos centros de faces opostas;
(b) Rotag@o em torno de um eixo que passa pelos pontos médios de arestas opostas;

(c) Rotagao em torno de um eixo que passa pelos vértices opostos.

A seguir detalhamos as 24 simetrias do cubo obtidas por rotacao:
e A identidade e;

3 rotagoes de um angulo de 90° pelo eixo indicado em (a);

3 rotacoes de um angulo de 180° pelo eixo indicado em (a);

3 rotagdes de um angulo de 270° pelo eixo indicado em (a);

6 rotacgoes de um angulo de 180° pelo eixo indicado em (b);

4 rotagoes de um angulo de 120° pelo eixo indicado em (c);

4 rotagoes de um angulo de 240° pelo eixo indicado em (c).

Proposicao 2.3 O conjunto de todas as simetrias de um conjunto F', com a opera¢ao de

composicao de simetrias, ¢ um grupo.

Demonstracgao:

Seja GG o conjunto de todas as simetrias de um conjunto F'. (Queremos mostrar que o con-
junto GG, munido da operagao de composicao de simetrias, satisfaz os axiomas de grupo.
Para isso, sejam f e g duas simetrias de G e d(A, B) a distancia entre os pontos A e B

de F. Temos que f o g é uma isometria, visto que

d(f(g(A)),d(f(9(B))) = d(g(A),g(B)), pois f ¢ uma isometria.
d

(A, B), pois g é uma isometria.

Ademais, do fato de f e g serem simetrias, segue que sao sobrejetivas e, como
(fog)(F) = f(9(F)) = f(F) = F, entao f o g é sobrejetiva. Portanto, f o g é uma
simetria e, consequentemente, f o g € (G, ou seja, o conjunto G é fechado por composi¢cao

de simetrias.
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(1) A aplicagao idr : F — F é uma simetria, e portanto G possui um elemento identi-

dade.

(77) Toda simetria (isometria) f é injetiva. De fato, se A, B € F' e f(A) = f(B), entao
d(f(A), f(B)) = 0, implicando que d(A, B) = 0 (pois f é uma isometria) e, assim,
A = B. Do fato de toda simetria ser sobrejetiva, entao f é bijetiva e, por conse-
guinte, f possui inversa f'.
Tome agora dois pontos C, D € F. Como f é sobrejetiva, entdao d(f~'(C), f (D)) =
d(f(f (), f(f (D)) = d(C,D). Assim, f~' é uma simetria e, portanto per-

tence a G.

(77i) Como a composicao de fungoes é associativa, entdao segue que a composicao de

simetrias é também associativa.

2.3 Grupos Diedrais

Considere um poligono regular P de n lados, cujos vértices enumeramos conse-
cutivamente por 1,2, 3,--- ,n. Por conveniéncia, suponha que P tem o centro na origem
do plano cartesiano e vértice 1 no eixo x, no sentido positivo, conforme os casos n =5 e

n = 6, os quais ilustramos abaixo.

AN
L/ NIV

Figura 2.6: Ilustracao de poligono regular com 5 lados e com 6 lados.

Observe que podemos rotacionar P em torno de seu centro de n maneiras dife-
rentes até que P retorne a sua posicao inicial. Doravante, sempre que nos referirmos a

uma rotacao de um poligono, ela sera feita em torno de seu centro de gravidade e no
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sentido anti-horario. Entao, em torno do centro de P, existem n rotacoes de angulos de
k- (360°)/n, com k = 0,1,--- ,n — 1, que transformam o poligono nele mesmo. Repare
que essas rotagoes podem ser identificadas com elementos distintos de S,,.

Indicando por e a rotagao de 0° e por a a rotagao de (360°)/n, temos os seguintes

elementos de S,,:

1 2 - n—1 n 1 2 - n—1 n
1 2 - n—1 n 2 3 .- n 1

Agora, usando a notagao multiplicativa para representar a composicao de rotagoes

0

e a convencao a- = e, podemos ver que as poténcias de a produzem todas as rotagoes. De

fato,
a? é a rotacdo de angulo 2 - (360°)/n,
a® é a rotacdo de angulo 3 - (360°)/n,
a™ ' é a rotacdo de angulo (n — 1) - (360°)/n.
Note que a” = a° = e é a rotacdo de angulo 0° (poligono em sua posicao inicial)
eque a"t =a, a"? =a? " =43, -, a" = e, ") = @, .-+ nos indica que a

rotacao ¢ ciclica. Formalizaremos esse conceito a seguir:

Definigao 2.4 Um grupo (G, *) denomina-se grupo ciclico se eziste algum elemento a €
G tal que

G=<a>={ad"|meZ}

O elemento a € G € um gerador do grupo ciclico (G,*). Desse modo, qualquer elemento

de © € G pode ser expresso na forma x = a"™, para algum inteiro m.

Representando o conjunto das rotacoes de um poligono regular de n lados pelo
conjunto C,, = {e = a°,a,a® ---,a" '}, pode-se mostrar que C,, munido da operacdo
de composicao de fungoes, é um grupo ciclico. A esse grupo chamamos de grupo das
rotacoes de ordem n.

No entanto, podemos observar que o conjunto C,, das rotagoes de P, no plano, nao
esgota todos os movimentos que aplicam P sobre si mesmo, ja que uma reflexdo (rotagao

espacial) conveniente de P também tem o mesmo efeito. Assim, a fim de descrever todas

as simetrias de P, precisamos considerar também as reflexoes. Seja b € S,, a reflexao
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em relacao ao eixo x. Como mostramos na figura seguinte, b inverte a orientagao de P:
vértices que foram numerados no sentido anti-horario a partir do vértice 1, sao agora

numerados no sentido horério.

Figura 2.7: Reflexao em um poligono regular com n lados.

Representando a reflexao b na notacao de duas linhas, temos

1 2 3 - n—1 n
1 n n-1 --- 3 2

o que mostra que b nao é uma rotacao, pois nenhuma rotacao mantém fixos apenas
alguns pontos. Observe ainda que duas reflexoes fazem o poligono P retornar a sua
posicao original. Portanto, b*> = e. Acrescentando ao grupo das rotacoes C, a reflexdo
b e também todas as composicdes a‘b, com i € {1,2,3,--- ,n — 1}, pode-se provar que o

conjunto das simetrias de P é
D,={e=4d" a, a®, ---, a" ', b=2a", ab, a®b, ---, a" b} C S,

onde

(1) a', com 0 < ¢ < n, indica uma rotacdo no sentido anti-horario de (360°)/n, que
preserva a orientacao dos vértices e move o vértice 1 para a posicao originalmente

ocupada pelo vértice i + 1.

(i7) a'b, com 0 < ¢ < n, indica uma reflexdo em relagao ao eixo considerado, que inverte
a orientacao dos vértices, seguida pela rotacao no sentido anti-horario, que move o

vértice 1 para a posicao originalmente ocupada pelo vértice ¢ + 1.

Logo, podemos escrever D,, = C, UT,, em que T}, = {b,ab,a’b,--- ,a" b} é o

conjunto das reflexoes.
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Repare que as rotacoes a’ e a’, com 0 < i # j < n, movem o vértice 1 para
posicoes distintas, e veja que, a* = a'b é impossivel, uma vez que a’ preserva a orientacio
dos vértices, enquanto que a'b a inverte. Assim, os 2n elementos listados em D,, sao todos
distintos e representam uma simetria do poligono P, isto é, um movimento que o leva
sobre si mesmo. Uma prova de que D,, tem 2n elementos distintos é dada na demonstracao
da Proposicao 2.4.

Observe que o conjunto D,, é constituido por n rotagoes, multiplas de 360°/n, e
n reflexoes. Acerca das reflexoes convém ressaltar que se n é par, entao ha g reflexoes
pelas diagonais e g reflexoes pelas mediatrizes; e se n é impar, entao existem n reflexées
pelas mediatrizes (que passam pelos vértices).

A prova de que D,, é um grupo, com a operacao de composicao existente em .S,,,
é feita a seguir conforme exposto em [7], p. 106.

Com o objetivo de garantir o fechamento, devemos provar que a fungao

o:D, x D, — D,
(a'd", a’b”) — a'b"a’b’
é uma operacao em D, isto é, a'b"a’b’ € D,,.
Antes, porém, vamos enunciar um lema que serd 1til nas operacoes em D,,.
) ) s n

Lema 2.2 Em D, vale a igualdade ba” = a"""b, Vr € {1,2,3,--+ ,n}.

Demonstragao:
A prova sera feita utilizando o Principio de Indugao sobre r.

Caso base: Para r = 1, temos:

1 2 3 oon—1n 123 -+ n—-1mn
ba = o
1 nn-1 --- 3 2 2 3 4 - n 1
1 2 3 - n—1n
nn—1n-2 .- 2 1
Para calcular a"'b observe que "' = a"a™' = ea”! = a!. Portanto, a"! = a7!

o

corresponde a rotacao de no sentido horario. Tendo em vista que

1 23 . n-—-1 n 1 2 3 - n—1 n
nl 2 -+ n—2 n-—1 1 nn-1 --. 3 2
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1 2 3 v n—1 n
n n—1n-—-2 --- 2 1

entdo ba = a" " 'b.
Hipétese de indugdo: Suponha que ba* = a" b, para k > 1.
Tese: ba" 1 = ¢~ *+Vp,

De fato,
= (a"*b)a (hipdtese de indugao)

= a" *(a"" D) (casor = 1)
k

|
—~

S

3
IS

3

|

=

+

=
()

= ea

Portanto, em D, vale a igualdade ba" = a" b, Vrr € {1,2,3,--- ,n— 1}.
Lema 2.3 A composi¢io € uma operagcao em D,,.

Demonstragao
Devemos provar que se a’'b", a’b’ € D,,, entdo a’b“a’b’ € D,,, parai,j € {1,2,3, -

e u,v € {0,1}.

e 1°Caso: u=0

a'b"a’b’ = a'ed’ b’ = VY € D,

2

pois a'™ € {e,a,a’,--- ,a" '} para quaisquer i,j € {1,2,3,--- ,n — 1}.

e 2° Caso: u=1
a'b a’b’ = a'(ba’ )b’ = a'(a"Ib)b" = (a'a™7)(bb") = a" I € D,

pois b = e e, portanto, qualquer poténcia de b pode ser reduzida a e ou b.

Proposicao 2.4 (D,,*) é um grupo ndao abeliano com 2n elementos.

Demonstragao:
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o Identidade

e (rotacao trivial) é o elemento neutro em D,,.

e Inversos

(7)

(i)

Para provar que a'b" € D, possui inverso em D,,, consideremos os dois casos a

seguir:

u=20

Neste caso, a'b" = a*, e seu inverso é a" ' € D,,.

u=1
Neste caso, a’b* = a'b, cujo inverso é o préprio a’b € D,,, pois a'ba’b = a’(ba’)b =

a'(a™'b)b = (a'a" ") (bb) = a"b* = ee = ¢

Associatividade

Como D,, C S, a associatividade em D,, é uma consequéncia da associatividade em

Sh.

D,, é nao abeliano

Basta notar que, pelo Lema 2.2, ba = o™ 'b # ab

D,, tem 2n elementos

Para provar que a ordem de D,, é 2n, basta mostrar que os elementos do conjunto

2. a" b, ab,d®, - ,a”_lb} sao distintos dois a dois. Para tanto, sejam

{e,a,a
i, €{1,2,3,--- ,n—1} eu,v € {0,1} tais que a’b* = a’b". Verifiquemos que i = j
eu=u:

Multiplicando & esquerda por (a’)™! e & direita por(b*)~! segue que

a'tt =db’ = (o) 'd =" =07 € {e,a,a®, -+ ,a" '}, pois (o)) 'a’ é
uma rotagao.

Se u # v, entdo b~ =b ¢ {e,a,a’, - - ,a" '}, o que é um absurdo.

Logo, u = v e a igualdade a'b* = a/b" leva a a' = a’, e dai i = j.

Portanto, D,, tem 2n elementos.

Assim, concluimos que (D, o) é um grupo nao abeliano de ordem 2n. [ ]

Definigao 2.5 O grupo (D,,o) é chamado grupo diedral de ordem 2n, ou grupo das

simetrias de um poligono regular de n lados (Gallian, 2006; Hungerford, 1990; Janesch,
2008).
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Exemplo 16 D3 = {e,a,aQ,b, ab, a2b} € o grupo das simetrias do triangulo equildtero

1 2 3
de vértices 1, 2 e 3, onde a = = (123) € a rotagio de 120° e b =
2 31
1 2 3 -
= (1)(23) € uma reflexao, conforme ilustrado na subsecdo 2.2.2.
1 3 2
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Capitulo 3

Acao de Grupos e o Teorema de

Contagem de Burnside

Neste capitulo tratamos mais especificamente dos conceitos destinados a aplicagao
final deste trabalho. Para isso, definimos e apresentamos os principais resultados relativos
ao estudo de coloracoes e acao de grupos, érbitas, estabilizadores, conjuntos de pontos
fixos e, por fim, o importante Teorema de Contagem de Burnside (Tavares, 2018; Santos

e Bovo, 2004).

3.1 Coloracoes e acao de grupos

Nesta secao apresentaremos o conceito de coloragao e de agao de um grupo em
um conjunto. As defini¢oes e resultados inerentes a esses conceitos serao importantes
na construcao das ferramentas utilizadas para solucionar os problemas que pretendemos
estudar.

Como problema introdutério, considere um quadrado dividido por suas diagonais
em quatro triangulos isésceles retangulos, os quais queremos pintar com uma das duas

cores: azul e verde.

Figura 3.1: Ilustragao do quadrado dividido pelas diagonais.

Como sao quatro triangulos e cada um pode ser pintado de duas maneiras dife-
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rentes (azul ou verde), entdo existem 2* = 16 maneiras diferentes de colorir o quadrado,

conforme mostra a Figura 3.2:

. .
C1 c2
. .
c5 c6
. .
c9 C10
. .
C13 Ci14

c3

c7

Cl1

C15

ca

C8

C12

Cl6

Figura 3.2: Coloragoes dos triangulos em um quadrado.

Entretanto, se duas coloragoes se distinguem apenas por uma simetria do qua-
drado (rotagao ou reflexdo), dizemos que essas coloragoes sao equivalentes e que pertencem
a um mesmo padrao. No caso ilustrado, vemos que C2 e C3, por exemplo, sao coloracoes
equivalentes, pois uma pode ser obtida da outra através de uma rotacao de 90°, ou ainda,
por uma reflexao através de uma das diagonais do quadrado. Desse modo, existem seis

padroes distintos, os quais estao indicados nas colunas do quadro a seguir:

C1 | C2,C3, C4, Ch

Ce6, C7, C8, C9

C10, C11 | C12, C13, C14, C15 | C16

Mais a frente relacionaremos as coloracoes equivalentes uma relacao de equi-
valéncia, cujas classes de equivaléncia serdao os padroes distintos de coloragoes. Agora
daremos um tratamento mais formal a alguns conceitos, visando estabelecer as bases
necessarias para termos condi¢oes de contar o niimero de padroes distintos em uma quan-

tidade razoavel de figuras, como, por exemplo, vértices ou lados de um poligono regular,
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contas de um colar, casas de um tabuleiro n x n, setores congruentes de um circulo, faces
de um poliedro regular, etc.

Comecamos dando a coloragao de uma figura o conceito de funcao. Retomando
o problema das pinturas, nas cores azul e verde, do quadrado dividido pelas diagonais,
podemos considerar o conjunto das cores C' = {azul,verde} e o conjunto D = {t;,to, 3,14}

dos triangulos, conforme a figura a seguir:

123
ts i

ty

Figura 3.3: Representacao dos triangulos determinados pelas diagonais do quadrado.

Assim, cada uma das 16 coloragdes é uma funcado f; : D — C,comi € {1,2,--- ,16}.
Por exemplo, em Cl1, temos fi1(t1) = verde = fi1(t3) e fi1(ta) = azul = fi1(t4). For-

malmente, temos:

Definigao 3.1 Sejam C e D dois conjuntos ndao vazios e X = F(D,C) o conjunto das
funcoes com dominio D e contradominio C. Chamamos de colorag¢ao cada uma das

funcoes f € X, ou ainda, f: D — C.

No caso de C' e D serem finitos com | C' |=m e | D |= n, existem m" coloragoes.
De fato, pois, se D = {dy,--- ,d,} e C = {c1, -+ ,cn}, entao d; tem, por f, m possiveis

imagens distintas. O mesmo ocorre com cada um dos n elementos de D. Portanto, existem

Vv
n fatores

possiveis imagens para uma fungao f : D — (. Como cada imagem determina uma
coloragao (fungao), entdo ha m" coloracoes distintas, ou seja, | X |=m".

Assim, para melhor identificagdo, utilizamos a notacao f; : D — C, com i €
{1,2,--- ,m"}, para indicar a aplicacdo que pinta os objetos de uma figura de modo a
resultar na coloragao C'i. Por exemplo, no caso do quadrado dividido pelas diagonais,
cujos triangulos sao pintados com as cores azul e verde, temos que f;; indica a aplicacao
f do conjunto D dos triangulos no conjunto C' das cores que resulta na coloragao C11.

A definicao a seguir relaciona elementos de um grupo a elementos de um conjunto.
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Definicao 3.2 Seja G um grupo e X um conjunto nao vazio. Uma a¢ao de G em X

¢ uma fungao

o G@x X =X

(g,2) =gz
satisfazendo as sequintes propriedades:
(Al) Para todo x € X, e - x = x, onde eg € a identidade (ou elemento neutro) de G;

(A2) Para quaisquer g,h € G e x € X, temos g - (h-x) = (gh) - .

Exemplo 17 Seja G = Dy = {e, a, o, a3, dy, dy, my, ma} o grupo diedral das simetrias do
quadrado, onde e representa a identidade (que mantém inalterada a figura); os elementos
a, o e o indicam, respectivamente, as rotagoes de 90°, 180° e 270°; dy e dy as reflexides
pelas diagonais; e my e mo as reflexoes pelas mediatrizes. Seja ainda X o conjunto das
coloragoes do quadrado dividido em triangulos pelas diagonais, pintados nas cores azul e
verde. Entao dizemos que G atua no conjunto X das coloracoes para significar que cada

elemento g do grupo transforma uma coloracao f; numa outra coloracao g - f;. Desse

modo, temos, por exemplo:

a- fs=fo

Ou seja, a acao de g = a na coloracdao fg resulta na coloracdo afs = fo:

. ) .

C8 c9

Figura 3.4: Tlustracao de a na coloragao fg.

Analogamente, a acdo de g = o em fio resulta em fis:

. ag .

C12 C15

Figura 3.5: Ilustracdo de o na coloracio fis.
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Lema 3.1 Seja G um grupo que age no conjunto X. Entao para todo g € G, x,y € X,

temos

grr=y&sgy=uz

Demonstragao:

(<) Sejam g € G, 7,y € X e suponha que g-x = y. Aplicando g~ ' & esquerda da hipétese
y=g-xtemos g ' -y =g ' (g-x). Mas da definicdo de acdo de grupos, em A2, temos
gt (g-2)=(97'g) -z, ouseja, g -y = (g 'g) - 2. Como g é elemento de um grupo,

segue que (g_lg) -x = e-x, ou ainda, g_l Sy = .

(=) Sejam g € G, 2,y € X esuponha que g~ 'y = x. Entdo, da hipétese, g-x = g-(¢~*-y),

mas novamente por A2, temos g -x = (gg_l) -y, ou seja, g -x = e -y, implicando que

g-r=1. |

Exemplo 18 No grupo diedral Dy = {e,a,a? o, dy, ds, my, ma} das simetrias do qua-

drado, para obtermos a coloracio fs a partir de fo devemos aplicar, por exemplo, o>

(rotagcao de 270°), que € a inversa de v (rotagdo de 90°). Na notacao do Lema 3.1 temos

3

g:a,g’lza,x:fg ey = fo. Assim,

. - .

C8 9

Figura 3.6: ITlustracao de a na coloragao fs.

. a3 .

9 Cc8

se, e somente se,

Figura 3.7: Ilustracao de a® na coloracio fo.

Proposicao 3.1 Sejam C e D conjuntos nao vazios distintos, X = F(D,C) o conjunto
das coloragoes de D em C' e S(D) o grupo das permutagoes dos elementos de D. Considere

G um subgrupo de S(D), entdo uma agdo de G no conjunto das coloragoes X tal que
a-f=foal, Vae G,Vfe X
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define uma ac¢ao de grupo.

Demonstragao:
O elemento neutro e de G é a aplicacao identidade e : D — D. Desse modo, Vf € X,

temos

e-f=foel=foe=f

cumprindo-se a condigao (A1) da definigao de acao de grupo.
Sejam a1, a0 € G e f € X. Entao,
az(ar- f) =az-(foay?)
=(foar)oay’
=fo(ai oay?)
= fo(apoa)™
=(goay)-f
verificando-se a condigao (A2) da defini¢ao de agao de grupo, o que conclui a demons-

tracao. [

3.2 Orbitas

3.2.1 Relacoes de equivaléncia por acao de grupos

Definicao 3.3 Seja G um grupo agindo em um conjunto X. Definimos uma relacao ~¢
em X da sequinte forma:

Para todo x,y € X,
r~qgy<edgeG o tal queg-x =1y

Ou seja, um elemento x € X estd relacionado com um elemento y € X, se e

somente se, existe um elemento g em G que transforma = em y.
Lema 3.2 A relagio ~g no conjunto X € uma relacao de equivaléncia.

Demonstragao:
Verificaremos as trés propriedades que definem uma relacdo de equivaléncia. Sejam

x,y,z € X.
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(1) Reflexiva:

Seja e a identidade de G. Entao e-x =z, Vo € X. Logo, = ~¢ x.

(#7) Simétrica:
Suponha que = ~¢ y. Entdo existe g € G tal que g-& = y. Pelo Lema 3.1, ¢ 'y = =,

com g~' € G. Logo, y ~¢ .

(77i) Transitiva:
Suponha que x ~g y e y ~¢ 2. Entao existem g,h € G taisque g-x =yeh-y = z.
Como G é grupo, temos hg € G e usando a condic¢ao (A2) da Defini¢ao 3.2, obtemos

(hg)-x=h-(g-x)=h-y =z Logo, x ~¢ z.
Portanto, a relacao ~ em X é uma relagao de equivaléncia. [ ]

Definicao 3.4 As classes de equivaléncia da relagao ~g sao chamadas de orbitas da

acao do grupo. Denotamos por O, a drbita a qual o elemento x pertence. Assim,
0,=0, & z~qvy
ecomozx~gy < y=g-x para algum g € G, seque que

O,={9g-2:9€eG}=GxCX

Como as classes de equivaléncias sao as orbitas dos elementos de X, entao, pela Proposigao
1.2, érbitas distintas definem uma particao de X. Note que as érbitas de G sao os padroes
de coloragoes a que nos referimos na secao anterior, pois se X é o conjunto das coloragoes,
entao para cada x € X temos que em O, encontram-se as coloracoes equivalentes pela
agao de um grupo de simetrias G.

Denotaremos por X/G o conjunto formado por todas as érbitas distintas (ou
padroes distintos) dos elementos de X. Desse modo | X/G |= #(X/G) designa o nimero
de elementos de X/G.

Exemplo 19 Sejam G = D4 o grupo das simetrias do quadrado e X o conjunto das
coloragoes do quadrado dividido pelas diagonais, cujos triangulos sao pintados nas cores

azul e verde. Entao,
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(1) Sex = fo, temos

Orbita de (.) = G(.) = {.;.;-;-}

Figura 3.8: Ilustracao da érbita de xz = fs.

(i7) Se x = fio, temos

Orbita de (.) = G(-) — {.!.}

Figura 3.9: Tlustracao da érbita de x = fio.

No exemplo acima exibimos apenas duas érbitas de X, mas sabemos que érbitas
distintas equivalem a padroes distintos, e na secao 3.1 vimos que existem 6 padroes dis-
tintos, entdao podemos dizer que o numero de orbitas distintas de X pela acao de G é
| X/G |= 6. Portanto, se quisermos determinar o nimero de padroes distintos basta

calcularmos quantas orbitas distintas existem.

3.3 Estabilizadores

Para introduzir o conceito de estabilizador, notemos que uma rotagao de 180° na

coloracao fio resulta no proprio fio:

IIIIII (xz IIIIII

C10 C10

Figura 3.10: Ilustracdo de a? na coloracio fio.

Portanto, além da identidade eg de um grupo G agindo em X, existem outros

elementos de GG que fixam elementos de X.

Definicao 3.5 Considere a ag¢ao de um grupo G sobre um conjunto X. Dado x € X,
o estabilizador de x, denotado por S, € o conjunto dos elementos de G que na ag¢do de

grupo fizam x. Em simbolos:
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S.={geGig-o=1}CG

O resultado a seguir mostra que se x € X, entao o estabilizador S, é um subgrupo

de G.

Lema 3.3 Se G é um grupo agindo em um conjunto X, entao para todo x € X, temos

que S, € um subgrupo de G.

Demonstragao:

Verificaremos as condicoes de subgrupo para S, .

(1) Fechamento:

Dados g,h € S, temos g-x =x e h-x = z. Pelo axioma (A2) obtemos

e assim gh € S,, o que mostra que S, ¢ fechado.

(71) Identidade:

Pelo axioma (Al), eg - * = z. Logo, S, contém a identidade de G.

(737) Inverso:

1

Se g € S, entdo ¢ - x = . Pelo Lema 3.1, g7 ' - & = x. Isto significa que ¢g~! € S,.

Portanto, S, é um subgrupo de G. ]

Na tabela 3.1 apresentamos os estabilizadores e as drbitas das coloragoes dos

quadrado dividido pelas diagonais.
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Tabela 3.1: Estabilizadores e érbitas das coloragoes do quadrado dividido pelas diagonais.

Elemento de X Estabilizador Orbita
C1 {e,a,a? 0 dy, dy, mi, my} {C1}
C2 {e,mo}
03 {67m1}
2 4
o4 fe.my} {C2,C3,C4,C5}
C5 {e,mq}
06 {eudl}
c7 {e,dg}
o8 fe.dy} {C6,C7,C8,C9}
9 {G,dQ}
C10 {e,a? my,msy}
1 11
C11 {e,a? my,my} {c10, 11}
C12 {e,m1}
C13 {e,ma}
12, C'1 14, C1
14 fe.my} {C12,C13,C14,C15}
C15 {e,mo}
C16 {e,a, 0, di,dy, my, ms} {C16}

Observando a tabela 3.1, é possivel notar que quanto maior a quantidade de

estabilizadores, menor a dérbita, e vice-versa. Além disso, em cada linha tem-se
[ Oz |- [ Se |[=8= G|

A proposicao que se segue estabelece esse resultado, mostrando que isso nao é uma mera

coincidéncia.
Proposigio 3.2 (Teorema Orbita-Estabilizador) Seja G um grupo finito que age em
um conjunto X. Entao, para cada elemento v € X,

Demonstragao:
Pelo Lema 3.3, temos que S, é um subgrupo de GG, implicando, pelo Teorema de Lagrange,

que

Portanto, precisamos mostrar que

10, |=[G: S, (3.1)
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Como os elementos de O, sao da forma ¢ - x e as classes laterais de S, sao
da forma ¢S,, podemos demonstrar a equacao 3.1 estabelecendo uma correspondéncia

biunivoca entre os elementos de O, e as classes laterais de .S, de modo que V¢, g5 € G,
G15: =925 & g1 T=ga T

Portanto, consideremos a seguinte funcao:

Sejam g1, 92 € G7

(1) ¥ esta bem definida:

915z = 925, g5 g1 €Sy, pelo Lema 1.1
(95'q1) - & = =, pela definicao de S,
g5 - (g1-x)=x,  por (A2)

g1-T = @o- T, pelo Lema 3.1

¢

U(g1S:) = V(g25,), pela definicio ¥

(i) W é injetora:

U(1S:) =V (g2S,) = gr-x=g¢gy-u, pela definicao de ¥
= g (gn-2) =g, pelo Lema 3.1
= (9;'q1) ==, por (A2)
= gy'91 €85, pela defini¢ao de S,
= 15: = 925, pelo Lema 1.1

(731) W é sobrejetora:

Yy € Oy, dg € Gtal que y =g - = W(gS,).

Portanto, a funcao W é bijetiva, o que nos leva a concluir que a érbita de x e o conjunto

G G
quociente — tém a mesma cardinalidade, isto é, [G : S,| = || = 1G] . Em outras
G
palavras, temos que | O, |= H, ou equivalentemente, | O, || S; |=| G |. m
T

Corolario 3.1 Seja G um grupo finito que age em um conjunto finito X. Entdo o nimero

de elementos de X em cada orbita € um divisor da ordem de G.
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Demonstragao:
A demonstragao decorre imediatamente da equacao multiplicativa do Teorema Orbita-

Estabilizador. ]

Corolario 3.2 Seja G um grupo finito que age em um conjunto finito X. Sejam xq, x5 €

X, dois elementos na mesma drbita, entdo | Sy, |=| Sz, |-
Demonstragao:
Como x1,75 € X pertencem a mesma érbita, entdao | O,, |=| O., | e pelo Teorema

Orbita-Estabilizador segue que

’ Oxl H le |:| G |:| O:L‘z H sz ‘ = | Sx1 ‘:| Sﬂcz |

Proposicao 3.3 Seja G um grupo finito agindo em um conjunto finito X. Entdo o

numero de orbitas distintas €

1
X/G |= —— S
| X/G = g Do 1S

rzeX

Demonstragao:
Suponha que existam k 6rbitas distintas, isto é, | X/G |= {O.,, -+ ,0..}. Entao, a
aplicacao do Teorema Orbita-Estabilizador & O,,;, com i € {1,--- ,k}, nos da

S s Y o

€0, €0,

1
=161 2 1o

$€Ozi

1
=G| . pois O, = 0, ,Vz € O,,
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=[G |
Assim, somando para todas as érbitas obtemos,

k

D ISal=> > 15|

zeX i=1 2€0y,
k

=) |G|
i=1

= X/G G
Logo,
1
!X/G|:TZ\S:E| u
| |x€X

Entretanto, a formula acima é pouco eficiente na resolucao de problemas cuja
cardinalidade de X seja grande, pois o cdlculo do ntimero total de estabilizadores requer
a listagem de todos os elementos de X, o que se tornaria impraticavel.

O Teorema Contagem de Burnside, que veremos a seguir, resolve essa dificuldade

a medida que percorre os elementos Gz, descartando a necessidade da soma em X.

3.4 Teorema de Contagem de Burnside

Definigao 3.6 Seja G um grupo finito agindo em X. Dado um elemento g € G, definimos

o conjunto dos pontos fizos de g, denotado por Fix,, como
Fizg={r e X;g- v =2} CX

Desse modo, Fiz, ¢ o conjunto formado por todos os elementos de X que se
mantém invariantes apés a acao de g € G.
Por exemplo, no caso do quadrado dividido em triangulos pelas diagonais, pinta-

dos com as cores azul e verde, temos que:

Fixee = { M W}

Figura 3.11: Conjunto dos pontos fixos de o? € D.
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Lema 3.4 Se G ¢ um grupo finito agindo em X, entao

> | Fizg|=) |5 |

geG zeX

Demonstragao:
Considere o conjunto A = {(z,9) € X x G : g -z = z}.

A contagem dos elementos de A pode ser feita das duas formas seguintes:

e Fixando a primeira coordenada e variando a segunda.
Neste caso, para cada x € X fixo, o nimero de elementos g € G que fixam x é a

cardinalidade do conjunto S, = {g € G : g - & = x}, ou seja,

[ A=) 15|

zeX

e Fixando a segunda coordenada e variando a primeira.
Neste caso, para cada g € G fixo, o nimero de elementos x € X que mantidos fixos

por g é a cardinalidade do conjunto Fiz, = {g € G : g-x = x}, ou seja,

| Al=) | Fiz, |

geG

Portanto, Y | Fizg |= Y | S, |.

geG zeX

Proposicao 3.4 (Teorema de Contagem de Burnside - TCB) Seja G um grupo

é

agindo em um conjunto X, ambos finitos, entdo o niumero de drbitas distintas | X/G

dada por

| X/G |= ﬁ S Fia(g)

geG

Demonstracgao: O resultado segue de forma imediata ao considerar a Proposicao 3.3 e

Lema 3.4. ]
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Aplicacao no problema do quadrado dividido pelas diagonais

Retornemos ao problema de calcular o nimero de érbitas distintas do quadrado
dividido em triangulos pelas diagonais, pintados nas cores azul e verde. Mas agora usando

o conceito de pontos fixos para aplicar o TCB.

i d,,.

te

y m
_______ o . '"t'l"'""l'

La

: ~dy

m;

Figura 3.12: Representagao das simetrias do quadrado dividido pelas diagonais.

Para facilitar nossa escrita, os triangulos da figura acima, ¢, to, t3 e t4, serao
agora denominados 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Assim sendo, temos o conjunto de cores
C' = {azul,verde} e o conjunto dos triangulos D = {1,2,3,4}. Se X é o conjunto das
coloracdes f : D — O, entdo | X |=2* = 16. Neste problema, consideramos duas pinturas
idénticas quando uma puder ser obtida da outra por alguma simetria do quadrado. Por-
tanto, o grupo G que ir atuar sobre X é o grupo diedral Dy = {e, a, a?, a®, dy, dy, my, ms}.
Um elemento g € G fixa uma coloracao de X quando os triangulos representados em um
mesmo ciclo de g apresentam a mesma cor. A quantidade de coloracoes fixadas em X

para cada simetria do quadrado é apresentada na tabela a seguir:

Tabela 3.2: Valores de | Fiiz, | para cada g € Dj.

Elemento g Decomposigao em ciclos | Fiz, |

e (H(2)(3)(4) 2!

a (1234) 2!
o® (13)(24) 22
o? (1432) 2!
d (14)(23) 2?2
do (12)(34) 2
m (1)(24)(3) 2
Moy (13)(2)(4) 23

Para exemplificar como é obtida a quantidade de coloracoes fixadas em X por um

elemento de Dy, considere a rotacio de 180° representada por a? = (13)(24), que leva os
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triangulos 1 a 3, 2 a 4 e vice-versa. Assim, qualquer atribuicao de cor que fique invariante
por o tem que ser tal que os triangulos 1 e 3 devem ter a mesma cor e os triangulos 2
e 4 também devem ter a mesma cor, mas nao necessariamente a mesma de 1 e 3. Logo,
o niimero de cores invariantes por a? é | Fir,> |= 2> = 4, onde o 2 da base se refere
ao numero de cores (apenas duas neste caso, azul e verde) e o expoente 2 ao niumero de
ciclos de o?.

Portanto, pelo Teorema de Contagem de Burnside, o niimero de formas distintas
de se pintar os triangulos do quadrado dividido pelas diagonais, usando apenas duas cores

(azul e verde), é igual a:
L 3 2 1 1 48
[ X/G =5 (24222432242 2) = S (16416 +12+4) = = =6.

O que era de se esperar, pois ja haviamos obtido esse valor anteriormente por observagao.
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Capitulo 4

Aplicacoes do Teorema de Contagem

de Burnside

Neste capitulo apresentamos alguns problemas de contagem que podem ser resol-
vidos a luz do Teorema de Contagem de Burnside, bem como da teoria desenvolvida nos

capitulos anteriores.

4.1 Problema da pintura das faces do cubo

Problema 1 De quantas maneiras distintas podemos pintar as faces de um cubo, se
temos m cores disponiveis e cada face do cubo pode receber uma unica cor? Calcule o

nimero de pinturas utilizando as cores cinza, marrom e verde (Santos e Bovo, 2004).

Solucao

Neste problema,a quantidade de coloracdes existentes em X é dado por m®, pois
um cubo possui 6 faces. Pinturas que podem ser obtidas através de uma simetria de
rotacao do cubo devem ser consideradas iguais. Como visto na subsecao 2.2.5, o cubo
possui 24 simetrias, obtidas por rotagoes. Um elemento g € G fixa uma coloragao de X
quando as faces representadas em um mesmo ciclo de g apresentam a mesma cor. Vejamos

agora a quantidade de coloracoes fixadas em X, para cada simetria do cubo:

e a identidade e, que é composta de seis ciclos de comprimento 1, fixa todos os ele-

mentos de X. Portanto, | Fiz, |= m°
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e as trés simetrias de rotagao de 90° pelo eixo indicado em (a), sendo cada uma
composta por um ciclo de comprimento 4 e dois ciclos de comprimento 1 (quatro
faces de mesma cor e as outras duas faces de cores arbitrarias). A contribuigao

destas 3 rotacoes é de 3m?.

e as trés simetrias de rotacdo de 180° pelo eixo indicado em (a), sendo cada uma
composta por dois ciclos de comprimento 2 e dois ciclos de comprimento 1 (dois
pares de faces opostas da mesma cor e as outras duas faces de cores arbitrarias). A

contribuicao destas trés rotacoes é de 3m?.

e as trés simetrias de rotacdo de 270° pelo eixo indicado em (a), sendo cada uma
equivalente a uma rotacao de —90° pelo mesmo eixo. Por simetria, elas possuem a

mesma contribuicdo, isto é, 3m?.

e as seis simetrias de rotagdo de 180° pelo eixo indicado em (b), sendo cada uma
composta por trés ciclos de comprimento 2 (as duas faces adjacentes a uma aresta
possuem cores iguais e as duas faces adjacentes a aresta oposta a considerada an-
teriormente devem também ser de cores iguais, mas nao necessariamente da mesma
cor das duas primeiras, e as outras duas faces opostas do cubo também devem ter
a mesma cor, mas nao necessariamente a mesma dos dois pares de faces referidas

anteriormente). A contribuicdo destas seis rotacdes é de 6m?.

e as quatro simetrias de rotagao de 120° pelo eixo indicado em (c), sendo cada uma
composta por dois ciclos de comprimento 3 (trés faces incidentes em um dos vértices
do eixo de rotagao sao da mesma cor e as outras trés faces incidentes no outro vértice
do eixo de rotagao sdo também de mesma cor). A contribuicao destas quatro rotagoes

é de 4m?.

e as quatro simetrias de rotagao de 240° pelo eixo indicado em (c), sendo cada uma
equivalente a uma rotacao de —120° pelo mesmo eixo. Por simetria elas possuem a

mesma contribuicao, isto é, 4m?.

Portanto, pelo Teorema de Contagem de Burnside, o niimero de maneiras distin-

tas de pintarmos as faces do cubo dispondo de m cores é

1 1
| X/G |= Y (m® +3m® + 3m* + 3m® + 6m® + 4m® + 4m?) = v (m® +3m* + 12m* + 8m?)
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Em particular, para sabermos o ntimero de pinturas existentes dispondo apenas
das cores cinza, marrom e verde, substituimos m = 3 na ultima expressao, o que nos da

| X/G |= 57 pinturas distintas.

4.2 Problema das moléculas organicas

Problema 2 Quantas moléculas organicas diferentes da forma (ver figura 4.1)

Figura 4.1: Tlustracao da molécula

existem, sendo que C representa um dtomo de carbono e cada Y representa um dos quatro
componentes: hidrogénio (—H ), metil (—C Hs), etil (—C2Hs) ou cloro (—Cl)? Dica: Cada
molécula dessa forma pode ser modelada por um tetraedro regular, com o carbono no centro

da piramide e os componentes Y nos vértices (Santos e Bovo, 2004).

Figura 4.2: Ilustragao tetraédrica da molécula organica.

Solugao

Podemos associar cada componente Y a uma cor, de modo que, considerando
os quatro vértices do tetraedro regular, hd 4* = 256 coloracoes diferentes no conjunto
X. Vimos na subsecao 2.2.4 que um tetraedro regular possui 12 simetrias, obtidas por

rotagoes. Logo o grupo G que ira atuar sobre X sera:

G ={(D)(2)3)(4), (1)(234), (1)(243), (2)(134), (2)(143), (3)(124),
(3)(142), (4)(123), (4)(132), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
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Vejamos agora a quantidade de coloracoes fixadas em X, para cada simetria do

tetraedro regular:

e a identidade, que é composta de quatro ciclos de comprimento 1, fixa todas as 256

coloracoes de X.

e as quatro simetrias de rotacdo de 120° pelo eixo indicado em (a), sendo cada uma
composta por um ciclo de comprimento 1 e um ciclo de comprimento 3 (trés vértices
de mesma cor e o vértice por onde passa o eixo de rota¢ao de cor arbitraria). Assim,

temos 4 - (4 - 4) = 64 coloragoes fixadas.

e as quatro simetrias de rotagao de 240° pelo eixo indicado em (a), sendo cada uma
equivalente a uma rotacao de —120° pelo mesmo eixo. Por simetria elas possuem a

mesma contribuigao, isto é, 64 coloragoes fixadas.

e as trés simetrias de rotacao de 180° pelo eixo indicado em (b), sendo cada uma
composta por dois ciclos de comprimento 2 (o componente dos dois vértices de uma
das arestas e o componente dos outros dois vértices, que sao as extremidades da

outra aresta). Assim, temos 3 - (4 - 4) = 48 coloragoes fixadas.

Portanto, pelo Teorema de Contagem de Burnside, o nimero de moléculas organicas

distintas respeitando as condigoes do problema ¢ igual a

1 1
| X/G |= 35 (256 + 48 +128) = - (432) = 36

4.3 Problema dos guardanapos

Problema 3 Uma mesa retangular com seis lugares acomoda seis pessoas, duas ao longo
de cada lado mais longo e uma de cada lado mais curto. Um guardanapo colorido, com
uma de m cores dadas, € colocado para cada pessoa. FEncontre o numero de padroes

distintos entre todas as atribuicdes possiveis de cores (Nagpaul e Jain, 2005).
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Solucao

Vamos numerar os guardanapos conforme figura a seguir:

H 2]
4]
H 6]

Figura 4.3: Ilustracao da mesa com os seis guardanapos numerados.

Seja X o conjunto de coloracoes dos seis guardanapos. Entao, neste caso, o
nimero total de coloracoes presentes em X é m®. Entendemos por uma igualdade entre
duas atribuicoes de cores dos seis guardanapos se uma puder ser obtida da outra por
alguma simetria (rotacao ou reflexdao) do retangulo mostrado acima.

Sabemos da subsecao 2.2.1 que um retangulo possui 4 simetrias: a identidade,
uma rotacao de 180° e duas reflexdes em torno das retas que contém o centro do retangulo

e sao paralelas aos lados. Assim, o grupo G que ira agir sobre X sera

G ={(1)(2)(3)(4)(5)(6), (14)(25)(36), (1)(4)(26)(35), (14)(23)(56) }

Podemos também escrever G na forma G = {e, a,b,ab}, onde e indica a identi-

dade, a indica uma rotacao de 180° e b indica uma reflexdo. Observe que:

e A rotagao trivial e = (1)(2)(3)(4)(5)(6) é a identidade de G. Como e mantém
todos os seis guardanapos em sua posicao original, entao podemos atribuir cores

arbitrarias a cada um deles. Assim, o nimero de coloragoes invariantes por e é

- 6
| Fiz1y2)(3)(4)(5)(6) |= ™ -

e A rotagao de 180° representada pela permutacao a = (14)(25)(36) leva os guardana-
pos 1 a4, 2ab, 3 a6 evice-versa. Desse modo, qualquer atribuicao de cor que fique
invariante por a, obriga os guardanapos dentro de um mesmo ciclo da permutacao
a a terem a mesma cor, isto é, os guardanapos 1 e 4 devem ter a mesma cor, 2 e
5 devem ter a mesma cor, e 3 e 6 devem ter a mesma cor. Assim sendo, podemos
atribuir arbitrariamente uma das m cores aos guardanapos 1, 2 e 3. Portanto, o

nimero de coloragoes invariantes por a é | Fix(14)(25)36) |= m3.
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o A reflexdo b = (1)(4)(26)(35) na horizontal mantém os guardanapos 1 e 4 fixos, leva
2 a 6,3 ab, e vice-versa. Logo, uma atribuicao de cor é invariante sob a reflexao b
se os guardanapos 2 e 6 tiverem a mesma cor, e 3 e 5 também tiverem cores iguais.
Dessa forma, pela simetria b é possivel atribuir cores arbitrarias aos guardanapos 1,

4,2 e 3. Portanto, o niimero de coloractes invariantes por b é | Fiiz(1)(a)(26)(35) |= m?.

o A reflexdo ab = (14)(23)(56) na vertical leva os guardanapos 1 a 4, 2 a 3,5 a 6
e vice-versa. Se uma atribuicao de cor for invariante sob a reflexao ab, entao os
guardanapos 1 e 4 devem ter a mesma cor, 2 e 3 devem ter a mesma cor, e 5 e 6
devem ter a mesma cor. Assim, podemos atribuir cores arbitrarias aos guardanapos

1,2 e 5. Portanto, o nimero de coloragoes invariantes por ab é | Fix14)23)(s6) |= m3.

Destarte, pelo Teorema de Contagem de Burnside temos entao que o ntimero de

padroes distintos de guardanapos atendendo as condigcoes do problema é:
L 4 3
]X/G]:Z(m +m* +2m?)

Em particular, no caso de 2 cores, basta substituir m = 2 no polinomio acima

para obter | X/G |= 24.

4.4 Problemas de tabuleiros

Problema 4 De quantas maneiras distintas € possivel pintar as casas de um tabuleiro

1 X n, sendo que cada casa pode ter uma de m cores? (Nagpaul e Jain, 2005)

Solugao
Considere a figura abaixo, representando um tabuleiro 1 x n, cujas casas estao

numeradas ordenadamente de 1 a n:

Figura 4.4: Ilustracao do tabuleiro 1 X n com casas numeradas.

Seja X o conjunto de coloracoes das n casas do tabuleiro 1 x n. Considerando

as m cores possiveis, o numero total de coloragoes presentes em X é m™. O grupo de
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simetrias de um retangulo é G = {e,a,b,ab}. Porém, neste problema em particular,
nota-se que a reflexao em torno da reta horizontal, e que divide o tabuleiro ao meio, nao
altera as coloragoes. Portanto, o grupo que nos interessa se reduz a G = {e,a} em que
a indica uma rotacao de angulo de 180° ou, equivalentemente, uma reflexao em torno da
reta vertical que passa pelo centro do tabuleiro. Deste modo, hé igualdade entre duas
coloragoes se uma puder ser obtida da outra por uma rotacao do retangulo.

Como a identidade e fixa todas as coloragoes das n casas do tabuleiro em questao,
entao | Fixz, |=m".

Para que uma atribuicao de cor seja invariante sob a rotagao a, entao as casas 1
e n devem ter a mesma cor, as casas 2 e n — 1 devem ter a mesma cor, e quaisquer duas
casas equidistantes dos extremos do tabuleiro devem ter cores iguais, ou seja, as casas i e

n + 1 — ¢ devem ter a mesma cor. Desse modo,

e Se n é par, podemos atribuir qualquer uma das m cores as casas 1,...,n/2, resul-

n

tando | Fiz, |= (m)2.

e Se n for impar, podemos atribuir qualquer uma das m cores as casas 1,...,(n+1)/2,
n+1

sendo que a casa central ocupa a posigao (n + 1)/2. Assim, | Fiz, |= (m) 2 .

Portanto, pelo Teorema de Contagem de Burnside, o nimero de padroes distintos é:
1 , .
|X/G |: ﬁ(| Fll’e | + | FZCCa |)

(m”—i—m%), se n é par

n+1

<m"+m 2 ), se n é impar

|
N~ N =

Por exemplo:
1
Sem =3en =26 (npar), entao | X/G |= 3 (3° +3%) = 3718.

(37 +3%) = 1134

DN | —

Sem =3en =7 (nimpar), entdo | X/G |=

Problema 5 Maria deseja pintar de amarelo ou roxo as nove casas de um tabuleiro 3 x 3.
Se as pinturas da frente e do fundo do tabuleiro se sobrepoem e devem ser idénticas, e
se € permitido usar a mesma cor para pintar casas vizinhas, determine o numero de

possibilidades distintas de pinturas.
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Solucao

Vamos numerar as casas do tabuleiro conforme a figura abaixo:

5143
6192
7181

Figura 4.5: Tabuleiro 3 x 3 com as casas numeradas.

Temos um total de 2° = 512 coloracoes diferentes em X, pois existem duas
possibilidades de cor para cada casa do tabuleiro. Por estarmos considerando tabuleiros
3 x 3, observe que ha tabuleiros que nao podem ser obtidos uns dos outros apenas por

rotagoes, como ¢ ilustrado, por exemplo, na figura a seguir.

Figura 4.6: Exemplos de tabuleiros nao obtidos um do outro por rotagao.

Em conformidade com o nosso problema, podemos considerar, neste caso, as
reflexdes (rotagdes espaciais) do tabuleiro, ja que, as pinturas da frente e do fundo do
tabuleiro se sobrepoem e sao idénticas. Nesse sentido, dizemos que dois tabuleiros 3 x 3
sao iguais, se um pode ser obtido do outro por uma rotagao ou por uma reflexao. Note que
nas nossas observacoes sobre padroes de coloragoes equivalentes as simetrias do quadrado
é que estao sendo consideradas na diferenciacao. Consequentemente, o grupo G que ira
atuar sobre X é o grupo diedral Dy = {e,a,a? a®,mi, my,dy,ds}, onde e, o, o* e a®
indicam as rotagoes, m; e msy indicam as reflexdes através das mediatrizes e d; e ds
indicam as reflexoes através das diagonais.

A quantidade de coloragoes fixadas em X para cada simetria do quadrado (que

neste caso corresponde a simetria do tabuleiro 3 x 3) é apresentada na tabela a seguir:
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Tabela 4.1: Valores de | Fiiz, | para cada g € Dy.

Elemento ¢ Decomposigao em ciclos | Fiz, |
e (H2)B)@EG)6)(T)’)(9) 2
« (1357)(2468)(9) 23
o’ (15)(26)(37)(48)(9) 2°
o’ (1753)(2864)(9) 23
my (13)(48)(57)(2)(9)(6) 2°
my (17)(26)(35)(4)(9)(8) 2°
dy (28)(37)(46)(1)(9)(5) 2°
dy (15)(24)(68)(3)(9)(7) 2°

Portanto, pelo Teorema de Contagem de Burnside, o niimero de formas distintas

de se pintar o tabuleiro 3 x 3, nas condigoes expostas, é igual a:

1 1
| X/G |= = (29+2 23 +2° 4+ 4. 26)—8(512+16+32+256):%:102.

Problema 6 Joaozinho tem de pintar de amarelo ou roxo as casas de um tabuleiro n xn,
em que n € um numero par. De posse da informacao de que o fundo do tabuleiro a ser
pintado por ele é todo preto e que casas vizinhas podem ser pintadas da mesma cor, de

quantas maneiras distintas € possivel fazer as pinturas?

Solucao

Neste problema, o conjunto X das coloracoes possui m" elementos, pois ha m
possibilidades de cores para cada uma das n? casas do tabuleiro n x n. Para definirmos
o grupo G de simetrias basta observar que duas pinturas do tabuleiro sao consideradas
idénticas, se uma puder ser obtida da outra por meio de uma rotacao. Note que nao existe
reflexao neste caso, dado que o fundo do tabuleiro de Joaozinho é totalmente preto. Em
razdo disso, o grupo G que ird atuar sobre X é o grupo ciclico Cy = {e, a,a* a*}, onde e
indica a identidade e a indica uma rotacao de 90°.

Portanto, as quatro rotacoes que deixam o tabuleiro em questao invariante sao

as seguintes:

2

. . ~ . . 2
e A identidade e, que fixa as coloragoes das n” casas do tabuleiro, ou seja, fixa m"

tabuleiros;
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e A rotacao de 90°, que fixa m" /4 tabuleiros;
e A rotagao de 180°, que fixa m"/? tabuleiros;
e A rotacao de 270°, que fixa m™/* tabuleiros.

Pelo Teorema de Contagem de Burnside, temos que o nimero de maneiras dis-

tintas de se pintar o tabuleiro nas condigoes estabelecidas é:
1 n? n?/4 n2/2
|X/G|:Z<m +2m" 7 +m )
Repare que substituindo m = 2 e n = 4 no polinomio acima, temos:

24
(16+2+4+2) =" =06

1 =

| X/G |:i(24+2-2+22):

e o problema equivale ao das pinturas, nas cores azul e verde, do quadrado dividido pelas

diagonais, visto no capitulo anterior.

4.5 Problema do colar

Problema 7 Um rico zeique quer presentear sua filha, no aniversdrio, com um colar

contendo 5 pedras preciosas e 50 pérolas nas sequintes condigoes:
(i) pode ser usado mais um tipo de pedra no colar;

(ii) as pedras devem ser do mesmo tamanho, homogéneas na cor e com forma geométrica

elipsoidal;
(11i) duas pedras de mesmo tipo devem ser indistinguiveis;
(iv) todas as pérolas devem ser idénticas na forma e na cor;

(v) as pérolas devem ser distribuidas igualmente entre as pedras preciosas, ou seja, deve

sempre haver dez pérolas entre duas pedras.

O zeique deizou a cargo do joalheiro a decisao de variar ou nao os tipos de pedras no colar,

bem como a escolha do numero de cada pedra, caso este opte por mais de um tipo. Sabendo
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que o artesdo possui safira azul royal, esmeralda (verde) e rubi (vermelho), cada uma em
quantidade suficiente para atender ao pedido, determine de quantas formas distintas pode

ser confeccionado esse colar, se nao hd variacao no cordao.

Solucao

Em qualquer colar confeccionado pelo artesao existem trés opgoes de cores para
cada uma das cinco pedras preciosas, que sao do mesmo tamanho e formato, e estao
equiespacadas por dez pérolas idénticas. Entao, sao as cores e as posicoes das cinco pedras
preciosas no colar que colaboram na diferenciagao de um colar e outro. A vista disso, neste
problema, podemos considerar cada pedra preciosa como ocupando cada um dos vértices
de um pentégono regular. E assim, hd 3° = 243 coloracdes diferentes no conjunto X, visto
que temos trés possibilidades de cores para cada uma das cinco pedras preciosas. Além
disso, dois colares sao considerados equivalentes se um deles for rotacionado ou invertido
(virado, refletido) e resultar no outro.

O pentagono regular possui 10 simetrias:

e As rotacoes e, o, o, o, ot de 0°, 72°, 144°, 216° e 288°, em torno de seu centro e

no sentido anti-horario;
e As reflexoes mq, mo, ms, my € ms através das mediatrizes.

Na figura seguinte estao indicadas apenas as reflexdes de um pentdgono regular.

Figura 4.7: Simetrias de reflexao do pentagono regular.
Portanto, o grupo G que ira agir sobre X é o grupo diedral

3

2 4
D5 = {5704704 A, & ,ml,mQ,mg,m4,m5}

A quantidade de coloracoes fixadas em X para cada simetria do pentagono regular

¢ exibida na tabela a seguir:
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Tabela 4.2: Valores de | Fiiz, | para cada g € Ds.
Elemento g Decomposigao em ciclos | Fiz, |

¢ (H(2)B)4)) 3

oY (12345) 3
o? (13524) 3
o? (14253) 3
ot (15432) 3
m (1)(25)(34) 3’
my (2)(13)(45) 37
my (3)(15)(24) 3°
my (4)(12)(35) 37
ms (5)(14)(23) 33

Aplicando o Teorema de Contagem de Burnside, vemos que o nimero de formas

distintas de se fabricar o colar, considerando as condigoes estabelecidas, é:

1 1 390
X/Gl=—(3"+5-33+4-3) = —(243+1 12) = — =
| X/ | 10(3 +5-3"+4.3) 10( 34135+ 12) o =3

Veja a seguir ilustragao de todos os 39 colares:

QLLLLOOD
QOLLLOG
QOLLLOG
QLLLOD
QOO
QOO

Figura 4.8: Ilustragao dos colares com 5 pedras nas cores azul, verde e vermelho.
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4.6 Problemas envolvendo hexagono

Problema 8 De quantos modos diferentes é possivel pintar os vértices de um hexdgono

reqular, sabendo que cada vértice deve receber uma tunica cor dentre m cores disponiveis?

Solucao
Como um hexagono regular possui 6 vértices e existem m possibilidades de cores
para cada um, entao o nimero total de coloragoes presentes em X neste caso é dado por

mb. As simetrias que deixam o hexdgono regular invariante sio as seguintes:

e As rotacoes e, o, o, o2, at, a® de 0°, 60°, 120°, 180°, 240° e 300°, em torno do seu

centro e no sentido anti-horario;
e As reflexdes my, my e mg através das mediatrizes;

o As reflexoes dy, ds e d3 através das diagonais.

Figura 4.9: Tlustracao do hexdgono regular com os vértices numerados.

Duas pinturas do hexagono regular sao idénticas se uma puder ser obtida da outra
por meio de uma rotacao ou reflexao. Portanto, o grupo G que ird atuar sobre X ¢é o
grupo diedral Dg = {e, o, a?, a® a*,a®, my, ma, ms, dy, dy, ds}.

A quantidade de coloragoes fixadas em X para cada simetria do hexdgono regular

¢ apresentada na tabela a seguir.
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Tabela 4.3: Valores de | Fiiz, | para cada g € Dg.
Elemento g Decomposigao em ciclos | Fiz, |

¢ (1)(2)(3)(4)(5)(6) m°

o (123456) m
o? (135)(246) m?
o? (14)(25)(36) m?
ot (153)(264) m?
o’ (165432) m
dy (1)(4)(26)(35) m'
da (3)(6)(24)(15) m
dy (2)(5)(13)(46) m'
my (12)(36)(45) m?
My (16)(25)(34) m?
ms (14)(23)(56) m®

Dai, pelo Teorema de Contagem de Burnside, temos:

1
| X/G |= D (m® +3m* + 4m® + 2m® + 2m)

Problema 9 Sabendo que o anel de carbono é composto de 6 datomos de carbono, qual
¢ o numero de moléculas diferentes obtidas ligando-se a cada carbono um dtomo de hi-
drogénio ou o grupo metil (—C' H3)? Para exemplificar, considere a ligagdo de um dtomo

de hidrogénio a cada dtomo de carbono, cujo resultado é uma molécula de benzeno.

Solucao
Resolver este problema é equivalente a determinar o nimero de pinturas dos
vértices do hexagono regular dispondo-se de duas cores. Desse modo, a solugao ¢ alcangada

fazendo m = 2 na expressao obtida no problema anterior, o que nos da

1 1 156
| X/G |:E(2G+3-24+4-23+2-22+2-2):E(64+48+32+8+4):E:13

Portanto, a partir do anel de carbono podem ser obtidas 13 moléculas quimica-
mente diferentes, ligando-se a cada carbono um atomo de hidrogénio ou o grupo metil.

Veja as 13 possibilidades na figura a seguir:
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Figura 4.10: Tlustracao das diferentes moléculas obtidas.



Consideracoes finais

O estudo de métodos de contagem constitui-se em intrigante drea na Matematica,
pois as técnicas variam bastante conforme o tipo de problema de que se estd tratando.

O presente trabalho utiliza-se de recursos da teoria de grupos para construir os
alicerces sobre os quais ¢ possivel contar o nimero de padroes de coloragoes de alguns
objetos. Nesse aspecto, foram definidos alguns conceitos como orbitas, estabilizadores e
pontos fixos, essenciais na construgao do Teorema de Contagem de Burnside (TCB).

Acerca de expectativas para estudos futuros, esta a elaboragao de um material
didatico, voltado para alunos do Ensino Médio, capaz de apresentar os conceitos essenciais
deste trabalho de forma acessivel, proporcionando a aplicagao do TCB.

Embora o TCB seja uma importante ferramenta para a contagem de padroes,
apresenta-se como sucessor natural a este trabalho o estudo do Teorema Enumerativo
de Podlya, capaz de exibir informacoes acerca do nimero de coloracoes de cada tipo de

padrao.
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