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RESUMO

O presente trabalho possui por finalidade contextualizar o estudo das funcgoes tri-
gométricas através da abordagem de movimentos periédicos, especificamente, do péndulo
simples. H4 uma proposta de aula investigativa que usa como suporte para seu desenvol-
vimento o software Geogebra. Com o uso do software podemos explorar caracteristicas
do comportamento grafico das fungoes trigométricas usando a variagao de parametros de
forma dinamica e pratica. Para garantir ao docente um suporte tedrico para o desenvolvi-
mento da pratica proposta e de outras similares, o trabalho traz uma revisao de contetidos
fundamentais de dominio do professor para o direcionamento adequado da atividade. Es-
ses conceitos sao as Equagoes Diferencias Ordindrias e oscilagoes, seja quando essas estao
em Movimento Harmonico Simples (MHS) ou em movimento com amortecimento. Com
esse trabalho existe o desejo de estimular outras praticas contextualizadas na aborda-
gem das fungoes trigométricas, diminuindo o alto nivel de abstracao e desinteresse nesse
contetdo, fato observado pelo autor em sala de aula e que se tornou a motivacao para o
desenvolvimento do presente trabalho.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Ordinarias, Péndulo Simples, Oscilagoes, Ati-
vidade Investigativa.



ABSTRACT

This work intends to provide a context to the study of trigonometric functions by
addressing periodic movements, namely, the simple pendulum. We propose an investiga-
tive lesson supported by the Geogebra software. By using this software, we may explore
the features of the graphic behavior of trigonometric functions using the variation of
parameters in a practical and dynamic manner. In order to provide the teacher with
a theoretical support for the development of the practice we propose and other similar
practices, the paper brings a review of basic content to be mastered by the teacher for
the proper facilitation of the activity. These concepts are Ordinary Differential Equations
and oscillations, whether when they are in a simple harmonic motion (SHM) or in a dam-
ped motion. Through this paper, we wish to encourage other contextualized practices
when teaching trigonometric functions, reducing the high level of abstraction and lack
of interest for such subject, which were both observed by the author during his teaching
experience and became the motivating factor for the development of this work.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Simple Pendulum, Oscillations, Investi-
gative Activity.
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1 Introducao

O péndulo é um dos sistemas mais simples de serem estudados e observados quando
analisamos exemplificagoes de movimentos periddicos. Ele consiste praticamente de uma
massa presa a um fio. A descricao algébrica desses movimentos envolvem, em suas maioria,
as fungoes trigonométricas, um dos assuntos tratados no Ensino Médio conforme constante
nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM).

Segundo orientagoes do (PCNEM), a Matemética deve articular, integrar e sistema-
tizar fenomenos e teorias entre as varias areas de conhecimento. Todavia, por experiéncias
do autor lecionando aulas para o Ensino Médio e por contato com outros professores do
mesmo nivel de ensino, observa-se prevalecer, ainda, a abordagem das funcgoes trigo-
nométricas desvinculada as suas aplicacoes, limitada a analisar as propriedades dessas
funcoes sem um contexto que justifique esse estudo. Essa pratica gera grande abstracao
e desinteresse por parte do aluno ao estudar o contetido.

Na busca de uma nova alternativa de abordagem desse assunto, houve o desenvolvi-
mento do presente trabalho. O objetivo é propor aos professores do Ensino Médio suporte
tedrico e um plano de aula que engloba as fungoes trigonométricas vinculada a analise do
movimento do péndulo.

Quanto ao suporte tedrico, as equagoes que regem a descricao do movimento do
péndulo quanto a posicao, velocidade e aceleracao exigem a resolucao de Equagoes Dife-
renciais Ordinarias de primeira e segunda ordem, logo esse é o assunto da segunda se¢ao.
Como se trata de proposta interdisciplinar entre as disciplinas de Matematica e Fisica,
houve a necessidade de oferecer ao docente também referenciais conceituais quanto ao
movimento periédico, como consta na terceira secao.

Na tultima se¢ao, hé a proposta de aula investigativa para alunos do Ensino Médio
sobre o estudo do movimento do péndulo, seja quando ele esta em Movimento Harmonico
Simples (MHS) ou quando consideramos a resisténcia do ar. Na aula, propomos para o
discente a construgao, a experimentacao, a testagem e a justificativa dos resultados. Para
o suporte dessa atividade utilizamos o software Geogebra, sendo ele gratuito e de facil
manuseio dos alunos.

Com esse trabalho hd um desejo de despertar em outros professores a elaboracao
de atividades semelhantes ou de complementacao a proposta, priorizando o ensino da
Matemaética com contexto e o estimulo & aprendizagem prazerosa e significativa.!

1O autor optou por escrever o texto na 1¢ pessoa do plural por considerar que o trabalho foi realizado
conjuntamente com o seu orientador.

11
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2 Equacoes Diferenciais

2.1 Contexto Historico

O estudo sobre equacoes diferenciais teve inicio no século XVII, a partir do interesse
por solucoes de problemas de Mecanica e Geometria. Dentre os estudiosos da época, Isaac
Newton (1643 - 1727), Gottfried Leibniz (1646 - 1716) e Jakob Bernoulli (1654 - 1705),
encontraram solugoes para equacoes diferenciais simples de primeira e segunda ordem.

Conforme Simoées (2014), Newton classificou as equacoes diferenciais de primeira
ordem da seguinte forma:

&y = f(z,y),

W = 7). = ).

dz " dx

d
Ele também expandiu um método para resolver a equacao d_y = f(z,y) para o caso
x

de f(x,y) ser um polinémio em z e y, através do uso de séries infinitas.

Enquanto Newton estudava as variaveis x e y variando com o tempo, Leibniz as
considerava variando em sequéncias de valores infinitamente préximos. Ele introduziu
a notacao dy e dxr como sendo a diferenca entre os valores sucessivos obtidos dessas
sequencias e foi o primeiro matematico a publicar seus estudos sobre equagoes diferenciais,

no ano de 1684. Leibniz ainda criou a notacao de derivada Y ¢ o sinal da integral.

x
Em 1691, descobriu o método de separagao de varidveis e estabeleceu uma forma de
redugao de equagoes homogéneas em equagoes separaveis e no ano de 1694, determinou o
procedimento para resolugoes de equacoes lineares de primeira ordem (NOBREGA, 2016).

N dy vy .
J& Jakob Bernoulli, resolveu a equacao diferencial — = — e uma curva de equagao
xr ax
transcendente a qual era subentendida a partir do modo como a curva era construida e

que satisfaz a equagdo diferencial y” = % /@ + (¥)?) (NOBREGA, 2016).

O século XVIII foi um periodo de grande crescimento do Calculo, trazendo con-
tribuicoes também para o desenvolvimento da teoria das equacoes diferenciais, foram
divulgados muitos métodos de resolucao com base em funcoes elementares.

O trabalho de Leonhard Euler (1707 - 1783), considerado o maior matematico do
século XVIII, foi de grande importancia para essa area. Entre 1734 e 1739, ele identificou
a condicao para que equagoes diferenciais de primeira ordem sejam exatas e desenvolveu o
método de variacao de parametros. Em 1743, demonstrou a teoria de fatores integrantes
e encontrou a solucao geral de equagoes lineares homogéneas de coeficientes constantes.
Euler usou série de poténcias para solucionar equacoes diferenciais e ainda estabeleceu
aproximacoes numéricas para “solucoes” aproximadas de determinadas equacoes.

Segundo Boyer (2009, p.313):
Euler foi, sem duvida, o maior responsavel pelos métodos de resolugao
usados hoje nos cursos introdutérios sobre equacoes diferenciais, e até

muitos dos problemas especificos que aparecem em livros texto de hoje
remontam aos grandes tratados que Euler escreveu sobre o Célculo.

12



2.2 Definicao e Classificacao das Equacoes Diferenciais 13

Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) também fez contribui¢oes para a drea mos-
trando que a solugao geral de uma equacao linear homogénea de ordem n é uma com-
binacao linear de n solugoes independentes. O matematico também teve trabalhos im-
portantes em equacoes diferenciais parciais e no calculo de variacoes (SIMC)ES, 2014).

Paralelamente, é importante salientar o trabalho de Pierre-Simon de Laplace (1749 -
1827). Seu método “A transformada de Laplace” permite solucionar uma equagao diferen-
cial ordindria de coeficientes constantes por meio da resolucao de uma equacao algébrica.

Como consequéncia dos trabalhos desses matematicos, no final do século XVIII ja
existiam muitos métodos para solucionar equagoes diferenciais ordindarias ja existiam. No
século XIX, destacamos os matemaéticos Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) e Augustin
Louis Cauchy (1789 - 1857). De acordo com Simoes (2014), Gauss percebeu que a teoria
das fungoes de uma variavel complexa era fundamental para obter os resultados necessarios
em equacoes diferenciais aplicadas. Cauchy criou a metodologia da equagao caracteristica
relevante na andlise e solugao de equacoes diferenciais parciais.

No término do século XIX e inicio do século XX, a preocupagao central ja era quanto
a existéncia e a unicidade de solugoes de equacoes diferenciais. No ano de 1876, Rudolf
Lipschitz (1832 - 1903) desenvolveu o teorema de existéncia para solugbes de equagoes
diferenciais de primeira ordem. Em meados do século XX, com o aumento das capacidades
de célculo com recurso computacional, tornou-se possivel resolver numericamente uma
grande classe de equagoes diferenciais.

A aplicabilidade das equacoes diferenciais em diferentes areas como Matematica,
Fisica, Biologia, Medicina, Economia, entre outras, fez com que, atualmente, tenhamos
muitos trabalhos publicados relacionados a essa temédtica e um grande avanco na area.
O estudo das equacoes diferenciais trouxe e traz ao homem um melhor entendimento da
realidade ao seu redor, auxiliando-o na solugao de muitos problemas ainda atuais.

2.2 Definicao e Classificagcao das Equacoes Diferenciais

Chamamos de equacao diferencial a equacao que possui derivadas de uma ou mais
varidveis dependentes em relagdo a uma ou mais variavéis independentes (ZILL, 2016,

p.2).

Podemos classificar as equacoes diferenciais quanto ao tipo, ordem e linearidade.

2.2.1 Classificagao pelo Tipo

Se uma equacao diferencial possui derivadas ordinarias com relagdo a uma tunica
variavel independente, ela é chamada de equacao diferencial ordinaria (EDO). Na equacao
diferencial ordinaria abaixo, a derivada da funcao y esta dependendo somente da varidvel
t.

dy
—Z —_5¢
— 5t + 3

De modo geral, podemos escrever uma equagao diferencial ordinaria da seguinte
maneira:

13



2.2 Definicao e Classificacao das Equacoes Diferenciais 14

d"y dnfly dy
an(x) . % + (ln_l(flf) . W + ...+ al(x) . % + CL()(ZE) ) + g(x) = 0. (1)

Os coeficientes a,(x), ap_1(z), ...,a1(x),ap(z) podem depender ou nao de t, sendo
chamados de varidveis e constantes, respectivamente.

Se uma equacao diferencial possui derivadas com relagao a duas ou mais varidveis
independentes, ela é chamada de equagao diferencial parcial (EDP). Por exemplo, na
equacao diferencial parcial abaixo, a derivada da funcao y estd dependendo das variaveis
zet.

Py _ Oy _
oz 0a?

2.2.2 Classificacao pela Ordem

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da mais alta derivada da equacao.
A equacao diferencial ordindria abaixo é de segunda ordem ou de ordem dois, posto que
a ordem da mais alta derivada é dois.

d?y dy
ZJ 5.2 2
dx? * dx ©

2.2.3 Classificacao Linear ou Nao-Linear

Uma equagao ¢ dita linear quando pode ser escrita da seguinte forma:

ar n—1
an(@) - T+ e (a)

Y
dxn—l

dy
+...+a1(:c)~%—i—ao(x)-y:g(x). (2)
Conforme Zill e Cullen (2001), as equagoes diferenciais lineares sao caracterizadas
por duas propriedades:
© A poténcia da varidvel dependente y é 1;
o Cada coeficiente depende apenas da varidavel independente x.
A equacao diferencial abaixo, a exemplo, é linear.
; dy d*y dy

L 52 L L —6y=0
o dx? o dx2+ v dx 4

Caso a equacao diferencial nao satisfaga as duas propriedades acima, ela é denomi-

nada nao-linear. A igualdade adiante nao é linear, uma vez que a segunda propriedade
nao foi cumprida.

14



2.3 Solucao de uma Equacao Diferencial Ordinaria de Primeira Ordem 15

2.2.4 Classificagao Homogénea ou Nao-Homogénea

Se o segundo membro de uma equagao diferencial é identificamente nulo, ela é cha-
mada de homogénea; caso contrario, ela é denominada nao-homogénea.

2.3 Solugao de uma Equacao Diferencial Ordinaria de Primeira
Ordem

A solucao de uma equagao diferencial num intervalo I é uma funcao que resulta em
uma identidade quando substituida na equacgao diferencial.

Algebricamente, dada a equagao diferencial ordinédria de ordem n

d”y dnfly dy
%—Fdxn_l—k...—l—%—l—y—l—g(x)—(), (3)

sua solu¢do é uma fungdo y = f(x) que possui ao menos n derivadas e que satisfaca a
equacao, ou seja :

n£(n) (g n—1£(n=1)(, T
BRI e M . 2 SR e ) (4)

Exemplo 2.3.1

d
Para a equacao diferencial d_?tJ = g, verificaremos que y = 2t é solucao no intervalo

(—00,+00). Substituindo a solugdo na equacao diferencial:

dy 2t
A}
dt t

Assim, teremos para todo ntimero real com t # 0:

dyy22t

Exemplo 2.3.2.

Analisaremos se y(z) = 2e™* + xze ® é solucao da equagao 3y’ + 2y +y = 0 no
intervalo (—oo, +00). Derivando y(x):

y(x)=—-2e"+e ™ —xe ¥ =—e " —ze”.

15



2.4 Resolucao de uma Equacao Diferencial Ordinaria de Primeira Ordem 16

y'(r)=e " —e " +ae” =ze "

Substituindo os valores das derivadas na equagao diferencial, obtemos:
v +2) +y=we " +2(—e " —ze ")+ (26" +xe” ") = 0.

Logo, y(z) é solucao.

Conforme Zill e Cullen (2001), nem toda equagao diferencial possui solugao e, ge-
ralmente, quando possuem, sao infinitas dependendo dos parametros arbitrarios. Quando
escrevemos uma solucao independente dos parametros arbitrarios ela é chamada de solugao
particular. Caso ela dependa de parametros, a familia de solugoes possiveis ¢ denominada
de solucao geral. Na secao a seguir, citaremos um método para averiguar a existéncia e
unicidade da solugao de determinada equacao diferencial.

2.4 Resolucao de uma Equacao Diferencial Ordinaria de Pri-
meira Ordem
Comecaremos analisando a resolucao das equacoes diferenciais mais simples, que

sao as de primeira ordem. Consideraremos, primeiramente, que todos os coeficientes da
equacao sao constantes

Dada uma equacao diferencial ordinaria de coeficientes constantes:

dn dnfl

dy
drn n—l'W+---+a1'%+a0'y+g(‘r):07 (5)

a equacao diferencial ordindria de primeira ordem sera aquela cuja maior derivada é de
ordem um, portanto, uma equacao da forma:

d
a1-£+ao-y+g(x):0. (6)

o1 ~ . ..~ Qg ~
Dividindo a equagdo acima por a;, chamando a divisito — de p(z) e a fungao
ai

_9@) = f(z) segue que:
3]

Y tp(a) -y = (o).

d
Caso p(x) = 0, entdo teremos d_y = f(x) e, para solucionarmos essa equagcao,
x

usamos a ideia de integral de uma fun¢ao como sua anti-derivada. Logo, para resolvermos

d
a equacao d—y = f(z), integramos ambos lados:

/Z—iZ/f(fc)dl“%/y’(x)=/f(:v)dx—>y(:v)=F(m)+c,
16
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em que F'(z) é a primitiva da funcao f(z).

d
Caso p(z) # 0 e f(x) = 0 a equagao serd d_y + p(x) - y = 0, homogénea, posto que
x
1 d
f(z) = 0. Dividindo toda a equagao por y e isolando p(x), obtemos: — - d—y = —p(z).
y dzx

Integrando ambos os lados da equagao:

1 d
/ & —/p(x) de — Inly| = —/p(x) dr+C — el = = JP@)detC )y | = 40 = [p(@)de

yd:v

Chamando +e® = A, chegamos a:
y(z) = A e [P@1,
Exemplo 2.4.1

A solugao da equagao y' + cost -y = 0 é y(t) = A - e ™ pois p(x) = cost e
[ costdt = —sent. .

d
Caso p(x) # 0 e f(x) # 0, a equagao sera d_y +p(z)y = f(x), ouseja, vy + p(x)-y =
x
f(z). Multiplicando toda a equagao por uma fungao u(x), temos:

Y -u(z) +p(r) - u(z) -y = fz) - ulx). (7)

Para que a primeira parte da igualdade possa ser escrita melhor como produto de
derivadas (y-u(z)) = ¢ - u(z) + y(x) - v'(x) devemos ter v/'(z) = p(z) - u(z) o que implica
que v’ (x) —p(x)-u(x) = 0. Temos, assim, uma equagao diferencial de primeira ordem com
f(z) =0, cuja solucio é u(z) = A - e/ P4 essa funcio é denominada fator integrante.

Y (z) - ulx) +y(x) - u'(x) = f(z) - ulz)

Integrando os dois lados da igualdade:

/(yu dx—/f x)der+C —y-ulx /f x)dr +C —
C 1
y(x):m—l-m/f(x) w(z) de
Como u(z) = A - e~ P# = teremos:

y(x) = ¢ e~ IP@dr 4 o= [p@)de /f(fv) el 7 dr. (8)

17
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A equagao acima é a solugao geral no caso de p(x) # 0 e f(z) # 0.

Exemplo 2.4.2

Para resolvermos a equacao diferencial de primeira ordem 3’ + 2t - y = ¢, encon-
traremos a funcao u(t) tal que u(t) = e/ 2+

; = e, funcao chamada de fator integrante.
Multiplicando a equagao por u(t) = €', obtemos:

y e 2oty =t-e

A primeira igualdade da equacéo ¢ igual a: (y-e”’) =1y -e!” +2t- ¢ -y. Integrando
ambos lados da expressao, temos:

/(y Y dt = /t e dt.

du
Tomando u = t?> — du = 2t - dt — t - dt = — e, substituindo, segue que:

2

e 1
ye'=Ct o =yt)=Ce " 4o,

que é a solucao geral da equacao y' + 2t -y = t.

Exemplo 2.4.3

Resolveremos a equacao diferencial de 1* ordem:
z-y(z) =3 ylx)=2* cosx

com dado inicial de y(27) = 0 e > 0. Para escrevermos essa equagao na forma — +

Y
. . . . . d‘r ~
p(z) -y = f(z), o coeficiente de y'(x) deve ser igual a 1, logo, dividimos toda a equagao
por :

O fator integrante serd u(z) = ¢/ ~2% = ¢=3Inle] — glne™ — ;=3
Agora, multiplicamos toda equagao pelo fator integrante:

18



2.5 Resolucao de Equacoes Diferenciais Separaveis 19

O lado esquerdo da expressao acima, pela derivada do produto, sera igual a derivada
do fator integrante multiplicado pela funcao y(x). Reescrevendo a igualdade:

(273 - y(2)) = cosa — /(g;—3 y(2)) dr = /Cosxd:v =

x_3-y(x) =senx + C — y(zr) = senz -z + C -2

Essa é a solugao geral da equagao. Mas como, y(27) = 0, substituindo:
y(27) =sen(27) - 27)* +C - (27)* - 0=0+C - (27)* = C =0.

Portanto, a solucao particular para esse dado inicial ou a solugao para este problema
de valor inicial (PVI) é y(z) = 2? - senz.

2.5 Resolucao de Equacgoes Diferenciais Separaveis

Esse tipo de equagao pode ser linear ou nao linear. Definimos uma equagao separavel
como aquela escrita do seguinte modo:

y ()= L2 (9)

em que ¢ ¢ uma funcao que s6 depende de x e h uma funcao que s6 depende de y. Também
podemos escreve-la como abaixo:

Integrando, em x, ambos os lados da identidade acima, obtemos:
[ v b)ds = [ g(a) i (10)

Se encontrarmos a primitiva H da funcao h, entao, podemos afirmar que a primitiva
de toda a expressao na integral a esquerda é y'(z) - h(y), posto que:

d

- H(y(@)) = H'(y(@)) - ¢/ (x) = h(y(x)) - y' ().

Isto é exatamente o integrando do lado esquerdo de (10), logo:

Chamando [ ¢(z)dx = G(z), reescrevemos como:

19



2.5 Resolucao de Equacoes Diferenciais Separaveis

20

Observemos que o método de resolucao das equagoes separdveis consiste em sepa-
rar as funcoes que dependem de z e y, colocando-as em lados diferentes da igualdade e,
posteriormente, integrando ambos os lados. Abaixo, segue um exemplo desse método de
resolucao.

Exemplo 2.5.1

Resolvamos a equagao diferencial y'(z)
reescreve-la da seguinte maneira:

2-x-4/y — 1, sabendo que y > 1. Podemos

Integrando ambos os lados, temos:

1
dy:/Q-xdm.
7=

Chamando de u = y—1, temos du = dy. Substituindo no primeiro lado da igualdade
acima, chegamos a:

1 1 u*%
Wdu: u 2du=
U

1
2

=2.u?=2.\/y—1—
2. VJy—1=a22+C.

A ltima expressao é a solucao implicita da equacao diferencial.

Exemplo 2.5.2

Agora resolvamos uma equagao diferencial nao linear por esse método. Considere a
equacao diferencial z2-y/(r) = 1 — 2?4+ y? — 2% y?, nao é linear, devido ao maior expoente
da variavel dependente y ser diferente de 1. Podemos dizer que essa equacao ¢ igual a:

IQ'

() =1—2+9* (1 —2?) —
22y (z) = (1 -2 - (14+9%) —

y'(z) 1-4a?
1+y%

2

20
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/ 1— 2
/y(:zc) dx:/ xdm—)
1+ y? x?

@ g _ 2
/—d“’ x:/l T de -

1492 x2

1 1
dy= | = —1d
/1+y2 Y /sc? v

arctan y = —x ' — 2 + C.

Essa ¢ a solucao implicita da equagao diferencial 2% - y/(z) = 1 — 22 + y* — 2 - 2.

2.6 Meétodos de Substituicao

H& varias técnicas de substituicao que sao utilizadas para resolver uma equacao
diferencial. Os dois métodos descritos nesta se¢ao possuem como objetivo transformar
determinado tipo de equagao diferencial em uma separavel.

2.6.1 Equagao do tipo y’ = F(ax + by + ¢)

Considere a:
Y = Flaz + by +c), (11)

em que os valores a, b e ¢ sao constantes e a equacao diferencial é escrita como
combinagao linear de = e y. Fazendo a substituigdo v(z) = ax + b - y(z) + ¢, teremos:

Vz)=a+b-y(z) = y(x) =

Eliminamos, assim, a variavel y, logo a equacao estd somente em funcao de v. A
mesma pode ser expressa da forma:

dv
(b-F(v)+a)dx

Observe que essa substitui¢ao transformou a equagao (11) em separavel e, integrando
os dois lados na ultima igualdade, obtemos:

/mdv:/daa

21
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Exemplo 2.6.1

Tomemos como exemplo a seguinte equacgao diferencial 3y’ = (z+y+3)?. Verificamos
que ela nao é linear, pois contém o termo y? quando desenvolvemos o produto do lado
direito. Realizando a substituicao v = z +y+ 3, a derivada é v' = 1+, logo, ¢y =v' — 1.

v
Colocando na equacao inicial, v’ — 1 = v? = v/ = v? +1, ou seja, — = v? +1. A equacao

dx
se tornou separavel e, integrando seus lados, temos:

1
/ 2+1-dv:/dx—>arctanv =2+ C — arctan (x +y + 3) =2 + C,
v

que é a solucao implicita da equacao.

2.6.2 Equacao do tipo y’ = F<g>
x

Dada a equagao
Y =F (9> , (12)

y(x)

procedemos com a substituigao v(x) =
x

— - v(z) = y(z). Derivando ambos

os lados da expressao, segue que:

v(x)+x-v'(x) =y (z) > v(x)+x-0(x) = Flv) -z — = F(v) —v(z).

Portanto, a equacao passou a ser separavel e, integrando seus dois lados, obtemos:
/ dv [ dx
fw) —v(z) x

Exemplo 2.6.2

Para exemplificar, usemos esse método para resolver a equacao:

d
2zy - A + 392,
dx

Dividindo-a por 2zy:
dy 2z 3y

de vy 2z

22
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T T 1
Observe que temos os quocientes — e 2 Chamando g _ v teremos — = — e
x x Y v
x-v = y. Derivando essa ultima igualdade, encontramos v + x - v = y'. Na equacao
dy 2x 3y
— = — 4+ —— | chegaremos a:
dx y 2
N , _i_3v_> , 2+3v 4—{—1)2_>UI'2’U 1_>
vt =—-+——>21-0V=—-4——0v= =—
v 2 v 2 20 4402 =z

/ 2v p dx
v= [ —.
4 + 92 x

A integracao do lado esquerdo da equacao pode ser realizada através da substituicao
uw=4+v%e du=2v-dv. Logo, como:

2
d—u:1n|u|:1n(4+02):1n <4+y—>.
u

2

Portanto:
y? y?
In <4+—2) :lnx+C—>ln(4+—2> —Inz =C.
x T

Podemos simplificar a expressao usando a propriedade da diferenca de logaritmos:

3

4 2 In( 24+%; 4 2
ln(——i—y):C%e (IJF””S):ec—>—+y—:ec—>y:x-\/ec-x—4.
x

2.6.3 Equacao de Bernoulli

Jacques Bernoulli (1654 - 1705) foi um mateméatico suigo, pioneiro no desenvolvi-
mento do célculo infinitesimal além do que foi feito por Newton e Leibniz. Ele publicou
a primeira integracao de uma equacgao diferencial. Bernoulli nasceu em uma familia de
matematicos, ao total doze. Nenhuma familia na histéria da humanidade produziu tantos
matematicos quanto a familia Bernoulli, os quais contribuiram no desenvolvimento do
calculo diferencial e integral.

A equacao de Bernoulli é uma equacao nao linear que segue a forma geral:
y +pz)y=f(z) y" (13)

Para solucioné-la, primeiramente multiplicamos toda equacao pelo inverso do seu
termo nao linear (y="):

y "y ) yy Tt = fle) -yt oy

23
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1-n

A substituicao a ser executada é y - y~" = y " = v. Esse artificio transformara a

equacao nao linear em linear.

/

, v

Derivando pela Regra da Cadeia: v' = (1 —n)-y™" -y —

1—n 7 Y

n

Pondo esse resultado na equacao (y~" -y +p(x)-y-y " = f(x)-y"-y~"), segue que:

1—n
Multiplicando-a por (1 — n):
V(1 =n)-p(x)-v=_~1-n)- f(z)

Essa equacao € linear de primeira ordem, cujo método de resolucao ja estudamos na
secao 2.4.

Exemplo 2.6.3

Como exemplo, retornaremos & situacao anterior: 2xy -y’ = 42? + 3y — ¢ =
2 3 . =
— + 2_y Alternativamente, podemos escrever essa expressao na forma:
y x
3
Y- y=2ey
x

Essa é uma equagao de Bernoulli, visto que segue a forma geral da equagao (13).
Para resolvé-la, iremos multiplicar a identidade pelo inverso do termo nao linear (y=!),
isto é, y:

v
Pondo v = y? e tomando a derivada v’ = 2y - ¢/, obtemos 3=y Y.

Realizando a substituicao na expressao (y -y — o y? = 21:), encontramos:
x

v 3
.
9 9y VT

Multiplicando a igualdade por 2:
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Agora, a equacao ¢ linear, cujo modo de resolucao foi apresentado na segao 2.4.

U(JT) _ 6f<_73)dx _ 6—3~ln\z| _ $—3 N
3

=3 Bl v=dx -z

x

Pela regra do produto de derivagio, o lado esquerdo da equacio é (z72 - v)'.

/(x3 v) dr = /43:2 dr —

2 v=-de '+ Cosv=—4224+C -2 5y = 42>+ Ca® - y =V —-422 4+ C - 3.

2.6.4 Equacao de Ricatti

Jacopo Francesco Riccati (1676 - 1754) foi um matemadtico e fisico italiano com
trabalhos na area de Hidraulica. Seus projetos foram tteis para a cidade de Veneza na
construcao de diques ao longo dos canais. Em Equagoes Diferenciais, Riccati contribuiu
para o aperfeicoamento de métodos de reducao da ordem e de separagao de variaveis.

A equacao de Ricatti é uma equagao nao linear

v +p@) -y +a(z) -y = f(2), (14)

solucionada por meio do método de substituicao. A escolha de uma solucao esta dire-
tamente relacionada a uma equacao de Bernoulli. Suponhamos que y; e y» sao solucoes
para a equacao de Ricatti e, substituindo na equagao (14), chegamos a:

y1 +p(@) -y +q(z) - yp = flz)

yh +p(a) -y + q(z) - ys = f(a).

Considere a seguinte equagao de Bernoulli 2’ + (p(x) + 2y» - ¢(z)) - 2 — q(x) - 2% = 0.
A diferenca entre y, e y; sera solucao da mesma, porque se z = ys — 1, ao substituirmos
seus valores na equacao de Bernoulli:

vy — v+ (p(2) + 2y2 - q(@)) (y2 — 1) — q(y2 — 11)* = 0 —
ys+p(x) y2—q(x)-v5 — v —p(x) -y1 —q(x) Y7 +2v5 - q(x) — 2y2-y1 - q(x) +2¢(z) Y2 yp = 0 —

yh +p() v+ q(x) -y — (Y + p(x) - y1 +q(z) - y7) = 0.

Os trés primeiros e os trés ultimos termos do lado esquerdo da ultima equacao
formam expressoes iguais a f(x), logo escrevemos
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provamos que z = y, — y; € solugdo para equagao de Bernoulli 2’ + (p(z) + 2ys - q(x)) -
z —q(x) - 22 = 0, supondo duas solugoes para a de Ricatti. O resultado obtido garante
uma relacao entre as duas solugoes propostas para a equagao de Ricatti. Na equacao de

1

Bernoulli, a substituicao conveniente para solucioné-la é tomar v = 27, ou seja, z = —.

Portanto, se soubermos uma solucao para a equacao de Ricatti, por exemplo y;, a outra
1

solugao satisfaz a igualdade yo = 2z + y; e, implica que, yo = — + y;.
v

Exemplo 2.6.4

Considere a equacao (v = 1+ x? — 22y + y?) e a solugao y; = z. A substituigao a

ser feita é yo = — + 7 e, entdo, yp = —— - v' + 1.
v v
v ) 1 1 2
—S+tl=1+a2"-2z| -4z )+ |(-+2| —
v v v
v 2x 1 2x
——+l=1+2"- = -2+ = + 2% + =,
02 v v? v
Fazendo as simplificagoes possiveis:
/
1
—0—2:—2—>v':—1—>v:—x+0
v v
Encontramos o valor de ys:
Lo
= — Tr = xZ.
2= % —x+C

2.6.5 Equacgao Exata

Dada uma solugao implicita de uma equagao diferencial F'(z,y) = C' ao derivarmos
retornaremos a equacao dada. Fazendo a derivada parcial desta solucao em relagao a x e
Y, teremos

oF oF
a—$dx+8—ydy—0,

como a derivada parcial da funcao F' em relacao a x e a y sao funcoes, podemos chama-las
de M(x,y) e N(x,y), respectivamente. Supondo que essas fungoes possuem derivadas
parciais continuas, obtemos:

M (z,y) - dx+ N(z,y) - dy = 0. (15)

Se existir solucao para essa equagao, entao, ela é chamada de exata. Sendo exata,
teremos que as derivadas parciais da fungao M (x, y) em relacao a y, M, e a derivada parcial

26
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N(z,y) em relagao a x, N, serdo iguais. Portanto, se M(z,y) - dx + N(x,y) - dy = 0
admite solucao segue que M, = N,. Essa condigao serd necessaria, ou seja, se M, = N,
haverd solugao para a equacao. Para encontra-la lembremos que M (x,y) é uma funcao que
corresponde a derivada parcial da funcao F' em relacao a x, para descobrirmos F' convém
integrarmos M (z,y) em relagao a x. Escrevemos F(z,y) = [ M(z,y)dx = [ M(z,y) dz+
C, no qual C' = ¢g(y) é uma fungao g que s6 depende de y, devido a varidvel y ser tratada
como constante. Logo:

F(r,y) = /M(m’,y) dr + g(y).

Como obtemos uma expressao para F', ao fazer a derivada de F em relagao a y
encontraremos N (z,vy), visto que N(z,y) é a funcao que esta definida como a derivada
parcial de F' em relacao a y.

N(z,y) = %/M(fc,y) dr +g'(y)

Em método, para solucionarmos a equagao M (z,y) dx+ N(x,y) dy = 0, integramos
M (z,y) em relacao a x ou integramos N (z,y) em relacdo a y, obtendo F(z,y). Em se-
guida, derivamos F'(z,y) em relagdo a x ou F' em relacdo a y de acordo com a escolha
feita na integragdo. Encontramos uma expressao para ¢'(z) ou ¢'(y) e, posteriormente,

para g(x) ou g(y).

Exemplo 2.6.5

Resolvamos a seguinte equagao (cosz + Iny) dx + (z + ey) dy = 0. Chamamos de
Y

x
M(z,y) = cosz+Iny e N(x,y) = —+e¥. Verificaremos se existe solu¢ao para a equagao,

ou seja, a derivada parcial em relagdo a y de M(x,y) deve ser igual a derivada parcial de
x em relacao a N(z,y).

1
M, =~
y

€
1
N, = -.
Y

Assim, existe solugao e ela é exata. Para encontrarmos a solucao F(x,y) fazemos a
integral de M (z,y) em relagao a z, temos:

F(x,y):/M(x,y)d:v:/cosx—i—ln]y\dw:senx—i-x-ln]y\—|—g(y).

27
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Fazendo a derivada da funcao F'(z,y) em relacao a y, encontramos:

T T
Fx:§+g’(y)=N(:v,y) :§+ey—>g’(y)=ey—>g(y)=6y+0-

Concluimos que:
senz+x-lnlyl+e+C=0—=senz+az-Inly|+¢e’ =C.

Esta é a solugao geral da equacao exata. Ao deriva-la em relacao a x e, posterior-
mente, em relagdo a y, retornaremos a equacao inicial dada. Observe:

F,=cosz+1Inl|y| = M(z,y)

Fy:£+ey:N(x,y)—>
Yy

(cosz + Iny) dz + (g +ey> dy = 0.

Contudo, voltamos a equacao inicial dada como esperdavamos.

2.6.6 Fatores Integrantes

Dada uma equagao nao exata, definimos fator integrante a funcao que ao multipli-
carmos torna-a exata, sendo possivel integra-la, justificando o nome de fator integrante.

Assim, dada uma equac@o nao exata, M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0 com M, # N,, se
u(z,y) é o fator integrante, entdo, u(z,y) - M(z,y) dx + u(x,y) - N(z,y) dy = 0 é exata,
isto é, [u- M], = [u- N],.

Encontrar qual o fator torna uma equagao nao exata em exata, na maioria dos casos
nao é imediato, principalmente, se a funcao que determina esse fator depende das variaveis
x e y simultaneamente, por isso, vamos simplificar esse fator integrante e supormos que
esse dependa somente da variavel y, logo:

u(y) - M(z,y) dz +u(y) - N(z,y)dy = 0.

Como u(z,y) é o fator integrante, a equagao sendo exata vale que:

Fazendo as derivadas parciais em relacao a y no lado esquerdo da equacao e em
relacao a x no lado direito, obtemos:

28
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Na ultima igualdade, integrando ambos lados em relacao a y:

/uéif dy= [y ) = [y

Como a integracao do lado direito da tultima identidade acima pode depender de
xr e y, para existir a possibilidade da igualdade ser verdadeira, suponhamos que essa

expressao dependa somente de y. A razao % deve também depender somente de

y. Aplicando a exponencial em ambos os lados da ultima igualdade:

Nz —My

u(y) = el =30 "W, (16)
Também podemos considerar o fator integrante u(x,y), dependendo sé de x, temos:

[u(x) - My = [u(z) - N]. —
u(x) - My, =u'(x) - N +u(x) N, —
u(z) - (M, — N;) =u'(z) - N —

/Z(%) dx_/@dw%ln\u(xﬂ _/wd”

M, — . . .
A razao —~  deve depender somente de x com intuito de satisfazer a igualdade,

aplicando a exponencial em ambos os lados da tultima equagao:
My—Ng

u(z) =el ~F (17)

Exemplo 2.6.6

Iremos solucionar a equacao diferencial (42%+3 cosy) dz—(z-seny) dy = 0. Sabemos
que M(x,y) = 42> + 3cosy e N(z,y) = —x - seny. Vamos verificar se essa equagao é
exata, ou seja, M, = N,.

M, = —3seny
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N, = —seny

Logo, a equagao nao é exata. Para ser possivel encontrar um fator integrante que
N, —-M, M,—N,
dependa

dependa de y ou de x somente é necessario que as razoes e
) ) ) M N
de y ou s6 de z, respectivamente. Analisando cada uma das razoes:

Ny — M, —seny+3seny 2seny
M 4x2+4+3cosy  4x2+3cosy

M, — N, —3seny+seny 2

N N —T - seny Tz

o . N, — M, ) .
A primeira razdao ———— nao esta dependente somente de y, mas a segunda razao

My = No epende 56 de z. P fator i A0 é preci b
———— depende s6 de x. Para encontrar o fator integrante nao é preciso que ambas as
razoes satisfacam a condicao. Devido a segunda razao cumpri-la, garante-se o encontro
de um fator integrante dado por:

My—N, 5
J =" de _ ef;dm _ 62-lnx _ 6lnr -

u(z) =e

Multiplicando a equagao diferencial [(42*+ 3 cosy) dz — (z-seny) dy = 0)] pelo fator

integrante:

2% - (42° 4+ 3cosy)dx — 2% - (v -seny) dy = 0 —
Azt + 322 - cosydr — 2 - seny dy = 0.

De fato, a equacao é exata, posto que M, = N, como observamos abaixo:

M, = —32%-seny e N, = —32%-seny.

A partir dai, utilizamos o método de resolucao de uma equacao exata apresentado

na subsecao 2.6.5, considerando a igualdade:
(42* 4 32% - cosy) - dr(—2% -seny) - dy = 0,

com M(z,y) = 4x* + 32% - cosy e N(z,y) = —23 - seny. Temos:

AP .
F(x,y):/M(z,y)dx:/4x4+3x2-cosydx:%+x3~cosy+g(y).
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Derivando F'(x,y) em relagao a y, encontraremos uma expressao para N(x,y).
F,= -2 seny + ¢'(y) = —2* - seny — g(y) = C.

Substituindo na expressao obtida para F'(z,y):

4a° 3
F(:z;,y):T—i—:c ~cosy +C —
45
Cz%—i—x?)-cosy

Sendo essa a solugao da equagao (422 + 3cosy) dr — (z - seny) dy = 0.
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2.7 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucao

Estudaremos, primeiramente, esse teorema para equacoes diferenciais de primeira
ordem.

Considere o P.V.I (Problema de Valor Inicial) dado por v/ = f(x,y) e y(a) = b.
Seja um retangulo R = {a <z < f,¢ <y < d} C R? com (a,b) no interior de R, como
representado na figura.

Figura 1: Representacao gréfica da solu¢ao de uma E.D.O.

|
Ny
d
@ -
y(x)
e(a, b)
\ x
a B 7
6! = 0

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

1 Condigao: Se f(z,y) é continua em R, entdo, existe solugao.
Demonstracao:

Primeiramente, pelo Teorema Fundamental do Célculo podemos escrever o P.V.I,
y' = f(z,y) e y(a) = b, na forma abaixo:

o) =y + [ " f(s.y(s)) ds — y(a) = b+ / " f(s,y(s) ds.

Observe que ao fazer a derivada da expressao acima recuperamos o P.V.I. Sendo
y(a) constante, sua derivada é nula e a derivada de uma integral definida é o integrando
calculado em x, logo, ¥/(z) = f(z,y(x)). Também é valido que y(a) = b, pois ao substituir
a por = obtemos y(a) = b sendo [ f(s,y(s)) - ds = 0. Usando aproximagoes sucessivas
de Picard? no qual a (n + 1)-ésima aproximagao é dado por:

Ynt+1 = Yo + /z f(s,yn(s))ds.

Chegaremos a sequéncia de fungoes, como abaixo:

Yo(r) = b;

2Charles Emile Picard (1856-1941) foi um matemdtico francés, colaborou com teorias importantes
para o avanco da pesquisa em analise, geometria algébrica e mecanica.
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Yni1 = b+ fax f(s,yn(s)) ds.

Como a funcao f(x,y) é continua existe M € R* tal que:
|f(z,9)| < M para(z,y) € R.

Realizando as diferencas entre os termos da sequéncia descrita anteriormente, obte-
mos:

ly1(z) — yo(w)| =

/axf(sayo)ds

Como | [ f(s,y0) ds| < | [|f(s,y0)| ds|, escrevemos:

ly1(z) — yo(w)| = < <

/:f(s,yo)ds

/ | Fs0)] ds

/Mds

=M (z—a).

Tomando a diferenga |ys(z) — y1(x)|:

| smds— [ s as

Mas |f(s,y1) — f(s,90)| < K - |y1 — ol logo:

ly2(x) — ()| = <

/ 1 f(s ) — F(s,90)| ds

ly2(2) — ()] <

/ "1 Fs o) — £(s30)] ds

<

/ K - |y1 —yo| ds

Lembrando que |y1(s) —yo| < M - (s — a):

o) — 1 (2)] < / K - Jyr — ol ds

gK-/ M- (s—a)ds =

2 x RV
:K-M{%—a-s} O T i

a

Calcularemos a diferenga |ys(x) — ya(x)|:
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lys(x) — ya(x)| =

[ temds— [ ssmas| <

E|f(s,y2) — f(s,51)| £ K - |y2 — 1], assim:

/ | f ) — Flsun) | ds

lys(x) — ya(x)] < <

/m |f(87y2) - f(87y1)| ds

/ K - lys —y1| ds

N2
Como|y2—y1|§M-K-(S a) :

/ K |y, — 1] ds

Supondo, por indugao, para todo n € N:

(s — a)” (= a)®

lys(x) — y2(x)] < ds = K2. M-

§K~/ M-K

|z —al*?

Yn—1(2) = Yn—o(z)] < K" 2~ MW,

Segue:

(@) — s ()] < / £ (5 Yur (5)) = (5, yoals))]-ds < K / ' KM%d _

:Kn—l_M'pj_a’n

n!

Dessa maneira, as diferencas serao:

|Ym (2) =Y (%) | = 1Y (2) =Y 1 (2) FYm—1(2) =Y (2)| < Yo () =Y 1 (2) [+ Y1 (2) =y ()| <

<Y () = Y1 ()| + [Yim-1(2) = Y2 (2)| + oo+ [Yns1(7) — yn(2)] <

_ qlm _ 4|m—1 _ o In+1
SKmfl‘M_h‘, CL| —|—Km72M|x CL| +_'_KnM|x a’|
m! m — 1! n+ 1!
= m—i |ZE B a|i
<D MR
A série Y 00 M - Km_ilm_,— converge, pois pelo teste da razao:

7!
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— |z — afit! |
MR T MK )
Jm lz —alf s it UM K™ |z —ai
]\4.[(77171.T
|z —d
= lim % —p<1.
ek (i+ 1)

, 3 » |z —a|
Concluimos pelo teste da razao que a série y >~ .M - K™ " - | ' |
i!

Contudo, existe € > 0 tal que:

|z —al

[Ym (2) — Yn ]<ZM K™ < e

T

Obtemos |y, (z) — yn(z)| < €, dai y(x) é continua e y(x) = lim y,(z).
1—00
Como y,(x) = y(a) + [7 f(s,y(s)) ds temos:

x

i yn(@) = yla) + Jim | f(sy(s))ds =

1—00 1—00

T

i [ fs.p()ds = lim [ f(s. i () ds.

1—00

Porém, verifica-se:

@Mm%—ﬁﬂw@ﬂs

sfﬁ@%@%ﬂmmmws

<M- / yn(s) —y(s)|ds < M - K - |z —a - ZM K™~ l@q.

E vélido, entao, lim [7 f(s,yn-1(s))ds = [ f(s, lim y,_1(s)) ds. Portanto;
1—00 1— 00

/fsllmyn1< /fsy

converge.

Derivando a equacao acima em relagao a ¢t chegamos em y(¢) como solugao do pro-

blema de valor inicial.
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2¢ condigao: Se f, ¢ continua, entao, a solucao é tnica.
Demonstracao:

Provaremos a unicidade dessa solu¢do. Vamos supor y;(z) e yo(z) solugdes para o
problema de valor inicial e tomemos u(z) tal que:

wmaWM@—mmw

e u(a) =0. Vém;

n@) = [ s = [ s
w) = [ ohis)ds= [ fsmls)ds. -
(@) = (o) = )] < [ 1) = s ds < [ 1Fsm(6) = Flssm)]ds <
< [ )~ sl ds.

Afirmamos a desigualdade, v/'(x) < M - u(z). Subtraindo M - u(z) a ambos os lados
dessa desigualdade chegamos a v'(x) — M - u(x) < 0. Multiplicando a desigualdade por
e Mz temos:

d
u'(z) - e ™M — M -u(z) e M <0 — d—(u(:c) ce M7y <0,
T
com u(a) = 0.

—-M

Em vista disso, u(z) - e="* = 0, consequentemente, u(z) = 0 para todo = € R e

yi(x) = ya(x).

Exemplo 2.7.1

Exemplificando, analisaremos a existéncia e unicidade do PV I: ¢y = y* com y(1) =
1. Como f(z,y) = y? estd definida em todo o plano R?, temos f(x,y) continua em R? e
garantimos a existéncia de solugao.

Posteriormente, verificaremos se a derivada parcial de f(z,y) em relagao a y é
continua. Como f, = 2y e essa funcao ¢ continua em todo plano, confirmamos a uni-
cidade dessa solucao.

Para encontra-la analise que ' = y? é uma equacao diferencial separavel, podemos
integra-la em ambos os lados.
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/

Y

/
—2:1—>/y—2dy:/1dx—>—y_1:x+0—>
Y Y

1

c—1x

y(z) =

1

Usando a condicao inicial y(1) = 1, resulta em ¢ = 2 — y(z) = 5
—x

Graficamente, essa solucao ¢é representada pela figura abaixo.

Figura 2: Representacdo grafica da solucdo da equacio y' = y°

&

X=2

-4

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Como vemos na figura, a solugdo é uma curva crescente que passa pelo ponto (1,1),
a partir desse fato, chegamos a conclusao que a solucao existe, no entanto, nao esta de-
finida em toda reta R, mas no intervalo (—o0,2). Além disso, as curvas nao se cruzam,
graficamente mostra a unicidade da solucao.

Exemplo: 2.7.2

Considere outro exemplo y* + 22 -y’ = 0 com valor inicial y(0) = 0. Usando o teste

C A .. ) ~ ,
de existéncia e unicidade, sendo y' = f(x,y) = —5» afirmamos que a fungao € continua,

com excegao da reta z = 0, pelo teorema de existéncia hé solugao. Verificando a derivada
2 )

parcial de f(x,y), sendo f, = asseguramos a unicidade, pois a funcao é continua,

desde que desconsidere a reta x = 0. Quanto a reta x = 0, nada é possivel de ser afirmado.

Iremos solucionar a equacao diferencial. Ela sendo separavel, escrevemos:

/

1
y2+x2-y’:0—>—y—2:—2—>
Yy T
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y 1 —1 1

A solugao pode ser apresentada da seguinte maneira:

oz
y_C'x—l'

Calculando o valor da constante C' com y(0) = 0:

0
0=——=0=0.
1—>

T

Cr—1

Como analise, percebemos que independente do valor de C, a curva passa

pelo ponto (0, 0) e existe infinitas solugdes para o ponto considerado.

T 1

Interpretando a curva descrita por y = c T veja que devemos ter y # ok Ha

l‘ —
1
uma assintota vertical de limite para cada valor de C' com x = Yok Se x +— 00, teremos
uma indeterminacao:

N
Cr—1 oo

Chamando f(z,y) =z e g(z,y) = Cx — 1:

. 1
1m = = —.
amoo  ¢(z,y)  C

Pela Regra de L’ Hopital® podemos concluir:

T 1

li ——
e Cr—1_C

H& uma assintota horizontal limite para cada valor de C, tal que y = —.

C
Graficamente:
3Teorema de L’ Hopital: Sejam f e g diferencidveis e g’ # 0, com lim,, ;.. f(z) = oo e lim, . g(x) = oo,
se limg, .. f:(x) existe, entao, limg, .. @ = limy, . f:(f)
g'(z) g(x) g'(x)
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Figura 3: Representacdo grafica da solucdo da equacio y% + 22 -/ = 0.

y

L}

-4

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

x
Cxr—1
decrescentes, visto que a derivada é sempre negativa. No ponto (0,0), haverd infinitas

curvas passando por ele e dentre os pontos sobre o eixo y este é o inico ponto que pode
x

Cr—1
encontram, geometricamente prova-se a unicidade das solugoes. Dizemos que no ponto
(0,0) existe infinitas solugdes, sobre o eixo y nao existe nenhuma outra solucao exceto
esse ponto e para os demais pontos do plano R? h4 solucao unica.

Observe no grafico que as curvas descritas pela expressao y = sao sempre

ser solugao para a fungao y = . Ainda, exceto no ponto (0,0), as curvas nao se

2.7.1 Teorema de Existéncia e Unicidade para Equagoes de Ordem n

Dada uma equacao diferencial de ordem n com P, (z) = 1:

'+ Poa(@) - y" T A Poa(x) -y R+ Pi(@) -yt + Po(x) -y = f(a), (18)

Sendo P;(x) coeficientes continuos e f(z) continua em um intervalo I, entao existe
uma unica solucao em I para a equagao.

Exemplo 2.7.3

Tomando a equagao de segunda ordem y” + y = 5x. Para aplicar o teorema de
existéncia e unicidade, primeiramente, o coeficiente da derivada de maior ordem deve ser
igual a 1, o que é satisfeito nesse exemplo. Os coeficientes devem ser continuos também,
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como todos sao constantes e iguais a 1 essa condigao foi cumprida. Finalmente, f(x) = 5z
¢é continua em toda reta. Pelo teorema de existéncia e unicidade, existe e é inica a solugao
para dado valor que pertence a I, nesse caso, toda reta real.

Exemplo 2.7.4

Considere a equacao z? -y — 2x -y’ + 5y = 0. Como o coeficiente da derivada de

maior ordem deve ser igual a 1, dividindo toda equacao por x? temos como resultado:

., 2T oY

5y
y'— =y -
x

2
:O%y”—g~y'+x2=0,

22
os coeficientes dessa equacao sao continuos, desde que x # 0. Para pontos sobre o eixo

y, nada pode ser afirmado quanto a existéncia e unicidade de solucao, para os demais
pontos, ela existe e é tnica.

2.8 Solucao de uma Equacao Diferencial Ordinaria de Ordem n

Dada uma equacao linear de ordem n:

'+ Paoa(2) - y" T+ Poca(@) -y T+ Pi(a) -yt Po(2) = f(2).

Para simplificar a escrita, chamamos y™ + P,_1(z) - y" ' + P,_o(z) - y" 2 + -+ +
P (z)-y+ Py(x) de M. Com a nova notagao:

M-y = f(z),

a equacgao é nao homogénea. A igualdade M -y = 0 chamamos de homogénea associada.
Seja y,(z) a solucao geral de M -y = f(x). Uma solugdo particular de M -y = f(x)
denominaremos de y,(z). Entao:

M -y,(z) = f(x) e M -y,(z) = f(z).

Fazendo a diferenca entre as duas equagoes acima:

M - yy(a) = M- yyfa) = fla) = f(£) = 0 = M- (y,(x) — yp()) = 0.

A diferenca entre y,(x) — y,(x) resolve a equacao M -y = 0. E, contudo, a diferenca
Yy(x) — yp(x) solucdo da homogénea associada, denominaremos ela por y. Assim:

Y= Yy(x) — yp(z) = yy(x) = y + yp(2).

Chegamos ao resultado que a solugao geral de uma equagao de ordem n é dada pela
soma entre a solucao da homogénea associada e a solucao de uma particular.
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2.8.1 Solucao de uma Equagao Diferencial Ordinaria de Ordem n Homogénea

Uma equagao diferencial ordindria de ordem n homogénea (y™ + P,_i(z) - y" ' +
P, o(x)-y" 2+ -+ P (z)-y'+Py(x)-y = 0) admite n solugdes linearmente independentes.

Um fato importante sobre a sua solucao é, se y1(z),y2(z), ..., yo(z) s@o solugdes, a
combinacao linear das mesmas é solugao ¢; - y1 () + ¢2 - y2(x) + ... + ¢ - Yn(x), porque
anula-se a equagao ao substituir e derivar yi(x), yo(z) até y,(x).

Isto é explicado pelo fato da derivada da soma é a soma das derivadas, as constantes
podem ser isoladas de tal maneira que a combinacao linear das solucoes iguala a zero a
equacao.

Por exemplo, para uma equagao de ordem dois homogénea, uma solugao a ser suge-
rida é y(z) = ¢1-y1(x) +c2-y2(x). Se forem dados os valores iniciais y(a) = by e y'(a) = by,
teremos:

y(a) = 1 -yi(a) + ¢ - yaa) = bo.

[y

Observe que temos acima um sistema, para possuir uma tunica solugao para c¢; e ¢y
o determinante deve ser diferente de zero.

Esse determinante recebe um nome particular Wronskiano, devido ao matematico
Joséf Maria Hoene-Wronski (1776-1853)*, representamos esse determinante por W (y, y2)(a).
Se temos solugoes y; (z) e yo(z) linearmente dependentes, o determinante sera sempre zero,
isto é valido para n solugoes.

Para justificar o fato, primeiramente, se temos n solucoes linearmente dependentes
y1(x),y2(), -+ ,yn(x), entdo consigo encontrar ki, ko, -+ , k, € R tal que a equagao ky -
y1(x) + ko - y2(z) + - - - + ky - yn(x) = 0 seja satisfeita, sem ky, ko, - -+ , k, € R serem todos
identicamente nulos. Tomando as n — 1 derivadas da ultima equacao:

(K1 -y () + K- ya(2) + -+ 4 K - ya(2) = 0
ki-yy(@) + ko yh(z) + - 4 k- gy (2) = 0.
kgl (@) + ko - ys (@) + - + Ky yp(a) = 0

: + 5 + 1+ : = 0.
LR -y () + ke gs (@) e Ry

Representando na forma de matriz:

4Joséf Maria Hoene-Wronski foi matemético, fisico, inventor, advogado e economista. A nivel de
) 3 3
realizagoes académicas cientificas de Wronski e a amplitude de seus objetivos Wronski foi colocado na
primeira fila de europeus metafisicos no inicio do século XIX.
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yi(x)  owa(z) oo yn(x) | |ka| (O
n(x)  whlz) oo y(x) | (ke |0
yi(e)  yg(x) o yp(@) | ks = (0],
v @)y (x) ey (@)| (Rl |0
Uma solugao trivial seria ki, ks, --- , k,, todos identicamente nulos, mas como as
solucoes sao linearmente dependentes estamos em busca de outra solucao para ki, ko, - - - , Ky,

Para cumprir a equagao, a matriz com coeficientes abaixo deve ter determinante (Wrons-
kiano) igual a zero, logo temos:

vi(r)  ya(z) Yn()

vi(r)  ys(x) Yn ()
Wy (), ya(@), - yn(z)) = | ¥1(@)  ys(x) - yplz) | =o.

@) @) e ()

Para as solugoes linearmente independentes o determinante (Wronskiano) sera di-
ferente de zero. Isso se explica, porque ao supormos por absurdo, solucoes linearmente
independentes y1 (), ya(), -+, yn(x) da equagao y" + P,_1(x) - y" ' + P, o(x) - y" 2 +
<+ Pi(x) -y + Po(z) - y = 0 e Wronskiano igual a zero, podemos escrever a solu¢ao na
forma ky - y1(x) + ko - yo(x) + -+ - + k- yu(x) = 0.

Como supomos Wronskiano igual a zero, vale que:

vi(z)  ya(x) Yn ()
vi(r)  wylz) o yu(x)
W (), ya (), syn(x)) = | ¥1(@)  w5(x) - yp(@) | =0—

@) W) e g )

vi(x)  wpelx) o ye(w) | R |0

vi(@)  yplx) - yn(w) | k2| |0

yi(x)  yy(x) oo yn(x) | ks3] = 0],

@) @) e g @) [0

Entao, podemos escrever as equagoes:
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(K -y () + Ko - yo(2) + - 4 Ky - () = 0
ki-yy(@) + ko yh(x) + -+ -y (2) =0
ki-yl (@) + ko - yz (@) + - + Ky - yp(2) = 0

: + S + 1+ : =0
LRy -yt () kg (@) Ry

Chamando a primeira equagao do sistema acima de y(x), a segunda de y'(z), a
terceira de 3”(z) e, assim sucessivamente, até a enésima equacao de y"~!(x). Logo, temos

y(z) =y'(z) =y"(z) = =y"}(z) = 0.

Lembrando que supomos as solugoes como linearmente independentes, a combinagao
linear kq - y1(x) + ko - y2(z) + -+ - + ky - yu(2) = 0 86 pode ser zero, se todos kq, ko, -, kn
forem iguais a zero. Mas, Wronskiano sendo zero permite infinitos valores kq, ko, -« , k,
que anule a equacao. Absurdo!

Agora, abordaremos métodos para solucionarmos uma equacao diferencial ordinaria
de ordem n homogénea.

2.8.2 Solucao de uma Equacgao Diferencial Ordinaria de Ordem n Homogénea
com Coeficientes Constantes

Tomemos a equacao:
Y by T Y T A -y Fag -y =0, (19)

com G,_1,0n_2, - 01,0 constantes. Para encontrarmos uma solugao y(x) que
ao fazer a derivada n vezes e ao somarmos suas derivadas a equacao resulta em zero,
percebemos a possibilidade de propormos y(z) = €, posto que, pela regra da cadeia,
as derivadas dessa funcao, y/(z) = k- ek y"(x) = k* - ef®, ...y l(x) = kL. ek
y"(r) = k" - ek se diferem pelo expoente de k, somente. E possivel colocar e*® em

evidéncia como apresentamos abaixo:

Ev ek pa, kv eRt o pay KR tay ke dap e =0
(K" g K" o ay KP4 ay -k ag) =0,

o produto entre e e o somatdrio entre parénteses é igual a zero. Como e # 0, a
expressao k" 4+ ap_1 - K" 4+ ag - k* 4+ ay -k +ag = 0. Essa é chamada de equacao
caracteristica.

A igualdade vai ter n raizes, elas podem ser todas distintas ou serem iguais e possuir
determinada multiplicidade. Ainda, podem ser complexas. Falaremos dessas possiveis si-
tuacoes separadamente.

1°CASO: A equacao ter n raizes distintas e reais.
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Seja ki, ko, ks, -+, kn_1, ky, as raizes. A solucao é da forma:

y(z) =c1 - T fcy- e peg €T 4 e, e

Exemplo: 2.8.1

Considere a equacao y”+2y'—8y = 0. A possivel solucio é y(r) = e e y/(z) = k-e**
e y'(z) = k? - eF*. Entao:

E?-eb 2. (k-ef) — 8- (eF") =0 — e - (k® + 2k — 8) = 0.

As raizes da equagado caracteristica sdo: k; = —4 e ko = 2. E as solugoes y;(z) =
e 1 e yy(x) = €% sdo reais distintas, ou seja, linearmente independentes. Portanto,
y(z) =c1- e 4 ¢y - ¥

2°CASO: A equacgao ter n raizes distintas e complezas.

Se a equacao admite uma raiz complexa k1 = a + bi o conjugado também sera raiz
ks = a — bi. Podemos escrever y,(x) = el@)7 ¢ yy(x) = @)% Aplicando propriedades
de poténcias para y;(x):

y1(z) = elathiz — gaz bz,

Usando a aproximagao pelo polinomio de Taylor (1685 - 1731)® para aproximar o
valor da fungao f(z) = e” no ponto inicial xy = 0:

2 SL’3 "

c T
eFRltr ottt

Tomando a fungao f(x) = sen x e aproximando-a pelo polinémio de Taylor, obtemos:

P 2+
senr X — —+ —+ -+ (1) ——.
g e Tt Y G
Considerando a func¢ao f(z) = cosx e aproximando-a pelo polinémio de Taylor,

chegamos a:

®Brook Taylor (1685 - 1731) foi um matemadtico que agregou a Matemdtica o cdlculo das diferengas
finitas, a integragao por partes e descobriu a férmula conhecida como a expansao de Taylor. O polinomio
f"(x0) a4y S (o) n

de Taylor é definido pela expressdo: f(z) ~ P,(xo) = f(zo) + f'(x0) + o '
! n!
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. S oo
cosa:zl—a—l—Z%—---qL(—l) '(Qn)!'

Podemos fazer infinitamente aproximagoes com polinémios de grau cada vez maiores,
fazendo os polinomios aproximarem das funcoes, no limite consideramos a validade da
igualdade.

Depois dessas aproximacoes, a equacao conhecida como férmula de Euler®, nos diz

que:
b , (ibx)?  (ibx)3  (ibx)*  (ibx)®  (ibx)"
e =1+ ibx + o + al + 1 + 5l + ol +r =
b _ g (o) (bx)t (ba)t o (br)? (ba)®
e’ =1+ 1br — 5 T + 1 +- Gl +-0 =
: bx)?  (bx)t (bx)® e (bx)®  (bz)® p2ntl
bezl_( — ce (=17 ) Ny 2
‘ T TR R S o TR K T R MR

e = cos(bx) + isen(bx).
Dessa forma, a solucao pode ser escrita como:
yi(x) = etz = gar . gbiw — 0t (cog(bg) 4 i sen(bx)).

Analogicamente, o conjugado de a + bi também pode ser expresso em termos da
formula de Euler:

yo(x) = @700 = gar . o=bie — oar (cog(bx) — isen(bx)).

Exemplo 2.8.2

Resolvamos a equacao y” — 4y’ + 5y = 0. Sendo a solucao y(z) = e**, substituindo-a
na igualdade:

k> ef® — 4. k- 4 5.6 =0 . (K — 4k +5) = 0.

As raizes da equagao caracteristica (k* — 4k +5) sao 244 ou 2 — 4. A solugao geral

[N

SLeonhard Euler (1707 - 1783) foi o matemético que mais contribuiu em producao cientifica na histéria
para a Matemadtica, Fisica, Engenharia Mecanica, foram, somente em livros e artigos, 866 publicagoes.
Nos mais diversos ramos da Matematica, Euler deixou sua contribuicao, integrou o Célculo Diferencial
de Leibniz e o método de Newton em Andlise Matematica, refinou a nogao de uma funcao, foi pioneiro
no campo da Topologia e fez a Teoria dos Numeros em uma Ciéncia, dentre outros feitos.
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y(x) = ¢ - e 4y 70T
y(z) = c1 - €**(cos(x) + i sen(x)) + ¢y - €**(cos(x) — isen(z)) —

y(x) = (c1 +¢3) - €* - cosw + (c; — )i - €2 - sen(x).

Chamando (¢; 4 ¢2) de Cy e (¢1 + ¢2)i de Oy, reescrevemos a ultima igualdade como:
y(x) = Oy - ** - cos(z) + Cy - €** - sen(x).
Esta é a solucao da equacao diferencial y” — 4y’ + 5y = 0.

3°CASO: A equacao ter n raizes reais repetidas.

Dada uma equacao, essa pode admitir raizes reais repetidas. A quantidade de vezes
que essa raiz repete-se como solucao denominamos de multiplicidade.

Considere a equacao diferencial y™ +a,_1 -y +ap_o-y" 2 +---+a;-y +ag-y =0
com equagao caracteristica (k"+an_1~kn_1+- : ~+a2~k2+a1~k+a0) que pode ser escrita na
forma (k + 7)™ = 0. Sabemos que y(z) = " é solucao para a equagao, mas sabemos que
ela permite n raizes. Com objetivo de descobrir as demais, iremos multiplicar a solugao
ja conhecida por uma fungao desconhecida u(x). De tal maneira que, y(x) = u(x) - €.
Fazendo as derivadas, encontramos:

y(z) =u(z) " +ulx) r-e” =e(u(r) +ux) r)—
y'(2) =u'(z) - e +r-ed(z) Fu(x) e Fulx) -t e =
=" (W) + ' (2)(2r - €7) + ul) - 1?).
Assim, ao realizar a enésima derivada, encontraremos a funcao e multiplicada por
uma expressao com termos até a enésima derivada de u(z). Estamos buscando uma fungao

u(x) que torne y(z) solugdo. Como e # 0, logo o somatério dos termos com as derivadas
de u(x) deve ser zero.

A fungao com enésima derivada zero é do tipo polinomial de grau n — 1. Portanto,
a solugao para uma equagao diferencial de ordem n com raizes reais repetidas é o produto
entre a exponencial e e um polinémio de grau n — 1.

2.8.3 Método de Reducao de Ordem

Este método de resolugao aplica-se para equacoes diferenciais homogéneas com coe-
ficientes varidveis ou nao.
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2.8.4 Meétodo de Redugao de Ordem para Equacoes Diferenciais de ordem
dois

Dada uma equacao diferencial de segunda ordem:
y'+ P(x) -y +Qx) -y =0. (20)

Conhecida uma solugao y; (z) para encontrarmos a outra multiplicamos a admitida
por uma func¢ao desconhecida u(x). A segunda solugao proposta é:

ya(x) = u(x) - yr ().
A primeira e segunda derivadas de ys(x) sao:

vo(z) = ' (z) - y1(2) + ulz) -y (2) =
yo () = u'(x) - yr(2) + ' (2) -y () + ule) -y (@) +u'(2) - i (z) =
= u'(x) -y (w) + 20/ (x) - Yy () + u(@) - ¥ ().

Substituindo a suposta solugao ys(z) e suas derivadas na equagao (20), temos:

u’(z) -y () + 2 u'(2) - (@) +ulz) -y (2) + Pr) - (W(2) -y (7)) +
+ P(x) - (u(z) - 91 (2)) + Q@) (u(z) - y1(x)) = 0.

Fatorando a fungao u(z), chegamos a:

u(@) - [yy () + P(x)-yi () + Q) -y1 ()] + " () - y1 (z) + v/ () - [2- 9/ () + P() -9 ()] = 0.

Como y;(x) é solucao de yy(x) + P(z) - yi(z) + Q(x) - y1(x) = 0, encontramos:
u'(z) - yi(x) + ' (2) - 2y (2) + Ple) - yu(x)] = 0.

Denominando v'(z) = w(z), entao v’ (x) = w'(x). Reduzimos a equacdo de segunda
ordem para uma equacao de primeira ordem, como segue abaixo:

w'(z) - yi(x) +w(x) - [2-yi(x) + P(x) - ya(2)] = 0.

Para resolver essa equacao de primeira ordem, observando que ela é separavel, divi-
dimos a equagao por yi(x):
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w(z) () -
J iy A

In|w(z)| ==2-In|y (z)] — /P(x) de +C —

’LU(I') _ 6—2~ln\y1(z)|—f P(z)dz+C N
e—fP(x) dx
wir)=0-
i

Descobrimos uma expressao para w(z) = u'(x), para possuirmos u(x) basta integrar
a ultima igualdade acima:

effp(x)d
u(m):/C’-—zdx+D (21)

2

Exemplo 2.8.3

Sejax? - y" —x-(x+2)-y + (z+2) -y =0, dado que y;(x) = x é solucao e = > 0.
A solugao proposta ys(z) = u(x) - z, fazendo as derivadas de y(x), temos:

yo(z) = ' (2) - & + u(x).
Yo (v) = u"(x) -z + 20 (2).

Substituindo as derivadas na equacio (z?-y" —x - (x +2) -y + (x +2) -y = 0):

vt [u(2) w4+ 2 (2)] -2 (24 2) - [W(2) -2+ u(@)] + (24 2) - (u(z) @) =0 —
(

v+ 2)] +u"(x) 2® 4+ (z) - 227 — 2% (2 +2)] =

u'(z) - 2% — ' (2) - 2* = 0.

wz) [~z (z+2)+a

Como x > 0, podemos dividir toda a equacao por x?, chegando a:
u"(z) — ' (z) = 0.

Chamando u'(z) = w(z), logo v’(xz) = w'(z), reduzimos a equacdo de segunda
ordem para uma de primeira ordem, como mostramos abaixo:
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w'(z) — w(z) =0,

a solucao serd w(x) = C-e”. Para encontrar u(z) integramos w(z), posto que u'(z) = w(x),
assim:

/u/(x)dx—/C'e’”dx—)u(x)—C’~e$—|—D.

Desse modo, yz(z) =u(z) -2 =(C-e*+D)- 2 =C-x-e*+ D-x. Como D -z é

y1(z), entdo a solugao é escrita na forma y(z) = ¢1 - y1(x) + 2 - y2(x). Substituindo y; (x)

e y2(r), expressamos a solucdo para a equagao z2 -y —z-(x +2) -y + (x+2) -y =0

como segue:

2.8.5 Equacao de Euler-Cauchy
A equacao de Euler-Cauchy é: :

xn.yn_{_anil.xn_l.yn_l+...+a1.m.y/_{_ao.y:()' (22)

Analise que nessa equacao o grau da poténcia de x coincide com o grau da derivada,
essa € caracteristica que define a equacao de Euler-Cauchy. Como queremos uma solucao
y(x) com derivadas que ao multiplicarmos e somarmos com poténcias de z iguale a zero
é conveniente supormos uma poténcia de x como solugao z". Segue:

y(z)=r- 2" =

y'(@)=r-(r—1)-2"?% =

Yy (x)=r-(r—1)---(r—(n—1)) 2" "
Substituindo na equagao de Euler-Cauchy (22):
g (r—=1)-r—(n—-1D]a" " +ap_yz" tr-(r=1) - [r— (n=2)]]" "V ... +
+ay-x-(r-a ) +ag-a" =0.

Ao substituirmos y(z) e suas derivadas em cada termo do somatério aparecerd x”,
no qual podemos colocéa-lo em evidéncia, como apresentamos abaixo:

g A[r-(r=1) - (r—n+1)]+an1-[r-(r—=1) - (r—n+2)]+---+ar-(r-z" ) +ag]}.
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A expressao entre chaves denominamos por equacao caracteristica de Euler-Cauchy,
como z" # 0 ela deve ser igual a zero. A equacao admite n raizes que podem ser reais,
distintas ou repetidas e complexas.

Exemplo 2.8.4

Considere 922 - y” +3x -3’ — 8y = 0. A solugao proposta é y(z) = x", substituindo-a
com suas derivadas, temos:

9% r-(r—1)-2" 2+ 3x-r- 2" -8.2"=0.

2" 9r - (r—1)+3r—8=0—2"-[9% - 6r — 8 = 0.

Como 2" # 0, logo 9% — 6r — 8 = 0, com raizes r; = % ery = —%. Portanto, a
solugao geral para (922 -y” + 3z -y — 8y = 0) é:

Exemplo 2.8.5

Um segundo exemplo, 22 -y — 3z -y’ + 5y = 0. Colocando a candidata a solucao
y(x) = 2" e suas derivadas na equagao diferencial dada, obtemos:

2?or-(r—1)-2"2=3zx-r-2" ' +5-2" = 0.

g re(r—1)=3r+5=0—=a"-(r* —4r +5) = 0.

Como z" # 0, logo 7> —4r +5 = 0, com raizes 1, = 2 +1i e r, = 2 —i. A solucao
geral é:

y(x) =c - 22T ey 2

como r?* = z? . ', usando a férmula de Euler (¢ = cosx + isenx), temos:
2 =g gt =g M = g el = g2 eos(In |a]) + i sen (In|z])].
De modo andlogo, z>~" = z%- (cos(In |z|) —isen (In |x|)). Podemos escrever a solugao

geral na forma:

y(@) = c1 - 2” - [eos(In|z]) + isen (In |2[)] + c3 - 2% - [cos(In [z]) — i sen (In |z[)] —

2 2 2 2

y(x) = ¢y -x”-cos(ln|z|) + ¢y - x* -isen (In|x|) + o - 27 - cos(In |x|) — ¢ - 27 - i sen (In |z|) —
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y(x) = (c1 + ca) - [2% - cos(In |z])] + (e1 — ca) i - [2* - sen (In z)].

Chamando (c; 4 ¢2) de C e (¢1 — ¢3) i de Oy, escrevemos como solugao da equagao
(22 -y =3z -y + 5y = 0):

y(z) = C - [2* - cos(In|z|)] + Cy - [#* - sen (In |z|)].
2.8.6 Meétodo de Redugao da Equacao de Euler-Cauchy a uma Equagao com
Coeficientes Constantes

Nesta secao abordaremos uma forma de transformar uma equacao de Euler-Cauchy
numa equacao com coeficientes constantes, 1til em casos de raizes repetidas. Iremos mos-
trar o método através de um exemplo.

Exemplo 2.8.6

Considere a equacao de Euler - Cauchy, 23 -y + 62% -y + Tz -y +y = 0, para solu-
cioné-la, supoe y(x) = x" como solugao e substituindo-a juntamente com suas derivadas,
obtemos:

2er(r—1)-(r—2)- 2" +62r-(r—1) 2" 2+ Tx-r-2" 2" =0

2o (r—1)-(r—=2)+6z>-r-(r—1)+7x-r+1] =0.
A equacao caracteristica entre colchetes é igual a zero.

re(r—1)-(r—-2)+62°-7r-(r—1)+T7z-r+1=0—
P3P+ 3r+1=0=(r+1°=0—>r=—1.

Concluimos que r = —1 é raiz com multiplicidade igual a trés e y(z) = z~'. A
solucao geral seria y(x) = ¢ -2+ ¢y 27  +¢3- 27!, Todavia, uma equagao de ordem trés
possui trés raizes linearmente independentes. Por isso, fazemos uma outra substituicao
em y(x) = x7! pondo z = ¢!, assim, In |z| = ¢, derivando ambos os lados dessa igualdade:

o
- dr

1
T
Agora, calcularemos as derivadas de y(z).

y/<x):d_y:@.£:d_y.
dx dt dx dt

f/(x)_i dy\ _ d (dy
Y= e \de )~ de \ dt

o1
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Ay 1 dy (1
~dx \ dt xz dt x2)

Py odt 1 dy < 1)_

2 dr T

72
-1z
dz? dr |x? \ dt? dt
:PEHGE_@)+l¢i@E_@ﬂ:
x3 \dt? dt x? dx \ dt* dt
:PE'@E_@O+i”C@“ﬁ_££ﬂ%}:
a3 \dt? dt x2 \dt? dxr dt?* dx
:kﬁn(fy_@)+i”6ﬂbl_£%lﬂ
x3 \dt? dt x?2 \dt? x di? «x
:PE.@E_@)+i.@E_£ﬁ
a3 dt?  dt x3 \dt?  dt?

I P A
g8 2 dt 3 dt2

Ao substituirmos essas derivadas na equacao z° -y +6-2% -y +7-2 -y +y =0,

3

1
o termo 7% cancelard com —, o termo x? cancelard com — e x com —, obtendo uma
x

a3’ x2
equacao de coeficientes constantes.

1 d?y dy By Ay 1 [(d?y dy 1 dy
= (—2. =2 4+92.2 -7 _ 7 622 | — | —< — =2 Tr——Z 4y =0
v L?’ ( az dt) * (dt3 dtQ)]+ a\ae T aw) T e T

d?y dy dy  d*y >y dy dy
9.2 192 227 6-|(—=2 =2 7.2 —
K az dt)+(dt3 dt?ﬂ * {(dﬁ dt)]+ a Y

Com o cancelamento de x a equacao passou a depender somente de t. Podemos
juntar alguns termos na equacgao acima, resultando nesta expressao:

d*y d*y dy
ZJ 3.2 743,29 -0
ar g T tYv=07

v +3-y () +3-y/ () +y =0

A equacao caracteristica é dada por > +3r2+3r+1 =0, vém que (r+1)> =0er =
—1 com multiplicidade trés. A solugao é y(z) = €™ = ¢!, quando temos raizes repetidas
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numa equagao de coeficientes constantes, como foi visto na se¢ao 2.8.2, multiplicamos y(x)
por um polindmio de um grau menor em relagao ao grau da caracteristica, isso implica,
y(t) = (co+cp-t+cy-t?) - et

Contudo, a equagao (2% - y” + 622 -y + Tz -y +y = 0) deve ser solucionada em
fungao de z, sendo t = In |z|, escrevemos:

y(x) = [co+cy-In|z| +co - (In]z])?] - e~ nlzl y(x) = [co+cy-In|z| +co- (In]z])?] -2~ h

2.8.7 Solugao de uma Equagao Diferencial Ordinaria nao Homogénea pelo

Método de Coeficientes Indeterminados

Esse método baseia-se na suposicao de uma solugao com base nas caracteristicas de
f(z) dentro da equagao:

A Yt an Y+ as Y +a Y +ag -y = fa). (23)

Exemplo 2.8.7

Resolvamos a equacao y” — ¢y’ — 2y = 3x + 4. Operando as derivadas da solugao
devemos encontrar no lado direito da identidade uma funcao polinomial. E razodvel
supormos uma solugao linear para cumprir essa igualdade. Seja y(z) = m - x 4+ n. Temos
os coeficientes indeterminados m e n. Para determiné-los derivamos a soluc¢ao y(x) e
substituimos na equagao diferencial (y" — ¢’ — 2y = 3z + 4).

y(z) =m e y'(z) =0
O—m-—2mx—2n=3x+4 —

—2mxr=3r > m= 5

3 5
—m—-2n=4—-—-2n=4—>n=—-—.
m—2n 5~ 20 n

Portanto, y(x) = —%x — 2 resolve y" — ¢/ — 2y = 3z + 4.

Exemplo 2.8.8

Na equagao y”—4y = 5-¢3* é conveniente supormos a solugao particular y(z) = A-e3*.

As derivadas sao y/'(x) =3+ A-e* e y’(x) =9 A- €%, substituindo-as, temos:

90-A-e3— 4. A-=5.¢% 55 4-¢¥=5.¢* 35.A=5—>3 A=1.
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A solucao particular para y” — 4y =5 - 3% é y(z) = €37,

Quando o lado direito da equacao for uma fungao trigonométrica, é preciso supor
uma solugao particular no modelo y(z) = A - cosz + B - sen .

Exemplo 2.8.9

Dada a equagao y” 4+ y' + 3y = cosx. Calculando as derivadas de y(x) = A - cosx +
B -senuz:

y'(z)=—A-senx+ B-cosz —

y'(x) = —A-cosz — B-senz.

Colocando na equagao (y” + 1y + 3y = cosx):

—A-cosx—B-senx—A-senz+ B-cosz+3-(A-cosx+ B-senx)=cosx —

2-A-cosx+2-B-senx— A-senx+ B-cosx =cosz —
(2-A+B)-cosx+(2-B—A)-senz = cosz —
(2-A+B)-cosx=cosx —+2-A+B=1—
(2-B—A)-senx=0—2-B—A=0.

2-A+B=1

Resolvendo o sistema:
2-B—A=0

Encontramos A = 2 ¢ B = £. Logo, y(z) = 2-cosz + £ - senz ¢ uma solugao
particular.

E importante atentarmos ao resolver uma equacao nao-homogénea para a solucao da
homogénea associada, se o resultado proposto ja for solucao dessa nao podera ser também
da nao-homogeénea.

Exemplo 2.8.10

Na equagao ¢ — 9 -y = €3%, a homogénea associada possui solugao geral y(z) =
1+ €3 4 ¢y - 737, Ao supormos uma particular do tipo y(z) = A-e3* zeramos a equagao.
Nesse caso, consideramos y(z) = A -z - €3, fazendo as derivadas, chegamos a:

Y(@)=A-"+3-A-x-" —
Y'(r)=3-A-e*+3- A" +9 - A-x-=6-A-4+9.- A1

Substituindo na equacao (y” — 9 -y = €3%)
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6-A-e+9-A- 2.6 —9-(A-1-&%) =" =

6'A'63x:€3x—)A:

| =

O resultado é y(z) = ¢ -2 - para y” — 9.y = €*.
De maneira geral, quando esse caso ocorre, multiplicamos a solucao particular da

nao-homogénea por uma poténcia de x, tal que essa poténcia seja o menor inteiro nao-

negativo que evite qualquer repeticao em relagao a solucao da homogénea associada.

Exemplo 2.8.11

Considere a equacao diferencial y® +1” = 3-¢* 4422, Antes de sugerir uma solucio
iremos analisar a da homogénea associada, com o intuito de nao haver repeticao entre as
solugoes.

yYB)+y' =0—=r+rP=0—=1r*-(r+1)=0.

Pela equacao caracteristica, temos r = 0 com multiplicidade dois e r = —1. Para a
raiz com multiplicidade, multiplicamos a solu¢ao y(x) = €"* por um polinémio de um grau
menor que a multiplicidade, nesse exemplo, de grau um. Para a raiz r = —1, escrevemos
y(x) = e *. O resultado é:

xT

y(x)=(c1-v+cy) - +ea-e = ylw)=(ci-x+co) +cy-e "

Para a soluc¢ao da ndo-homogénea, observando que o lado direito da equagao (y(3) +
Yy’ = 3-e* +4-2?%) possui uma exponencial e um polinémio de grau dois, consideramos
a solugao y(z) = A-e* + (D - 2>+ C - x + B). No entanto, devemos assegurar que nessa
nao acontece repeticao (linearmente dependente) em relagdo a da homogénea associada.
Primeiramente, A - e® nao ocorre no seu resultado, porém o mesmo nao vale para D - 22 +
C-x+ B. Se D = 0 a solucao coincide com a forma c; - x + ¢y, sendo D,C, B, ¢, e ¢
numeros reais.

A sugestao é multiplicarmos por poténcias de x, comegando por x obtemos (D - 2% +
C-x+B)-z,s¢e D=0eC =0 asolugao coincide com a forma ¢; - © 4+ ¢o. Aumentamos
uma unidade na poténcia de z, (D - x? + C -z + B) - 2%, esta solucdo nao se verifica na
homogeénea associada. Entao, a proposta de resultado adequado para a nao-homogénea
é:

yx)=A- e+ (D-2°+C-2+B)-2>=A-¢"+D-2"+C-2°+ B 2%

Fazendo as derivadas de y(z):
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() =A-e"+4D-2*+3C -2 +2B -7 —
y'(r)=A-e* +12D-2* +6C -z + 2B —
yP(z) =A-e® +24D - x + 6C.

Colocando na equacio (y® + y" = 3 - e* + 42?):

A€ +24D -2 +6C+A-e*+12D - 22 +6C -2 +2B =3 - €® + 42% —

2A-¢" + 12D - 2* + (24D + 6C) - x + 6C + 2B = 3 - €* + 4a”.
[gualando os termos com exponenciais dos dois lados da equacao acima, temos:
x X 3
2A-e*=3-e —>2A:3—>A:§.

Comparando os termos polinomiais, montamos o sistema:

12D = 4.
24D 4 6C = 0.
6C + 2B = 0.

, C = —%, B = 4. Concluimos que a

Resolvendo o sistema, chegamos a D = %

solucao particular da nao-homogénea é:

3 1 4
y(x) = éex + §x4 - §£L'3 + 42,

2.8.8 Método de Variagcao de Parametros

O método de variacao de parametros é valido para equacoes diferenciais de coefici-
entes nao constantes.

Y 4 D1 (@) Y Do (@) Y R4 A pa(@) Y () Y+ po(x) -y = f(x). (24)

No processo necessitamos descobrir qual a solugao da homogénea associada (solugao
complementar).

A partir da solugao da homogénea associada y(x) = c1-y1 +c2- Y2+ -+ + - Yn,
realizamos uma variacdo dos parametros cq,cs, -+ , ¢, para descobrirmos uma resposta
particular (y,) da ndo-homogénea, de tal modo que:

56



2.8 Solugao de uma Equacao Diferencial Ordinaria de Ordem n o7

Yp(2) = ur(2) - y1 + ua(2) - Y2 + - + un(T) - Yoo
Se a equacao possuir ordem dois, y” + pi(v) -y + po(z) -y = f(v). A solucao

complementar da homogénea associada é y(x) = ¢; - y1 + ¢2 - y2. Nesse momento, variamos
os parametros ¢; e ¢y para chegarmos numa solugao particular (y,) da nao-homogénea.

Yp(z) = ur () - y1 + uz(x) - Yo

Observe que ha duas incognitas ui(x) e us(x) e a equagao (v’ +p1(z) -y +po(x)-y =
f(x)) para fazermos a substituigao, entdo ha um grau de liberdade, podendo supormos
uma condigao. Derivando y,(z):

Yo () = uy(z) -1 +ur(x) - yy +usy(2) - yo + ua(2) - o

Para evitar que demais derivadas das incdgnitas u;(x) e ug(z) aparegam na préxima
derivada, pelo grau de liberdade que a equacao a ser substituida oferece, impomos a
condigao u(z) - y1 +usy(z) - y2 = 0 — y,(7) = ui(z) - y; +ua(w) -y e calculando a derivada
segunda:

Yy () = ui () - yy +uy () - y) +ua(z) - yy + uy(x) -

As derivadas de y; e ¥ nao somam como incégnitas, como ¥, e ys sao solucoes da
homogénea associada, elas podem ser determinadas.

Colocando y, (), y,(7) e y,(z) na equacao y” + pi(z) - y' + po(z) - v = f(2):
ur(@) -y + () -y +ua(x) - vy +up(@) -y + pu(e) - [ua(@) vy + ua() - yol+
+po(@) - [ur(z) - y1 + ua(z) - y2] = f(2).

Pondo u;(z) e uy(z) em evidéncia:

ur(z) - [y + (@) - )+ pol) -] +ua(x) - [yy + pi(x) - v + pole) - o]+
+uy (@) - gy +up(e) gy = flx).
Mas y; e yo sdo solugoes da homogénea associada (y” + pi(x) -y’ + po(z) -y = 0) e,

contudo, ¢ + p1(z) - ¥ + po(x) - y1 = 0, y5 + p1(x) - Y5 + po(2) - y2 = 0. Sobramos com
i (z) -1y +ug(x) -y = f(z).

Juntando com a condic¢@o imposta v} (z) - y; + uh(x) - yo = 0, montamos o sistema:
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Resolvendo o sistema achamos u}(z) e uy(z) e integrando uy(x) e us(x), fica esta-
belecida a solucao particular da nao-homogeénea y,(x) = ui(z) - y1 + u2(x) - yo.

Para solucionar o sistema, usamos a regra de Cramer *, no qual:
0 o 0 y2
x .
, ’f(x) v ) '1 v
uy(z) = = )
Y1 Y2 Y1 Y2
N Y Y1 Y
v 0 y1 0
:I/‘ .
e
uy(x) = = :
Y1 Y2 Y1 Y2
o T

Exemplo 2.8.12

Seja a equacao x2-y" —3x-y +4y = 2*. A homogénea associada x2-y" —3x-y'+4y = 0
é uma igualdade de Euler-Cauchy e usando o processo mostrado para resolver esse tipo
de equagao encontramos y(z) = ¢; - 22 + ¢y - Inw - 2.

Efetuamos a variagao de parametros, sendo ¢; = ui(z) e co = uz(x) e, portanto,
Yp = ur(z) - 2* + uz(z) - In|z| - 2%

Calculando as derivadas de y,(z):

1
Yy = ui(x) - 2 4+ ui(z) - 22 + uh(x) - Inz| - 2 + us(x) - (— 2?4+ 21n || m) :
T

Pelo grau de liberdade, podemos impor uma condi¢ao u}(z)-z*+uj(z)-In|z|-2* = 0,
logo:

yp(x) = uy(z) - 20 + ug(x) - (x4 2In |z - z) —
yy(x) = ui(x) - 20 4 2us (2) + uh(z) - (2 + 2In|z] - ) + ug(x) - (2In|z] + 3).

Substituindo na equacao z? - y"” — 3z -y + 4y = z*:

2 [ () - 22 + 2uy (7)) + uh(z) - (z+ 2In|z| - 2) + ug() - (21In |z| + 3)] —

"Gabriel Cramer (1704 - 1752) foi professor de Matematica em Geneva (Sufga) e escreveu trabalhos
nas areas de Fisica, Geometria e Histéria da Matematica. Cramer é conhecido pelo seus trabalhos em
Determinantes e Curvas Algébricas.
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=3 [ur(z) - 22 +ug(z) - (x4 2In 2| - 2)] + 4+ (wi(z) - 2% + ug(x) - In|z| - 2*) = 2* —
uy () - [20% — 62% + 42°] + ug(z) - [227 - In |z + 32 — 32 — 62% - In |z| + 42* - In |z]]
+ () - 22° + uh(x) - (2° + 2In x| - 2%) = 2* —

uf(z) -2 2% +ub(z) - (2% + 2In |z| - 2°) = 2.

Dividindo a equagao por x? ficamos com: v} () - 2z + uj(z) - (z + 21In|z| - ) = 22

Temos duas igualdades e podemos montar o sistema abaixo:

uy(z) - 2* + ub(z) - In x| - 2% = 0.
ui(z) - 2-x+ub(z) - (z+ 2z - Injz]) = 22

Utilizando a regra de Cramer, escrevemos u} e uf da maneira como segue.

0 u f(z)- 0 v 5 [0 Infz]-a?
/ f(z) v 1yl 1 o422z -lnjz|| —2* Injz|
uy () = = 2 3 = 3 = —x-In|z|.
Y1 Y2 Y1 Y2 x In|z|-z x
Y Y Y 20 x4+ 2z In|z|
v 0 O , |22 0
:L‘ . .
| e 2 1] ot
uy(z) = = =1 = 3 =T
(T Y1 Y2 x In|z| -z x
oY oY 20 x+2x-In|zl
Para encontrar u;(z) e uy(z), integramos u(z) e uh(x), encontrando:
uy () = /u’l(x) dr = —/x -In |z| dz.
) . du 1 . )
Usando a integracao por partes, chamando u = In |x|, segue que — = —, isto é,
x
dx 2

du:—edv:x-dx,logovzx—.
x

Para usy(x), calculamos:
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2
ug(x) = /mdm = %

Assim, a solucao particular é:

r?  ax? ) z? )
Yp =ur(x) -y +us(z) - yo = yp = —ln|x|-5—|—z ST+ 5 ) “Inlz| —

372

yp:Z'

A solucao geral é a uniao da solucao da homogénea associada com a particular da
nao-homogeénea, logo:

ZL’2

4

y(x) =c1-2* +co-2® - Inx| +

Esse método de variacao de parametros estende-se para equacao de ordem n:

Y A Dua (@) YT Do) -y T pa(@) -y pa(@) Y+ po(a) -y = f(a).
A solugao da homogénea associada (solugdo complementar) é:
Ye=C Y1+ Co-Ya+C3-Ys+ -+ Cn Yn-

Realizando a variagao dos parametros ¢y, ¢, ¢3, - - - , C,, €screvemos a solucao da nao-
homogénea (solucao particular) como abaixo.

Yp(w) = wr(z) -1 +ua(x) - 92 +us(x) - ys + - + un(T) - Y-
Fazendo as n derivadas:

yn(x) = ui(x) - g1+ uh(x) - yo + us(x) - ys + -+ up () - ynt
Fur(w) - ) +ug(w) - yy +us(z) - ys + -+ un() -y,

Podemos impor a condi¢ao u(x) - y1 + uh(x) - yo + us(z) - ys +--- +ul(z) -y, =0
pelo n — 1 grau de liberdade existente.

Yp(r) = ur(x) - ) 4+ ua(x) - vy +us(x) - ys + - + un(z) - .
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A derivada segunda de y,(z) sera:

Yy (x) =y () - yy +up(x) - yy + us(x) -y + -+ (x) -y +
Fuy(w) -y 4 ua(x) - yy +ous(@) Y5 4 Fun() -y

Novamente, colocamos a condicao v} (z)-yj +ub(z) vy +us(z)-y5+- - -+ul, (z)-y, = 0.
Assim:

Yp (@) = ur (@) - yi +ua(x) -y +us(x) -y + -+ un(z) - Y.
A derivada terceira de y,(x) é expressa por:

y () = uy(2) -y + (@) -y + @) g5+ () -yt

g (x) -y ua(e) -y +us(x) - ys) - () -y,

Propomos a condicao v} (z) - yy +uy(x) - yy +ub(z) -y + - - - +u,(x) -y, = 0, entdo:

y@ () = wi (@) - v +us(e) -y +us(e) yd - un(e) -y,

O processo segue até a enésima derivada, quando teremos determinado n—1 condicoes,
somando & aquela ) (z) -y~ + uh(z) - yot +uh(z) -yt 4+ () -y = f(a),
montaremos o sistema:

(

L (@) g () s () s e () g = f(e).

Para resolver o sistema e determinar as fungoes que definem «) (), u)(z), us(z), - - -, ul
usamos a regra de Cramer, como apresentamos abaixo:
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0 Yo Ys ot Un 0 v ys Yn
0 w5 ¥z o Y 0 v Y3 - Yy
0 w5 w5 - Yn | fx)-|0 ¥ ys o Y
() = fl@) = ™ oyt Logs™h oyt e !
1 - — .
U1 Yo Ys 0 Un Y1 Y2 Ys 0 Un
T/ S T SRR V4 vy Yy o Y
vl ys Y5 oy yvi o Ys Y5 o Y
(T VA T yn! A VT yn !
Y1 0 Ys o Un vi 0 yzs o wyn
v 0y ey v 0 Y,
yi 0wy o yn | f)- |yl 0 s Yn
) = vt fle) oy yn T O Yt
() = _
U1 Y2 Yys - Yn Y1 Yo Y3 t Un
vy Yy o Y vi Yy Y3 ot U
vy oy ey vy Yy e yn
T T yn! A VT yn !
Y1 Y2 Ys 0 U1 Y2 Y3 0
vy Y 0 Yo vy s 0
vy s 0 fla)- |yl vy s 0
(@) A T fl@)| T T 1
" U1 Y2 Ys Yn U1 Yo Ys Yn
v Yy s Y, Vi Yy s Y,
vy s v vy s Y
T VA T yn ! A VT yp !
Em seguida, integramos cada u/(x), uy(x), us(x), -+ ,u, (z), encontrando expressoes

para ui(x), uz(x), us(x), -+, u,(z). Contudo, determinamos a solugao particular e geral
da equacgao diferencial de ordem n.

Na préxima secao falaremos sobre sistemas de equacoes diferenciais obtidos a partir
de uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem.
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2.9 Sistemas de Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

Uma equacao diferencial de ordem n pode ser decomposta em n equagoes diferenciais
de primeira ordem formando um sistema de equacoes. Nesta secao, daremos atencao
especial aos sistemas de equacoes diferenciais obtidos a partir de equagao diferencial de
segunda ordem, escritos como duas equagoes diferenciais de primeira ordem.

Seja uma equagao diferencial de segunda ordem:
Po(z)-y"+ Poq(x) - + Poa(x) -y = f(x).

De inicio, consideramos que esta equacao acima seja homogeénea e tenha coeficien-
tes constantes. Para transforma-la num sistema de equagoes lineares, vamos introduzir
fungoes y;(x), tal que:

y1(z) = y(z);
yo() = o/ ();
ys(r) =y (z)

Queremos encontrar um sistema de equagoes de primeira ordem, para isso fazemos
as derivadas das fungoes y;(x) em relacao a x, obtendo:

Observe que a equagao diferencial de segunda ordem foi reduzida a um sistema de
duas equagoes lineares de primeira ordem. Usando o fato y/'(x) = y2(z) e substituindo na
equacao de segunda ordem homogénea, encontramos o seguinte sistema:

-Pn—l
I

~ya(T) — P;)j ~yp ().

Alterando a nomenclatura das constantes, o sistema pode ser expresso na forma de
matriz, como é apresentado abaixo.

G = G ) () @

Quando resolvemos equagoes lineares de primeira ordem homogénea verificamos que
a solugao é uma exponencial do tipo €. A candidata a solucao do sistema continuard
sendo a exponencial, todavia essa solucao deve satisfazer duas equagoes. Supondo que
a candidata a solucao deve vir acompanhada de um vetor (V') que possua constantes
satisfazendo cada equagao quando multiplicado por €', escrevemos:
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Ve — yz) (Z;) e (ziéig) | (26)

Substituindo (26) na expressao para (25):

() = (e 22) - (1) e -

O lado esquerdo iremos igualar a zero. Calculando as derivadas chegamos ao sistema
de equagoes lineares:

O=pi1-v1-€F4+ppo-vy-e*—r-v-e”.
0=po1-v1-€" +pog-vy-e* —1-vy-€".

A exponencial estda em todos os termos do sistema acima, podemos realizar seu can-
celamento do sistema.

0=pi1-vi+pa-va—1-01.
0 =po1-v1 +pag-vy—71-0s.

Colocando vy e vy em evidéncia na primeira e segunda equagao, respectivamente,
temos:

0= (pu—7) v1+pi2-va.
0=po1-v1 + (P22 — 1) - va.

Uma solugao trivial seria v; = v9 = 0, no entanto essa solucao inicial nao ¢é interes-
sante, porque essa solucao nao dependeria dos valores dos dados iniciais. Para um sistema
possuir uma unica solucao exigimos que o determinante dos coeficientes seja diferente de
zero. Como queremos encontrar mais de uma solugao, ou seja, uma solugao para y;(x) e
y2(z), impomos que o determinante dos coeficientes deve ser nulo, entao:

pu piz) _ (1 0y (00
P21 P22 0 1 0 0/)°

P—1-r|=0. (28)

ou,

Seja I a matriz identidade de ordem 2. O determinante acima sera expresso por um
polinomio de grau dois. As duas raizes podem ser reais distintas ou repetidas e complexas.
Os valores encontrados para r, as raizes do polinomio, sao chamados de autovalores. Para
cada autovalor r teremos um autovetor associado (V). Os autovetores sao encontrados
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quando substituimos os autovalores na expressao (P —1-r)-V =0.
Exemplo 2.9.1

Para exemplificar a aplicacdo do método de solucao de sistemas de equagoes dife-
renciais, vamos resolver o seguinte sistema:

{x’(t) =+ 2y.

y'(t) =2z +y.

Escrevendo na forma de matriz e omitindo a dependéncia das variaveis de t:

()-=(23)-()

Primeiramente, iremos determinar os autovalores, para isso devemos encontrar os

valores de r tal que:
12y /Loy (00 N
2 1 01) "7 \oo
1—r 2 A
2 1—-r) \0 0/

Obtemos a equagao (1 —7)2 —4=0—r*—2.r —3 = 0. Com raizes igual a -1 e 3,
esses sao os autovalores. Para cada autovalor ha o seu autovetor. Para r = 3, temos que
encontrar um autovetor que satisfaca a equacao: |(P —1-3)|-V =0.

b6 ) ()=o)

As equacoes obtidas foram —2-v;4+2-v9 =0e 2-v; —2-vy = 0. Essas equacoes sao
multiplas, entao temos infinitas solucoes para esse sistema. Neste caso, podemos escolher
os valores para vy e vy, visto que as solugoes a serem escolhidas serao multiplas uma da
outra e na solucao do sistema serao absorvidas pelas constantes C' e Cy. Considere v; = 1
e vy =—1.

Para r = —1 a equacao a resolver é (P + 1) -V = 0. Em forma de matriz:

D)6 ()0

A equagao obtida é 2-v; +2-vy = 0. Como ha duas variaveis numa tnica igualdade
podemos ter infinitas solucoes. Pondo v; = 1 verificamos vy = —1.
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Concluimos que a solugao do sistema para x(t) e y(t) é:

(H0) = (et ).

Se os autovalores sao complexos, r = a + i b, os autovetores encontrados também
serao complexos. Dessa maneira, a solugao V - ¢’ é expressa por:

Vet = (F+Gi)-elet®t
Ve = (F+ Gi)-e™ - [cos(bt) + isen(bt)].
Esse produto possui parte real e imaginaria como segue:

Vet =[F-e™-cos(bt) — G- e -sen(bt)] 4+ i [G - e™ - cos(bt) + F - e™ - sen(bt)].

Por dltimo, se temos autovalores repetidos esses podem ser completos ou incom-
pletos. Quando a equagao [(P — I -r)| -V = 0 admite dois autovetores linearmente
independentes, dizemos que r é um autovalor completo, caso contrario r é denominado
de autovalor incompleto. No caso que estamos abordando, um sistema formado por duas
variaveis, corresponde a situagao dos autovalores incompletos.

Exemplo 2.9.2

Considere o sistema abaixo de equagoes diferenciais de primeira ordem.

{x’(t) =2z +y.
y'(t) =—a—4y.

Usando matrizes escrevemos o sistema na forma abaixo:
2\ (-2 1 NE
y) \—-1 —4 y)
- -2 1
Para achar os autovalores resolvemos a equagao |[P—1-r| = 0, sendo P = ( ) ,
-2 1 _ 1 0 o 00 N
1 4 0 1) "~ \o o
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(7 2)=00)

Temos a equacao r? + 6r + 9 = 0, com raiz -3 com multiplicidade 2. Se r = —3,
iremos encontrar um autovetor que satisfaga a equagao: |[(P —1-3)|-V =0.

(-0 %) () =0 o)

As equacgoes obtidas foram v; + vy = 0 e —v; — v = 0. Uma solugdo para o
sistema é v = 1 e v9 = —1. Esses sao os valores de vy e vy para o primeiro autovetor que
chamaremos de (V7). Mas a solucdo do sistema é expressa por dois autovetores linearmente
independentes, ¢ necessario obter um segundo autovetor linearmente independente em
relacao ao primeiro autovetor e que faz parte da solucao da expressao:

(- )6)

No propdsito de simplificar a notacao, denotaremos X' = (;j,) por P a matriz de

coeficientes e, por ultimo, de X = (Z;) Montamos a equacao X' = P - X.

Na resolucao de equacoes diferenciais de segunda ordem com raizes repetidas parte
da solugdo proposta era a exponencial (e") multiplicada por um polinémio de primeiro
grau. Faremos algo semelhante para descobrirmos o segundo autovetor, propomos esse
modelo de resposta para a equacao anterior X = (Vi - ¢t + V3) - €. Substituindo em

X' =A-X:
Vi +r-t-e+Vor-et=P-[(Vi-t+Vy)-e"].
Comparando os termos que possuem ¢ - €™ e e, encontramos:

rVi=P-Vi.
Vi+r - Vo=P -V,

A primeira equagao é igual a (P —r - I) -V} = 0, sendo utilizada para encontrar o
primeiro autovetor (V7). A segunda expressao é equivalente a (P —r - I) -V =V;. Com
essa igualdade determinamos o segundo autovetor. Como r e Vj ja foram calculados,
temos que estabelecer V5 tal que:

&) 6 )] ()= ()
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As equacoes resultantes foram v; +vy, = 1 e —v; —vy = —1. Resolve o sistema v, = 1
e v9 = 0. Portanto, esses sao os valores de v; e vy para o segundo autovetor.

A parte da solugao do sistema X = (V; -t + V3) - " estd determinada, temos:

[0 )

A solugao geral para z(t) e y(t) no sistema

{x’(t) =—2z+y.
y'(t) = -z —4y.

¢é escrita da seguinte maneira:
)\  [ae e (t+1)- e
T\ et —cytet )

No préximo capitulo, contextualizaremos o estudo das equacgoes diferenciais e siste-
mas de equagoes diferenciais através da abordagem do movimento de um péndulo simples.
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3 Movimentos Oscilatorios

Os movimentos sao popularmente chamados de movimentos de “vai e vem”. No
nosso cotidiano eles ocorrem com bastante frequéncia. Uma crianca que brinca em um
balanco, como na imagem adiante, executa um movimento oscilatorio, as molas de carros
e colchoes também executam esse movimento.

Figura 4: Balango.

o (2)

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

A definicao no campo da Fisica para oscilacao é o movimento no qual o vetor velo-
cidade altera seu sentido no decorrer do tempo. Por exemplo, na imagem acima quando
a crianga parte de (1) até (2) seu vetor velocidade possui sentido inverso em relagdo ao
vetor velocidade quando a crianga executa o movimento de (2) até (1).

Se o vetor velocidade muda seu sentido em intervalos de tempo regulares teremos
um movimento harmonico simples. Caso esse fato nao seja verificado, entao, alguma
forca atua no corpo diminuindo ou aumentando o intervalo de tempo em que acontece
a alteracao do sentido do vetor velocidade. Esse tipo de oscilagoes sao denominadas
amortecidas.

Para o péndulo, nosso objeto de estudo, pode ocorrer uma oscilacao classificada
como movimento harmonico simples, desde que o deslocamento angular seja pequeno.
Para deslocamentos angulares maiores temos que considerar a atuagao de forcas externas,
caracterizando uma oscilacao amortecida.

Inicialmente, falaremos sobre o movimento harmoénico simples.

3.1 Movimento Harmonico Simples

Um movimento harmonico simples é aquele que se repete indefinidamente em in-
tervalos de tempo regulares. As vibragoes sonoras produzida pelo tubo de um orgao, a
oscilagao produzidas pelos pistoes do motor de um automovel ou o balanco do péndulo
de um relégio de carrilhao sao exemplos de movimentos periddicos.
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3.1 Movimento Harmoénico Simples 70

Figura 5: Reldgio de carrilhao.

Fonte: <https://www.amazon.co.uk>

Podemos idealizar o péndulo do relégio de carrilhao, uma esfera de demolicao presa
ao cabo de guindaste, ou ainda, uma crian¢a sentada num balanco, como um péndulo
simples. De acordo com Young e Freedman (2008), péndulo simples é um modelo ide-
alizado composto de um corpo suspenso por um fio inextensivel e de massa desprezivel,
como ilustrado na figura abaixo.

Figura 6: Péndulo simples.

LS

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Se puxarmos o corpo lateralmente e o soltarmos, ele percorrera um arco de cir-
cunferéncia de raio igual ao comprimento do fio e oscilara em torno de uma posicao de
equilibrio, a posigao vertical, mostrada na figura acima.

As forcas que atuam sobre o corpo sao: a forga gravitacional exercida pela Terra
sobre o corpo e a forga de tragao exercida pelo fio sobre o corpo. Representaremos a forca
gravitacional por (P), direcionada na vertical para baixo e a for¢a de tra¢ao por 7', com
direcao variando de acordo com a posicao do fio.

Em diferentes momentos da trajetéria, podemos identificar essas forcas conforme a
imagem adiante.
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3.1 Movimento Harmoénico Simples 71

Figura 7: Representagao das forgas atuantes no péndulo simples.
I

.

T
=
P

(1) P ()

(2)

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Quando o corpo nao esta na posicao de equilibrio, (posicoes (1) e (3)), as forgas P
e T nao estao na mesma direcao e quando o corpo fica na posicao de equilibrio, posicao
(2), as forcas ficam numa dire¢ao tinica e em sentidos contrarios, ou seja, as forgas contém
sinais opostos. Além disso, elas possuem mesmo moédulo sendo P = T' em médulo. A
forga resultante F'r, soma de todas as forcas, é igual a Fr = P+ (=T) = 0. Com isso, um
corpo em estado de equilibrio nao possui nenhuma forca atuando sobre ele, desprezando
a forca de resisténcia do ar.

Podemos simplificar nossa representacao esquematica das forcas considerando o
corpo como somente um ponto. Chamamos esse tipo de representacao de diagrama de
corpo livre.

Figura 8: Diagrama de corpo livre das forcas no péndulo simples.

%
T T
P <|E P
(1) (3)
(2)

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Nas situagoes (1) e (3), quando as forgas P e T' nao estao na mesma dire¢do, podemos
decompor a forca gravitacional em dois componentes, um vertical na mesma direcao da
forca T e outro horizontal tangente a trajetéria, como ilustramos na seguinte figura.
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3.1 Movimento Harmoénico Simples 72

Figura 9: Diagrama de corpo livre com for¢as descompostas no péndulo simples.

h p o o

componente
vertical

/

componente
horizontal

=]

a4 y

P
() P i

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Seja a o angulo que o componente vertical faz com a forga P. Podemos afirmar,
por semelhanca de triangulos, que o angulo entre o componente vertical e a forca P
corresponde ao deslocamento angular do fio em relacao a posicao de equilibrio como
mostrado na figura.

Figura 10: Semelhanga de triangulos.

" componente

} vertical

A P
P

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Usando as relacoes trigonométricas, escrevemos as igualdades sendo as componentes
horizontal e vertical perpendiculares, temos:

componente horizontal

sen o = Iz — componente horizontal = P - sen a.
componente vertical ,
cosa = Iz — componente vertical = P - cos a.

A componente vertical P-cos a possui mesma direcao e modulo que a forga de tracgao,
porém possui sentidos contrarios, ou seja, sinais opostos. Entao, essas forcas se cancelam
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3.1 Movimento Harmoénico Simples 73

na vertical. A tunica forga atuante nas situacgoes 1 e 3 passa a ser a forca horizontal dada
por P -sen .

Como foi dito, ao puxarmos lateralmente o fio e o libertarmos, verificamos que
ele oscila em torno da posicao de equilibrio até atingi-la. Como a tnica forca presente,
desconsiderando a resisténcia do ar, é a componente horizontal da forca P, dizemos que
ela é a responsavel por obrigar o sistema a voltar ao equilibrio toda vez que ele ¢é retirado
dessa situacao. Denominamos essa forga de forga restauradora.

Para pequenos deslocamentos angulares do fio, ou seja, a com valor pequeno (« > 0),
vém que sena €, aproximadamente, o valor desse angulo em radianos. Por exemplo, se

a = 10°, em radianos, a = 0,1745329251 rad e, sen 10° = 0,1736481777. Este fato é
sen 6

justificado pelo limg_,q = 1, conhecido como Limite Fundamental Trigonométrico.

Concluimos que forca restauradora é proporcional ao deslocamento angular do fio. Devido
a essa proporcionalidade dizemos que essa situacao se trata de um movimento harmonico
simples. De maneira geral, para o movimento harmoénico simples, escrevemos F = —k -z,
onde F' ¢é a forga restauradora, k é uma constante e x é o deslocamento. Retomaremos a
essa igualdade ao apresentarmos as equacoes no movimento harmoénico simples.

O sinal negativo da equacao F' = —k - x se justifica pelo fato da forga restauradora
possuir sentido contrario em relagao ao vetor deslocamento do corpo. Como ilustramos

na figura abaixo, o vetor deslocamento (7) do corpo que deslocou da posigao (1) até a
(2) esta no sentido oposto ao vetor da forga restauradora ( F').

Figura 11: Representagao da oposi¢ao de sentido da forca restauradora e o deslocamento.

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

No péndulo, a forga restauradora dada por F' = —P -sena = —m - g - sen «, pode
ser assim escrita considerando sua proporcionalidade a .

F=—-m-g-a.

A constante k =mg e x = a.

O angulo «, expresso em radianos, é dado pelo quociente do arco (z) descrito pelo
angulo « e o raio de aplicagdo do mesmo, no caso, é o comprimento do fio (L), assim:
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3.1 Movimento Harmoénico Simples 74

F:—m~g~%. (29)

Na secao a seguir definimos termos utilizados em movimentos periddicos.

3.1.1 Amplitude, Ciclo, Periodo, Frequéncia, Velocidade, Aceleragao

A amplitude de um movimento, chamada por A, é o valor maximo do deslocamento
linear do objeto. No péndulo, conforme a figura a seguir, é a projegao ortogonal C'D
sobre o eixo vertical da posigao de equilibrio do maior arco (E'F') descrito pelo corpo. A
unidade ST de A é metro.

Figura 12: Representagao da amplitude de um movimento curvilineo.

-

: pige ¥

D

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

O ciclo do movimento de péndulo é uma oscilagao completa, ou seja, na figura acima,
a trajetoria do objeto de ir do ponto E até F' e retornar, novamente, a E.

O periodo, T, é o tempo correspondente a um ciclo. A unidade ST (sistema unitério)
de T é segundo por ciclo.

A frequéncia, f, é o nimero de ciclos dados em uma determinada unidade de tempo.
A unidade SI de f é hertz ou s~!, que indica a quantidade de ciclos em um segundo.

A frequéncia angular, w, é a velocidade angular de um ponto no arco. A unidade
ST de w é o radiano por segundo (rd/s). Podemos ter a velocidade angular instantanea,
relacionada a um determinado ponto da trajetoria e a velocidade angular média, essa diz
sobre a alteragao da velocidade em um intervalo.

Além da velocidade angular, temos a velocidade linear (v), no movimento circular
mede a taxa de variagdo no comprimento do arco em relagao ao tempo. A unidade ST
de w é metro por segundo (m/s). Representamos essa velocidade (v), num determinado
ponto, tangente a trajetéria do objeto, como segue na figura 13.

Quanto a aceleracao, em movimentos curvilineos, ha dois tipos de aceleracao, a
centripeta (a.) e a tangencial (a;). O vetor aceleragao ¢ dado pela soma vetorial dessas
duas aceleragoes.
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3.1 Movimento Harmoénico Simples 75

A aceleragao centripeta estd sempre voltada para o centro da curva e perpendicular
a velocidade, conforme a figura 13. Ela contribui para a alteracao na direcao do vetor
velocidade.

A aceleragao tangencial, como o nome sugere, é sempre tangente a trajetéria e é
responsavel pela variagado do médulo da velocidade. Na situagao (1), os vetores velocidade
e aceleracao tangencial estao no mesmo sentido, nesse ponto, portanto, a velocidade é
crescente até atingir o ponto (2), caso em que ela atinge seu valor maximo. A particula
ao passar por (2) no sentido anti - hordrio, como ilustrado no momento (3) da figura 13,
diminui sua velocidade, posto que os vetores velocidade e aceleracao estao em sentidos
inversos.

Figura 13: Vetores aceleragao e velocidade em uma curva.

aceleracio
3) centripeta
1) 2
A aceleracio

relocidade

aceleracao
tangencial

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Falaremos, inicialmente, das equacoes presentes no movimento do péndulo quando
ele é considerado harmonico simples.

3.1.2 Equacoes no Movimento Harmoénico Simples

Como vimos anteriormente, a caracteristica principal do movimento harmonico sim-
ples é a proporcionalidade entre a forga restauradora (F') e o deslocamento (z), de tal
forma que podemos escrever a equagao:

F=—k-ux (30)

Como a forca restauradora é a forca resultante, ela é expressa por F' = m - a.
Substituindo na equacao acima:

m-a=—k-x.

Mas a aceleragao corresponde a derivada segunda da posicao do corpo em relacao
ao tempo, assim:
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Movimento Harmonico Simples

Lok Lr ko,
a2 m dt2 N

Temos uma equacao diferencial ordindria homogénea de segunda ordem com coefi-
cientes constantes, cuja solu¢ao z(t) representa a posicao do corpo em relagao ao tempo.

k

Devemos encontrar uma fungao z(t) tal que sua derivada segunda é igual a prépria

solugao z(t) multiplicada por uma constante —

Ao discutirmos a solucao de uma equagao diferencial de segunda ordem, verificamos

que a solucao a ser proposta é do tipo exponencial, uma vez que a funcao se mantém,
sendo somente multiplicada por constantes a cada derivada.

Vamos considerar uma possivel solugao a exponencial z(t) = e“!, com ¢ € R, porque

a derivada segunda serd a funcao x(t) multiplicada por uma constante negativa oriunda

de i?. Portanto, hé a possibilidade de zerar a equacao diferencial.

Tomando as derivadas:

7' (t) = cie™ — 2"(t) = —c® e,
. _ d*r k
Colocando as derivadas na equacao — + — -z = O:
a2~ m
) k )
—02'€mt—|——'€at:0—>
m
k
eczt (_02 + _) =0
m
k
m

Temos a equacao caracteristica —c? + — = 0, cujas raizes sao C}
m

[k
—4/ —. Podemos escrever a solucao geral z(t) da seguinte forma:
m
Cp-eVumit £ Oy Vit

(t) =

Quando ha raizes complexas na solugao de uma equacao diferencial, j& observamos

no capitulo anterior na secao 2.8.2 que podemos usar a seguinte transformacao:

e = cos(bx) + isen(bx).
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Desse modo, podemos expressar z(t) como segue:

x(t):Cl-<cos< %-t)+isen<\/g-t)>+02-<cos< %-t)—isen(— %t))—)
x(t):(Cl—l—Cg)(cos( %w))—i-(Cl—Cg)i‘(sen(@i)).

Denominando A = (Cy + Cy) e B = (Cy — (%) - i, temos:

s (E ()

A solucao acima pode ser escrita também da forma:

z(t) = C - cos (\/gﬂf—i-Q), (32)

sendo A = C'-cosfl e B=—C'-senf e as constantes A, B, C' e # sao determinadas a partir
das condigoes iniciais do problema. Consequentemente, para descrever com exatidao a
posicao do corpo em movimento harmonico simples precisamos saber informacoes sobre
o inicio do movimento.

Analisando a equagao (32), como a fungao cosseno esta compreendida entre os valores
de -1 e 1, podemos afirmar que o deslocamento maximo de uma particula é dado pelo
percurso de C' até —C), isto ¢é, C' é a amplitude do movimento do corpo.

A velocidade é a taxa de variagdo da posigao x(t) de acordo com o tempo, represen-
tada pela derivada de x(t) em relagdo a t. Usando a Regra da Cadeia para derivarmos

z(t) = C - cos <\/% “t+ 9), chegamos a:

v(t) = dfliw :—\/g-C-sen (\/%45—1—9) . (33)
Ou, considerando a solucao z(t) = A (cos <\/g : t>> + B (sen (@ : t>>, vale:

v(t):dzgf) :—\/E-A-sen<\/g-t)—i—\/g-B-cos(\/g-t). (34)
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A aceleracao é a taxa de variacao da velocidade v(t) de acordo com o tempo, ou
seja, a derivada de v(t) em relagao a t. Usando a Regra da Cadeia, novamente, obtemos:

a(t):dQCJl(:) :—E‘C-cos \/%-t—l—@

Contudo, z(t) = C - cos <\/% “t+ 9), logo:

a(t) = T (35)

A variacao da posicao de um objeto em um movimento harmonico simples pode ser
associada ao movimento de um objeto em um movimento circular uniforme, quando este
que descreve uma trajetoria circular com velocidade constante.

Para falarmos dessa associacao, considere o plano cartesiano de eixos Ox e Oy. De
inicio, seja um corpo de massa (m) em trajetdria circular que descreve no plano uma
circunferéncia de raio r. Analisaremos a posi¢ao do corpo com o objetivo de descrevermos
uma equagao para seu posicionamento ao longo do eixo Ozx.

Figura 14: Posi¢ao do corpo no plano cartesiano.

A

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

No arco formado do eixo Ox até P;, a abscissa P; é dada por r - cosf e a ordenada
r-senf.
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Figura 15: Posigao do corpo com os componentes decompostos.

Ay

Ir.seno

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

No decorrer do tempo (t), o angulo 6 varia conforme sua velocidade angular (w), de
modo que # em um instante (t) ¢ dado por 0(t) = 6y + w - £, onde 6y é o angulo inicial
descrito no sentido anti-horério pelo fio de comprimento (r).

Podemos escrever a posicao do objeto ao longo do eixo Oz conforme a variacao de

z(t) =1 -cos(fy + w - t). (36)

Observe que essa equagao para a posi¢ao corresponde a equagao
x(t) = C-cos <\/g -t 4+ 9) obtida anteriormente, com C' = r, w = \/% e =0, A partir

dessa verificacao podemos escrever as equagcoes que descrevem a posicao, a velocidade e
a aceleragao de uma particula em movimento harmonico simples da maneira:

x(t) =r-cos(w-t+0). (37)
v(t) = —w-r-sen(w-t+6p). (38)
a(t) = —w* - x(t). (39)

A partir das trés equacoes de posicao, velocidade e aceleracao que dependem de
fungoes trigonométricas, verificamos o valor maximo ou minimo da posi¢ao quando a
velocidade ¢é igual a zero. Ja para a aceleragao, podemos analisar, com base na expressao
a = —w? - T, que na posicao maxima a aceleracao é minima e vice - versa. Além disso, o

sinal negativo indica que ela possui sentido contrario ao deslocamento.

Graficamente, ha o seguinte comportamento:
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Figura 16: Representagao gréfica da variagao na posi¢ao do corpo.

x(t)

TR asin i i s Pt

- r.cos 0

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

No grafico, o periodo corresponde a uma “onda” completa, quando o corpo sai de um
ponto e retorna a mesma posicao depois de um determinado tempo. Na figura também
analisamos que o movimento é limitado (z(t) < |r-cos w|). Esse comportamento mantém-
se quando o corpo esta em movimento harmonico simples.

x
No péndulo, ja analisamos que F, = —m - g - 7 & como F.=m-a
x
_m . PR
BT
m m L
Substituindo esse dltimo resultado em a = —w? - &, obtemos:
z 2 9 2
—g-—=—w xr— = =w —
s L
g
w=4/=. 40
! (10)

Sabemos que periodo e frequéncia sao grandezas inversamente proporcionais. Se a
quantidade de ciclos que um objeto executa em um segundo aumenta, quer dizer, sua
frequéncia (f) aumenta numa proporgao, seu tempo para completar um ciclo (o periodo
(T")) diminui em mesma propor¢ao e vice-versa:

(41)

ou

(42)

A frequéncia angular (w), corresponde a velocidade angular do objeto. Como mos-
trado na figura abaixo, se um objeto faz um angulo #; com o eixo Ox num instante ¢; no
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sentido anti - horario e, posteriormente, um angulo #, com o eixo Ox num instante t, no
mesmo sentido, a velocidade angular média é dado pela seguinte razao:

=6 Ad
Cte—t; At

Wm

Figura 17: Frequéncia angular do péndulo.

i

El1
£

L0

objeto em t,

» objeto em t,

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

A velocidade angular instantanea, ou seja, a velocidade angular em um determinado
instante é o limite de w quando At tende a zero e, portanto, a derivada de 6 em relacao
at:

_ A9 db
Yim oA T dt

Se o objeto realizar uma volta completa tera descrito um periodo completo. Como
em radianos uma volta é 27 rad, vale:

A0 27

Assim, podemos escrever uma equacao entre 6 e f:

_27r _27T
(JJ—?—)W—T—)
/
w=2rf. (44)

A frequéncia angular pode ser positiva ou negativa, dependendo do sentido horario
ou anti-horario definido, previamente, como positivo.
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3.2 Movimento Oscilatério Amortecido 82

No péndulo simples, lembrando que w = /% teremos:

w 1 g
— R 45
/ 2-m 2-m L (4)
O periodo no péndulo simples, inverso da frequéncia, serda dado por:
2- L
f="T 0 p 2 (46)
w g

H&a também a possibilidade de fazer a seguinte interpretacao para o péndulo, com
base na dependéncia de L e g, quanto maior seu comprimento, maior seu periodo e quando
g aumenta, a forca restauradora torna-se maior, fazendo aumentar a frequéncia e diminuir
o periodo.

A frequéncia angular (w) e a velocidade angular podem estar relacionadas com a
velocidade linear. Lembrando que um radiano corresponde a um angulo () e é igual a
razao do comprimento do arco descrito por esse angulo (s) e o raio da circunferéncia (r),
temos:

0d=—-—s=r-0.
r

Derivando ambos lados desta equagao em relacao ao tempo, encontramos:

ds do

TS
ds

sendo % a taxa de variagao do comprimento do arco em relagao ao tempo, isto ¢, sua
velocidade linear (v). O lado direito corresponde a taxa de variagao do angulo em relagao

ao tempo, sua frequéncia angular (w). O valor de r é constante, donde segue a igualdade:
V=T w. (47)

Pela equagao acima, percebemos que quanto maior o comprimento do fio do péndulo,
maior serd sua velocidade linear.

3.2 Movimento Oscilatorio Amortecido

As oscilagoes amortecidas caracterizam-se pela perda de energia mecanica do corpo
durante seu movimento. Essa perda é provocada por forcas que chamamos de dissipativas,
que promovem colisoes com o objeto diminuindo sua energia no decorrer do tempo.

Exemplo dessa forga dissipativa é o atrito. Conforme Andrade e Pilling (2018) a
forca de atrito cinético exercida pelo piso sobre um bloco reduz sua velocidade e transfere
a energia cinética do bloco para uma outra forma de energia, chamada de energia térmica
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3.2 Movimento Oscilatério Amortecido 83

(que estd associada ao movimento dos atomos e moléculas). Outros exemplos s@o a forga
de resisténcia do ar e a forca de um fluido quando a particula se movimenta em seu
interior.

Quanto maior a velocidade do objeto, maiores sao as forcas dissipativas e, conse-
quentemente, maiores sao as colisoes, gerando turbuléncias durante o movimento.

Além da velocidade, caracteristicas proprias de cada objeto, como sua geometria e
sua densidade, também interferem no modulo da forga dissipativa, pois, dependendo do
seu formato, o niimero de colisoes obtidas pode aumentar ou diminuir.

Assim, ao pensarmos numa expressao para uma forca dissipativa, consideramos os
fatores velocidade e formato do objeto (geometria). Uma equacao simples para descrever

uma forga dissipativa (Fp) é dada por:

Fp=—b-u, (48)

onde b é a constante relacionada ao formato (geometria) do objeto e v é a sua velocidade.
O sinal negativo da forga dissipativa explica-se pelo fato dela possuir sentido contrario ao
deslocamento do objeto.

Um corpo que inicia um movimento oscilatério amortecido com velocidade (v), apds
certo tempo entra em equilibrio com as forcas dissipativas, fazendo com que sua velocidade
ficar constante. Portanto, no inicio do movimento héa aceleracao, mas essa tende a diminuir
e a ser nula quando o objeto atinge seu ponto de equilibrio.

Temos trés tipos de amortecimento o subcritico, o critico e o supercritico. No
amortecimento subcritico o objeto chega ao seu ponto de equilibrio de forma lenta e
gradual. No amortecimento critico acontece um menor niimero de oscilacoes, comparado
ao anterior, e o sistema atinge rapidamente o seu ponto de equilibrio; um exemplo sao os
amortecedores de veiculos. No amortecimento supercritico, o sistema praticamente nao
oscila e se move vagarosamente, de modo que o objeto necessita de um tempo maior em
relacao ao amortecimento critico para chegar ao seu ponto de equilibrio.

Qual amortecimento serd adquirido por um sistema depende dos agentes externos
em que o sistema esta inserido, pois esses efetuarao forcas dissipativas no movimento do
objeto. Por exemplo, se mergulharmos um sistema massa-mola em um liquido, poderemos
ter um tipo de amortecimento conforme a viscosidade do liquido.

Falaremos, agora, sobre a forca de resisténcia do ar, que é a forca dissipativa presente
no nosso objeto de estudo, o péndulo.

3.2.1 Forga de resisténcia do ar

Quando o movimento de um objeto acontece em meio ao ar ou a outros gases, estes
tendem a resistir ao movimento. Dessa forma, a forca de resisténcia do ar possui sentido
contrario ao movimento do corpo.

Essa forca é fundamental no controle da velocidade de descida de um para-quedas,
por exemplo. Quando o paraquedista salta, de inicio, ele se comporta como um corpo em
queda com velocidade crescente devido a aceleracao da gravidade. Apds a abertura do
para-quedas, a velocidade comega a diminuir, devido ao aumento da atuacao da forca de
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resisténcia do ar no sentido oposto da forca peso. Este artificio permite uma velocidade
adequada de pouso para o paraquedista. Caso essa for¢a de resisténcia do ar nao fosse
repentinamente aumentada, a velocidade tenderia a crescer rapidamente e, possivelmente,
o paraquedista nao sobreviveria ao impacto da queda. Uma ilustracao das forgas atuantes
no paraquedista segue abaixo.

Figura 18: Forcas atuantes em um paraquedista.

Forca de
resisténcia do ar

paraquedista

velocidade

Forca peso

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Conforme Copelli et al. (1998), um paraquedista em queda livre atinge no méximo
uma velocidade de 200 km/h. Sem o péara-quedas, ele atingiria uma velocidade bem maior,
chegando ao valor de 500 km/h ao saltar de uma altura de 1000 metros.

Ao analisarmos essa situacao com o para-quedas, verificamos qual o fator ocasionou
o aumento da forca de resisténcia do ar: a extensao da superficie de contato com o ar
quando o paraquedista utiliza seu para-quedas. Essa forca, contudo, estd relacionada a
area de cobertura do corpo em movimento no ar.

O formato do corpo também pode interferir na intensidade de atuacao da forca de
resisténcia do ar. Essa interferéncia é medida empiricamente e nos leva a um nimero
adimensional chamado de coeficiente de arrasto, indicado por C. No cédlculo desse coefi-
ciente, analisa-se a velocidade maxima de deslocamento do corpo no ar e suas dimensoes
caracteristicas. Por exemplo, um corpo de formato esférico considera seu diametro, sua
densidade e sua viscosidade.

Atualmente, os automdveis possuem modelos mais aerodinamicos, ou seja, modelos
que “cortam o ar”e diminuem as colisoes com ele, fazendo a forga de resisténcia do ar ser
menor. Como resultado o veiculo gasta menos combustivel para manter certa velocidade.
Abaixo temos uma tabela que mostra a queda nos valores do coeficiente de arrasto no
decorrer do tempo, com a modernizagao dos automoveis.
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Figura 19: Comparacao do coeficiente de arrasto entre modelos de automéveis.

ANO  MODELO BASICO C,

1910 0.74

1930 ﬂ 0.70
-

1940 e 0,67

1945 b 0.48

ot

1960 {6“% 043
1970 ﬁfﬁ 0.41

il i

r

1995 ﬁ 0.29

Fonte: (SOUZA; QUEIROZ, 2004, p. 54)

Como comentamos na se¢ao anterior, a velocidade também influencia no aumento
ou declinio da forca de resisténcia do ar. Quanto maior for a velocidade de um ciclista,
com maior intensidade o mesmo perceberd essa forca.

Um ultimo fator que pode gerar mudancas na resisténcia do ar ¢ a propria densidade
do ar. A variacao da densidade do ar estd ligada a pressao e a temperatura. Quanto maior
a pressao, o ar ficard mais denso e oferecerd maior resisténcia ao movimento. Ja para a
temperatura acontece o inverso: o aumento da temperatura ocasiona a diminuicao da
densidade do ar, oferecendo menor resisténcia ao deslocamento do corpo.

Considerando todos esses fatores citados anteriormente, ao propor uma expressao
para forca de resisténcia do ar escrevemos:

F,=A-pu-Cy-v, (49)

onde A corresponde a area superficial do corpo, u a densidade do ar, C, ao coeficiente de
arrasto e v a velocidade do corpo.

Na proxima sessao, abordaremos a equacgao diferencial que descreve as oscilagoes
amortecidas do péndulo.
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3.2.2 Equacao Diferencial em Oscilacoes Amortecidas

Considere um fio de comprimento (L) com uma extremidade presa a uma superficie
e na outra extremidade uma esfera de massa (m) em movimento oscilatério. As forgas que
atuam sobre a esfera sao a forga de tracao (7), a forga peso (P) e a forca de resisténcia
do ar (F,), conforme segue na ilustragao abaixo.

Figura 20: Representagao das forgas na oscilagdo amortecida do péndulo.

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

No movimento harmonico simples nao consideramos a forga de resisténcia do ar
e verificamos que a forca resultante era dada pela equagao (29). J& em uma oscilagao
amortecida, a forga resultante serd acrescida pela for¢a de resisténcia do ar. Como essa
forca é sempre contraria ao sentido do vetor velocidade, a resultante é a diferenca entre a
forga restauradora, cuja equagao foi discutida na segao 3.1 e a equagao (49). Chegamos a
seguinte expressao:

Fr=-m-g-senz—A-u-C,-v.
Como Fr = m - a, teremos:

m-a=—-m-g-senx—A-pu-Cy,-v
e, dividindo toda a equacao por m, segue:

A-pu-Cyov
—

a=—g-senr —
Denominando b a expressao

h— M7 (50)
m

e sabendo que a velocidade é a taxa de variacao da posicao em relacao ao tempo e a
aceleracao é a taxa de variacao da velocidade em relagao ao tempo, resulta em:
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dQ_a:__ senx — b @—>

az ~ 9 dt

Az dx

w—i—b-%—kg-senxzo. (51)

Portanto, essa é a equacao diferencial que descreve a posicao do péndulo em um
determinado instante. Todavia, essa equacao diferencial nao é linear. O que iremos

, . L - ) x
fazer é uma linearizacao dessa equagao, considerando que senx = —, onde x representa

o deslocamento linear do péndulo de um ponto P; até P, e L é o comprimento do fio.
Assim, a equacao passa a ser da forma:

d*x dv g

I A4 =0
TR T
Denominaremos de k& a divisao:
g
k== 52
d (52
o =0 (53)
[ P— . x pr— .
dt? dt

Agora, temos uma equacao diferencial ordindria homogeénea de segunda ordem com
coeficientes constantes. Teremos que encontrar uma funcdo x(t) tal que sua derivada
segunda somada com o quadrado da sua derivada primeira e com a prépria funcao seja

possivel de ser igual a zero. Suporemos, como no movimento harmonico simples, que essa
fungao seja do tipo z(t) = e*, com ¢ € R.

Tomando as derivadas de z(t) e substituindo-as na equagao (53):
—C2'€Cit+b"i'0'66it+k'66it:0.
Colocando e em evidéncia, encontramos:

ecit'(_CZ_i_b_i.c_i_k,):O_>eCit_(62_b.i~C—k):0.

A equacao caracteristica possui, como raizes, os valores:

b-i+\/—b2+4-kze b-i——b2+4-k
g 02:

1 9 9 ’

de tal forma que a solugao geral z(t) para a posigao é dada por:

(b-i+\/—b2+4-k).i.t b-i—\/—b2+4-k>.i.t
2
—

z(t)=C) e +C’2-e( ’
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"y ELETTS ) o ENVELETTAN
z(t) = Cy e -e< : )t+02'6% e( 2 )t—>
iy (:t\/fb2+4-k>.i.t
z(t)=(C1+Cy)-e2 -e : , (54)

sendo C e (5 constantes determinadas a partir das condigoes iniciais do problema.

Se b? — 4 - k serd maior, menor ou igual a zero dependerd da relevancia da atuacao
da forca de resisténcia do ar e da forca oriunda do péndulo. Se a atuacgao da forca de
resisténcia do ar, que esté associada a constante b, for significativa ao ponto de b? > 4 -k,
teremos uma oscilacao que denominamos de subcritica.

Na equagao (54), o valor expresso por v/ —b% 4+ 4 - k é um nimero real e chamaremos
w-t),;

esse numero de w. Lembrando que e( 5)i — coS (%t) 41 - sen (w?t), obteremos a seguinte
equagcao:

2(t) = (O + Cy) e - (cos <#> +i-sen (#)) —

z(t) = e (01 coS (—il;.t) 4+ Cy -7 - sen (—i@;t)) )

A equacao acima pode ser alternativamente escrita através do modelo:

z(t)=e 2 - (A - cos <# + 9)) , (55)

em que C7 = A-cosfeCy-i=—A-send.

Um grafico da posicao variando com o tempo é representado na figura abaixo, con-
siderando b=0,4, A=1e w = 3.

Figura 21: Posigao em relagao ao tempo de uma oscilagdo com amortecimento subcritico.

x(t)

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.
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Pelo grafico, observamos que o objeto executa oscilagoes com amplitudes cada vez
menores no decorrer do tempo até atingir uma posicao de equilibrio, momento no qual o
corpo termina seu movimento oscilatorio. Essas oscilagoes sao delimitadas pela curva da
exponencial e

A velocidade v(t) nesse tipo de amortecimento serd expressa pela derivada primeira
da equacao (55):

- |b FTw-t w Fw-t
v(t)=—A-e -[§~cos< 5 +9>:|:5-sen( 5 —1—8)}.

A aceleracao, por sua vez, é a derivada da expressao acima. Aplicando, novamente,
a derivada do produto, temos a equacao abaixo:

2 2 . ) .
a(t):A.e%bt. {b iw -cos(ilg t+9>ﬂ:w—b-sen(ig t+9>].

Quando b? = 4-k, teremos um amortecimento critico. Nesse caso, a equacao diferen-
cial de segunda ordem admite duas raizes repetidas. Ao falarmos dos casos possiveis, na
secao 2.8.2, afirmamos que a solucao é uma exponencial multiplicada por um polinémio
de grau n — 1 em relagao a ordem da equacao diferencial.

Na equagao (54), fazendo b? = 4 - k = 0, ficamos com:

2ty =Cr-e(3) 4 0y e(F) (A 1+ B),

em que as constantes A e B sao determinadas a partir das condigoes iniciais.

Fixando C 4+ C5 = C', chegamos a:

w(t)=C-e(F) (At + B). (56)

O comportamento grafico desse tipo de oscilagao é ilustrado a seguir. Na figura (22),
consideramos C' =4,b=1,8, A=2e B=0,9.
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Figura 22: Posigao em relacao ao tempo de uma oscilagdo com amortecimento critico.
A

B0

Ay

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

No grafico verificamos que, no amortecimento critico, praticamente nao ha oscilagao,
pois o objeto rapidamente atinge sua posi¢ao de equilibrio.

A velocidade e a aceleracao no amortecimento critico serao expressas por:

dx By b-(A-t+ B)
v(t)—dt—C e [A— 5 }
e
a(t)—dt—C’ b-e [ A+ 1 }

Finalmente, se b? < 4 - k, temos uma oscilacao supercritica. Assim:

bt

N (wm),t
z(t)=(C1+Cy)-e2 -e ’ .

(57)

Como na oscilacao com amortecimento critico, esse movimento atinge seu ponto
de equilibrio praticamente sem oscilar. A diferenca é o tempo necessario para atingir tal

V=2 4k

b
ponto. Abaixo segue o grafico obtido quando consideramos 3= 0,2¢ — s = 0,1.
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Figura 23: Posigao em relagao ao tempo de uma oscilagao com amortecimento supercritico.

A x(t)

\

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Na préxima secgao, falaremos sobre a classificagao quanto a estabilidade do ponto de
equilibrio em cada caso apresentado anteriormente.

3.2.3 Analise dos Pontos de Equilibrio

O objetivo nessa secao é fazer um estudo geométrico dos casos de estabilidade
possiveis de serem verificados em cada sistema de amortecimento, analisando a classi-
ficacao do ponto de equilibrio.

Num sistema amortecido, concluimos que a equacao diferencial ordinaria de segunda
ordem que caracteriza o movimento do péndulo é dada pela expressao:

d? d
d—tf—i—b-d—f+k-x=0—>w”—|—b-x’—|—k-x=0.

Uma equacao de segunda ordem pode ser escrita como um sistema de duas equagoes
de primeira ordem. Para isso, fazemos a insercao de uma nova variavel y e chamamos
2’ = y. Assim, substituindo essa tiltima igualdade na equacao diferencial " +b-2'+k-x = 0
obtemos:

v+byt+k-o=0—y=-b-y—Fk- x

Portanto, ha duas equagoes lineares:

¥ =y.

y=-b-y—k-x.

Para sabermos quais os pontos de equilibrio, analisaremos qual o conjunto de pontos
torna igual a zero ambas as equagoes lineares acima. A primeira equacao diferencial admite
um tnico valor de y, que é o préprio zero. Substituindo esse resultado na segunda equacao
e igualando-a a zero, temos:
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0=—b-0—k-2—0=—k-x,

portanto x = 0. Um ponto de equilibrio é, entdo, o ponto (0, 0). Contudo, hé outros
desses pontos. Pensando que o deslocamento z foi linearizado a partir da funcao sen,
também serao solugbes os pontos em que senx = 0, ou seja, os pontos (n - m,0) com n =
0,+1,4+2, 43, - formam um conjunto de pontos de equilibrio para o sistema estudado.

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio, encontraremos os autovalores
e autovetores da matriz de coeficientes. A equacao caracteristica é:

det(A—X-1)=

0—A 1
-k  —b—=A

‘ =N +b-A+k=0,
logo os valores para os autovalores sao:

I v/ ey

A .
ou
Wb VPR
2 = .
2

. - . k1
Os autovetores associados aos autovalores A\; e Ay serao denominados K; = ( e
ks .
Ky, = 1y ) respectivamente.
4

A solucao sera dada por:

e podemos escrevé-la na forma de matriz, como segue abaixo:
x(t) . Cl . k’l : eAl't + 02 : k’g . 6/\2't
y(t) o Cl . kQ : €>\1't + CQ : k4 . €>\2't '

O valor de v/b? — 4 - k pode ser positivo, negativo ou nulo, correspondendo ao amor-
tecimento subcritico, supercritico e critico, respectivamente.

Sendo v/b?> —4 -k > 0, teremos duas raizes distintas e, portanto, dois autovalores
com valores diferentes. Se ambos autovalores sdo negativos, se t — oo tanto z(t) =
Cyp k- et Cy - kg et quanto y(t) = Cp - ky - e+ Oy - ky - €22 tendem a zero. Um
ponto qualquer do plano nas redondezas do ponto de equilibrio (0, 0), aproxima-se dele
tendendo a estabilidade. Nesse caso, o ponto de equilibrio é denominado como no estavel.
A representacao geométrica desse caso segue abaixo.
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Figura 24: Representagao gréafica de um né estavel.

Y }"f ;\'2

A,

A>h,

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Na figura acima, o sentido das setas indicam que os pontos préximos ao ponto (0,
0) tendem a ele. Se A} = Ay, as fungbes z(t) e y(t) crescem igualmente. Se Ay > g, a
fungao x(t) cresce mais em relagao a funcao y(t) e o inverso ocorre se A\; < Ag.

Se ambos autovalores sdo positivos, se t — oo tanto z(t) e y(t) tendem ao infinito.
Entao, dado um ponto qualquer préximo a um ponto de equilibrio (0,0), ele ndao tendera
a aproximar desse ponto, ja que desviara dele indo para o infinito. Chamamos esse tipo
de comportamento de instabilidade. O ponto de equilibrio é chamado de né instavel.
A representagao grafica dessa situacao segue abaixo e podemos visualizar um contexto
oposto ao da figura (24).

Figura 25: Representagao grafica de um né instével.

vy Ak

xﬁ’“z

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Se os autovalores sao de sinais opostos, o ponto de equilibrio é definido como ponto
de sela. Se A\; > 0 e Ay <0, a funcao z(t) tendera ao infinito enquanto a fungao y(t) tende
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ao ponto (0,0). O inverso acontece se Ay < 0 e Ay > 0. A representagao geométrica desse
ponto, quando A; > 0 e Ay < 0, estd na figura que segue.

Figura 26: Representagao grafica de um ponto de sela.

y

v

N
/

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Sendo v/b?> —4 -k < 0, teremos duas raizes complexas que podem ser imagindrias
puras ou conter parte real e imaginaria. Se as raizes sao imagindrias puras, usando
a aproximacao pelo polinémio de Taylor para et escrevemos, entdo, as solucdes da
forma:

x(t) =Cy - ky-cos(B-t)+ Cy - ks-sen(f - t).
y(t) =Cy - ky-cos(f-t) + Cy - ky-sen(f - t).

Observe que, as solugoes z(t) e y(t) estao relacionadas as fungoes periédicas seno

e cosseno com periodo dado por 27” Se k3 e ko s@o iguais a zero, temos que x(t) e y(¢)

sao expressoes para as equagoes paramétricas de uma elipse com centro no ponto (0,0).
Variando os valores de ki, ko, k3 e ks, formamos um conjunto de elipses com centro em

(0,0).

Figura 27: Representagao gréfica de solugoes complexas puras.

“r

Z\1
o

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.
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Na figura acima, o ponto (0,0) é denominado de centro. As elipses podem ser
percorridas tanto no sentido horario como no sentido anti-horario.

Se as raizes possuem parte real, segue e(®t) as solucoes sdo escritas da seguinte
maneira:

I(t) _ eat . [CI . kl : COS(ﬁ . t) + 02 . k3 . SGH(ﬁ . t)]
y(t) — ot [Cl ko - COS(B . t) +Cy - ky - Sen(ﬁ . t)]
Sea > 0, z(t) e y(t) descrevem elipses que tendem a se afastar da origem. Chamamos
esse ponto de espiral instavel. O oposto acontece quando a < 0: as elipses tendem a

se aproximar do ponto (0,0), nomeado de ponto de espiral estavel. As representagoes
geométricas dessas situacoes aparecem na figura 28.

Figura 28: Representagao grafica de um espiral estavel e instével.

§ p

{7

- &

Espiral estavel

_ EQ = x
NS L

Espiral instavel

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.
Sendo vb? — 4 - k = 0, ha duas raizes repetidas. As solucoes sao da forma:
Jf(t) = Ol . kl . €>\1.t + CQ . k’g -t 6/\1'?5

y(t) = Cp - hy - eMt 4+ Cy-ky-t-eM?

Se A\; <0, t-eM tenderd a zero quando ¢ tender ao infinito. Nesse caso, a assintota
de z(t) e y(t) tende ao ponto (0,0), quando t — oo, conforme as diregoes dos vetores k;
e ko. Ha um né estével degenerado. Se A\; > 0, ocorre a situacdo contraria: z(t) e y(t)
tendem a se afastar do ponto (0,0) com t — oco. Existe, ai, um né instével degenerado.
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Figura 29: Representagao grafica de um né estavel degenerado.

&
Z

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Concluimos que a classificagao da estabilidade dos pontos de equilibrio do péndulo
estd relacionada aos valores da expressao (v/b? — 4 - k), sendo que a constante k é igual

% pela equacao (52) e a constante b provém de valores ligados a drea superficial do

corpo, a densidade do corpo e ao coeficiente de arrasto. Todos esse fatores interferem
no movimento do péndulo e no comportamento que este apresentara em relagao aos seus
pontos de equilibrio, seja aproximando-se ou afastando-se deles.

A seguir apresentaremos uma proposta de aula para o Ensino Médio no estudo do
movimento do péndulo através do uso do software Geogebra. Consideraremos o caso do
movimento harmonico simples do péndulo e com amortecimento.
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4 Atividade investigativa do movimento do péndulo
com uso do software Geogebra

Nosso objetivo, nessa secao, ¢ propor aulas investigativas para o Ensino Médio usando
o software matematico Geogebra no estudo do movimento harmonico simples e amortecido
do péndulo. No contexto educacional, a atividade caracteriza-se também como interdisci-
plinar, pois usa conceitos de Matematica, como as funcoes trigonométricas, para entender
o movimento de um objeto trabalhado nas aulas de Fisica, o péndulo simples.

Segundo Curi (2010), a investigacao nas aulas visa o envolvimento profundo do aluno
com o conteudo, deixando que por si proprio descubra e organize suas duvidas, analise
todas as possibilidades de sané-las e julgar quais delas sao relevantes para a tarefa. O foco
da aula, passa-se do professor para o aluno, no sentido de uma aula mais colaborativa.

O professor tem um papel determinante nas aulas de investigacao matematica, man-
tendo o equilibrio entre a autonomia necessaria dada ao aluno para nao comprometer sua
autoria na investigacao e a garantia de que o trabalho do aluno flua naturalmente e de
maneira significativa. (Ponte, 2003).

De acordo com Ponte (2003), numa investigagao matematica parte-se de uma questao
mais generalizada ou de um conjunto de informagoes pouco estruturadas para se chegar
a uma solucao, tendo um ponto de partida para procurar e formular uma questao mais
precisa com um melhor detalhamento e sobre ela produzir diversas conjecturas; estas sao
testadas e, perante contradigoes, poderao ser descartadas.

A investigacao matematica possui quatro momentos principais:

Tabela 1: Momentos de uma investigacao.

’ Momentos de uma investigacao H Atividades
Exploracao e formulacao de questoes || Reconhecer e explorar uma situacao problematica
Formulagao de conjecturas Organizar dados e formular conjecturas
Teste e reformulagao de conjecturas Realizar testes e refinar uma conjectura
Justificagao e avaliacao Justificar uma conjectura e avaliar o raciocinio.

Fonte: Investiga¢do sobre investigagoes Matemdticas em Portugal, (PONTE, 2003 pag. 7). Pu-
blicado na revista Investigar em Educacdo, 2003, Edicao SPCE, vol. 2, Grafica 2000, Lisboa.

A atividade investigativa serd desenvolvida através do uso de software matematico, o
Geogebra. Grande parte das escolas atualmente possui um laboratoério de informatica em
suas instalacoes, dando oportunidade de utilizacao por parte do professor, deste recurso
no ensino.

Na Matematica, varios sofware oferecem recursos para a abordagem de contetidos de
maneira agil e funcional, impossivel no uso do tradicional quadro e giz. Além do que, esses
recursos condizem com a atual realidade do aluno, no uso das tecnologias para acessar
informagoes e adquirir conhecimento.

O software Geogebra foi desenvolvido por Markus Hohenwarter como parte de sua
dissertacao de mestrado em Educagao Matematica e Ciéncia da Computacao, nos anos
de 2001 e 2002, pela Universidade da Salzburg, Austria. Este software recebeu prémios
internacionais e foi traduzido em varios idiomas, sendo um deles o portugués. O Geogebra
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funciona em diferentes sistemas operacionais, como Linux, Windows, Mac OS. Pode ser
feita sua portabilidade, sendo necessaria a instalacao da maquina virtual Java. E um apli-
cativo gratuito e obtido através do acesso a pagina http: /www.geogebra.org, independente
do sistema operacional e da necessidade de licengas comerciais.

Algumas caracteristicas do programa sao a geracao de graficos, tabelas e repre-
sentacao algébrica concomitantemente a uma interface amigavel, com varios recursos sofis-
ticados e ferramentas de producao de aplicativos interativos em paginas da web. De modo
geral, o Geogebra busca interligar as facilidades dos softwares de geometria dinamica com
os recursos disponiveis nos softwares algébricos, mantendo as principais caracteristicas de
ambos os contextos e proporcionando uma integracao dos recursos de geometria, algebra
e calculo.

4.1 Orientacoes para o desenvolvimento da atividade investiga-
tiva sobre o péndulo

A atividade possibilita um trabalho conjunto nas disciplinas de Fisica e Matematica.
Na Fisica, realizamos um estudo gréafico do Movimento Harmoénico Simples (MHS) em
relacao a conceitos como posicao, velocidade, aceleracao, amplitude, frequéncia e periodo.
Na Matematica, envolvemos a interpretagao grafica das funcoes trigonométricas e dis-
cutimos as principais caracteristicas que esse tipo de fungao possibilita na descricao de
movimentos periédicos.

O documento de Orientacoes Educacionais Complementares aos Parametros Cur-
riculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) diz que “a Matematica vai além de seu
carater instrumental, colocando-se como ciéncia com caracteristicas proprias de inves-
tigacao e de linguagem e com papel integrador importante junto as demais Ciéncias da
Natureza” (BRASIL, 2000, p.111). Essa integragdo da Matemadtica a outras areas de co-
nhecimento, segundo os Parametros Curriculares Nacionais, instrumentaliza e estrutura o
pensamento do aluno, capacitando-o a interpretar situacoes, argumentar, analisar, avaliar
e tirar conclusoes préprias.

Especificamente em Trigonometria, as Orientacoes Educacionais Complementares do
PCNEM defendem que “deve ser assegurado as aplicagoes da trigonometria na resolucao
de problemas que envolvem medicoes, em especial o cdlculo de distancias inacessiveis
e a construgao de modelos que correspondem a fenomenos periédicos” (BRASIL, 2000,
p.121 - 122). Com base nessas orientagoes, a atividade a ser proposta possui como objeti-
vos principais, do ponto de vista matemaético: desenvolver a capacidade de interpretagao
grafica das funcoes trigonométricas, como intervalos de crescimento e decrescimento, pon-
tos maximos, minimos e limites; propor uma analise da funcionalidade dessas funcoes na
descricao de movimentos oscilatérios.

A atividade é voltada para alunos do Ensino Médio e, exige como pré-requisitos,
conhecimentos das equacoes do MHS quanto a posigao, a velocidade e a aceleragao. Por
essa razao, no contexto escolar, é viavel que o trabalho seja realizado conjuntamente com
o professor de Fisica.

Conforme a Tabela 1, o primeiro momento da atividade investigativa refere-se a
reconhecer e explorar a situacao problematica. Nesse sentido, é proposto que os alunos
tenham contato direto com o nosso objeto de estudo o péndulo simples. Para a construgao
dos péndulos, os alunos deverao trazer os seguintes materiais: um transferidor (360°), uma
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fita adesiva, barbante e uma esfera, por exemplo, bolas de gude ou de metal de diferentes
tamanhos e pesos. Primeiramente, a esfera sera presa a uma das extremidades do barbante
utilizando a fita adesiva. A outra extremidade sera fixada ao centro do transferidor. O
transferidor é pregado a uma mesa, tomando-se o cuidado do barbante em repouso passar
pela marca zero do transferidor. A esfera nao deve tocar no chao (caso isso ocorra o
comprimento do fio deve ser ajustado). A figura abaixo mostra uma exemplificacao do
péndulo a ser confeccionado.

Figura 30: Proposta de construgao do péndulo com transferidor, esfera e barbante.

Transferidor

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

De inicio, o barbante devera ser posicionado na posi¢ao (10°) e um discente deverd
segurar a esfera com a mao. Outro aluno devera ficar preparado para cronometrar o
tempo decorrido de uma oscilacao completa®. Os resultados de tempo obtidos deverao ser
todos registrados, porque serao analisados em um momento proximo. A imagem a seguir
mostra a posicao inicial do barbante na posigao (0°).

80 crondémetro pode ser de um dispositivo mével.
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Figura 31: Posicao inicial do barbante.

i ™

Py Posicao inicial A
b A e do barbante

] N i

Fonte: Imagem criada pelo préprio autor.

Se, por acaso, houver dificuldade de cronometrar o tempo de uma oscilacao completa,
uma possibilidade é obter o periodo de um nimero maior de oscilacoes completas e, em
seguida, dividir pela quantidade dessas. O procedimento deve ser repetido com outros
comprimentos do barbante e outros pesos da esfera. Posteriormente, o barbante deve ser
posicionado na posi¢ao (60°) e ser medido o tempo necesséario para efetuar trés oscilagoes
completas. Os dados encontrados devem ser anotados.

Por ser uma atividade investigativa, com os péndulos construidos, o professor es-
timula algumas observacoes importantes de serem concluidas pelos alunos a respeito do
movimento do péndulo. Por exemplo, incentivar a investigacao dos alunos da interferéncia
ou nao na frequéncia e periodo do objeto quando variamos o comprimento do fio ou al-
teramos o corpo preso a ele. Os discentes podem comparar os movimentos dos diferentes
péndulos construidos para chegar a uma conclusao.

E possivel discutir, ainda, qual a posi¢ao de equilibrio e o tempo necessario para um
péndulo chegar a essa posicao frente a diferentes massas e comprimentos. Os discentes
devem usar um cronometro para efetuar essa contagem de tempo.

O docente pode instigar a associagao do movimento do péndulo ao ciclo trigo-
nométrico. Sendo o comprimento da corda o raio da circunferéncia, o centro (0,0) seria
representado pelo extremo da corda que nao estd preso ao objeto. Esse fato justifica a
representacao do movimento do péndulo pelas fungoes trigonométricas.

O professor deve atentar os alunos para a atuacao da forca de resisténcia do ar
no movimento do péndulo. Caso essa forca nao estivesse presente, o péndulo repetiria o
mesmo movimento infinitamente. As equac¢oes no movimento MHS sao tteis para descre-
ver pequenos deslocamentos angulares do péndulo.

As conclusoes obtidas pelos alunos nessa experiéncia empirica serao confrontadas,
posteriormente, com os resultados alcancados ao estudarem o movimento do péndulo com
amortecimento.
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As proximas aulas deverao acontecer no laboratorio de informdtica com previsao 6
horas/aulas no total. Na préxima se¢ao, apresentamos o passo a passo do desenvolvimento
da atividade.

4.2 Desenvolvimento da atividade investigativa sobre o péndulo

Ao inicio da atividade, caso os alunos ainda nao tiveram contanto com o software
Geogebra, recomenda-se a apresentacao geral do programa. Ele possui a “Janela de
) P G p p
Visualizagao”, onde sao gerados os graficos, a “Janela de Algebra”, espaco de apresentacao
das equacoes e o campo de “Entrada”, local onde sao inseridas as equagcoes para a geracao
dos graficos. A figura abaixo mostra a pagina inicial do programa.

Figura 32: Pégina inicial do software Geogebra.

8 CestetraClasics . - e BT PR e
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
@ .
.
» Janela de Algebra () | » Janela de Visualizagio x

5

Entrada:

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

Ao inicio da atividade, é importante alertar os alunos que para a escrita das equacoes
(37), (38) e (39) que expressam a posicao, velocidade e aceleracao no MHS, a variavel ¢ serd
trocada pela varidvel x ao ser escrita no campo de entrada Geogebra. Dessa forma, para
a posicao serd digitada a equagao y = C'* cos(w * x + 0), onde w corresponde a frequéncia
angular, # ao angulo inicial e C' corresponde a amplitude. Além disso, é importante
atentar que as andlises a serem realizadas limitam-se aos valores de x positivo, posto que
essa variavel representa um intervalo de tempo.

Serd exigido do usuario a criagao da ferramenta “controle deslizante” para as incégnitas
C, w, 6. Essa permite analisar a variacao de parametros definidos pelo usuario de forma
dinamica e pratica. A imagem abaixo apresenta a tela do Geogebra com os controles
deslizantes criados.
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Figura 33: Pégina do software Geogebra com os controles deslizantes C, w, 6 criados.

&

) o ~, controles deslizantes
g

y=C. cos (ot + Q)

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

Sendo um dos passos da atividade investigativa, nesse momento, iniciaremos a for-
mulacao de conjecturas, que podem ser efetuadas pelo aluno ou pelo professor. Abaixo
seguem propostas de questionamentos a serem formulados e quais conclusoes podem ser
obtidas a partir das funcionalidades que o software Geogebra oferece.

Primeiro Questionamento: Ao alterarmos a frequéncia angular do Movimento
Harmonico Simples o periodo, a velocidade e a aceleracao sofrem quais tipos de mudancgas?

Ao movermos o “controle deslizante” de w, o aluno analisa que as oscilagoes au-
mentam em quantidade a medida que a frequéncia angular também aumenta. E enri-
quecedor, nesse momento, o professor discutir com os alunos a representacao grafica de
uma oscilagdo completa. A partir disso, leva-los a concluirem que com o aumento da
frequéncia, o péndulo executa oscilagoes completas em intervalos de tempo menores, ou
seja, seu periodo diminui. Este fato justifica a relacao inversamente proporcional expressa

pela equacao T = —. Ainda pode ser analisado se houve a intuicao dessa relacao, por

parte dos alunos, na construcao do péndulo.

Ao movermos o “controle deslizante” de C', que corresponde a amplitude, é verificado
que periodo e frequéncia nao se alteram. A posicao atingida pelo péndulo, representada no
eixo y, sofre alteragoes (crescimento ou declinio), conforme aumentamos ou diminuimos,
respectivamente, a amplitude do movimento.

Ao movermos o “controle deslizante” de 6, o angulo inicial, vemos que os valores da
frequéncia e o periodo independem da escolha desse angulo. Ha somente um deslocamento
horizontal do grafico, causando diferenca, por exemplo, nos pontos onde o péndulo inicia
seu movimento.

Para complementar a visualizagao da relagao inversamente proporcional entre frequén-
cia angular e periodo, o discente tém a possibilidade de inserir no campo de entrada do
programa a funcao da posicao com diferentes valores para a frequéncia angular. A figura
seguinte mostra o grafico para a posicao quando consideramos w = 1, w = 2, w = 3,

102
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C=1e60=0,2.

Figura 34: Gréafico da posi¢do de um péndulo simples para w = 1, w =2, w =3, C =1e
0=0,2.

y —cos(3x +0.2) y =cos(2x+0.2) y =cos(x + 0.2)

i
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Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

Pelo grafico, visualizamos que para a maior frequéncia angular (w = 3) hd o me-
nor periodo e vice - versa, portanto, estimula o aluno a concluir a relacao inversa entre
frequéncia e periodo. Esse procedimento de teste das conjecturas elaboradas sao uma das
etapas da atividade investigativa, segundo Ponte (2003).

Podemos, ainda, analisar o grafico da posi¢ao quanto ao significado fisico dos picos
destes graficos. O pico no grafico da equacao do movimento do péndulo representa o
instante de tempo em que o péndulo atinge sua amplitude maxima, permanece em um
repouso momentaneo, inverte o sentido da oscilagao e retoma o seu movimento. Nesses
momentos existem os pontos de equilibrio. Esses pontos podem ser estaveis ou instaveis.
Na amplitude maxima ha pontos de equilibrio instaveis e na amplitude minima os pontos
estaveis.

Do ponto de vista matematico, é importante os alunos citarem quais as carac-
teristicas das funcgoes trigonométricas justificam sua adequacao na descricao do movi-
mento do péndulo. Destacamos a periodicidade da funcao seno e cosseno e o fato de
ambas serem limitadas.

Para a velocidade, temos a equagao (38), que pode ser digitada no campo de entrada
do Geogebra da seguinte forma: y = —w % C' x sen(w * = + #). Ao movermos, novamente,
o “controle deslizante” de w, os alunos podem concluir que o crescimento da frequéncia
angular ocasiona o aumento da velocidade e da quantidade de oscilagoes. Como nos pontos
de amplitude méxima a velocidade é nula, a maior quantidade de oscilagdes no grafico
da velocidade possibilita conjecturar que o péndulo passa por mais vezes nos pontos de
amplitude méxima. Abaixo, temos a equacao da velocidade considerando w = 1, w = 2,
w=3C=1e0=0,2.
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Figura 35: Grafico da velocidade de um péndulo simples para w = 1, w =2, w =3, C =1e
9=0,2

y=—3sen(3x+ 0.2)

4
T y=—2sen(2x+0.2)

vl A OO [
WAV

)

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

Se aumentarmos C' (a amplitude do movimento), a velocidade também aumenta.
Se aumentarmos o valor de 6 (o angulo inicial), as oscila¢oes deslocam-se lateralmente
para a esquerda, indicando que alteramos o momento no qual péndulo atinge os pontos
de amplitude maxima. Nestes pontos verificamos que a velocidade é nula, por exemplo,
ao fazermos um paralelo entre as figuras 34 e 35, analisamos que onde x = 3 era o ponto
maximo para w = 2.

Figura 36: Paralelo entre as figuras 34 e 35.

y=cos(3x +0.2) y =cos (2x +0.2) y = cos (x +0.2)

VIO
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y = -3 =n(3z+ 0.2)

)
T y=—2 sen(2x 4 0.2)

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.
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Para a aceleracao, temos a equagdo (39), essa pode ser escrita no Geogebra da
seguinte maneira: y = —w?-z. Se aumentarmos a frequéncia angular e, consequentemente,
a variacao da velocidade, a aceleracao também cresce.

Segundo Questionamento: Ao alterarmos o comprimento do péndulo, o periodo,
a velocidade e a aceleracao sofrem quais tipos de alteragoes?

Para respondermos a esse questionamento, iremos substituir a equagdo (40) nas
expressoes para a posicao, a velocidade e a aceleragao. No Geogebra, iremos digitar

a seguinte equacao para a posicao: y = C * cos [(%)2 * T+ 6]. Podemos considerar

g = 10m/s?. Novamente, criamos “controles deslizantes” para a amplitude (C), para o
comprimento (L) e o angulo inicial ().

Ao movimentarmos o “controle deslizante” do comprimento, percebemos que o
acréscimo do comprimento resulta em um periodo maior para efetuar uma oscilacao
completa. O inverso acontece quando reduzimos o comprimento. Deduzimos a relagao
proporcional entre comprimento do péndulo e periodo.

Na imagem abaixo segue o grafico da posicao para o comprimento de L =1, L = 2,
L=3,C=1e60=0,2.

Figura 37: Grafico da posigdo de um péndulo simples para L = 1, L =2, L =3, C =1e
0 =0,2.

cos (3.16 x +0.2) cos (2.24 x 4 0.2) cos (1.83 x 4 0.2)

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

No gréfico, observamos que para L = 3 ha o maior periodo e para L = 1 existe o
menor periodo.

Quanto a velocidade, digitamos no campo de entrada a seguinte equacao: y =

1
— (%) % C x sen [(%) xa+ 0]. Ao movermos o parametro do comprimento, dei-

xando a amplitude constante, podemos afirmar que a velocidade diminui a medida que o
comprimento do fio do péndulo aumenta. Os alunos também constatam essa afirmagao
colocando valores para o comprimento como segue abaixo, no qual consideramos L = 1,
L=2L=3C=1e60=0,2.
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Figura 38: Grafico da velocidade de um péndulo simples para L =1, L=2, L. =3, C =1e
9=0,2.

—2.24 sen (5} x + 9_5) —3.16 sen (101 x+ n.s)

—~1.83 sen (3.33 x+0.5)

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

Pelo grafico acima, em L = 1 obtemos a maior amplitude, entao, sua velocidade é
maior, comparada as velocidades atingidas quando L ¢é igual a 2 ou 3.

~ . ~ g .
Para a aceleracao, consideramos a equacao: y = -7 x r. Quanto menor o compri-

mento do fio, maior sera sua aceleragao e, portanto, sao grandezas inversamente propor-
cionais.

O professor pode levantar algumas hipdteses com os alunos. Admitimos a aceleracao
da gravidade constante e igual a 10 m/s?, todavia essa aceleragao apresenta esse valor so-
mente na superficie da Terra. Se, por acaso, consideramos a aceleragao da gravidade na
Lua de g = 1,6 m/s?, o péndulo teria perfodo maior ou menor em relagao ao periodo apre-
sentado na Terra? O aluno tem a alternativa de tragar os graficos da posicao do péndulo
para um comprimento constante, considerando os dois valores da aceleracao da gravidade,
como segue ilustrado na figura seguinte, sendo que consideramos o comprimento L =1 e
w=0,2.

Figura 39: Gréfico da posicio para a aceleracio da gravidade g = 10m/s% e g = 1,6 m/s>.

s 1
2 y=1cos \:101] x4+ 0.2) ¥ ~1icoa l-._l'[" xT 0'2)

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

Pelo grafico observamos que o periodo do péndulo na Lua é maior que periodo do
mesmo na Terra. Os alunos podem conjecturar que, quanto menor for a aceleracao da

106



4.2 Desenvolvimento da atividade investigativa sobre o péndulo 107

gravidade maior sera seu periodo e vice-versa, ha uma relacao inversamente proporcional
entre essas duas grandezas.

No proximo questionamento, induzimos o aluno a interpretagao grafica da posicao
do péndulo considerando a atuacao da forca de resisténcia do ar, item que nao foi consi-
derado nas analises até o momento.

Terceiro Questionamento: Ao considerarmos a atuacao da forca de resisténcia
do ar no movimento do péndulo, o que aconteceria com relagao a amplitude?

E razoével os alunos responderem que a amplitude se reduz no decorrer do tempo.
Assim, o professor pode definir que trata-se de uma oscilacao com amortecimento e, com
base no grafico tracado pelos discentes da posicao em relacao ao tempo, pode discutir
como seria a representacao grafica para esse tipo de oscilagao. Um modelo provavel a ser
proposto pelos alunos segue na imagem abaixo.

Figura 40: Modelo para a oscilagdo com amortecimento.

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

No modelo, vemos que a principal mudanca esta relacionada a diminuicao da ampli-
tude a medida que o tempo transcorre e que essa mudanca é delimitada por uma curva.
O professor pode discutir com os alunos que a funcao adequada para gerar a curva seria a
exponencial do tipo e**, com a < 0, uma vez que trata-se de uma exponencial decrescente.
Portanto, na equacao que descreve a posicao do objeto no MHS (y = C' - cos(w - x + 0)),
devemos acrescentar a influéncia desse novo parametro, de modo que, podemos propor
a equacao (y = e*® - [C - cos(w - x + 0)]) para a posi¢do versus tempo no movimento
amortecido do péndulo.

No campo de entrada do Geogebra, deve ser inserida a equagao: y = e {a*xx} *[C *
cos(w * = + 0)] apds serem colocados os “controles deslizantes” para a, C, w e 0.

Ao movermos o “controle deslizante” de a, observamos que o seu aumento em valores
negativos faz a amplitude das oscilacoes diminuir até o ponto de nao haver oscilacao e
o objeto atingir o ponto de equilibrio quase imediamente apds iniciar seu movimento.
O professor pode caracterizar nessa verificagao o amortecimento critico e dizer que os
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valores dados para o parametro a correspondem ao valor forga de amortecimento atuante
sobre o péndulo. Para demonstrar graficamente esse amortecimento, segue abaixo uma
comparacao grafica para os valores de a = —0,2, a = —0,5 e a = —1, mantendo como
constantes C =5, w=1e 60 =0,2.

Figura 41: Posigao do péndulo no movimento amortecido para a = —0,2, a = —0,5, a = —1 e
C=5w=1,0=0,2.

{e7%%.5 cos (1x+0.2)]

1e "% .5 cos(1x +0.2)} {e ™5 cos(1x+0.2)}

N

Fonte: Imagem gerada pelo préprio autor.

No gréafico para a = —0,2 hd um maior nimero de oscilagoes que reduzem de
amplitude com o tempo. Se a = —1, praticamente, nao ha oscilagao, o péndulo atinge o
ponto de equilibrio rapidamente, exemplificando, graficamente, o amortecimento critico.
Finalmente, quando a = —0, 5, também quase nao héa oscilacao, mas o objeto gasta um
tempo maior em relacao ao ultimo amortecimento para alcancar a posicao de equilibrio,
caracterizando o amortecimento supercritico.

Quando alteramos o controle deslizante de w que corresponde a frequéncia, cons-
tatamos o aumento de oscilagoes com periodos cada vez menores até o péndulo atingir
a posicao de repouso, isto ¢, um ponto de equilibrio. Caracterizamos esse ponto como
estavel devido o sistema tender a permanecer nessa situagao. Quando acontece o inverso,
denominamos o ponto como instavel. E interessante analisar com os alunos em qual
momento do movimento do péndulo ha esse ponto.

E importante o docente alertar que esse ponto nao ¢ atingido quando o objeto
encontra-se em movimento harmonico simples.

4.3 Avaliacao da atividade investigativa sobre o péndulo

A avaliagao da atividade pelo professor envolve a andlise da construgao dos péndulos,
o envolvimento dos alunos na execucao, testes e levantamento das conjecturas. Além disso,
como complementacao da avaliacao e finalizacao da atividade é proposto o preenchimento,
por parte dos alunos, da tabela a seguir.
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Tabela 2: Avaliacao da atividade investigativa.

’ Conjecturas H Equacoes ‘ Justificativas ‘
Frequeéncia e ||y = cos(z + 0), | Ao deslocar o “controle deslizante” de w verifiquei
periodo sao || y = cos(2-x+0), | que ha um aumento das oscilagoes, mas uma dimi-
inversamente y = cos(3-x+6). | nuicdo do tempo gasto para o péndulo efetuar uma
proporcionais. oscilagao, ou seja, deslocar de um ponto no grafico

e retornar ao proximo com a mesma amplitude.

Fonte: Tabela criada pelo préprio autor.

A primeira coluna da tabela destina-se ao preenchimento das conjecturas observadas
pelos alunos, a segunda coluna sera preenchida com as equagoes que foram experimentadas
para testar a conjectura e a ultima coluna reservada para as verificagoes obtidas pelo
programa que justificam certa conjectura. Com a tabela, é possivel avaliar o envolvimento
dos alunos na atividade, estimular a fixacao do conteido e argumentacao escrita das
conjecturas obtidas com as aulas.
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5 Conclusao

A motivagao para a inser¢ao do autor no Mestrado Profisssional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMAT), foi a oportunidade de adquirir e aperfei¢oar seus conheci-
mentos para aumentar o nivel de qualidade de suas aulas no nivel basico, especialmente,
no Ensino Médio. Os atuais discentes estao cada vez mais questionadores e exigem que
o seu professor seja além de um detentor de contetdos, apresentando a capacidade de
justificar o estudo da Matematica frente a situagoes praticas.

Com esse perfil de aluno, ha a necessidade de pensarmos em atividades aplicadas a
fenomenos reais que incentivem o estudo do discente pela Matematica, evitando a con-
cepcao de abstracao e, até mesmo de inutilidade, da Matematica por parte dos alunos.
Nesse propésito, desenvolvemos um material que mobiliza conhecimentos de Matematica
e Fisica do Ensino Médio através do estudo do péndulo. A justificativa da escolha do ob-
jeto foi a simplicidade na construcao e anélise do movimento, tanto pelos alunos, quanto
pelos professores que nao estejam habituados a essa proposta de aula.

No estudo do movimento do péndulo, fizemos simplificagoes para escrevermos mo-
delos de equacoes diferenciais lineares para sua posicao, velocidade e aceleracao. Por
exemplo, linearizamos as equacoes diferenciais considerando o seno do deslocamento an-
gular igual a razao entre o deslocamento linear do objeto e seu comprimento. Dentro do
nosso objetivo de analisar as principais caracteristicas do movimento, ponto de equilibrio e
tipos de amortecimento, essas simplificagoes nao afetam nossos resultados, sendo possivel
pelas equacgoes encontradas fazermos conclusoes gerais sobre o movimento do péndulo.
Deixamos como sugestao a outros trabalhos, analisar o comportamento do objeto através
do estudo de equacoes diferenciais nao lineares.

Complementamos o trabalho falando brevemente sobre os sistemas de equacoes dife-
renciais de primeira ordem oriundos de equacao diferencial linear de segunda ordem. Com
esse recurso, conseguimos tragar os planos de fase e analisar a classificacao dos pontos de
equilibrio, considerando diferentes situagoes para os valores dos coeficientes da equacao
diferencial. Esses coeficientes englobam o comprimento do péndulo, massa, coeficiente de
atrito, area de contato com o ar. Portanto, o estado do equilibrio sofre interferéncia de
varios fatores.

Quanto as contribuicoes desse trabalho, primeiramente destacamos a revisao tedrica
feita acerca das equacoes diferenciais de primeira e segunda ordem e sobre movimentos
oscilatérios. Muitos exemplos numéricos foram colocados com o objetivo de facilitar
a visualizacao dos processos de resolugao por parte de um professor de Ensino Médio.
Outro beneficio do trabalho é a aula proposta. Detalhamos os graficos, questionamentos
e resultados que podem ser obtidos no decorrer da aula.

Uma outra vantagem deste trabalho estd em permitir sua complementagao com o
estudo de outros objetos, além do péndulo. Por exemplo, o balanco, as batidas do coracao,
o amortecedor de um veiculo também executam movimentos periddicos. Cabe ao docente
a busca pelo estudo de equacoes diferenciais e a criatividade na adaptacao para o Ensino
Médio.

Mesmo que o nivel de conhecimento dos alunos do Ensino Médio nao permita o en-
tendimento dos processos de obtengao e resolucao de uma equagao diferencial, o professor
pode utilizar de meios tecnologicos para mostrar e convencer o aluno de que determi-
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nada equacao é condizente para explicar determinado movimento, como fizemos na aula
proposta, no caso do péndulo com amortecimento.
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