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Resumo

-

E notdria as indmeras contribui¢cdes das congruéncias lineares e equagdes diofantinas lin-
eares quando se deseja estudar problemas relacionados a divisibilidade. Além das aplicagdes
em problemas diofantinos, que sdo aqueles problemas que requerem solucao de equagdo ou
de sistema de equacgdes com valores inteiros para as suas incdgnitas, as congruéncias sao
uma forte ferramenta para se estabelecer resultados substanciais na Teoria dos Numeros, ndo
apenas em sua parte elementar, mas também na Teoria Analitica, o ambiente onde se estuda
com profundidade propriedades dos nimeros primos. Neste trabalho, apresentamos resulta-
dos basicos sobre congruéncias e, portanto, das equacdes diofantinas, objetivando apresentar
um texto que possa ser util a todo estudante da graduacdo, como também do Mestrado Profis-
sional em Matematica.

Palavras Chaves: Congruéncias, Equacdes Diofantinas, Resolucao de Problemas.
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Abstract

The innumerable contributions of Linear Congruences and Linear Diophantine Equations are
well known when we study problems related to divisibility. In addiction to the applications
in Diophantine problems, which are problems that require solution of equation or system of
equations with integer values for their unknown results, the congruences are important tools
to establish substantial results in the Number Theory, not only in its elementary part, but
also in the Analytical Theory, area in which the properties of prime numbers are studied in
a higher level. In this paper, we have presented basic results on congruences and, therefore,
on Diophantine equations, in order to present a text that can be useful for all undergraduate

students, as well as for the Professional Master in Mathematics.

Keywords: Congruences. Diophantine Equations. Problem Solving.
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Capitulo 1

Introducao

Os numeros estdo entre as diversas coisas que fazem parte do nosso cotidiano; eles nos
ajudam a planejarmos e resolvermos diversas situagdes praticas que vivenciamos a todo mo-
mento. O modelo de numeracdo que hoje nos parece tdo organizado, € resultado de um longo
processo de aperfeicoamento ao decorrer dos tempos. Para chegar a essa sistematiza¢ao dos
nimeros, que tanto usamos no nosso dia a dia, foram necessarios muito estudo.

O conceito de niimero foi um dos primeiros conceitos matematicos assimilados pelo
homem na antiguidade, surgiu devido as necessidades do processo de contagem em algu-
mas situagdes do cotidiano e serviu de base para a formulacdo do conjunto numérico que
hoje denominamos de nimeros naturais, constituido de um modelo matemético que permite
a definicdo de operagdes matemdticas entre seus elementos. Os conceitos € as notacdes
matematicas foram sendo construidos pouco a pouco ao longo dos tempos, tendo origem na
resolucdo de problemas, oriundos das necessidades didrias enfrentadas pelo homem. Esses
conceitos foram sendo aperfeicoados e se tornando cada vez mais fascinante a utilizacdo de-
les nas resolucdes dos problemas, desde os de natureza mais simples aos mais sofisticados.

Em [4], os autores apresentam algumas defini¢des para a Matemadtica. Vejamos algu-
mas delas:

“A Matemdtica é a ciéncia exata que trata das quantidades e de suas medidas’;
“Matemdtica é a arte de calcular’;

“Matemdtica é a ciéncia dos niimeros e das figuras”.

A tarefa de definir aquela que é considerada a rainha das ciéncias ndo € nada facil.
A Matemdtica ndo se restringe apenas na medi¢do de quantidades e em fazer célculos trivi-
ais. Ela também abrange outros elementos, tais como vetores, conjuntos, espacos vetoriais,
transformacodes, entre outros. Quando sintetizamos a Matemadtica em poucas palavras, como
nas supracitadas, estamos abrangendo alguns de seus muitos aspectos.

O matematico e fil6sofo grego, Pitagoras (570 a.C - 495 a.C), considerava os nlimeros

como “‘a esséncia e o principio da todas as coisas”. Apesar de ser um matematico amador,



ele deu grandes contribui¢cdes a Matemadtica; seu resultado mais famoso, intitulado Teorema
de Pitdgoras, assegura que em um triangulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa

¢ igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Aspectos Historicos

Na histéria da Matematica, podemos apontar seis importantes etapas de acordo com

fatos ocorridos que merecem destaques e que marcaram cada época.
1) Pré-histéria (até o século VI a.c.).

Nesse periodo, a Matematica ndo era uma ciéncia organizada. Os babildnios e os egip-
cios faziam uso dela apenas para atender suas necessidades praticas, tais como a agricultura

e as atividades pastoris.
2) Epoca Classica (séculos VI a.c. — VII d.c.)

Somente nos séculos VIe V a.c., os matematicos gregos passaram a tratar a Matematica
como uma ciéncia organizada. Diferentemente dos béarbaros e egipcios, os gregos nao se pre-
ocupavam com a aplicacdo pratica da Matematica; eles exploravam problemas relacionados
a processos infinitos, tratavam de problemas de movimento e de continuidade.

Dentre os matemadticos da época, Pitdgoras foi um dos que mais contribuiram para essa
estruturacdo da Matematica como ciéncia. Outro matemadtico que merece destaque nessa
época, na Grécia, € Euclides (século 1V a. c.), cuja principal obra foi “Os Elementos”, con-
tribui bastante para o avango dos estudos na drea da Geometria. Depois de Euclides, outros
matematicos dessa época que deram grandes contribui¢des para a evolugcdo da Geometria
foram Arquimedes (287 a.c.-212 a.c) e Apoldnio (02-98 da era cristd). Também merece
destaque nesse periodo, o matemadtico grego Diofanto de Alexandria (século III d.c), consid-
erado por muitos o “pai da Algebra”. Ele dedicou-se ao estudo de solug¢des para equagdes
com coeficientes inteiros. E um dos matemdticos mais importante de todos os tempos na

area da Teoria dos Nimeros.
3) Epoca estaciondria (séculos V II -XV)

E uma época de transi¢io, em que na Grécia, a ciéncia sofreu um processo de decadén-
cia, devido a invasdo dos drabes a cidade de Alexandria em dezembro de 641. Nesse episo-
dio, muitas obras gregas foram destruidas. Os drabes também invadiram e conquistaram a
India, e 14, encontraram outro tipo de cultura Matemdtica, com destaque para a Algebra e
para Aritmética.

Os hindus revolucionaram a “arte de calcular” com a introduc¢ao do zero no sistema de
numeracdo. Foram os proprios drabes os responsdveis pela propagacdo da Matemdtica dos
hindus pela Europa, fazendo com que essa ciéncia ganhasse espago. Isto possibilitou que

outros povos pudessem tomar conhecimento e usa-la cada vez mais.
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4) Epoca do desenvolvimento (séculos XV-XVII)

O desenvolvimento da Algebra foi consolidado na obra do matematico francés, Francois
Viete (1540-1603), denominada “Algebra Speciosa”. Nessa obra, os simbolos alfabéticos
tém uma significagdo geral, podendo designar nimeros, segmentos de reta, etc.

Também nessa época, a Teoria dos Nimeros ganhou destaque com Pierre de Fermat
(1601-1665). Além de Francois e Fermat, outros matemaéticos fizeram parte desse momento,
Marin Mersenne (1588-1648) e Blaisel Pascal (1623-1622).

5) Epoca de revisdao (XVII-XVIII)

Foi o momento em que houve uma retomada aos ideais gregos, do método axiomético.
Fizeram parte dessa época os mateméaticos Leonhard Euler (1707-1783), Joseph Louis La-
grange (1736-1813), Jonh Wilson (1741-1793), Adrien Louis Lagrange (1752-1833), Carl
Friedrish Gauss (1777-1855) e Agostin Louis Cauchy (1777- 1857). E importante destacar
que Euler é considerado até hoje o matemdtico mais prolifero de todos os tempos. A obra
por ele deixada é extremamente volumosa. Entre suas contribui¢des mais conhecidas na
Matemadtica moderna estdo: a introdu¢do da fungdo gama, a analogia entre o calculo infinites-
imal e o cédlculo das diferengas finitas, quando discutiu minunciosamente todos os aspectos
formais do Calculo Diferencial e Integral, da época. Foi o primeiro matemaético a trabalhar
com as fungdes seno e cosseno. Ja Gauss é considerado o maior matemdtico de todos os
tempos. Ele também € conhecido como o principe dos matematicos. Ele desenvolveu trabal-
hos em élgebra, teoria dos nimeros, equacdes diferenciais, teoria de funcgdes elipticas, car-
tografia, pesquisou o campo magnético terrestre, participou do desenvolvimento do primeiro
telégrafo elétrico, contribuiu para a fisica-matemadtica com trabalhos em eletromagnetismo
e gravitacdo, além de indmeros outros topicos aos quais dedicou suas pesquisas. Dando im-
portantes contribui¢des, ndo apenas a Matemdtica, mas também para outras ciéncias, como

fisica e astronomia.
6) Epoca do desenvolvimento formal (século XVIII em diante)

Foram elaboradas cada vez mais teorias mais gerais € mais abstratas, fazendo com
que a Matematica atingisse um notdvel desenvolvimento em suas diversas dreas de atuacao.
Dentre os que contribuiram muito para uma formalidade e universalizacao da Matematica,
destacam-se Gauss, Cauchy e, além desses, também merecem destaque Peter Gustav Dirich-
let (1805-1859), Friedrich Nelson Cole (1861-1927), Axel Thue (1863-1922), Charles de La
Vallé e Poisson (1866-1962). Todos esses matematicos deram grandes contribui¢des para
o desenvolvimento matematico; muitos deles atuaram principalmente na drea da Teoria dos

Numeros, com estudos e demonstracoes de resultados de alta complexidade.



A Importancia da Teoria dos Niimeros para a Matematica

Foi a partir da necessidade de contagem e de resolucio de problemas do cotidiano do
homem, na antiguidade, que a Matemdtica comecou a ser utilizada de forma mais dinamica
e foi se estruturando até tornar-se uma das ci€ncias que mais contribuiram para o desenvolvi-
mento e avango de outras ciéncias, como Fisica, Biologia, Economia, Engenharia e Infor-
matica. A Matemadtica € uma ci€ncia multifacetada, que abrange diversas dreas de estudos,
tais como Geometria, Andlise, Topologia, Algebra, Aritmética, e Teoria dos Numeros.

A Teoria dos Numeros € um ramo de destaque da Matemética Pura. Ela se dedica ao
estudo dos nimeros inteiros e suas generalizacdes. Uma parte desse estudo estd relacionado
com solu¢des de problemas que requerem solug¢do de equagdes ou sistemas de equacdes com
valores inteiros para suas incognitas. Ela exige a capacidade de investigacdo e argumentacao
na busca por solucdes dos problemas inerentes. Além das propriedades dos nimeros inteiros,
alguns desses problemas necessitam de conhecimentos de outras dreas da Matematica para
serem resolvidos.

Gauss, que contribuiu significativamente para o desenvolvimento da Teoria dos Numeros,
uma vez, disse: “a Matematica é a rainha das ciéncias e a Teoria dos Numeros € a rainha da
Matematica”. Por essa frase, daquele que € considerado o maior dos matematicos de todos
os tempos, podemos notar a grande importancia que a Teoria dos Numeros tem dentro da

Matematica.

Enfoque para o Ensino

Os Parametros Curriculares Nacionais sdo um documento que tem como proposta fazer
a integracao da base nacional comum do ensino bésico em suas diversas areas, em todo o
pais. Em [5], podemos observar que esse documento foi elaborado para auxiliar as equipes
escolares na execucao de seus trabalhos e servem de orientac¢do para o planejamento de aulas
e sobre tudo para o desenvolvimento do curriculo da escola. As competéncias exigidas na
area de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias tém como desafio promover
o aprofundamento dos saberes e superar as deficiéncias e as caréncias das disciplinas de bi-
ologia, quimica, fisica e matemadtica, que compdem essa drea de ensino. De acordo com
a referéncia [6], a Matemadtica ocupa uma posi¢ao singular nesse processo de interdisci-
plinaridade, sendo fundamental na formacao dos alunos. Mas ndo € s6 nesse sentido que
a Matematica tem utilidades, possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contem-
poranea, da musica a informadtica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia,
das engenharias as comunicagdes, em que a Matematica ndo compareca de maneira insubsti-
tuivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar compassos, taxas, dosagens, coorde-
nadas e resolver problemas diversos. As formas de pensar dessa ci€ncia possibilitam ir além
da descri¢do da realidade e da elaboracdo de modelos.

Aritmética €, em geral, um componente curricular obrigatério em cursos de Licen-

ciatura em Matemadtica. Sua ementa contém contetidos que possibilitam ao aluno a aquisi¢ao
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de conhecimentos ligados a aritmética dos nimeros naturais e inteiros, os quais sdo requi-
sitos necessdrios e exigidos daqueles que lecionardo na educacdo bésica. O papel da Teoria
dos Numeros na formagdo do professor de Matemadtica para atuar no Ensino Fundamental
e Médio €, acima de tudo, agregar conhecimentos especificos de contetdos a serem trabal-
hados pelo docente com seus alunos, possibilitando-o atender as necessidades pedagdgicas
exigidas na pratica do ensino.

Essa disciplina conecta os contetidos estudados no ensino superior com aqueles que o
professor do ensino bdsico precisa para ministrar suas aulas, possibilitando a esse professor
maior seguranga na transmissao de conhecimentos mais sofisticados do universo matematico,
em suas aulas.

Na Teoria dos Numeros, um mesmo problema pode requerer em sua resolucao a utiliza-
cdo simultanea de métodos de outras dreas da matemaética, como dlgebra, topologia, andlise
ou mesmo geometria. Assim, ela € um ramo da Matemadtica que faz uso com frequéncia, das
demais dreas. Dessa forma, a Teoria dos Nimeros ganha destaque e importancia no processo
de ensino, tornando-se um dos ramos mais populares da Matematica.

Neste trabalho, iremos considerar alguns resultados da Teoria dos Numeros, objeti-
vando emprega-los na resolucdo de alguns problemas que envolvem congruéncias lineares e
equacdes diofantinas lineares. Por isto, organizamos o trabalho na seguinte forma:

No Capitulo 2, apresentamos alguns resultados preliminares que serdo usados ao longo
do texto. Entre os quais destacamos aqueles relacionados a divisibilidade, sendo o Algoritmo
da Divisdo sua parte principal, maximo divisor comum entre dois inteiros.

No Capitulo 3, abordamos os ntimeros primos, com destaque especial ao Teorema
Fundamental da Aritmética e o Crivo de Eratdstenes.

No Capitulo 4, destacamos alguns conceitos e resultados de congruéncias e equacoes
diofantinas. Aproveitamos esse capitulo para apresentar os Teoremas de Fermat e de Euler,
que sdo dois classicos da Teoria das Congruéncias. Como ndo poderia deixar de ser, apresen-
tamos o Teorema Chinés dos Restos, que € um resultado central para o estudo dos sistemas
de congruéncias lineares.

Por fim, no Capitulo 5, consideramos algumas aplicagdes bésicas das congruéncias lin-
eares, como também das equacdes diofantinas com duas e trés incognitas. Essas aplicagcdes

constituem essencialmente de situagdes-problemas.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Divisibilidade

O conceito de divisibilidade sobre o conjunto dos nimeros inteiros € um tépico basico
e central, ndo apenas para a Teoria Elementar, como também para outros ramos da Teoria dos
Numeros. Por isso, neste capitulo, iremos considerar esse conceito e apresentar suas princi-
pais propriedades, que sdo extremamente importantes para alcangarmos os objetivos em que
o trabalho se insere. Apresentaremos também topicos relacionados como méaximo divisor
comum e minimo multiplo comum, destacando resultados elementares, porém necessarios
para os capitulos posteriores. Entre os resultados aqui abordados, destacaremos de modo
especial o Algoritmo da Divisdo, que € algo emblematico na Teoria dos Nimeros.

Sabe-se que dados dois inteiros arbitrarios a e b, nem sempre o quociente a/b é um
nimero inteiro, ou melhor, ndo existe um inteiro k de modo que a = bk. Isto nos conduz ao

conceito de divisibilidade.

Definicao 2.1.1 Sejam a e b dois niimeros inteiros com b # 0. Diremos que b divide a, e

indicamos por b | a, se existir k € 7 tal que
a = bk.
Escrevemos b 1 a para indicar o fato que b ndo divide a. Assim,
bla & a=bk paraalgum k€ Z.

Exemplo 2.1.2 Temos que —3 | 12, pois 12 = (—3) - (—4) e ainda que 15t —7, pois ndo
existe k € Z, tal que —7 =15 -k.

Alémdisso, 1 |a,a|aea|0,poisa=1-a,a=a-1e0=a-Oparatodoa € Z. A

Lema 2.1.3 Seb|aea+#0, entdo |b| < |al.



Demonstracdo: Se b | a, entdo existe k € Z tal que a = b - k. Logo,

lal = |b- k| = [b| - K] .

Segue que k # 0, ja que a # 0, entdo 1 < |k|. Assim, multiplicando 1 < |k| por |b|, obtemos
que |b| < |b|- k| = |a]. O

Se b € um divisor de a, segue que —b também o €, visto que se a = bc, entdo a =
(=b)(—c). Por isso, os divisores de um niimero sempre ocorrem em pares. Desse modo,
a fim de determinar todos os divisores de um inteiro a, € suficiente encontrar todos os seus
divisores positivos.

Para um nimero inteiro a, indicaremos seu conjunto de divisores positivos por D, e

para a # 0, denotaremos seu conjunto de multiplos positivos por M,, ou seja,
D,={neN:n|a} e M;,={neN:a|n}.

Observeque D, =D_, e M, =M_,.
O conjunto D, é sempre finito e contém pelo menos os nimeros 1 e |a|. Por exemplo,

Dy ={1}, D,={1,2}, D¢=1{1,2,3,6}, Dg=1{1,3,9}.
Jd para cada inteiro ndo nulo a, o conjunto M, é infinito e contém sempre |a|. Assim,
M, =N, M,=1{2,4,6,8,...}, M3=1{3,6,9,12,...}.
Exemplo 2.1.4 Determinar todos os niimeros inteiros n para os quais n -+ 1 divide n* — 3.

Solucfio: Mostra-se que 1> —3 = (n+1)(n?> —n+ 1) — 4, de modo que

n3

4
. :;12—rz+1—m7 com n# —1.

Como n> —n+1 € Z, segue que n+ 1 divide n? — 3 se, e somente se, n+ 1 divide 4. Visto
que os divisores de 4 sdo +1 e +2 e +4 , devemos ter

n+l==x1, n+l==+2en+1==4,
deondeobtemosn=0,n=-2, n=-3,n=1,n=—-5¢e¢ n=3. A
Exemplo 2.1.5 Dados inteiros a e b, mostrar que a — b divide a" — b" para todo n € N.

Solucao: Provemos por meio de indugdo finita. Para n = 1, o resultado segue imediatamente.
Por hipétese de indugdo, suponhamos que a — b divide " — b", com n > 1. Notemos que,

paran—+1,

A = d"—b-a"+b-d"—b-b"=(a—b)-d"+b-(d"—b").



Ja que a — b divide ele mesmo e, por hipdtese, a — b divide a" — b", segue da igualdade
acima que a — b divide "' — b"*!. Isto completa a inducdo e, com isto, segue a prova do
resultado. A

o resultado a seguir traduz o fato de o conjunto D, ser sempre finito, desde que o inteiro

a seja nao nulo.
Lema 2.1.6 (Limitacdo) Se b |a e a#0, entdo |b| < |a|.

Demonstracdo: Se b | a, entdo por defini¢do, existe ¢ € Z* tal que a = b - ¢ (c é diferente de
zero, pois assim € o inteiro a). Logo,

jal = |b- ¢ = [b] -|c].

Como ¢ # 0, segue que 1 < |c|. Assim, multiplicando os lados desta desigualdade por |b|,
obtemos |b| < |b| - |c| = |a]. O

Proposicao 2.1.7 Em Z, valem as seguintes propriedades:

(1) Os tinicos divisores de 1 sdo 1 e —1.

(2) Sealb e b

a, entdo a = tb.

Demonstracdo: (1) Se b é um divisor de 1, entdo pelo Lema 2.1.6, |b| < 1. Assim, 0 <
|b| < 1. Como nio existe inteiro entre 0 e 1, concluimos que |b| = 1, isto é, b = £1.

(2) Por hipétese, a = A1b € b= Aa, com Aj, Ay € Z. Desse modo,
a = (Al )Q)Cl,

ou seja, AjAy = 1 e, pelo item (1), A; = £1, o que implica a = +b. O

No préximo teorema, apresentaremos outras propriedades elementares da divisibili-
dade.

Teorema 2.1.8 A divisibilidade tem as seguintes propriedades:

(1) Seal|b e b

¢, entdo ac.
(2) Seal|b e c|d, entdo ac|bd.

3) Sea|b e a

c, entdo a| (bx+cy), Vx,yeZ.

Demonstracdo: (1) Por hipétese, b =al; e ¢ = bAy, com A, A, € Z. Substituindo o valor

de b em ¢ = bA,, obtemos ¢ = a(A14;), ou seja, a | c.

(2) Sendo b = ak; e d = cky, temos bd = (ac)(kik,), isto é, ac | bd.



(3) Por hipétese, temos que b = ak; e ¢ = aky. Logo, dados inteiros x e y, bx = axk; e
cy = aykp, de modo que bx + cy = a(xk; + ykz). Assim, a | (bx+ cy). O

A Propriedade (3) do teorema anterior pode ser generalizada da seguinte forma: se

ai,a,...,a, sdo nimeros inteiros divisiveis por a, entdo
a| (aixi+asxz+ - +apx,),

para quaisquer inteiros xi,xa, ..., X,.

Como consequéncia do Teorema 2.1.8, temos para quaisquer inteiros a, b e ¢, o seguinte:

ealbealc= a|b+cealb—c.
e a|b = a| bx para qualquer inteiro x.

ealbealc= a|bx—cy.

2.2 Divisao Euclidiana

A Divisdo Euclidiana, também conhecida como Algoritmo da Divisdo, é um dos re-
sultados mais basicos e importantes da Teoria dos Numeros. Ela € muito familiar para estu-
dantes ndo apenas de nivel superior, mas também para os do ensino bésico. Esse resultado é
atribuido a Euclides, que o apresentou em seu livro Elementos (cf. [1]).

As primeiras introdug¢des que abordam a divisdo nas etapas iniciais de ensino sempre
fazem referéncia a situagdes bdsicas como, por exemplo, dividir uma quantidade a de objetos
para b pessoas. O resultado desta divisdo resulta em g objetos para cada uma das pessoas e r
objetos restantes, que pode ser igual a zero.

Conforme ja destacamos, nem sempre se pode dividir um inteiro por outro de modo a
se obter um nimero inteiro, ou seja, essa divisao nem sempre € exata. Por exemplo, tomando

os inteiros a = 21, b = 4 e dividindo a por b, obtemos
21 =4-5+1.

Numa linguagem bem elementar, quando dividimos de forma igualitaria vinte e um objetos
entre quatro pessoas, de modo que cada uma receba sempre uma quantidade inteira desses
objetos, cada uma delas receberd cinco objetos, e ainda sobrard um. De uma forma geral,
temos:

Teorema 2.2.1 (Divisao Euclidiana) Sejam a,b € 7, com b > 0, existem tinicos q,r € 7 tais
que
a=b-g+r, com 0<r<b.
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Demonstracao: Ha duas coisas a serem provadas: uma € a existéncia dos inteiros g e r nas

condi¢des exigidas, e a outra € a unicidade destes inteiros.

(Existéncia) Consideremos o conjunto
L={a—bq:q€Z e a—bg>0}.

Uma primeira coisa a ser verificada € que L € ndo vazio. De fato, ja que b > 1, temos
la|-b > |al. Logo,
a—(—la|)-b=a+|a|-b>a+la] >0.

Como x =a— (—|a|)-b é daforma a — bg, com g = — |a|, segue que x € L. Sendo L limitado
inferiormente (por zero, por exemplo) e ndo vazio, temos pelo Principio da Boa Ordenacao-

PBO que L possui menor elemento, digamos »r = minL. Comor e L, r >0e
r=a—bg, com gq¢Z.
Asseguramos que r < b. De fato, se isto ndo ocorrer, entdor —b >0 e
r—b=a—bg—b=a—b(qg+1).

Portanto, r—b € L e r—b < r, 0 que contraria a minimalidade de r. Esta contradi¢ao mostra
que r < b. Por conseguinte, a = gb+r,comqg € Z e 0 <r < b, o que prova a existéncia dos

inteiros g e r.

(Unicidade) Para a unicidade, consideremos g,r| € Z tais que
a=bqg;+r;, com 0<r <b.
Assim, bg +r = bq| + r1, 0 que implica
r—ri=>b(q1—q),

ouseja, b | (r—ry). Como |r—ri| < b, segue que r —r; = 0, isto &, r = ry. Por isso, q; = ¢,
uma vez que b # 0. O

Uma versdo mais geral do Algoritmo da Divisdo € obtida quando substituimos a condi¢@o
b > 0 por b # 0, de acordo com o seguinte:

Corolario 2.2.2 (Algoritmo da Divisao - Versao Geral) Dados inteiros a e b, com b # 0,

existem uinicos inteiros q e r tais que
a=bqg+r, com 0<r<|b|. (2.1)

Os inteiros g e r dados em (2.1) sdo chamados quociente e resto da Divisao Euclidiana
de a por b, respectivamente. As vezes, r também ¢ dito o resto de « médulo b. Quando b > 0,
r € indicado por r = a mod b. Neste caso, dizemos que r é igual a a reduzido médulo b.

Algumas calculadoras e algumas linguagens de programacgdo t€ém uma fungdo fre-

quentemente denotada por mod(a,b), cujo valor é exatamente r = a mod b.
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Exemplo 2.2.3 Temos que 2 = —10mod —4, pois —10 = 3-(—4)+ 2, isto é, na divisdo de
—10 por 3 o quociente e o resto sdo respectivamente —4 e 2. A

Como uma primeira aplicacdo da Divisdo Euclidiana, notemos que se a € um inteiro
qualquer, entdo ao efetuar sua divisdo por b = 2, temos que 0s possiveis restos sdo r = 0 ou
r =1, ou seja,

a=2g+r, com 0<r<l1.

Quando r = 0, segue que a é da forma a = 2¢. Um inteiro assim é chamado de niamero par.
Se r =1, entdo a = 2¢g + 1. Qualquer inteiro desta forma ¢ chamado de ndmero impar.

E claro que zero é um nimero par. Os niimeros —8 e 10 também sdo pares, pois
8=2-(—4) e 10=2-5,
enquanto -9 e 37 sdo impares, visto que
—9=2-(-5)+1 e 37=2.18+1.

Dizemos que a e b t¢ém a mesma paridade quando a e b sdo ambos pares ou ambos impares.

Se P e I denotam os conjuntos dos nimeros pares e impares, respectivamente, entao
P={2k:kecZ} e I={2k+1:keZ}.
Podemos verificar que:
1) PNI=0.
(2) Sex,ye P,entiox+ycP e x-yeP.
3) Sex,yel,entioxtycP e x-yel.
4) SexePeyecl,entioxtyel e x-yeP

No exemplo que segue, consideraremos algumas aplicagcdes elementares do Algoritmo
da Divisdo. Lembremos que um inteiro ¢ é um quadrado perfeito quando a = ¢, para

algum inteiro g.
Exemplo 2.2.4 Mostrar que:

a) Todo quadrado perfeito é da forma 4k ou 4k + 1.
b) Todo inteiro impar é da forma 4k+1 ou 4k+ 3.

¢) O quadrado de todo inteiro impar é da forma 8k + 1.
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Solucdo: a) Se a = 2¢, entio a®> = 4¢g> = 4k, com k = ¢*; e se a = 2g + 1, entdo a*> =

Mg +q)+1=4k+1,emquek=q*>+q.

b) Dado um niimero inteiro a, temos pelo Algoritmo da Divisdo que
a=4g+r, com 0<r<4,

ou seja, a pode assumir as seguintes formas: 4¢q, 49+ 1, 4g+2 ou 49+ 3. Logo, se a é

impar, entdo pelas considera¢des anteriores, concluimos que a =4g+1 ou 4g+3.

¢) Sendo a impar, segue do item b) que a =4g+1 ou 4+ 3. Se a =4q+ 1, entdo
a* =824 +q)+1=8k+1,
com k =2¢*>+q. Se a =4q+3,
a* =824 +3q+1)+1=8k+1,

em que k =2¢>+3g+ 1. A

2.3 Maximo Divisor Comum

O conceito de Mdximo Divisor Comum (mdc) esta relacionado a resultados essenciais
da Teoria dos Numeros. Neste trabalho, sua importancia e utilidade estdao nas aplicacdes
elementares da resolucdo de problemas diversos.

Nas séries iniciais, quando fazemos o estudo de mdc, geralmente consideramos dois
ndmeros naturais relativamente pequenos, com intuito de determinar seus divisores posi-
tivos, identificar os divisores comuns e verificar o maior entre eles. Ha também, na maioria
dos livros adotados nesse nivel de ensino, um método pritico que consiste na fatoracio
simultdnea desses numeros por meio de divisdes sucessivas por ndmeros primos, € con-
siderando apenas os fatores primos comuns nesse processo; o resultado segue do produto
destes. Por exemplo,

40, 72

20, 36

10, 18
5,9
53
5,1
1,1

| W W ||

De modo que considerando o produto dos fatores comuns, temos que o maximo divisor

comumde 40 e 72 é 8.
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Numa linguagem mais técnica: tomemos a € b niimeros inteiros, ndo ambos nulos, e
consideremos
D,={neN:nla} e D,={neN:n|b},

E claro que D,NDy, # 0, pois 1 |a e 1|b. Além disso, da acordo com o Lema 2.1.6 D, N D,
€ um conjunto finito e, por isso, possui maior elemento, o qual é chamado maximo divisor
comum dos nimeros a e b.

Quando a = b = 0, o conjunto D, = D, é infinito. E por isso que este caso ndo serd
considerado e convencionaremos que o maximo divisor comum entre eles € zero.

O que faremos aqui € essencialmente a mesma coisa, apenas com certo rigor e desta-
cando propriedades relevantes relacionadas ao contetido que forma um dos pilares da Arit-

mética.

Definicao 2.3.1 Dados a,b € Z, com a # 0 ou b # 0, o inteiro positivo d é o mdximo divisor

comum (mdc) de a e b quando:
(@) d|aed]b.
(b) Se ¢ € Z, é um divisor comum de a e b, entdo ¢ € um divisor de d.

Em outras palavras, o maximo divisor comum de a e b é um inteiro positivo que os

divide e € divisivel por todo divisor comum de a e b. Indicaremos este nimero por
d =mdc(a,b),

por familiaridade com a notagdo utilizada pela maioria dos livros didaticos do ensino bésico,

ou simplesmente d = (a,b) por razdo de praticidade. Notemos que:
mdc(a,b) = mdc(b,a)

Em alguns casos particulares, é imediato calcular o mdc. Por exemplo, se a é um

nimero inteiro ndo nulo, temos claramente que:
(1) mdc(a,0) = |a.

(2) mdc(a,1) =1.

(3) mdc(a,a) = |al.

Além disso, para todo b € Z, temos que a divide b se, e somente se, |a| € o mdc entre
ae b, ou seja,
alb < mdc(a,b) =lal.

Também, € imediato verificar que:
mdc(a,b) = mdc(—a,b) = mdc(a,—b) = mdc(—a,—b).
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Assim, vamos assumir que a € b sao sempre positivos.

O préximo teorema € fundamental para solugdes de muitos problemas na Teoria dos
Numeros, pois nos dd uma proveitosa identidade que relaciona os nimeros a € b € seu mdc.
Tal identidade é conhecida como identidade de Bachet-Bézout para os inteiros a e b. Esta
denominacdo ¢é pelo fato de o matemadtico francés Claude-Gaspard Bachet (1581-1638) ser
o primeiro a provar este resultado, o qual foi posteriormente generalizado para polindmios

pelo também matemaético francés Etienne Bézout (1730-1783).
Teorema 2.3.2 (Bachet-Bézout) Se d = mdc(a,b), entdo existem inteiros xy e yq tais que
d = axy+ byy. 2.2)
Demonstracao: Consideremos o conjunto
W={ax+by:x,yeZ e ax+by>0}.
Notemos de inicio que W nao € vazio, pois parax =y =1,
a-l+b-1=a+b>0 = a+beW.

Desse modo, pelo PBO, W possui menor elemento, digamos A = minW. Vamos mostrar que
A =mdc(a,b). Como A € W, existem xo,yo € Z tais que

A = axg+ byy. (2.3)
Usando o Algoritmo da Divisdo com os inteiros a € A, temos
a=Ag+r, com 0<r<A. 2.4)
Substituindo o valor de A em (2.3) na igualdade de (2.4), segue que

ro= a—Aq = a—(axo+byo)gq

= a—aqgxo—bgyo,
ou melhor,
r=a(1—gxo) +b(—qyo).
Isto nos mostra que r = au+bv, com u = 1 — gxg e v = —qyp. Por conseguinte, r = 0, pois

do contrdrio, r > 0 e, assim, r € W, o que contraria o fato de A ser o minimo de W, visto que
r < A. Portanto, a = Agq, ou seja, A | a. Similarmente, prova-se que A | b. Com isto, tem-se
que A | d, pois d = mdc(a,b).

Sendo d =mdc(a,b),a=do e b=d, com a, 3 € Z. Logo, por (2.3), A = axy + byy.

A = (do)xo+ (dB)yo = d(oxo+ Byo),

ouseja,d | A, ecomo A | d, segue que d = A. Logo, d = axp + byy. O
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Pelo teorema anterior, se d = mdc(a,b), entdo podemos escrevé-lo na forma

d = axo +b)’07

com X,y € Z. Por isso, dizemos que d é uma combinagdo linear! de a e b. Além disso, tal

combinacao nao € unica. Por exemplo,
= 6-(—3)—|—10-(2). (X0=—3 ey0:2)

Em geral, todos os pares de inteiros (xg,yo) que satisfazem a identidade 10x + 6y = 2 sdo

obtidos das expressoes algébricas
x=2+10k e y=—1—06k,

em que k percorre todos os inteiros. Nota-se que 6(2 + 10k) + 10(—1 — 6k) = 2. Veremos

isto em detalhes quando considerarmos equacdes diofantinas lineares.

2.3.1 Algoritmo de Euclides

Quando os inteiros @ > 0 e b > 0 assumem valores “pequenos”, o valor de d = mdc(a,b)
¢ determinado sem muitas dificuldades. Mas, como determina-lo quando a e b sdo nimeros
muito grandes? Por exemplo, quanto vale mdc (17588, 1875)? Neste caso, ndo é conveniente
descrever D, e Dy, e verificar o maior elemento do conjunto D, N Dy. Isso seria tedioso e
bem exaustivo! Veremos que o Lema 2.3.3 é um resultado extremamente importante, sendo
base para a obtengdo de um método bastante eficiente para se calcular d = mdc(a,b) para
quaisquer inteiros positivos a e b, o qual consiste em divisdes sucessivas (o Algoritmo de
Euclides).

Ao leitor interessado em analisar a prova que nao for apresentada nesta secdo, re-

comendamos as referéncias [2], [3], e [8].
Lema 2.3.3 (Euclides) Se a = bq + r, entdo mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstracdo: E suficiente mostrar que D, N Dy, = D, N D,, pois se estes conjuntos forem
iguais, seus elementos maximos também serdo iguais. Se d € D,N Dy, entdo d |a e d | b.
Assim, como r = a — gb, segue que d | r e, por isso, d € D, N D,. Desse modo, temos a
inclusdo D, N Dy, C D, N D,. Por outro lado, dado d € D,ND,, temos d |bed | r. Dai, d |
bg+r=a,istoé,d € D,ND,,. Isto acarreta a inclusao D, "D, C D, N Dy,. Por conseguinte,
D,N Dy = DyND, e, portanto, mdc(a,b) = mdc(b,r). O

Exemplo 2.3.4 Como30=4-7+2,mdc(30,4) =mdc(4,2) =2 e mdc(30,7) =mdc(7,2) =
1. A

'Uma combinagdo linear de a e b é toda expressio da forma ax + by, em que x e y sio inteiros.
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Exemplo 2.3.5 Dado n € N, provar que mdc(n+1,n” +n+1) = 1.
Solucao: Para qualquer inteiro positivo n, vale a igualdade
nP4n+l=(n+n+1.

Assim, do Lema de Euclides, mdc(n®> +n+1,n+1) =mdc(n+1,1) = 1. A

E importante destacar que o resultado do lema anterior é vdlido mesmo que r ndo seja
o resto da divisao de a por b.

A aplicacdo repetida do lema acima consiste no Algoritmo de Euclides (Algoritmo
da Divisdo) que cessa ao chegarmos ao resto zero no processo de divisdes sucessivas e,

consequentemente, o Ultimo resto ndo nulo é o mdc de a e b.
Exemplo 2.3.6 Calcular mdc(72,42).

Solucao: Aplicando divisdes sucessivas, temos:

72 = 421430,
42 = 30-1+12,

(2.5)
30 = 12-246,
12 = 6-240.
Logo,
mdc(72,42) = mdc(42,30) = mdc(30,12) = mdc(12,6) = 6.
A

Exemplo 2.3.7 Escrever o resultado do exemplo anterior na forma do Teorema 2.3.2.

Solucao: Devemos encontrar xq € yq tais que 72 - xg +42 - yg = 6. Isso consistird em isolar
os restos ndo nulos das divisdes de baixo para cima das igualdades em (2.5), substituindo-os

sucessivamente. Temos:
6 = 30-1—-12-2 = 30-1—2-(42—1-30)

= 30-3-2-42
= (72-1-42-1)-3-2.42

= 72.3+42-(-5).

Portanto,
72-3442-(=5)=6.

Por conseguinte, temos que xo =3 e yg = —35. A
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Definicao 2.3.8 Dois inteiros a e b sdo ditos primos entre si ou relativamente primos quando
mdc(a,b) = 1.

Nota-se que o0s inteiros a € b sdo primos entre si, se € somente se, existem inteiros xg €
Yo tais que
1 = axy+ byg (2.6)

Por exemplo, 8 e 5 sdo primos entre si, pois mdc(6,5) = 1; Ja 10 e 5 ndo sdo primos

entre si , uma vez que mdc(10,5) = 4.

Exemplo 2.3.9 Para cada inteiro k, mostrar que os inteiros 2k + 1 e 9k + 4 sdo primos entre

si.
Solucao: Pelo Lema (2.3.3), temos
mdc(2k+ 1,9k +4) = mdc(9k +4,1) = mdc(1,4) = 1.

Portanto, 2k + 1 e 9k 44 s@o primos entre si. A partir desta identidade algébrica, pode-se
obter infinitos pares de inteiros a = 2k+ 1 e b = 9k + 4 primos entre si. Assim, para k = 1,
mdc(3,13) = 1, e para k = 4, mdc(9,40) = 1, e assim por diante. A

Corolario 2.3.10 Sejam a,b,c € Z. Se a | bc e mdc(a,b) =1, entdo a | c.

Demonstracao: Por hipétese, bc = ak, com k € Z. Além disso, por (2.6), existem x,y € Z
tais que 1 = ax -+ by. Multiplicando ambos os lados desta igualdade por ¢, obtemos

¢ = cax+cby = cax+ aky = a(cx+ky).

Desse modo, a | c. O

Outra consequéncia importante € a seguinte:

Coroléario 2.3.11 Sejam a,b € Z tais que mdc(a,b) =1.Sea|c e b

¢, entdo ab | c.
Encerraremos esta se¢cdo com alguns resultados adicionais sobre mdc.

Teorema 2.3.12 Sejam? a,b,k e n inteiros positivos. Temos:
(1) mdc(ka,kb) =k-mdc(a,b).

(2) Sen|a e n|b, entdo mdc(a/n,b/n) =mdc(a,b)/n.

ZEstamos considerando a,b,k € N, mas o resultado continua vélido se a,b,k € Z*. Neste caso, o item (1)

se reescreve como mdc(ka,kb) = |k|-mdc(a,b).
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Demonstracdo: (1) Sendo d = mdc(a,b), segue que d | a e d | b e, desse modo, kd | ka e
kd | kb. Portanto, kd é um divisor comum de ka e kb. Consideremos agora d; € N um divisor

comum de ka e kb. Pela identidade de Bachet-Bézout, existem x,y € Z tais que
d = ax+ by.

Multiplicando ambos os lados desta igualdade por k e considerando que d; | ka e d; | kb,
obtemos
kd = kax+kby = d; |kd.

Logo, por defini¢do, mdc(ka,kb) = kd, ou seja, mdc(ka,kb) = k-mdc(a,b).

(2) Sen|a e n|b,entdo por definicdo, n | d. Agora, pelo item (1),

b b
mdc(a,b) = mdc (@,_n> =n-mdc <C_l7_> :

n n nn

ou melhor, mdc (a/n,b/n) = mdc(a,b)/n. O
Exemplo 2.3.13 Temos:

mdc(8,28) =mdc(4-2,7-4) =4-mdc(2,7) =4-1=4,
e mdc(50/2,28/2) = mdc(50,28)/2 = 1. A

Corolario 2.3.14 Seja d um divisor comum de a e b. Entdo, d = mdc(a,b) se, e somente se,

a/d e b/d sdo primos entre si.

O conceito de maximo divisor comum pode ser estendido naturalmente e de forma

semelhante para vérios inteiros. Nas referéncias [2] e [8] tratam disso com detalhes.

2.4 Minimo Miultiplo Comum

O conceito de Minimo Miiltiplo Comum (mmc) € bem semelhante ao conceito de mdc,
e bastante familiar aos estudantes de ensino bdsico. A respeito de sua aplicagdo neste nivel
de ensino existem poucos e simples exemplos de situagdes praticas. Apds o proximo teorema
traremos um deles.

Sejam a e b dois inteiros ndo nulos, e tomemos os conjuntos
M,={neN;a|n} e M,={neN;b|n}.

Primeiramente, notemos que |ab| € M, e |ab| € M}, de modo que |ab| € M, N M. Assim,
o conjunto M, N M}, possui menor elemento, chamado de Minimo Miiltiplo Comum de a e b,
que serd indicado por mmc(a,b) ou simplesmente por [a,b].

Resumidamente, temos:

19



Definicao 2.4.1 Dados a,b € Z, com a+# 0 e b # 0, o inteiro positivo m é o minimo miiltiplo

comum de a e b, quando:
(@) a|lm e b|m;
(b) Se ¢ € Z é um multiplo comum de a e b, entdo m é um divisor de c.
Por exemplo,
mmc(3,4) =12, mmc(5,10) =10 e mmc(6,—4) = 12.
E possivel mostrar sem muitas dificuldades que, para quaisquer a,b € Z*,
mmc(a,b) = mmc(—a,b) = mmc(a,—b) = mmc(—a,—b).

Por isso, para o cdlculo do mmc, consideremos sempre a > 0 e b > 0.

O préximo teorema estabelece uma relagdo muito proveitosa entre 0 maximo divisor
comum e o minimo multiplo comum de dois nimeros inteiros. Além do mais é bastante
pratico no célculo do mmc, diferentemente dos métodos conhecidos pela maioria dos alunos

do ensino basico que por sua vez utiliza fatoragao.

Teorema 2.4.2 Para quaisquer a,b € 7.*, como d = mdc(a,b) e m = mmc(a,b), temos que
|ab|
m=-—.
d
Com efeito, do teorema anterior, o clculo de d = mdc(a,b), realizado de modo pratico

por meio do Algoritmo de Euclides, implica diretamente na determinagio de m = mmc(a,b).

Para tanto, basta dividir o produto ab por d.
Exemplo 2.4.3 Calcular o mmc(42,72).

Solucdo: Pelo o Algoritmo de Euclides, obtemos que mdc(42,72) = 6. Portanto,

42-72
mmc(42,72) = — = 504

A

Exemplo 2.4.4 O soldado José trabalha de 3 em 3 dias e o sargento Joaquim de 4 em 4 dias.
Sabendo-se que eles trabalharam juntos hoje, daqui a quantos dias eles voltardo a trabalhar

juntos novamente?

Solucdo: Temos que mdc(3,4) = 1. Entao pelo dltimo teorema, temos que:

3-4
mmc(3,4) = o = 12
Assim, o soldado José e o cabo Joaquim, voltardo a trabalhar juntos daqui a 12 dias. A
Uma consequéncia imediata do teorema anterior € o seguinte:
Corolario 2.4.5 Dados a,b € 7%, temos que

mmc(a,b) =ab < mdc(a,b) =1.
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Capitulo 3
Numeros Primos

Os ntimeros primos tém sido objeto de estudo ha mais de 2000 anos e recebe este
nome devido aos gregos, seus precursores, que 0os chamavam de primeiros, traduzindo em
latim primus. Possuem um dos conceitos mais importantes de toda a Matemdtica. Seus
resultados sdo importantes ndo apenas para a Teoria dos Numeros, mas também para a Teoria
dos Grupos Finitos. Por isso, eles desempenham um papel importante e estdo associados a
muitos problemas famosos. Alguns desses resultados ja foram provados, mas ainda existem
uma quantidade considerdvel deles que continuam em aberto. Na referéncia [7], o leitor

poderar verificar uma lista desses problemas.

3.1 Teorema Fundamental da Aritmética

O Teorema Fundamental da Aritmética (TFA) assegura que todo inteiroa € Z—{0,+1}
pode ser escrito como produto finito de primos. Em outras palavras, os primos so suficientes
para gerar todos os inteiros diferentes de 0 e £1. Isso mostra a importancia desses ndmeros
na Teoria dos Numeros.

Os nimeros primos, com relagdo a divisibilidade, sdo os mais simples, conforme a

seguinte:

Definicdo 3.1.1 Um niimero p € Z.— {0, %1} é primo quando seus tinicos divisores positivos

sdo 1 ou |p|. Caso contrdrio, dizemos que p é composto.

Por exemplo, os nimeros 2, —3, 5 e 13 s@o primos, enquanto 6 =2-3, 15=3-5¢
18 =2-9 sdo compostos.

Notemos que o nidmero 2 € o tnico primo par. O nimero 1 ndo € primo nem composto.

Como p € primo se, e somente se, —p € primo, vamos considerar apenas primos posi-

tivos, e o conjunto desses primos indicaremos por &, ou seja,

P =1{2,3,5,7,11,13,17,..}
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Observamos que um nimero composto a € N pode ser escrito na forma
a=b-c, com 1<b,c<a.

Neste caso, os nimeros b e ¢ sdo chamados divisores préprios de a.

Se a é um niimero composto e a divide o produto bc, entdo ndo necessariamente a | b
ou a | c. Por exemplo, 6 |3-4, mas 613 e 614. O mesmo nio ocorre se a ¢ um nimero
primo. De fato,

Nota-se que se p € primo, entdo para qualquer inteiro a,

mdc(a,p) =1 ou mdc(a,p)=p.

Os numeros primos serdo sempre indicados pelas letras p e g, a menos que seja mencionado

0 contrario.
Proposicdo 3.1.2 Sejam a e b inteiros, e p um niimero primo. Se p | ab, entdo p | a ou p | b.

Demonstracdo: Como p € primo, entdo mdc(a,p) = 1 ou mdc(a,p) = p. Assim, se p1{a,
entdo mdc(a,p) = 1. Portanto, pelo corolério 2.3.10, segue que p | b. O
O resultado anterior pode ser estendido para um produto de n inteiros como veremos a

seguir. Sua demonstragdo € facilmente desenvolvida usando indugdo sobre n.

Corolario 3.1.3 Se p é primo e p | a1ay...ay, entdo p | a; para algum i = 1,....n. Em

particular, se p | q1q2...qn € 41,92, - - - ,qn SG0 primos, entdo p = q;, para algumi=1,... n.
Passemos agora ao Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 3.1.4 (Teorema Fundamental da Aritmética - TFA) Todo inteiro a > 1 ou é primo
ou se escreve de maneira tinica (a menos da ordem dos fatores) como um produto de fatores

primos.

Demonstracao: H4 duas coisas a serem provadas: a primeira € a existéncia dos primos, € a
segunda € a unicidade da fatoragdo.

(Existéncia) Tomemos o conjunto
M={aeN:a>1 e a#pipr...pn}

para primos p1, p2, ..., pnp. Se mostrarmos que M = (), entdo a existéncia dos nimeros primos
estard provada. Por absurdo, suponhamos que M = 0. Logo, pelo PBO, M possui um menor
elemento m. E claro que m ndo pode ser primo (por hipétese dos elementos do conjunto M)

e, por isso, € composto. Assim, podemos escrevé-lo na forma
m=>b-c, com 1<b,c<m.
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Como b <mec<m,segue que b ¢ M e c ¢ M, pois m =minM. Assim, sendo b > 1 e
¢ > 1, estes nimeros sdo primos ou sdo produtos de primos. Logo, m = b - ¢ é um produto

de primos, o que € uma contradicdo. Desse modo, M = 0.

(Unicidade) Suponhamos que

a=pip2---Pn=4192---Y9m; 3.1
sendo pi,...,Pn.q1,---,qm todos primos. Dai,
pila192---gm

e, pelo Corolério 3.1.3, p; = g; para algum j = 1,...,m. Sem perda de generalidade, dig-

amos que p; = q. Pela lei do cancelamento, segue de (3.1) que

P2---Pn=4q2-.-4m.

Da mesma forma, temos p, = g; para algum j =2,...,m. Assumindo que p> = g», obtemos

P3---Pn=43---Gm-

Continuando com este processo, e assumindo que n > m, temos

I =pmt1---Pns

o que é impossivel. Similarmente, se n < m, entdo

1 =qn+1---9m,

o que também € uma impossibilidade. Portanto, m =ne g; = p; paracadai=1,...,n. U

Os primos que surgem na fatoracao de um dado inteiro @ > 1 ndo sdo, necessariamente,
distintos. Por exemplo, 300 =2-2-3-5.5=22.3.52 Por isso, agrupando os primos que,
porventura, repetem-se na fatoracdo de a, podemos enunciar o Teorema 3.1.4 da seguinte

forma:

Corolario 3.1.5 Todo niimero natural a > 1 pode ser escrito de modo tinico, a menos da

ordem dos fatores, na forma
a=p|'p?...pJ, (3.2)

em que pi,pa,...,Pr SAo primos distintos e ry,ry, ...,y SA0 nimeros naturais.

A representacdo de um inteiro a > 1 dada em (3.2) é a sua fatora¢ao ou decomposicao
canoOnica em fatores primos.

Verifica-se que se a = p}' p5* ... p,:" ¢ a fatoracdo canonica de a, entdo a € um quadrado
perfeito se, e somente se, cada expoente r; € par.
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Exemplo 3.1.6 Mostrar que v/2 é irracional.

Soluciio: Por absurdo, suponhamos que v/2 € Q. Dessa forma, V2 =a /b, com a e b primos

entre si. Elevando ao quadrado ambos os lados desta igualdade, obtemos
2-b* =d’. (3.3)

Como a > 1 e b > 1, os inteiros a®> e b> t8m em suas fatoragdes sempre um niimero par
de primos (incluindo repeti¢des). Assim, o lado esquerdo de (3.3) tem um nimero impar
de primos, enquanto seu lado direito tem um nimero par de primos. Isso contradiz o TFA.
Portanto, v/2 ¢ Q. JAN

Podemos resolver o exemplo anterior da seguinte forma: se v/2 = a/b, com mdc(a,b) =
1, entdo 2b* = a?, o que nos mostra que 2 divide a>. Sendo 2 primo, segue da Proposicio
3.1.2 que 2 divide a, ou seja, a = 2k. Substituindo este valor em 2b% = a?, obtemos que

b* = 2k?, ou seja, 2 também divide b. Por isso, mdc(a,b) # 1, o que é uma contradicio.
Teorema 3.1.7 Se a = p? pgz ...p € a fatoragdo candnica de a > 1, entdo um inteiro d é
um divisor positivo de a se, e somente se,

S1.,52

d:plpz...pZ",
emque 0 <s;<rjparacadai=1,...,n.
Exemplo 3.1.8 De acordo com o teorema anterior, os divisores positivos de a = 60 =22-3-5
sao:
dp=20.30.50=1 ¢4 =21.30.50=2 4, =22.30.50 -4
dy=29.31.50=3  g5=20.30.51=5  g4,=21.31.50=¢,
d7=2'.30.51 =10, dsg=2%2-31.59=12, dy=22.30.51=20
dip=2%-3".5' =15, d; =2".31.5' =30, d,,=2%-3".5! =60.

Temos assim um total de (2+1)-(1+1)- (14 1) = 12 divisores. Mais adiante, veremos
como se calcular de forma eficiente o nimero de divisores de um dado inteiro, desde que

seja dada a sua fatorag@o canOnica. JAN

As vezes, quando um dado primo p; ndo surge com expoente maior do que zero na

fatoracdo de a € N, é conveniente escrever a na forma

_ 1,02 n ;0
a=p,'py...py"Di-
Isto nos permite concluir o seguinte: dados a,b € N, coma > 1 e b > 1, sempre € possivel
escrevé-los como

ry . .rmn S1..52

a=p/'py...p; e b=p'py...p",
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sendo py, ..., p, primos distintos e r;,s; € NU{0}.
Por exemplo, paraa = 100 =22-5 e b=42=2-3-7, temos

a=2%.39.5.79 ¢ p=2.3.50.7

Estas consideragdes nos sao uteis para provar o resultado que segue. Cujos prova pode ser
observada em [8].

Teorema 3.1.9 Sejam a = p''p3...pir e b= p\'p5*...pir, sendo pi,...,p, primos distin-
tos e ri,s; € NU{0}. Entdo,

mdc(a,b) = p‘f‘lpg‘2 .pP, com o =min{ry,s;}, 1<i<n

mmc(a,b) = p[flpg2 pP com  Bi=max{r,s;}, 1<i<n,

em que min{r;,s;} e max{r;,s;} indicam o minimo e o mdximo entre r; e s;, respectivamente.
Exemplo 3.1.10 Sendoa=23-32.5.79.119=360 e b =22-33.7%.112 = 640332, temos
mdc(a,b) = 2%.32.59.79.110 = 36,
mmc(a,b) = 23.33.5.72.112 = 6403320.

A

Exemplo 3.1.11 Determinar inteiros positivos a e b tais que mdc(a,b) = 20 e mmc(a,b) =
480.

Solucdo: Sejam d = mdc(a,b) =20 e m = mmc(a,b), é claroque a =d =20 e b = m = 480
sdo tais que
mdc(a,b) =20 e mmc(a,b) =480.

Vamos determinar outros pares de inteiros, caso existam. Facamos d =20 =22-37.5 ¢
m = 480 = 2°-3-5. De acordo com o Teorema 3.1.9, os inteiros a e b satisfazendo as

condi¢des mdc(a,b) = 2 e mmc(a,b) = 480 se, e somente se,

a=2"1.32.5" ¢ b=2%.32.5%

em que
2=min{ry,s1}, O0=min{ry,s2}, 1=min{rs,s3}.
Logo,
ri<s;y = min{r;,s;} = r = 2,
s1<r; = min{r1,s1} = 5 = 2
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Da mesma forma, temos r, =0 ou s, =0, e r3 = 1 ou s3 = 1. Por outro lado,
5=max{ry,s1}, 1=max{r,s2}, 1=max{rs,s3}.

Dai,
7‘1:2<:>51:5, n=0< s=1

e r3 = s3 = 1. Na tabela abaixo, temos as possiveis combinagdes dos valores de r; e s; com
os valores correspondentes de a e b.

Valores dos r;s Valores dos s Valoresde a e b
rn=2n=0mn=1|s1=5s=1s3=1|a=20eb=480
rn=2,nrn=1rmrn=1|s=5,5=0s53=1]|a=60eb=160
rn=5nrn=1,rn=1|s5=2,5=0s53=1]|a=480eb =20
rn=5nrn=0mn=1|s1=2,ss=1,s3=1|a=160e b =60

Portanto, os inteiros positivos sdo a =20 e b =480, a =60 e b = 160. A

E importante chamar a atencio para o seguinte: para se fazer uso do Teorema 3.1.9
de modo a calcular o mdc e o mmc entre dois inteiros, é necessario determinar a fatoracao
candnica de cada um deles. A dificuldade consiste exatamente nisso, pois fatorar um dado
nimero como produto de poténcias de primos €, em geral, uma tarefa ardua. Nesta direcao,
o Algoritmo de Euclides € a forma mais eficaz.

3.2 O Crivo de Eratostenes

De acordo com o Teorema Fundamental da Aritmética, os nimeros primos sao 0s
principais nimeros inteiros. Por isso uma questio central na Teoria dos Numeros € decidir
quando um inteiro a > 1 é primo ou nio. Gauss disse:

“0O problema de distinguir os niimeros primos dos niimeros compostos é de exprimir
estes tiltimos a custa de seus fatores primos deve ser considerado como um dos mais impor-
tantes e dos mais titeis em Aritmética.... A propria dignidade da ciéncia requer que todos
os meios possiveis sejam explorados para a resolucdo de um problema tdo elegante e tdo
famoso.”

No Ensino Basico, um teste de primalidade costuma ser feito por meio de tentativas,
através de divisdes do numero a ser verificado pela sequéncia crescente de primos positivos,
isto &,

2,3,5,7,...,
e caso nenhuma divisdo seja exata e o quociente obtido seja menor ou igual ao divisor primo,
0 processo cessa e garantimos que o nimero € primo. Caso alguma divisdo seja exata, o
nimero é composto.
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Mas para fazer essa identificagdo, podemos usar um dos mais antigos método, o Crivo
de Eratéstenes!. Esse método permite determinar todos os nimeros primos existentes até

um determinado nimero inteiro.

Teorema 3.2.1 Se n um inteiro positivo composto, entdo n possui, necessariamente, um
fator primo p, tal que p < \/n. Ou seja, se n ndo possui divisores diferentes de 1, menores

ou iguais a \/n, entdo n é primo.
Demonstraciao: Sendo n um inteiro composto, entao
n=a-b, com 1<a,b<n.

Sea > +/neb>/n,entdo
n=a-b>+\/n-\/n=n,

o que é impossivel. Portanto, a < /n ou b < \/n, digamos que 1 < a < y/n. Pelo Teorema
3.1.4, existe um primo p tal que p | a, com (p < a < +/n). Dai p | a-b e, por conseguinte,
p|n O

Dessa forma, o teorema anterior mostra que para verificar se um dado inteiron > 1 ¢
primo, é suficiente verificar sua divisibilidade pelos primos p < y/n. No entanto, esse teste
torna-se invidvel na pratica quando consideramos valores de n relativamente grandes. Do
ponto de vista computacional, ainda ndo existe um algoritmo eficaz para testar a primalidade

de um dado inteiro.

Exemplo 3.2.2 Para o nimeron =101, temos que /101 < 11 e os primos menores ou iguais
a 10 s3o 2,3,5,7 e 11. Como nenhum destes primos divide 101, concluimos que n = 101 é

primo. JAN

Resumidamente, o método de Eratdstenes fundamenta-se em construir uma tabela e
excluir todos os nimeros compostos menores que um dado ndmero inteiro n > 1, de forma

sistematica. Assim, deve-se:

(1) Escrever todos os niimeros inteiros entre 2 € n.
(2) Para todo primo p < n, risca-se todos os multiplos de p maiores do que p.

(3) Os ntimeros restantes sdo todos os primos menores que 7.

Observacao 3.2.3 O Teorema 3.2.1 diminui o nimero de verificacdes dos multiplos de pri-
mos no passo (2) do algoritmo descrito acima.
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23 als el 7] 8] 9]0
il 2l a5 1617 ] 18119 20
21 2223 24| 25| 26| 27| 28] 29 | 30
31 22 33| 24| 35| 36| 37| 38| 39| 40
41| 2] a3 | 44| 45] a6 | 47| 48] 49| 50

Tabela 3.1: Crivo de Eratdstenes - Numeros Primos entre 2 e 50.

Vejamos, por exemplo, como determinar todos os primos menores que 50, utilizando
o Crivo de Eratéstenes. Inicialmente, escrevemos todos os nimeros inteiros entre 2 e 50.
Em seguida excluimos todos os mdltiplos de 2, 3, 5 e 7 pois estes sd0 0s primos menores ou
iguais a v/50 > 7. Como mostra a Tabela 3.1.

Logo, os primos entre 2 e 50 s@o todos aqueles que ndo foram descartados pelo processo

realizado, ou seja,

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47.

Destacaremos agora um resultado muito significativo sobre os nimeros primos. Eu-
clides (cerca de 300 a.C.) provou a infinidade dos nimeros primos, em seu livro Os Elemen-
tos. De acordo com relatos histdricos, sua demonstracdo foi a primeira a ser estabelecida

utilizando o método de reducao ao absurdo.
Teorema 3.2.4 (Euclides) O conjunto &2 dos niimeros primos € infinito.

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que &2 é um conjunto finito, e sejam py, pa,. .., Pn
todos os primos. Consideremos a € N dado pelo produto dos p;s somado ao nimero 1, isto

c,

a=pip2---pn+1

Como a > 1, segue do TFA que existe um primo p que divide a. Sendo py,p2,...,pn 0S
unicos primos, entdo p = p; para algum i =1,...,n, digamos que p = p;. Segue da hipdtese
que p | (pp2---pn+1) =a. Eclaro que p | (pp2--- pa), assim temos que p | 1, que é uma
contradi¢do. Logo, & € infinito. 0J

'Devido ao matemitico grego Eratéstenes, que viveu por volta de 230 a.C.
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Capitulo 4

Congrueéncias e Equacoes Diofantinas
Lineares

O conceito de congruéncia e sua notagdo que usamos atualmente foi introduzido por
Gauss, quando tinha apenas 24 anos de idade, por meio da obra Disquisitiones Arithmeticae
(Investigagdes Aritméticas) em 1801.

A Teoria das Congruéncias ou Aritmética dos Restos, ocupa um lugar de destaque na
Teoria dos Nimeros. Suas propriedades sdo fortes ferramentas para se estudar divisibilidade
sobre Z com mais profundidade.

Apresentaremos os resultados basicos sobre congruéncias e equacdes diofantinas lin-
eares. Algumas aplicagdes mais substanciais serdo abordadas no capitulo seguinte, onde

trataremos de alguns problemas préticos.

4.1 Propriedades Basicas das Congruéncias

Sejam m um niimero natural e a e b inteiros quaisquer. Dizemos que a € congruente a
b modulo m, em simbolos
a=b (modm),

quando m divide a — b. O nimero m é chamado o médulo da congruéncia.
Exemplo 4.1.1 Temos que
4=1(mod3), 16=—4(mod5), —7=5 (mod2),
pois,3 | (4—1), 5| (164+4) e 2| (=7-5). A

Se m ndo dividir a — b, entdo diremos que a nao é congruente a » médulo m ou que a

¢ incongruente a » médulo m. Neste caso, escreveremos
a # b (modm).
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Assim, 5 #Z 1 (mod3) e 8 #24 (mod5),jaque3{(5—1) e 51(8—24).
Gauss usou o simbolo “ =" para indicar a congruéncia devido a analogia com a igual-

dade algébrica. Nota-se que a = b (modm) significa afirmar que existe um inteiro k tal que
a=>b+km.

Na defini¢do anterior, € possivel considerar o médulo m < 0 ou m = 0. Mas, atente-
mos para o seguinte: para quaisquer inteiros a e b, a = b (modm) se, e somente se, a = b
(mod(—m)), pois
a=b+km & a=0b+(—k)(—m).

Também, a = b (mod0) se, e somente se, 0 divide a — b, ou seja, se, e somente se, a = b,
visto que 0 divide apenas ele préprio. Por outro lado, para m = 1, temos que a = b (mod 1)
sempre se verifica, pois 1 divide qualquer inteiro. E em decorréncia disto que se costuma
desconsiderar estes casos, e € o que faremos, isto é, na congruéncia a = b (modm), m indicard
sempre um inteiro maior ou igual a 2.

Chamamos a atencdo do leitor para ndo confundir o uso de “mod” na congruéncia
a = b (modm) com o uso em r = a modm. Apesar de os dois casos terem certa relagdo, eles
tém significados diferentes. O primeiro significa que m divide a — b, e no segundo, temos
que r é o resto da divisdo de a por m, ou seja, a = mq+r, com 0 < r < m. Por exemplo,
12 =39 (mod9), mas ndo é verdade que 12 = 39 mod9. No entanto, se a = b (modm) e
0 <b < m,entdo b = a modm.

Outra forma de caracterizar a no¢do de congruéncia em termos de restos sobre a divisdo

por m € dada pela seguinte:

Proposicdo 4.1.2 Dados a e b inteiros, temos que a = b (modm) se, e somente se, a e b tém

0 mesmo resto quando divididos por m.
Demonstracao: Se a =b (modm), entdo a = b+ km, com k € Z. Pelo Algoritmo da Divisio,
b=gm-+r, com 0<r<m.

Assim,
a=b+km=qgm+r+km=(qg+km+r,
ou seja, r também € o resto da divisao de a por m.
Reciprocamente, suponhamos que
a=qm-+r e b=qgm+r,
em que 0 < r < m. Logo,
a—b=(q1—q2)m,

de modo que m | a — b, isto é, a = b (modm). O
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Por exemplo, como 15 = —9 (mod4), entdo 15 e —9 tém o mesmo resto quando divi-
didos por 4. Observa-se que

15=4-3+3 e —9=4-(=3)+3.

Exemplo 4.1.3 (O calendario: congruéncia médulo 7) Consideremos o més de outubro do

ano de 2017, cujos dias estdo descritos abaixo:

Domingo Segunda Ter¢ca Quarta Quinta Sexta Sédbado

1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 18 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31

Em cada uma das colunas referentes aos dias da semana, encontram-se nimeros naturais que
sdo congruentes entre si médulo 7. No domingo, os inteiros congruentes a 1 médulo 7; na
segunda os inteiros congruentes a 2 modulo 7, e assim por diante. Agora, vamos supor que
nado dispomos de um calendédrio em si, mas apenas do primeiro nimero de cada coluna e
seu respectivo dia, e determinemos o dia da semana que corresponde o dia 26 de outubro de
2017. Para isto, basta determinarmos o inteiro r, com 8 < r < 31, congruente a 26 médulo
7. Ora, como
26=7-345,

ou seja, 26 =5 =r (mod7), e 5 corresponde a quinta-feira, concluimos que o dia 26 de

outubro de 2017 também refere-se a uma quinta-feira. JAN

O conceito de congruéncia médulo m estabelece uma relagdo sobre o conjunto dos

numeros inteiros, a relagdo de congruéncia médulo m, que indicaremos por
= (modm) ou =,.

Essa relagdo tem muitas propriedades em comum com a rela¢do de igualdade entre inteiros.

De inicio, temos:

Proposicao 4.1.4 Dados a, b e c inteiros quaisquer, temos que as seguintes propriedades

sdo satisfeitas:
(1) (=, é reflexiva) a =a (modm).
(2) (=, é simétrica) a =b (modm) = b=a (modm).

(3) (=, é transitiva) a =b (modm) e b =c (modm) = a=c (modm).
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Demonstracao: (1) Para qualquer inteiro a, segue que a —a =0 =0-m, ou seja, a =a
(modm).

(2) Se a=b (modm), entdo a — b = mk, com k € Z. Logo, b—a =m(—k) e —k € Z, isto é,

b=a (modm).

(3) Assumindo que a = b (modm) e b = ¢ (modm), existem kj,k; € 7Z tais que
a—b=mk, e b—c=mk.

Somando membro a membro estas duas igualdades, obtemos a — ¢ = mks3, com k3 = k| +k, €

Z, ou seja, a = ¢ (modm). O

Os resultados da proposicao anterior nos mostram que “ =,, ” é uma relagdo de equiv-
aléncia sobre Z, (cf. [9]) algo que é extremamente importante. Este fato tem uma estreita
relagdo com o conjunto finito Z,,, que € na realidade o conjunto quociente de Z pela relagcdo

=,, ”. Por meio do Algoritmo da Divisdo, mostra-se que Z,, tem exatamente m classes de

equivaléncia, chamadas classes de equivaléncia médulo m. Especificamente,
Zm=10,1,....m—1}.

Este conjunto dotado com as operacdes de adicao e multiplicacao usuais, isto é,

a®b=a+b e a®b=a-b,coma.bcZ.

torna-se uma das principais estruturas algébricas (cf. [9]).
Ademais, € bastante significante o fato de a relacdo de congruéncia médulo m ser

compativel com as operagdes de adi¢do e multiplicagcdo de inteiros, no seguinte sentido:

Teorema 4.1.5 Dados a, b, c e d inteiros quaisquer, temos que as seguintes propriedades

sdo satisfeitas:
(1) Sea=b (modm) e ¢ =d (modm), entdo

(a+c)=(b+d) (modm) e ac=bd (modm).
(2) Se a=b (modm), entdo

(a+c)=(b+c) (modm) e ac=bc (modm).

(3) Se a=b (modm), entdo a* = b* (modm) para qualquer k € N.

4) Se (a+c) = (b+c) (modm), entdo a =b (modm).

32



Demonstracdo: (1) Sendo a =b (modm) e ¢ =d (modm), temos
a=b+km e c=d+km.
Somando membro a membro estas duas igualdades, obtemos que
at+c=b+d+ (ki +ky)m,

isto é, (a+c¢) = (b+d) (modm). Agora, multiplicando membro a membro as mesmas
igualdades,
ac = (b+kym)(d + kom) = bd + k3m,

em que k3 = bk, + dk| + kikym. Portanto, ac = bd (modm).

(2) Se a=b (modm), entdo como ¢ = ¢ (modm), segue do item (1) que
(a+c)=(b+c) (modm) e ac=bc(modm).

(3) Vamos provar por indugio que a* = b* (modm) para todo inteiro k > 1. J4 que por
hipétese, a = b (modm), o resultado é valido para k = 1. Suponhamos por hipétese de
indugdo que a* = b* (modm) parak > 1. Como a = b (modm), entio multiplicando membro
a membro estas duas congruéncias, segue do item (1) que af*! = ¥+ (modm). Portanto,

pelo Principio de Inducdo Finita ¥ = b* (modm) para todo k > 1.

(4) Por hipétese, (a+c) = (b+c¢) (modm). Somando membro a membro esta congruéncia

com —c = —c (modm), obtemos do item (1) que a = b (modm). O

A congruéncia pode ser vista como uma forma generalizada da igualdade, no sentido
dos resultados do teorema anterior. Ou seja, com relacdo a adi¢do e a multiplicagdo, a con-
gruéncia nos faz lembrar da forma com que obtemos a+c=b+d, a+c=b+c e ac=bd,
desdequea=>b e c =d.

Exemplos

Antes de descrevermos mais propriedades, vamos apresentar alguns exemplos que nos
ddo uma ideia de como as propriedades da congruéncia auxiliam na efetivacao de certos tipos

de calculos.

Exemplo 4.1.6 Mostrar que 10f=1 (mod11) ou 10* = —1 (mod 11), conforme k € N é par

ou impar, respectivamente.

Solugdo: Como 10 = —1 (mod 11), entio 10f = (—1)¥ (mod 11) para todo k € N. Por outro
lado, visto que
1 se képar,

(1) =

—1 se ké impar,

temos o resultado. YA
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Exemplo 4.1.7 Determinar o digito das unidades de escrito na base 15.

Solucio: O problema € equivalente a determinar um inteiro r tal que
20 = r (mod 15),

com 0 < r < 14. E claro que nio é conveniente desenvolver a poténcia 27° e, apés isso,
dividir o resultado por 15. Este de fato ndo é o melhor caminho. Ao contrdrio disso, é
apropriado encontrar uma congruéncia base ou inicial de modo que, a partir dela, possamos
usar as propriedades necessdrias da congruéncia, chegando ao resultado desejado. Um bom

ponto de partida € a congruéncia
2* =1 (mod15).

Elevando ambos os membros desta congruéncia a 17 (o quociente da divisdo de 70 por 4),

segue do item (3) do Teorema 4.1.5 que
2HY7 =17 (mod15) = 2% =1 (mod15).

Agora, usando o item (2) do mesmo teorema e multiplicando os membros da tltima con-
gruéncia por ¢ = 4 = 22, obtemos que 2’° = 4 (mod15). Assim, o digito das unidades é
r=4. A

As congruéncias iniciais ideais para resolver um problema andlogo ao anterior sdao

congruéncias da forma

d=1(modm) ou d*=—1(modm),

em que k é um inteiro positivo, pois 1” =1 e (—1)" = £1 para n € N. Ocorre que as vezes
isso ndo € possivel ou ndo € ficil de se obter sem o uso de resultados especiais tais como
o Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Euler, que serdo considerados mais adiante.
Neste caso, devemos langar mao de outras congruéncias, conforme faremos no exemplo que

segue.
Exemplo 4.1.8 Calcular o digito das unidades do niimero 9% escrito na base 11.

Solucao: O digito das unidades de 9%’ ¢ o resto r da divisio de 9°° por 11. Sob a congruéncia

modulo 11, temos
9=9, 9?2=4 9 =3 9*=5 9 =]

e, a partir desta ultima congruéncia, os resultados se repetem ciclicamente médulo 5. Este
fato nos permite calcular com facilidades o resto r. Sendo vejamos. Considerando agora a
congruéncia médulo 5, temos 92 = 1 (mod5) e, por isso, 9° = 4 (mod5). Assim, 9° =4+ 5k

— 94+5k

para algum k € N. Logo, 99’ ,ecomo 9 =1 (mod11), segue sob a congruéncia

modulo 11 que
99" = 945k — 94,95k = 9% = 5 (mod 11).

Portanto, o resto r € igual a 5. YA
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Exemplo 4.1.9 Determinar a maior poténcia de 2 que divide 3°° — 1.

350 350

Solucao: Temos que 2 divide 3°¥ — 1, pois 3 € impar e, assim, 3°° — 1 € par. Para cada inteiro
positivo r, obtemos

2730 -1 o 39 =1 (mod2").

Ja sabemos que esta congruéncia € vélida para r = 1. Analisemos, a congruéncia acima para
outros valores de r. Para r = 2, temos 32 = 1 (mod4), de modo que (3%)%° = 1 (mod4), ou

seja, 390 = 1 (mod4). Temos também:
32=1(mod8) = 3°=1(mod8),
3*=1(mod16) = 3°°=9 (mod16).

Logo, 2% ndo divide 3°° — 1. Portanto, a maior poténcia de 2 que divide 37 — 1 & 23. A

Outra forma de resolver o exemplo anterior é fatorando 3°°

identidade:

— 1 com base na seguinte

d"—b"=(a—b)- (@ '+d" b+ +ab" 2+ " ).
Em particular,
30 1= (35 1= (32— (BN 42D 2232y

Notemos que na soma 3224 +3%23 13222 1 ... 4 321 4 | existem 25 parcelas. Como todas
elas sdo impares, segue que esta soma € impar e, por isso, ndo é divisivel por 2. Por fim,

como 3% — 1 =23, concluimos que a maior poténcia de 2 que divide 3°0 — 1 é 23.

Lei do Cancelamento

E importante ressaltar que, em geral, a lei do cancelamento nio é vélida para con-
gruéncia, isto é, se ac = bc (modm), entdo ndo necessariamente se tem a = b (modm). Por
exemplo,

4-8=4-5(mod6)

e, no entanto, 8 £ 5 (mod6).
Essa lei tem consequéncias importantes, conforme poderemos comprovar ao longo do

texto, e so se verifica sob certa condicao.
Teorema 4.1.10 Sejam a, b e c inteiros quaisquer. Entdo,
ac =bc (modm) < a=b (modm/d),

em que d = mdc(c,m).
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Demonstracao: Se ac = bc (modm), entdo
ac—bc=c(a—b) =km, com k¢cZ. 4.1)

Sendo d = mdc(c,m), m = dr e ¢ = ds, em que r e s sd0 primos entre si, pois mdc(r,s) =

mdc(m/d,c/d) = 1. Substituindo os valores de m e ¢ em (4.1), obtemos
ds(a—b)=kdr = s(a—b)=kr = r|s(a—b),

de modo que r | (a—b), pois mdc(r,s) = 1. Logo, a =b (modr), ou melhor, a =b (modm/d).
Reciprocamente, sejam ¢ = dA; e m = dA;. Como a = b (modm/d), isto é, a =b
(modA;), temos a — b = kA;, com k € Z. Portanto,

cla—b) = (dAy) - (kAy) = mkAp,
ou seja, ac = bc (modm). O

Corolario 4.1.11 (Lei do Cancelamento) Consideremos ac = bc (modm). Se mdc(c,m) =
1, entd@o a = b (modm).

Demonstracdo: Se ac = bc (modm), com d = mdc(c,m) = 1, entdo pelo teorema anterior,
a=>b (modm/d), isto é, a=b (modm). O

Exemplo 4.1.12 Como 5-102 =514 (mod8) e mdc(5,8) = 1, segue do coroldrio anterior
que 102 = 14 (mod38). A

Exemplo 4.1.13 Determinar todos os inteiros x tais que 5(x> — 3) = 20 (mod9).
Solucao: Temos que
5(x* =3) =20 (mod9) < 5(x*—3)=5-4(mod9).

Ja que mdc(5,9) = 1, entdo pela Lei do Cancelamento, podemos cancelar o fator 5 da dltima

congruéncia. Fazendo isto, obtemos 2—3=4 (mod?9), ou melhor,
x* =7 (mod9).

Por outro lado, sabemos que o conjunto {0,1,2,...,8} é um sistema completo de residuos
modulo 9. Por isso, vamos analisar médulo 9 os quadrados dos inteiros x deste conjunto.
Temos

x | o | 1| 2|3 |45 /|6 | 7|8
X*mod9 || O | 1 | 4 | o | 7 | 7| 0| 4 |1

Logo, x; =4 e x, = 5 s@o solugdes da equagdo. Disto segue que a solugdo geral da equacdo
Ex—=4+9% oux—=5+9k, comk e Z. YA
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4.2 Os Teoremas de Fermat e Euler

Os teoremas de Fermat e de Euler fornecem duas importantes congruéncias basicas

da forma a* =

(modm), sendo k um nimero natural. Uma congruéncia deste tipo implica
certas facilidades na aritmética modular. Algumas aplicacdes relativas a esses teoremas serao

apresentadas no Capitulo 5.

O Teorema de Fermat

O Grande Teorema de Fermat, também chamado de O Ultimo Teorema de Fermat,
afirma que para qualquer numero natural n > 2, ndo existem inteiros positivos x, y € z tais
que

xn + yn _ Zn‘

O teorema que iremos considerar nesta secdo € o Pequeno Teorema, que tem uma
demonstracao relativamente facil, tendo sido provado por Fermat em 1640. Esse resultado
estabelece uma congruéncia base importante com aplicagdes relevantes em outros resultados

da Teoria dos Numeros.

Teorema 4.2.1 (O Pequeno Teorema de Fermat) Sejam p um niimero primo e a um inteiro

tal que p t a. Entdo,
a’~!' =1 (modp).

Demonstracao: Consideremos os primeiros p — 1 miltiplos de a, ou seja,
a,2a,3a,...,(p—1)a. 4.2)

Observemos primeiramente que estes nimeros sdao dois a dois incongruentes médulo p. De
fato, se
aky = aky (mod p),

com 1 < k; < ky < p—1, entdo conforme o Corolério 4.1.11, podemos cancelar o fator
a desta congruéncia, pois mdc(a,p) = 1. Fazendo isto, obtemos k; = ky (modp), isto &,
p | (ka — k1), o que é impossivel. Além disso, se | <r<p—1e p|ra, entdo p|a ou
p | r, o que também ndo € possivel, pois p é primo. Portanto, ra # 0 (mod p) para todo
r=1,....p—1.

De acordo com o Algoritmo da Divisdo, cada inteiro k, com p 1 k, é congruente médulo

p aum, e somente um, nimero da sequéncia

1,2,3,...,p—1. (4.3)
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Portanto, cada inteiro de (4.2) é equivalente a um nimero de (4.3) numa determinada ordem,
digamos
a = by (modp),

2a = by (modp),

(p—1)a = bp_1 (modp),
emqueb; € {1,2,...,p— 1} parai=1,2,..., p— 1. Multiplicando membro a membro estas

congruéncias, temos que
a-2a---(p—1)a=1-2---(p—1) (modp),
isto €,
a’ Yp—1)'=(p—1)! (modp).

Como mdc((p—1)!, p) = 1, podemos cancelar (p — 1)! desta dltima congruéncia, de modo
que
a’~' =1 (modp).

O

O resultado anterior implica que para um inteiro a qualquer, divisivel por p ou ndo,

aP = a (mod p). Com efeito,
Corolario 4.2.2 Se p é primo, entdo

a? =a (mod p)
para qualquer inteiro a.

Demonstracio: Se p 1 a, entio pelo teorema anterior, @”~! = 1 (mod p). Assim, multipli-
cando esta congruéncia por a, segue que a” =a (modp). Se p | a, entdo p | a’ e, por isso,

p | af —a, ou seja, a? = a (mod p). O

Teorema de Euler

Vamos agora apresentar o Teorema de Euler que é uma generalizacdo do Teorema de
Fermat, no sentido de considerar congruéncias médulo m, em que m pode ser primo ou ndo.

Comecaremos definindo a funcdo ¢ de Euler, que € parte central desse teorema.

Definicao 4.2.3 (Funcao ¢ de Euler) Para cada inteiron > 1, indiguemos por ¢ (n) o niimero
de inteiros positivos menores ou iguais a n que sdo relativamente primos com n. A fung¢do ¢
assim definida é chamada fung¢do ¢ de Euler.
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Para cada n € N, considerando
Ap={meN:1<m<n e mdc(mn)=1},

segue que
¢ (n) = car(Ay),
em que car(A,) indica a cardinalidade de A,,. Temos

o) =1, ¢Q2)=1, ¢(3)=2, ¢(4)=2, ¢(5 =4

Para um inteiro um pouco maior, digamos n = 20, os inteiros positivos menores do
que 20 e primos com 20 sdo 1, 3, 7,9, 11, 13, 17, 19 e, por isso, ¢(20) = 8. Nota-se que
0(4)-¢(5)=2-4=238,istoé,

0(20) = ¢(2>-5) = 9(2%) - 9(5).

Esta propriedade multiplicativa é vélida para quaisquer m e n, com mdc(m,n) = 1. De inicio,

temos que ¢(n) <n—1paran>1,e
¢(n)=n—1 < n éprimo.

O que vamos estabelecer é uma férmula que nos permitird calcular ¢ (n) a partir da

fatoracdo de n em poténcias de primos. Nesta direcao, o resultado que segue € central.

Teorema 4.2.4 Se p é primo e k > 1, entdo
o(p")=pt—p " =p1-1/p).

Demonstracio: Primeiramente, é claro que mdc(n, p*) = 1 se, e somente se, p { n. Agora,

k—1

entre 1 e p* existem p*~! ndmeros que sdo divisiveis por p, que sido

kfl)

P.2p,3p,....,(p" )p,

pois pA < pFse, e somente se, A = 1,2, ..., p*~!. Desse modo, o conjunto {1,2,... 7pk} con-

tém exatamente p* — p*~! nimeros que sdo relativamente primos com p*. Dai, por definicdo,

o(p*) = pr—pF1 = pk(1-1/p). O

Por exemplo,
o2 =2*-2>=8, ¢(3°)=3-32=18.
Lema 4.2.5 Dados inteiros a, b e c, temos que

mdc(a,bc) =1 < mdc(a,b) =1 e mdc(a,c)=1.
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De uma forma geral, dados inteiros a,ay,a,...,a,, tetmos que
mdc(a,aiay...ay) =1 & mdce(a,a;) =1 4.4)

parai=1,...,n. Diante disto, prova-se que a funcdo ¢ € multiplicativa. A prova desse resul-
tados ndo serd apresentada aqui, pois ela € relativamente longa e um tanto quanto técnica. Ao

leitor interessado em verificar com detalhes a prova deste resultado, sugerimos a referéncia

[8].

Teorema 4.2.6 (A funcéo ¢ é multiplicativa) Se m e n sdo niimeros naturais tais que mdc(m,n) =

1, entdo

¢ (mn) = ¢(m)¢(n).
De um modo geral, temos o seguinte resultado:

Corolario 4.2.7 Sem;,my,...,my sdo inteiros positivos primos aos pares, ou seja, mdc(m;,m;) =
1 se i # j, entdo

¢(mimy...mi) = @ (m1)¢(mz) ... ¢ (my).

Demonstracao: Se k = 2, entdo pelo teorema anterior o resultado segue imediatamente. Por
hipétese de inducao, suponhamos que o resultado € valido para k > 2 e sejam my,my, ..., my, my |
inteiros primos aos pares. Logo, por (4.4), temos mdc(mymy ...my,my1) = 1 e, assim,
¢(m1m2...mkmk+1) = ¢((m1m2...mk)mk+1)
= ¢o(mmy...mp)¢(myyq)
= 0(m)¢(m2)... 0 (m)¢ (mit1),
0 que prova o resultado. U

Agora, jd podemos provar o resultado que generaliza o Teorema 4.2.4.

Teorema 4.2.8 Sen>1en= p]f' pgz ... pkr é a fatoracdo candnica de n, entdo
k k1—1 k: ky—1 _
¢)(n) = <p11 _P1l )<P22_P22 )"'(Pl;r_pl;r 1)
= n(l-1/p1)(1=1/p2)---(1=1/p;).

Demonstracdo: Ji que ¢ é multiplicativa e mdc( pf" , p];j ) =1 parai # j, temos do Coroldrio
4.2.7 que

() = 9(Pi)9(P)..- 0(PF).
Pelo Teorema 4.2.4,
o(pi) =pi —pi ! = pi(1—1/p)

paracadai=1,...,r. Portanto,
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o(n) = (plf‘—p'f‘”) (p’f?—pﬁrl)~-(p’i’—p’if‘1)
= Pk k(1 —1/p)(1—1/p2)---(1-1/p,)
= n(1=1/p1)(1=1/p2)---(1=1/py),

0 que completa a prova. U

1

Uma vez que pi."' — pf" = pf" - (pi—1), a férmula para ¢ (n) do teorema anterior pode

Ser reescrita como
o(n)=py P2 T (o= D (p2— 1) (pr— 1), (4.5)
Exemplo 4.2.9 Calcular ¢(1008).
Solucdo: Como 1008 = 2*-32.7, temos
0(1008) = ¢(24-32-7) = ¢(24)9(3%)0(7)
= (2*-2)(32-3)(7—-1)
= 866
— 288.

Usando a igualdade ¢ (n) =n(1—1/p;)(1—1/p2)(1—1/p3), comn=1008, p; =2, po =3
e p3 =7, segue que

¢(1008) = 1008(1—1/2)(1—1/3)(1—1/7)
= 1008(1/2)(2/3)(6/7)
— 288.
A

Consideremos um caso particular. Para m = 9, o nimero de inteiros menores que 9 e
que sdo primos com 9 é dado por ¢(9). Sendo @¢(9) = 6, temos 6 inteiros satisfazendo estd

condicdo, que sdo:
ar=1, ax=2, a3=4, a, =5, as="7, ag=S8.
Assim, para a = 5, temos
5-1=5(mod9), 5-2=1 (mod9),
5-4=2(mod9), 5-5=7(mod9),
5:7=8(mod9), 5-8=4 (mod9).
Multiplicando membro a membro estas seis congruéncias, obtemos que

50(1.2:4.5.7-8)=(1-2-4-5-7-8) (mod9).
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Como mdc(1-2-4-5-7-8,9) = 1, temos 5% = 1 (mod9), isto &,
590 = 1 (mod9).
E exatamente isto que mostra o Teorema de Euler para o caso geral.

Teorema 4.2.10 (Euler) Sejam a e m inteiros, com m > 1 e mdc(a,m) = 1. Entdo,
a®™ =1 (modm).

Demonstracdo: O caso m = 1 é imediato, pois ¢ (1) = 1. Por isso, vamos considerar m > 1.
Sejam ay, az, ..., ay(,) 0s inteiros positivos menores do que m que sdo relativamente primos
com m. Visto que mdc(a,m) = 1, temos que aay,aay, ... ,ad () sao congruentes modulo m
aay,a,...,dy(y), em alguma ordem. Desse modo,

a-a; = by (modm),

a-ay = by (modm),

a-agom = by(m) (modm),
em que by,by,...,by(,) $30 0s inteiros ay,ay, ..., dy(,), D@0 necessariamente nesta ordem.
Multiplicando membro a membro estas congruéncias, temos
(aar)(aay)...(aag(my) = b1by...by () (modm),

ou seja,
a‘P(’") (a1a2 .. .a¢(m)) =daiar.. aq)(m) (modm)
Como mdc(a;,m) = 1 paratodo i = 1,...,¢(m), segue em decorréncia do Lema 4.2.5 que

mdc(ayay.. .aq,(m),m) = 1. Por isso, podemos cancelar o fator aa; .. A (m) da dltima con-

gruéneia e, assim, a®™ = 1 (modm). O

Nota-se que se m = p é primo, entdo ¢(p) = p — 1. Desse modo, para a € Z, com
mdc(a,p) = 1, obtemos do Teorema de Euler que

a’~!'=1 (modp),

ou seja, o Teorema de Fermat € um caso particular do Teorema de Euler.

4.3 Congruéncias Lineares

Nesta se¢do, estudaremos congruéncias lineares, que sdo um tipo especial de congruén-
cia. Veremos que se uma congruéncia linear tiver uma solu¢do inteira (ou simplesmente, uma
solu¢do), entdo ela terd infinitas delas. Apresentaremos um resultado que caracteriza todas
as congruéncias lineares que t€m solucdo. Por outro lado, veremos que as solucdes de uma

congruéncia linear sdo obtidas a partir de uma solugao inicial e com um parametro inteiro.
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Definicao 4.3.1 Sejam a e b inteiros, com a # 0. Uma congruéncia da forma
ax =b (modm)
é chamada congruéncia linear, onde x é uma incognita.

Por exemplo, xop = 2 é uma solugdo da congruéncia linear 8x = 7 (mod3), pois 8-2 =
16 =7 (mod 3). Enquanto, a congruéncia linear 4x = 3 (mod2) néo tem solug¢fo inteira, pois

se existisse uma solucao xy € Z, teriamos
dxg—3=29=3=2(2x0—q) =23,

o que € uma contradicao.
Objetivamente, temos que determinar todas solucdes inteiras (se existirem) de ax = b

(modm), isto é, todos os inteiros x( para os quais
axop =b (modm).
Um caso particular importante da congruéncia linear definida anteriormente €
ax =1 (modm).

Neste caso, se xo € uma solucio desta congruéncia, entdo dizemos que a é invertivel médulo

m, e que xo € um inverso de a médulo m. Por exemplo, na congruéncia
19x =1 (mod5),

o nimero 19 € invertivel, pois xp = 4 € uma solucdo desta congruéncia, de modo que este €
um inverso de 19.

Vimos que nem sempre uma congruéncia linear tem solucdo inteira. Por outro lado,
uma congruéncia linear pode ter infinitas solu¢des. Inicialmente, observamos que se xo € uma
solugdo de ax = b (modm) e xo = yo (modm), entdo yy também € solugdo desta congruéncia.

Por exemplo, xo = 2 é uma solugdo de 8x = 7 (mod 3). Por outro lado, toda solugao é
da forma

x=2+43k, com kecZ,

como veremos adiante, de modo geral, nos passos apresentados para resolver uma congruén-
cia linear.

Os préximos resultados estabelecerdo quando uma congruéncia linear tem solugdo e
também o conjunto de todas as solucdes.

Teorema 4.3.2 A congruéncia linear ax = b (modm) tem solucdo inteira se, e somente se,
d | b, comd=mdc(a,m).
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Demonstracdo: Inicialmente, tomemos d = mdc(a,m) e suponhamos que xp seja uma
solugdo de ax = b (modm). Logo, existe k € Z, tal que, axo — b = km, isto é, b = axy — km.
Dai, comod |aed | m,entdod | b.

Reciprocamente, supondo que d | b com d = mdc(a,m), entdo pela identidade de

Bachet-Bézout existem inteiros r e s tais que
d=a-r+s-m.
Como d | b, entdo existe t € Z, tal que b = dt, logo usando o valor de d, obtemos
b= (ar+sm)t = art + smt,

isto é, a(rt) = b (modm) . Portanto, xo = rt é uma solucgdo de ax = b (modm). O

Por exemplo, a congruéncia 6x =5 (mod?2) ndo tem solug@o inteira, pois mdc(6,2) =2
e215.
A solugdo geral de uma congruéncia linear fica estabelecida com o seguinte:

Teorema 4.3.3 Se xo € uma solucdo da congruéncia linear ax = b (modm), entdo todas as

solucoes desta congruéncia sdo da forma
x=xo+ (m/d)k, com k€,
com d = mdc(a,m).

Demonstracdao: Inicialmente, vamos provar que para cada inteiro k, x = xo + (m/d)k, com
d = mdc(a,m), é uma solugdo de ax = b (modm). Como axg = b (modm), ou seja, axg =
b+ Am, com A € Z, temos

ax =a(xo+ (m/d)k) = axo+a(m/d)k = b+m(A +ak/d).

Portanto, ax = b (modm), pois ak/d € 7Z.
Agora, seja x] € Z tal que ax; = b (modm). Sendo axy = b (modm), segue por transi-
tividade que ax; = axp (modm). Assim, pelo Teorema 4.1.10, xo = x; (modm/d), ou seja,
X1 :xo+%k, com keZ.

OParticularmente,

Corolario 4.3.4 Temos que ax =1 (modm) tem solugdo se, e somente se, mdc(a,m) = 1.

Neste caso, a solucdo geral é dada por
x=xo9+km, com keZ,
com xqo uma solugdo inicial.
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Note que um inteiro a é invertivel médulo m se, e somente se, mdc(a,m) = 1, como
pode ser observado facilmente do corolério anterior.

Quanto ao numero de solugdes incongruentes de uma congruéncia linear a proposi¢ao
seguinte caracteriza esse fato.

Proposicao 4.3.5 Consideremos a congruéncia ax = b (modm), em que d = mdc(a,m). Se

d | b, entdo esta congruéncia possui d solucoes incongruentes modulo m, dadas por
m 2m d—1)m
X0, )Co—i—g, )C()—|—7,..., xo+%, 4.6)

com xq € uma solucdo particular.
Demonstracao: Pelo Teorema 4.3.3, para cada inteiro k,

m
X:X0+2k

é solugdo de ax = b (modm). O que devemos mostrar é que

()qu—%/q) * (xo—i— %]Q) (modm),

com 0 < k; < kp <d— 1. De fato, nestas condi¢des, se

(xo + gkl) = <x0 + %kz) (modm),

entao

%kl - %kz (modm),

e pelo Teorema 4.1.10,
ki = ky (modm/d,),

sendo dy = mdc(m/d,m). Como m = (m/d)d, temos d; = m/d e, com isto,

m m
—:—:d
d  m/d

Portanto, k; =k, (modd), ou seja, d | k, —k, 0 que é uma contradi¢do, ja que 0 < k, —k; <
d — 1. Por conseguinte, as solugdes sdo duas a duas incongruentes modulo m.

Resta-nos mostrar que qualquer soluc¢do x = xo + (m/d)k de ax = b (modm) é congru-
ente médulo m a uma das d solu¢des dadas em (4.6). Pelo Algoritmo da Divisdo, temos que
k=dg+r,com0<r<d-—1. Assim,

x = xo+(m/d)k = xo+(m/d)(dg+r)
= xo+mq+r(m/d)
= xo+r(m/d) (modm),
em que xo + r(m/d) é uma das solugdes em (4.6). O

Em particular, quando o mdc(a,m) = 1, obtemos o seguinte:
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Corolario 4.3.6 Se mdc(a,m) = 1, entdo a congruéncia linear ax = b (modm) tem tnica

solucdo modulo m.

Em sintese, fazendo uso dos resultados obtidos anteriormente, podemos resolver uma

congruéncia linear ax = b (modm), com d = mdc(a,m) e d | b, seguindo os seguintes passos:
(1) De acordo com a Identidade de Bachet-Bézout, obtemos inteiros r e s tais que

d=a-r+m-s.

(2) Se b = dt, entdo xy = rt é uma solug¢do de ax = b (modm), de modo que sua solugdo
geral é dada por
x:xo+k§, com kcZ.

Além disso,
Lm n 2m n (d—1)m
X0, X0+ =, X0+ —sey Xo+——
0, A0 d 0 d 0 d

séo as solucdes de ax = b (modm) duas a duas incongruentes médulo m.
Exemplo 4.3.7 Resolver as seguintes congruéncias lineares:

a) 6x =21 (mod8).

b) 3x=6 (mod12).

Solucgdo: a) Como mdc(8,6) =2 e 2121, entdo, pelo Teorema 4.3.2 a congruéncia nao tem
solucdo inteira.

b) Como mdc(3,12) =3 e 3 | 6, entdo a congruéncia tem solugdo inteira. Dai, procedendo
de maneira anédloga ao Exemplo 2.3.7, temos

3.5412-(—1)=3,

isto é, r = 5. Dai, como b =6 =32, segue que t = 2. Logo, xo =rt =5-2 =10 é uma
solugdo particular de 3x = 6 (mod 12). A solugdo geral é dada por x = 10+ (12/3)k, ou seja,

x=10+4k, com kcZ.

Dessa forma, temos d = 3 solugdes incongruentes médulo 12, que sao

12 12
10, 10+ —, 10+2-—,
; 10+ 3 + 3

ou melhor, 10, 14 e 18. A
A fim de estabelecer alguns resultados relevantes da Teoria dos Numeros por meio de

congruéncias, € importante decidir quando uma congruéncia linear tem solucao inteira.
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Proposiciao 4.3.8 Um inteiro a é invertivel médulo m se, e somente se, mdc(a,m) = 1. Ade-

mais, quaisquer dois inversos de a médulo m sdo congruentes' médulo m.

Demonstracdo: Se a é invertivel médulo m, entdo existe um inteiro b tal que ab =1 (modm).
Logo, existe ¢ € Z, com ab = 1 + cm, ou seja, ab+ (—c)m = 1. Logo, de (2.6), obtemos
mdc(a,m) = 1.

Para a reciproca, se mdc(a,m) = 1, entdo pela identidade de Bachet-Bézout, existem
inteiros x e y tais que ax+my = 1, isto é, ax = 1 (modm), o que mostra que a é invertivel
modulo m.

Finalmente, se xq e yo sdo inversos de a médulo m, entdo axg = 1 (modm) e ayg = 1
(modm), ou seja, axg = ayy (modm). Ja que mdc(a,m) = 1, segue do Coroldrio 4.1.11 que
X0 = yo (modm). O

Exemplo 4.3.9 Temos que 4 e 8 sdo invertiveis médulo 9, cujos inversos médulo 9 sdo 7 e

8, respectivamente, pois4-7 =1 (mod9) e 8§-8 =1 (mod9). A

Vale ressaltar que se xo é uma solugdo de ax = b (modm) e xg = yp (modm), entdo
yo também ¢é solu¢do. De fato, como axp = b (modm) e axg = ayo (modm), segue por
transitividade que ayy = b (modm). Isto nos mostra que se uma congruéncia linear ax = b

(modm) tem uma solucdo xp, entdo para cada inteiro k,
x=x9+km

também ¢é solucdo, ou melhor, ax = b (modm) tem infinitas solu¢des. Por exemplo, xg = 1 é

uma solucdo de 8x = 14 (mod 6), de modo que
x=146k

¢ solucdo para todo k € Z, isto €, esta expressdo gera infinitas solu¢des, mas ndo gera todas
elas. Com efeito, yg = 4 é uma solugdo de 8x = 14 (mod 6), mas é claro que ndo existe um
inteiro k, com 4 = 1 + 6k.

4.3.1 Sistemas de Congruéncias Lineares

Uma vez que ja consideramos a solucdo de uma tnica congruéncia linear, surge natu-
ralmente, assim como ocorre com sistemas de equacdes lineares, o problema que consiste em
resolver simultaneamente um sistema de duas ou mais congruéncias lineares, por exemplo,
um sistema da forma

x =25 (mod6),

x=4 (mod15).

'Em outras palavras, o inverso de a € tinico médulo m.
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Resolvé-lo é determinar todos os inteiros x que satisfazem ambas as congruéncias. Vamos
fazer isto usando o método de substituicdo, semelhante ao usado para resolver um sistema
de equagdes lineares.

Da primeira congruéncia, obtemos que x = 25 4 6y, com y € Z. Aqui usamos y ao
invés de k, pois precisamos resolver outra congruéncia em y. De fato, para que x seja solugcdo
do sistema, ele deve satisfazer também a segunda congruéncia. Assim, devemos substituir o

valor de x = 25+ 6y em x = 4 (mod 15). Fazendo isto, temos
25+ 6y =4 (mod 15),

ou melhor, 6y = —21 (mod15). Comomdc(6,15) =3 e 3 | —21, esta congruéncia tem

solugdo inteira. Resolvendo-a da mesma forma que fizemos anteriormente, obtemos
y=9+5k.
Substituindo o valor de y em x = 25 + 6y, segue que
x=25+6(9+5k) =79+ 30k,

isto é, a solucdo geral do sistema é x = 79 + 30k ou, se preferirmos, x = 19 4 30k, sendo k
um inteiro arbitrério, pois 79 = 19 (mod 30).

Se a congruéncia 6y = —21 (mod 15) nio tivesse solugdo, entdo o sistema dado tam-
bém nao teria solucdo. Além disso, se este tivesse mais uma congruéncia, entdo para nao
causar confusdo, seria conveniente escrever x = 19 + 30z ao invés de x = 19 + 30k (para
dar uma conota¢do de incdgnita), e apds isso substituir este valor na terceira congruéncia,
resolvendo-a em z e fazendo a substitui¢do necessdria para se obter uma expressao algébrica

final para x. O procedimento € analogo para um sistema com n congruéncias.

4.3.2 O Teorema Chinés dos Restos

O problema que conduz a um sistema de congruéncias lineares € um tanto quanto
antigo. O matemadtico chinés Sun-Tsu que viveu no primeiro século da nossa era, propds em
seu livro intitulado Suan-Ching (Aritmética) o seguinte problema: determinar um nimero
que deixa restos 2, 3 e 2 quando dividido por 3, 5 e 7, respectivamente. Em termos de
congruéncias, este problema consiste em resolver o seguinte sistema:

x=2 (mod3),
x=3 (mod5),
x =2 (mod7)

Sun-Tsu, encontrou x = 23 como solu¢do para o problema. E bem provavel que ele nao
tivesse conhecimento de um método de resolucdo geral para congruéncias lineares e também

ndo soubesse que o problema tem uma infinidade de solu¢des médulo 23.
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No capitulo seguinte resolveremos esse problema usando um método que apresentare-
mos mais adiante (o Teorema chinés dos restos).

De um modo geral, vamos estudar sistemas de congruéncias da forma

([ aix=b, (modmy; ),

arx = bz (modmz), (4 7)

| axx = by (modmy,).

Naturalmente, para que este sistema tenha solugdo, € necessario que cada uma das k con-
gruéncias tenha solugdo, ou seja, que d; | b;, em que d; = mdc(a;,m;) paracadai=1,... k,
conforme o Teorema 4.3.2. Entretanto, esta condi¢do ndo € suficiente. Por exemplo, o sis-
tema formado pelas congruéncias x = 6 (mod4) e x =5 (mod2) ndo tem solugdo embora
cada uma tenha solucgao.

Vamos comecar com o lema seguinte que nos mostra como obter um sistema equiv-
alente ao dado em (4.7), mas com os coeficientes iguais a 1 (os inteiros a; em a;x = b;
(modm;)). Ressaltamos que dois sistemas de congruéncias lineares sao equivalentes quando
possuem as mesmas solucdes. Da mesma forma, duas congruéncias lineares sdo equiva-

lentes quando t€m as mesmas solugdes.

Lema 4.3.10 A congruéncia linear ax = b (modm), em que d = mdc(a,m), com d | b, é
equivalente a

x = rb; (modn),

sendob=bid,d=a-r+s-me m=nd.
Demonstracao: Considerando a = a1d, b = b1d e m = nd, vem que
ax=b (modm) < aydx=bid (modnd).

Pelo Teorema 4.1.10,
ayx = b (modn). (4.8)

Sendod =a-r+s-m, segue que d =ajd-r+s-nd, ouseja, | =aj-r+s-n. Logo,
ra; =1 (modn).
Multiplicando a congruéncia de (4.8) por r, temos
raijx = rb) (modn),
e como a;r = 1 (modn), segue que x = ajrx (modn), isto &,
x = rb; (modn),
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0 que prova a primeira parte.

Reciprocamente, se x = rb; (modn), entdo como ra; = 1 (modn), segue que xra; =
rby (modn). Por outro lado, visto que 1 = a; - r+ s - n, temos que mdc(r,n) = 1. Portanto,
podemos cancelar o fator r da dltima congruéncia de modo a obter xa; = b; (modn), ou seja,
x(a/d) =b/d (modm/d), da qual obtemos ax = b (modm). O

A vantagem de se considerar uma congruéncia da forma x = b (modm) é que sua
solucdo geral € obtida de forma direta, x = b+ km, com k € Z.

Exemplo 4.3.11 Determinar a congruéncia linear da forma x = ¢ (modn) equivalente a con-
gruéncia 6x = 10 (mod4).

Solugio: Temos que mdc(6,4) =2, by =b/2 =10/2=5,n=m/2 =4/2 =2. Como
2=6-1—1-4,r=1. Assim, 6x = 10 (mod4) é equivalente a x = rb; (modn), ou seja,

x =5 (mod?2), cuja solugéo geral é x =5+ 2k, com k € Z. JAN

De acordo com o lema anterior, o sistema dado em (4.7) € equivalente ao sistema

([ x=c; (modn,),

X =cp (modny), @)

[ ¥ = ¢ (modny),

o qual serd resolvido por meio do teorema a seguir com uma hipétese adicional, cujo titulo
faz lembrar a origem desse problema.

Teorema 4.3.12 (Teorema Chinés dos Restos) Sejam ny,no, ..., n; niimeros naturais tais
que mdc(nj,n;) = 1 para i # j. Entdo, o sistema de congruéncias lineares dado em (4.9)

possui uma solucdo, que é vinica modulo n =nn, .. .ny.
Demonstracao: Sendo n = nin;...ng, entdo

n
N; = n— =nny...N_1Ni41 ... N,
i

ou seja, N; € o produto de todos os inteiros ny,ny, ..., ng excluindo n;. J4 que mdc(n;i,nj) =1
para i # j, temos mdc(Nj,n;) = 1. Assim, pela identidade de Bachet-Bézout, existem inteiros
ri € §; tais que

riN;i+sin; =1 (4.10)

paracadai=1,... k. A partir disto, vamos provar que o inteiro

k
xXp = Z ciriN;i = c1riN1 +caraNy + - - + ¢ riNi
i=1
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¢ uma solugdo do sistema dado. Inicialmente, se i # j, entdo N; = 0 (modn;), pois n; | N;.
Logo, ¢;rjN; = 0 (modn;), de modo que

xo = 11Ny + coraNy + - - - + cpriNi = ¢iriN; (modn;).

Por outro lado, de (4.10), temos que r;N; = 1 (modn;) paracadai=1,... k. Dai, ¢;r;N; = ¢;
(modn;) e, por transitividade, xo = ¢; (modn;) para todo i. Isto mostra que xy € uma solugo

do sistema. Por fim, se yg € outra solucdo, entao
Yo = ¢; (modn;)

paracadai=1,... k. Desse modo, xo = yo (modn;), isto &, n; | xo — yo. J4 que mdc(n;,n;) =
1, com i # j, segue do Corolario 2.3.11 que n = nyny...n; divide xg — yg, ou seja, xo = yo
(modn), o que prova a unicidade de solugdo médulo n. Por isso, a solu¢do geral do sistema

é
x=xo+kn, keZ.

4.4 Equacoes Diofantinas Lineares

Chama-se equagdo diofantina a toda equagdo polinomial com coeficientes inteiros, in-
dependente da quantidade de incégnitas. Essa nomenclatura ¢ uma homenagem ao matematico
grego Diofanto que viveu na cidade de Alexandria no século III. Ele € considerado o pai da
Algebra e da Teoria dos Nimeros, e talvez mais conhecido como o escritor do livro Arit-
mética.

Foram os matematicos italianos do século XVI quem apresentaram os trabalhos de
Diofanto para a Europa, onde foram bem-recebidos e onde eles estimularam o estudo da
Algebra. Diofanto foi o primeiro a estudar de forma sistemadtica as solucdes inteiras de
algumas equagdes polinomiais, considerando uma abordagem algébrica.

Muito pouco se sabe sobre a vida pessoal de Diofanto. No que concerne a idade que ele
tinha quando morreu, conta-se que sobre seu timulo havia escrito um enigma que continha
pistas para se calcular seu tempo de vida. E o seguinte:

“Aqui jaz o matemdtico que passou um sexto de sua vida como crianc¢a. Depois,
por um doze avos da sua vida passou como rapaz. Depois viveu um sétimo
da sua vida antes de se casar. Cinco anos apos nasceu seu filho, com quem
conviveu metade da sua vida. Apos a morte de seu filho, sofreu mais 4 anos

antes de morrer”.

Vamos estabelecer uma equacao (diofantina em uma incognita) baseada nos dados do
enigma acima, de modo a calcular o tempo de vida de Diofanto.
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Seja x a idade de Diofanto quando de sua morte. Assim, x/6 de sua vida ele passou
como crianga; x/12 ele passou como rapaz; x/7 foi o tempo antes de se casar; 5 anos apds
seu filho nasceu; x/2 foi o tempo de vida de seu filho; e finalmente, sofreu mais 4 anos antes
de morrer. Desse modo, x € igual a seguinte soma:

S+ is542 44
6 12 7 2 ’

X =

ou melhor, x = (25/28)x+ 9, da qual obtemos x = 84. Portanto, Diofanto teria morrido com

84 anos.

Definicao 4.4.1 Uma equagdo diofantina é qualquer equacdo polinomial com coeficientes

inteiros com uma ou mais incognitas.
Assim, uma equacgao da forma
arx1+axxy+---+apx, =b

¢ chamada uma equacao diofantina linear, em que a1, ...,a, s@o inteiros dados, chamados
coeficientes, b que também € um inteiro dado, é chamado termo constante e xi,...,x, sao
as incognitas.

De acordo com as definicdes anteriores, as equagdes

x2+y2=Z2, xy+4y=xy e x—y3:—8

sdo exemplos de equacdes diofantinas ndo lineares.
Inicialmente, focaremos nosso estudo no caso mais simples de equagdes diofantinas

lineares com duas incégnitas — equagdes da forma
ax+by = c.
Uma solucao inteira desta equagdo € um par de inteiros xg € yq tais que
axog+byy = c.
E importante responder as seguintes questdes:
a) Em quais condi¢des a equagdo ax + by = ¢ admite solu¢do?
b) Caso admita, quantas existem e como determind-las?

Quando a = 0 ou b = 0, obtemos casos triviais, 0s quais nao serdo, por razdes Ob-
vias, considerados. Observemos também que resolver ax + by = ¢ em valores reais equivale
geometricamente a tracar uma reta no plano. Isso € algo muito facil de se fazer. Por isso,
focaliza-se as solucdes inteiras ou racionais, em nosso caso, apenas as inteiras.

Vamos responder as questdes acima. De inicio, a equagdo ax+ by = ¢ nos conduz a
congruéncia linear

ax = ¢ (mod|b|),

a qual nos da um ponto de partida.
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Teorema 4.4.2 A equacdo diofantina ax + by = c tem solugdo inteira se, e somente se, d | c,
com d = mdc(a,b). Além disso, se xg e yo € uma solugdo particular desta equagdo, entdo
sua solugdo geral é dada por

b a
X X0+d e Y=o Pl

em que k é um inteiro.

Demonstracao: Como ax—+ by = c tem solucdo se, e somente se, a congruéncia linear ax = ¢
(mod|b|) tem solugdo, segue do Teorema 4.3.2 que ax+ by = ¢ tem solugdo se, e somente se,
d

que sendo xp € yp uma solucdo particular de ax + by = ¢, entdo para cada inteiro k,

¢, comd =mdc(a,b). Isto prova a primeira parte. Para a segunda, notemos primeiramente

b a
/: —k ,: ——k
X XO+d e Y=o p

também € solucdo, pois axy + byy = c e, assim,
ax' +by’ = alxo+ (b/d)k]+blyo— (a/d)k]
= (axo+byo)+ (ab/d —ab/d)k,

ou seja, ax’ + by = c. Agora, suponhamos que x’ e y’ seja outra solugio de ax + by = c.
Logo,
ax' + by’ = ¢ = axy + byy,

ou melhor,
a(xX' —xo) = b(yo—'). (4.11)
Sendo d = mdc(a,b), entdo a =dre b = ds, em que mdc(r,s) = 1. Substituindo estes valores

em (4.11) e cancelando o fator comum d, temos
r(xX' —x0) = s(yo—)'). (4.12)

Isto nos mostra que r | s(yo —y’'). Como mdc(r,s) = 1, segue do Corolério 2.3.10 que r |
(yo—Y'), ou seja, yo —y = kr para algum inteiro k. Substituindo esta expressdo em (4.12),

obtemos x’ — x¢ = ks. Portanto,
X' = xot+ks = xo+(b/d)k,
Y = yo—kr = yo—(a/d)k.
0

Nas condic¢des do teorema anterior, uma equagdo diofantina ax + by = ¢ possuli infinitas
solugdes e, para determiné-las, faz-se necessdrio apenas encontrar uma solugdo particular xg
€ yo, a qual pode ser obtida por meio de uma combinagdo linear dos inteiros a e b para

d = mdc(a,b). Vejamos entdo. Pelo Algoritmo de Euclides, obtemos inteiros r e s tais que

d = ar—+ bs.
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Fazendo ¢ = dt e multiplicando a igualdade acima por 7, temos
c=dt =a(rt)+b(st),

ou seja, xo = rt e ygp = st € uma solucdo de ax—+ by = c.

Vamos supor que ax + by = ¢ admita solucdo e seja d = mdc(a,b). Dividindo ambos
os lados desta equacgdo por d, obtemos

(7= (2)>- () @3
com mdc(a/d,b/d) = 1. Assim, se xq e yp € uma solucdo desta equacao, entao
a b c
(3) 0 (3) o= (7)
de modo que axy + byg = ¢, isto €, xo e yo € solu¢do de ax + by = c¢. Reciprocamente, se

axo+byo = c, entdo (a/d)xo+ (b/d)yy = c/d e, assim, xg e yo € solucdo de (4.13). Portanto,

as equagoes consideradas sdo equivalentes, ou seja, t€m as mesmas solugdes. 0

Teorema 4.4.3 A equacdo diofantina ayx| + axx; + - - - + apx, = b tem solugdo inteira se, e

somente se, d | b, comd = mdc(ay,az,--- ,ay).

Demonstragiio: Consideremos (x,x},...,x],) uma solugdo de equagdo apresentada nesse

Teorema, entao
a1x’'y —|—a2x'2 +-tax, =b. (4.14)
Seja d = mdc(ay,az, -+ ,a,) = d|a; com i=1,2,--- n. Dessa forma, existem inteiros
ki,ka,-- -k, tais que a; = d- k;.
Agora em (4.14) temos:
(d-ky)-x|+(d ko) -xXy+-+(d-ky) x|, = b.

Logo,
d-(ky -x’1+k2-x’2+~~-+kn-x;1):b = d|b.

Agora suponhamos que d = mdc(ay,az,--- ,a,) e que d | b, entdo:

b=d-t; tcZ. (4.15)

Pela identidade de Bachet-Bézout, existem inteiros k1, kp, - - - k;, tais que tal que:

ar-ki+ay-ky+---~+a, -k, =d.

Assim em (4.15) teremos:

54



bz(a1~k1—|—a2«k2+«~-+an-kn)-t.

Dessa forma:

Na equagdo acima, considerando k; -t = x/ teremos:

/ / /
ay-x;+axy-xy+---+ay-x,=>b.

Mostrando que (x,x5,- - - ,x,) € uma solugdo inteira para a equacdo apresentada no Teorema.[]

'n
Exemplo 4.4.4 Resolver a equagdo diofantina

52x 472y = 40.

Solucgio: Como mdc(52,72) =4 e 4|40, a equagdo admite solucgdo. Pelo que foi observado,

a equacao inicial € equivalente a equacao
13x+ 18y =10,

em que mdc(13,18) = 1. Devemos determinar inteiros r e s tais que

13-r+18-s=1.
Temos
18 = 13-1+5,
13 = 5-243,
S = 3142,
3 = 2-1+1.
Assim,
1 = 3-2 = 3—-(5-3) = 2-3-5
= 2-(13-5-2)-5
= 2-13-5-5
= 2-13-5-(18—13)
= 7-13-5-18.

Logo, r =7 e s = —5. Multiplicando ambos os lados de 1 = 13-7+ 18- (—5) por 10, segue
que
10=13-70+ 18- (—50),
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isto é, xo = 70 e yo = —50 € uma solugdo de 13x+ 18y = 10. Por conseguinte, a solu¢cdo
geral desta equagdo € dada por

x=T70+18k e y=-50—13k,

em que k € Z. A

Em muitas situacdes, apenas as solu¢des ndo negativa de uma equagdo diofantina sao
de interesse, ou seja, solugdes x e y, com x > 0 e y > 0. Neste caso, essas solu¢des sao

determinadas pelo parametro k. Veremos isto no proximo capitulo.
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Capitulo 5
Algumas Aplicacoes

Uma vez que ja consideramos no capitulo anterior o conceito de congruéncia médulo
m, bem como as suas principais propriedades, iremos agora apresentar algumas aplicacdes
dos resultados obtidos por meio dessas propriedades. Essas aplica¢des consistirdo de duas
partes, conforme descritas a seguir.

A primeira parte serd constituida de problemas elementares que, essencialmente, traze-
nos situacdes do cotidiano. Alguns deles foram retirados de banco de dados de provas do
Programa de Mestrado Profissional Em Matemética em Rede Nacional - PROFMAT, e outros
foram selecionados dos livros textos que serviram de base para a elaborag¢do do capitulo,
como por exemplo, as referéncias [2] e [8]. Com isto, atingimos duas coisas essenciais. A
primeira delas € contemplar os conteddos ministrados em um componente da grade curricular
obrigatéria do PROFMAT. Especificamente, o componente intitulado Aritmética-MA14, que
cobre os conteddos de um curso inicial em Teoria Elementar dos Nimeros. A outra coisa
¢ destacar a aplicabilidade de conceitos que sdo usados para resolver problemas um pouco
familiares aos leitores, mesmo que esses nao sejam estudantes de Matemadtica.

Ja a segunda parte deste serd usada para apresentar algumas aplicacdes mais substan-
ciais, mesmo que seja em nivel elementar. Basicamente, a ideia € destacar, questdes rela-

cionadas a Aritmética Modular.

5.1 Partel

Comecemos destacando algumas aplica¢des que envolvem equagdes diofantinas lin-

eares com duas incognitas.
Exemplo 5.1.1 Uma pessoa recebeu 91 reais em notas de 2 e de 5 reais.

a) Qual é o nimero maximo de notas que ela pode ter recebido?

b) O ndmero de notas recebidas de 2 reais pode ser igual ao nimero de notas de 5 reais?
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Solucao: a) Indiquemos por x a quantidade de notas de 2 reais e por y a de notas de 5 reais.
Assim, o problema nos conduz a equagao diofantina

2x+35y=091.

Como mdc(2,5) =1e 1|91, a equagdo acima possui solu¢do. Determinemos uma solugao
inicial. De acordo com Algoritmos de Euclides, obtemos

2-(-2)+5-1=1.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 91, vem que
2-(—182)+5-91 =091.

Desse modo, xop = —182 e yp = 91 € uma solugdo para a equagdo. Por conseguinte, do

Teorema 4.4.2, sua solucdo geral € dada por
x=—182+5 e y=91-12t, (5.1)
em que ¢ € Z. Portanto a pessoa recebera:
x+y=(—182+5t)+(91—-2t) = x+y=-91+3t.

De acordo com a natureza do problema, apenas as solugdes positivas, isto é, x >0ey > 0,
sdo de interesse. Estas condi¢des implicam 37 <t <45. O nimero méximo de notas resultard
quando ¢ assumir seu valor maximo e a quantidade minima quando ¢ tiver assumido o valor
minimo. Parar =45,

x+y=-9143-45 = x+y=44,

e parat = 37,
x+y=-9143-37 = x+y=20.

Portanto, o nimero maximo de notas recebidas € 44 e o nimero minimo € igual a 20.

b) Para que o nimero de notas de 2 reais recebidas seja igual ao nimero de notas de 5 reais,

devemos ter x = y, ou melhor,
—182+5t=91-2t = =39.
Substituindo este valor em (5.1), obtemos
x=-—182+45-39 e y=91-2-39 = x=13 e y=13.
Logo, é possivel que o nimero de notas de 2 reais seja igual ao nimero de notas de 5 reais.A

Exemplo 5.1.2 Numa criagdo de coelhos e galinhas, contam-se 400 pés. Quantas sdo as
galinhas e quantos sdo os coelhos, sabendo-se que a diferenca entre esses dois nimeros € a

menor possivel?
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Solucao: Sejam x o nimero de galinhas e y o nimero de coelhos. Dai, obtemos a equacao
diofantina
2x+4y =400 = x+2y=200.

Esta equac@o tem solug@o, pois mdc(1,2) = 1. Como
1=2-1-1-1 = 1-(=1)+2-1=1,

segue que
1-(—200) 42200 = 200.

Portanto xg = —200 e ygp = 200 € uma solucdo inteira da equagdo. Visto que as demais
solucdes sdo da forma

xX=xo+bt e y=yo—at,

Entao
x=-200+2t e y=200-—¢,

com ¢ € Z. Pelas condicdes do problema, devemos ter x > 0, y > 0, isto &,
—2004+2t>0 e 200—7>0 = 100 <t < 200.
Disto segue que
y—x=(200—1¢)—(—200+2t) = y—x=400—73r.

Analisemos se y —x = 1 conduz ao valor inteiro para ¢. Isto serd feito, pois desejamos que a

diferenca entre a quantidade de animais seja a menor possivel. Temos:
400-3tr=1 = t=133.

Assim,
x=-2004+2-133 = x=66 e y=200—133 = y=067.

Desse modo, existem 66 galinhas e 67 coelhos. AN

Exemplo 5.1.3 Ao entrar em um bosque, alguns viajantes avistaram 37 montes de magas.
ApOs serem retiradas 17 frutas, o restante foi dividido igualmente entre 79 pessoas. Qual a

parte de cada pessoa?.

Soluc¢ao: Sejam x o nimero de magas em cada monte e y o nimero de magas que cada pessoa

recebeu, temos a seguinte equacdo diofantina:
3Ix—17=179 = 3Ix—-T9y=17. (5.2)

Como mdc(37,79) = 1, e 1 divide 17, logo a equag@o acima possui solugdo. Agora, pelo
Algoritmo de Euclides temos que:

37-(=32)—79-(=15) =1.
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Multiplicando ambos os membros da ultima igualdade acima por 17, temos:
37-(—544) —179-(=255) =17
Assim, xo = —544 e yp = —255 € uma solucdo particular para a equagao em (5.2), cujas

demais solugdes, de acordo com (4.4.2) sdo da forma:

b a
XZXO‘FE]C e y:yo—gk

assim,

x=-544-79t e y=-255-3Tt,

com t € Z. Pela natureza do problema, devemos ter x > 0 e y > 0, que acarreta t < 7. Para

t = —7, temos

x = —544-79-(-7) = x = 9,

y = =255-37-(-7) = y = 4
Da mesma forma, para t = —8, obtemos que x = 88 e y = 41. Todas as solugdes positivas
sdo obtidas quando fazemos ¢ percorrer os inteiros t = —9,—10,—11,.... A

Exemplo 5.1.4 Um parque de diversdes cobra R$ 1,00 para a entrada de criancas e R$ 3,00
a de adulto. Para que a arrecadagdo de um dia seja R$ 200,00, qual o maior nimero de
pessoas entre criancas e adultos que poderia frequentar o parque nesse dia? Quantas sdo as
criangas e quantos sao os adultos?

Solucao: Sejam x a quantidade de criangas e y a quantidade de adultos. Dai, obtemos a
equacao
x—+3y =200,

que tem solugdo, pois mdc(1,3) = 1. Verifica-se que a solucdo geral desta equag@o é
x=—-400+3t e y=200-—t¢,

em que ¢ € Z. Devido as condig¢des iniciais do problema, temos x > 0 e y > 0. Desse modo,
133 <t < 200.

Para que o nimero de pessoas seja 0 maximo possivel, devemos fazer a varidvel t as-
sumir seu valor maximo no intervalo acima, pois assim teremos o maior nimero de criancas

possivel. Isso ocorre quando # = 199. Considerando este valor nas equagdes acima, obtemos
x=-4004+3-199 = x=197 e y=200—199 = y=1.

Ou seja, o nimero méximo de pessoas € 198, sendo 197 criangas e 1 adulto. A
No préximo exemplo, temos uma situacdo que nos conduz a uma equacdo que, de
acordo com a Definicdo 4.4.1, ndo € diofantina. No entanto, podemos fazer manipulagdes

algébricas de forma a tornar seus coeficientes inteiros e obter tal equagao.
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Exemplo 5.1.5 Um lava jato lava carros oferecendo dois tipos de servigos: lavagem simples
com o custo de R$ 24,00 e a completa por R$ 36,00. Certo dia, o gerente resolveu fazer uma
promocgao, dando 20% de desconto na lavagem simples e 10% de desconto na completa. No
dia da promogdo, o faturamento foi de R$ 810,00. Qual foi o menor nimero de clientes que

foram atendidos?

Solucao: Sejam x e y as quantidades de lavagens simples e completas respectivamente. Entao

a expressao que determina o faturamento do dia € dado pela equagao
0,8:24x40,9-36y =810 = 19,2x+ 32,4y = 810.

Representando os coeficientes da equacdo acima na forma de fragcdo, temos

192 324
—x+ —vy =2810.
1Ox+ 1Oy 810

Este problema pode ser resolvido multiplicando ambos os membros da dltima equagdo por

10. Fazendo isto, obtemos a equagdo diofantina

192x + 324y = 8100.
Dividindo ambos os membros desta equagdo por 12 = mdc(192,324), segue que

16x+27y =675, (5.3)

Pelo Algoritmo de Euclides, obtemos

16-(—5)+27-3=1
Multiplicando esta igualdade por 675, vem que

16-(—3375) 4 27-2025 = 675.

Assim, xo = —3375 e yp = 2025 € uma solucdo particular de (5.3). As demais solucdes sdo
da forma
x=-3375+27t e y=2025-16t,

com ¢ € Z. Pelas condicdes iniciais x > 0,y > 0, por isso 125 <t < 126, p/t = 125
x=-3375+427-(125) = x=0 e y=2025—-16-(125) = y=25.
Totalizando 25 clientes. Agora, com ¢ = 126,
x=-3375+27-(126) = x=27 e y=2025—16-(126) = y=09.

Totalizando 36 clientes. Logo, 25 foi o menor nimero de clientes atendidos nesse dia da

promocao. A
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Exemplo 5.1.6 A quantidade de R$ 50000,00 foi dividido para um grupo de 40 pessoas.
Esse grupo era formado por homens, mulheres e criancas. Supondo que cada homem recebeu
R$500,00, cada mulher recebeu R$1 500,00 e cada crianca recebeu R$ 100,00. Determine a

quantidade de homens, mulheres e criancas que havia no grupo.
Solucao: Sejam x,y, e z o nimero de homens, mulheres e criangas respectivamente. Logo,
x+y+z=40. 5.4
Por outro lado,
500x + 1500y + 100z = 50000 = 5x+ 15y +z =500, (5.5

ou seja, obtemos uma equagao diofantina com trés incdgnitas. Mas podemos usar a equacao
(5.4) de modo a reduzi-la a uma com duas incégnitas. Sendo vejamos. De (5.4), temos

7 =40 —x —y. Substituindo esta expressao em (5.5), segue que
2x+ 7y = 230. (5.6)
Como mdc(2,7) = 1, esta equacdo tem solucdo, e sua solucio geral é
x=—-690+4+7t e y=230-2, (5.7)

em que ¢ € Z. Mas pelas condi¢des iniciais, x,y > 0, de modo que 99 <t < 114. Observemos
que se t =99, entdo
x=3 e y=32,

que € a solu¢do minimal. Logo, a equagdo em (5.7) € equivalente a

x=34+T7t e y=32-2t. (5.8)
Agora, substituindo (5.8) em (5.4), temos:
(3+7t)+(32—2t)+z=40 = z=5-5t¢. (5.9

Sendo por hipétese z > 0, < 1 e, com isto, t = 0. Portanto, substituindo o valor de t =0 em
(5.9) e (5.8), temos x =3, y =32 e z = 5. Que corresponde ao nimero de homens, mulheres

e criangas, respectivamente. JAN

Equacoes Diofantinas Lineares com Trés Incégnitas

As vezes, um dado problema nos conduz a uma equagdo diofantina linear com trés
incognitas que, pela natureza do problema, ndo pode ser reduzido a uma com duas incégnitas,

como foi feito no problema do exemplo anterior.
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Vamos a seguir estabelecer um método de solu¢do para uma equacio diofnatina da
forma
a1x+ayy+azz=">n, (5.10)

em que x, y € z sdo as incognitas. No capitulo anterior, vimos as condi¢cdes necessdria e
suficiente para que a equagdo acima possua solucao inteira.
A questdo agora é determinar todas as solucdes da equacdo anterior. Isto serd feito

seguindo 0s seguintes passos:

(1) Primeiramente, tomaremos uma equagao diofantina da forma
aix+ay=t, axy+azz=t ou ajx+azz=t.

(2) A partir de uma solucdo da equacdo anterior, faremos as substituicdes necessdrias, de
modo a obter uma equacao linear com duas incognitas. Resolvendo essa equacio, obteremos

a solucdo geral da equagdo original.

Vamos tornar isto mais claro. Tomemos a equacao
aix+ayy+azz=">n, (5.11)
comd | b, em que d = mdc(ay,ay,a3). Consideremos também
ax+azy =t,

ou seja,
t+azz=>n,

uma equagdo linear nas incognitas ¢ e z. Ja que mdc(1,a3) = 1, esta equagdo tem solugio
inteira. Além disso, de acordo com o Teorema 4.4.2, sua solucdo geral é dada por

t=ty+ak e z=z0—k, com keZ,
sendo (fy,zp) uma solugdo particular. Logo,
aix+ayy =ty + azk. (5.12)
Esta equagdo tem uma solugdo xg e yg. Dai, sua solucdo geral é
X=Xx0+ Z—?l e y=yo— %l, com d; =mdc(ay,a), A €Z.

Portanto, a solucdo geral da equacgao (5.11) € dada por

para A,k € Z.
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Exemplo 5.1.7 Um avicultor comprou cem animais por um custo de R$ 4 000,00. Os precos
desses animais foram os seguintes: perus R$ 120,00 cada um, patos R$ 50,00 cada um e
galinhas R$ 25,00 cada uma. Se o avicultor obteve a0 menos um animal de cada espécie,

qual a quantidade comprada de cada uma dela?

Solucao: Sejam x,y e z a quantidade de perus, patos e galinhas respectivamente, formaremos
a seguinte equagao:

120x + 50y 25z =4000 = 24x+ 10y + 5z = 800. (5.13)

Temos mdc(24,10,5) = 1 e como 1 divide 800, segue que a equagio acima possui solucao.
Nesta equacdo, vamos considerar
24x+5z=A. (5.14)

Dessa forma em (5.13) temos:
A -+ 10y = 800. (5.15)

Nesta dltima equagdo admitindo-se yg = 1 = Ay = 790. Entdo toda solugio de (5.15) é da
forma:
A=790+10tr e y=1-—t, (5.16)

Com 1t € 7Z. Agora, substituindo (5.16) em (5.14) encontraremos a seguinte equagao:
24x+5z =790+ 10¢. (5.17)

Sendo mdc(24,5) = 1. Por meio do Algoritmo de Euclides, chegaremos a seguinte identi-
dade:
24-(-1)+5-5=1,

€ assim

24. (=790 — 10¢) +5 - (3950 + 50¢) = 790 + 10¢.

A igualdade acima nos mostra que
x=-790—-10t e z=3950+50¢
¢ uma solucao particular em ¢ de (5.17). Portanto, sua solucao geral é
x=-=T790—-10t4+5k e z=3950+50r — 24k,

em que k € Z. Por essa dltima expressao e por (5.16), as solucao de (5.13) s@o dadas por

x=-=790—10t+5k; y=1—t e z=3950+50t—24k. (5.18)
Pelas condicdes iniciais do problema, temos que

x+y+z=100 = 39r— 19k = —3061. (5.19)
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Isto é, a soma das incdgnitas da equacdo (5.13) é uma equacgdo diofantina de incégnitas ¢ e
k. Para resolvé-la, observemos que mdc(39,19) = 1 e, pelo Algoritmo de Euclides,

39-1-19-2=1.

Dessa maneira,
39-(—3061) —19-(—6122) = —3061.

Mostrando que 79 = —3061 e kg = —6122 é uma solucao particular de (5.19). Suas demais

solucdes siao da forma
t=-3061+19a e k=-6122+39, (5.20)
com & € Z. Agora, podemos substituir (5.20) em (5.18), vem que
x=-=7904+50, y=3062—19a, e z=-2172+14a.

Por hipétese, x, y e z devem ser positivos. Esta condi¢do implica 159 < o < 161. Com isto,

teremos trés solucdes para o problema:
x=5, y=41 e z=54,
x=10, y=22 e z=68, ou
x=15, y=3 e z=82,

em que x,y € zsdo as quantidade de perus, patos e galinhas, respectivamente. A
Vejamos agora algumas aplicagcdes da Aritmética Modular.

Exemplo 5.1.8 Determine o resto da divisio de 22°°2 por 101.
Solucdo: Como 101 é um nimero primo, segue do Teorema de Fermat que:
219 =1 (mod 101).
Pelas propriedades das congruéncias,
(2100)20 = 120 (mod 101),

ou seja,
22000 = 1 (mod 101), (5.21)

notemos que
22 =4 (mod 101). (5.22)

Quando fazendo o produto de (5.21) por (5.22), determinamos a seguinte congruéncia:

2200022 = 1.4 (mod 101).

Dessa forma,
22002 = 4 (mod 101).

Portanto, o resto € igual a 4. YA
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Exemplo 5.1.9 Um grupo teatral fez uma apresentacao cultural, vendendo os ingressos com
preco tnico de R$ 5,00. Sabendo-se que o valor arrecadado foi menor que R$ 10 000,00 e
que esse valor foi dividido igualmente entre os 23 componentes desse grupo, restando R$

7,00. Determine o publico maximo presente nesse espetdculo.

Solucao: Para resolver esse problema, devemos encontrar o maior multiplo de 5 e menor

que 10000, que ao ser dividido por 23 deixa resto 7. Com isso temos a seguinte congruéncia:
5x =7 (mod23). (5.23)

Esta congruéncia linear tem solugdes inteiras, pois mdc(5,23) = 1. Pelo Teorema 4.3.3, sua
solucao geral é dada por
x=x0+ (m/d)k,

em que k € Z e xo é uma solucdo particular. E ficil ver que xo = 6 é uma solugdo desta

cogruéncia. Por isso, sua solucdo geral é
x =6+ 23k, (5.24)

com k € Z. Pelas condi¢es iniciais, o valor arrecadado é menor que R$ 10 000,00. Assim,
devemos ter
5(6+23k) < 10000 = k < 86.

Como desejamos saber qual o publico maximo, k deve assumir seu valor maximo. Substi-
tuindo k = 86 em (5.24), obtemos x = 1984. Portanto, 1984 pessoas € o ptiblico maximo
nesse espetaculo. A

Exemplo 5.1.10 De acordo com o problema proposto por Sun-Tsu, enunciado no capitulo

anterior, temos o seguinte sistema de congruéncias lineares:

x =2 (mod3),
x =3 (mod5), (5.25)
x=2 (mod7)

Solucgio: Como mdc(3,5) =mdc(5,7) =mdc(3,7) = 1, podemos aplicar o Teorema chinés
dos restos para determinar as solugdes desse problema cldssico. De acordo com o Teorema,
essas solucdes sdo dadas pela expressao:

x=xo+kn, ke, (5.26)

em que

xo =c1r1N1 +cyrpNy +c3rsNs e n=njp-ny-ns. (5.27)

No sistema em (5.25), temos:



Sejam
n=3.5-7, e Ni=1; i=1,2,3.
Dai,
3.5.7 3.5.7 3.5.7

Ni=——=35 Ny=—7—=21 N3 = ———=15.
1 3 2 5 € 3 7

Agora devemos encontrar os inteiros r;, com i = 1,2, 3, tais que
Nir; =1 (modn;).

Ora,
35r1 = 1(mod3) = 2r; = 1(mod3) = r = 3,

2lr, = 1(mod5) = n

l(mod5) = rn = 1,

153 = 1(mod7) = n3

l(mod7) = r = 1.

Agora, de acordo com (5.27), vem que
x0=2-5-35+3-1-2142-1-15=443.
Mas, visto que n =3-5-7 = 105, temos 443 = 105 -4 4 23, ou seja
443 =23 (mod 105).

Dessa forma, de (5.26) x = 23 4+ 105k, com k € Z. Quando fazemos k = 0, obtemos x = 23,
que € a solu¢do apontada por Sun-Tsu. A

5.2 Partell

Nesta segunda parte, iremos considerar problemas mais substaciais, menos elementares,

que envolvem questdes de divisibilidade mais avangadas.

Exemplo 5.2.1 Mostrar que 5 divide 222333 4333222 — 1.

Solucao: A principio ndo temos um resultado que nos conduza a uma congruéncia da forma
222F =1 (mod5) ou 222=—1 (mod5).

Busquemos, pois, outro caminho. Como 222 =5-44 + 2, ou seja, 222 = 2 (mod5), segue

pelo item (3) do Teorema 4.1.5 que
22233 =233 (mod5). (5.28)
Sendo 22 = —1 (mod5), entdo pelo mesmo item,
(2319 =1 (mod5) = 2%%=1 (mod5),
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e como 222 =2 (mod5), segue do item (2) que
2333 =2 (mod5). (5.29)

Logo, de (5.28) e (5.29),
22233 = 2333 =2 (mod5). (5.30)

Vamos analisar agora 333?22 médulo 5. Considerando que 333 = 3 (mod5), obtemos

333222 = 3222 (mod 5).
Por outro lado, 3> = —1 (mod5) implica (32)!'! = —1 (mod5), isto &,

333222 = 3222 = _1 (mod5). (5.31)

Usando o item (1) do Teorema 4.1.5, obtemos de (5.30) e (5.31),

2333 1 3222 = 1 (mod5),
0 que mostra o resultado. A
Exemplo 5.2.2 Mostre que 1" 42"+ 3" +4" =0 (mod5) se, e somente se, n 20 (mod4).

Solucdo: Conideremos inicialmente que 1" 42" 43" 44" =0 (mod5). Sendo ¢(5) = 4,
segue do Teorema de Euler que

2*=1(mod5), 3*=1(mod5) e 4*=1 (mod5). (5.32)

Facamos n = 4k +r, com 0 < r < 4. Por absurdo, suponhamos que r = 0, ou melhor, n = 4k.

Disto segue que
2"=1(mod5), 3"=1(mod5) e 4"=1 (mod5).
Por isso, visto que 1" =1 (mod5), temos
1"4+2"+3"+4" =4 (mod5),
de modo que, por transitividade, 4 = 0 (mod5), o que é uma contradi¢do. Isto prova a
primeira parte.
Reciprocamente, vamos supor que n # 0 (mod4). Disto segue que n =4k+ 1, n =

4k+2 oun =4k+3. Se n =4k+ 1, entdo, considerando as congruéncias em (5.32), obtemos

modulo 5 as congruéncias:
2"=2, 3'=3 4"'=4

Portanto,
1"4+2"4+3"+4"=10=0 (mod5).

Da mesma forma, para n = 4k +2 e n = 4k + 3, obtemos respectivamente que
1"+2"4+3"+4"=30=0 (mod5) e 1" +2" 43" +4" =120 =0 (mod5).

Isto conclui a prova. A
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Exemplo 5.2.3 Consideremos a sequéncia de nimeros naturais com termo geral dado por
a, =4"-3"
para todo n > 1. Determinar a quantidade de multiplos de 5 no conjunto
{an,: 1 <n<502}.
Solucdo: Pelo Teorema de Fermat, temos 4* = 1 (modS5) e 3* = 1 (mod5). Disto segue
que 4* —3* = 0 (mod5). Por outro lado, para cada inteiro n > 1, temos pelo Algoritmo da
Divisao
n=4qg+r, r=0,1,2,3.

Dai,
4" = 4% . 4" = 4" (mod5).

Da mesma forma, tem-se 3" = 4" (mod5). Assim, para r = 1,2,3, obtemos
ap = 4' =31 =1 (mod5),
a = 4>-3% =2 (mod5),
a3 = 4°—-33 =2 (mod5).

Disto e da congruéncia 4* —3* = 0 (mod5), concluimos que a,, é mdltiplo de 5 se, e somente
se, n € multiplo de 4. Por fim, sendo 502 = 4 - 125+ 2, temos que, entre 1 e 502, existem
125 miuiltiplos de 4. Por conseguinte, existem 125 mdltiplos de 5 no conjunto {a, : 1 <n <

502}. A
Exemplo 5.2.4 Se p € um primo impar e
1+ ! + 1 +- 4+ L _a
2 3 p—1 b

em que a e b sdo inteiros primos entre si, mostrar que p | a. Ademais, se p > 5, p2 | a.
Solucdo: Como p é impar, segue que na soma

I+ ! + 1 +- !
2 3 p—1
existe um numero par de parcelas. Além disso, podemos somar duas a duas dessas parcelas

afim de obtermos um padrdo dessas somas. Sendo vejamos. Temos

1 1 )4
7o 1 T Ty
1 1
v
2 p-2 2-(p—2)
1 1
LS
3 p-3 3-(p—3)
1 1
4 _ 14

(p—1)/2 (p+1)/2 — (p—1)/2-(p+1)/2
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Ja que existem (p — 1)/2 desses pares, segue que

11 .
_1 —:
p=ltatztots 2_1

platp-np-2...(25) (%5 )

Como p ndo divide (p — k) paracadak =1,...,(p—1)/2, e nem divide ((p —1)/2)!, con-

k-(p—k)’

Dai,

cluimos que p | a. Isto prova a primeira parte. VeJamos agora a segunda.
Seja p > 5 e consideremos o polindmio

f) =@=1(x=2)...(x=(p—-1)).

Mostra-se que os coeficientes de f(x) sdo mdltiplos de p, excluindo o coeficiente lider e o
termo independente. Facamos

p—2
flx)=x""14 Y aix'.
i=0

Como p > 5, temos p | a e, por isso,

f(p) = (ap+aip) (modp?).

Verifica-se que f(x) = (—1)?~!. f(p —x) e p— 1 é par. Por conseguinte, f(x) = f(p —x) e,
desse modo,

ao = f(0) = f(p) = (ao +ap) (mod p),
ou seja,

aip =0 (modp?),

de maneira que p? | ay, isto &, a; = p*k para algum inteiro k. Por outro lado, é facil verificar
queasomal+1/2+1/34---+1/(p—1)¢éexatamente igual aa;/(p —1)! = a/b. Dai,

alp—)'=ab=p*b = p*|a(p—1).

J4 que p é primo e nio divide (p — 1)!, concluimos que p? | a. JAN
O préximo exemplo que retrata uma propriedade interessante da fungo 7(n) em que
7(n) indica a quantidade de divisores positivos de n. Para tanto, langaremos mao do seguinte

fato: sen=a-b,com 1 < a,b < n, entdo
a<+yn ou b</n. (5.33)

Exemplo 5.2.5 Para qualquer inteiro n > 1, mostrar que 7(n) < 2y/n, em que 7(n) indica a
quantidade de divisores positivos de 7.
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Solucio: Seja d um divisor positivo qualquer de n > 1. De acordo com (5.33), d < /n ou
n/d < +/n. Sejam dy,d,,...,d; todos os divisores positivos de n, com d; < dp < --+ < dj.
Nestas condigdes, temos que d; = 1 e dy = n. Como d; é um divisor de n, n/d; também o
é. Isto significa que n/d; deve ser um dos d;5. Vamos emparelhar os divisores d; e d; de
modo que n =d;d;, ou seja, d; = n/d;. E claro que,paracadai=1,...,k,d; <djoud; <d,.
Consideremos dois casos separadamente.

(1) Se k¢ par, entdo existem k/2 pares de divisores (d;,d;), com d; # d; e n = d;d;. Para cada
um desses pares, vamos supor, sem perda de generalidade, que d; < d;. Entre os divisores
dis, seja dy o maior deles!. J4 que existem tnicos k/2 pares nas condi¢Ges descritas, devemos
certamente ter k/2 < d,. Desse modo, como 7(n) =k e dy < \/n, obtemos

TT")Sdsg\/ﬁ,

ou seja, T(n) < 2+/n.

(2) Se k é fmpar, entdo existem (k+ 1)/2 pares de divisores (d;,d;), com n = d;d;. Entre
esses pares, existe um unico par da forma (d,,d,), em que n = d,d,. Para os demais pares,
num total de (k — 1)/2, vamos supor, assim como no primeiro caso, que d; < d;. Da mesma
forma, seja dg 0 maior entre os divisores? djs. Isto implica d; < d,. De fato, se d, < dj, seja
d; o divisor associado a dg. Assim, por constru¢do, dy < d; e dydj =n. Dai, d, <d,ed, <dj,
de maneira que

n=d,d, <dyd, e did <didj=n,

isto é, n < n, o que € uma contradi¢cdo. Portanto, d; < d,.
Assim como no primeiro caso, (k—1)/2 < d, e 7(n) = k. Logo, ji que d> = n, ou
melhor, d, = \/n,

—1
%Sds<dr:\/ﬁ7

o que implica 7(n) — 1 < 24/n e, por conseguinte, T(n) < 2,/n. Portanto, para ambos os
casos, temos sempre 7(n) < 2./n. A

Exemplo 5.2.6 Sejam p e g primos distintos tais que a” = a (modg) e a? = a (mod p).
Entdo, a’? = a (mod pq).

Solucio: Do Corolério 4.2.2,
(a?)? = a? (mod p).

'Por exemplo, se n = 12, Dj» = {1,2,3,4,6,12}. Dai, existem trés pares de divisores (d;,d;), com d; < d;
e 12 =d;d;. O conjunto dos djs é {1,2,3}; disto segue que dy = 3.

2Por exemplo, se n = 36, D3 = {1,2,3,4,6,9,12,18,36}, ou seja, k = 9. Existem 5 = (9+ 1)/2 pares de
divisores, dentre os quais, quatro sio da forma (d;,d;), com d; < dj, que sdo (1,36), (2,18), (3,12) e (4,9) e,
neste caso, d; = 4; hd também um tnico par da forma (d,,d,), que é o par (6,6).
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Como a? = a (mod p), segue por transitividade que a”? = a (mod p), ou seja, p | a?? —a. Da
mesma forma, g | a’? — a. Mas, sendo mdc(p,q) = 1, temos que pq | a?? —a, isto é, aP? = a
(mod pq). A

Por exemplo, vamos considerar a = 2 e os primos p = 11 e ¢ = 31. Uma vez que
210 = 1024 = 31-33 41, temos 2!° = 1 (mod31), de modo que

2! =2 (mod31). (5.34)
Também, 2!0 = 1024 = 11-93 + 1 e, assim, 2! = 1 (mod 11). Logo,
231 =2 (mod11). (5.35)
Portanto, pelo exemplo anterior, com a = 2, obtemos de (5.34) e (5.35) que
21131 =2 (mod 11 -31),

ou melhor, 2°*! =2 (mod341). Mais ainda, ji que mdc(2,341) = 1, podemos cancelar o
fator 2 desta congruéncia, de modo a obter

2340 =1 (mod341).

Considerando que 341 ndo é primo, a ultima congruéncia nos mostra que a reciproca do
Teorema de Fermat ndo € vélida.

O fato 341 | 234! — 2 contraria uma conjectura feita por mateméticos chineses mais de
25 séculos atrds que afirmava que n € primo se, e somente se, n | 2" — 2. Algo semelhante

ocorre com outros nimeros composto, 0 que nos conduz a seguinte:

Definicao 5.2.7 (Pseudoprimo) Um niimero composto n é chamado pseudoprimo quando
n|2"—2.

Existem infinitos pseudoprimos, sendo que os quatro menores sdo 341, 561, 645 e

1105. Especificamente, uma familia infinita de pseudoprimos € obtida do seguinte:
Teorema 5.2.8 Se p > 3 é primo, entdo
n=(2%%-1)/3=(2-1)(2"+1)/3
é um pseudoprimo.
Demonstracao: Pelo Corolério 4.2.2, segue que 2P =2 (mod p). Assim,
2?—1=1(modp) e 2+1=3(modp),

e ja que 3| 2P + 1, pois 2 41 = 3(2P~1 —2P=2 4... - 1), concluimos que (27 +1)/3 =1
(mod p). Sendo 27 — 1 e 27 4 1 impares, temos

2W_1=1+pky e 2°+1=3+pk,
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em que k| e kp sdo pares, com 6 | ky, digamos k; =26, e k, = 66,. Desse modo,
n = (27-1)(2°+1)/3 = (1+pk1)(3+pk)/3
= (1+2p6:1)(3+6p6,)/3,
ou seja, n = 1+ 2pk, com k € Z. Visto que n = (221’ —1)/3, obtemos
2% =1 (modn) = 2*’=1 (modn),
de modo que 227! =2 (modn), ou melhor, 2" = 2 (modn). O
Por exemplo,

p =5 = n= (2¥-1)/3 = 341,
p = 11 = n = (22-1)/3 = 1398101

sdo todos pseudoprimos. Nota-se que 561, 645 e 1105 ndo pertencem a familia dos pseudo-
primos obtidos por n = (227 —1)/3.
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